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1. Introduction

Cet article est motivé par I’étude de deux espaces de modules de faisceaux
semi-stables, 1’'un sur le plan projectif, ’autre sur I’espace projectif. Ces espaces
de modules n’ont pas & priori de relation évidente entre eux, si ce n’est que
les méthodes d’étude que nous employons sont tres similaires, et aboutissent
étrangement 2 des résultats assez paralleles, bien que plus compliqués sur ’espace
projectif. Le premier est 1’espace de modules Mp,(2;0,4); c’est la variété des
classes de S—équivalence de faisceaux semi-stables de rang 2 et de classes de Chern
(0,4) sur le plan projectif. On sait que c’est une variété projective irréductible
et normale de dimension 13. Un des objectifs de cet article est de donner une
description géométrique de cet espace de modules, permettant par exemple de
répondre a la question que nous nous étions posée en premier lieu, a savoir : est-il

vrai que le morphisme de Barth
v MPz (2;0’ 4) - P14

ou P14 est 'espace projectif des quartiques de ’espace projectif dual, qui a un
faisceau semi-stable E associe la quartique de ses droites de saut est de degré
1 sur son image? La description que nous donnons permet effectivement de
répondre par 'affirmative & cette question ; ceci conduit d’ailleurs aussi au calcul
du degré de ’hypersurface image de ce morphisme, qu’on appelle hypersurface
des quartiques de Liiroth. Ce degré est 54 ; c’est en fait, comme 1’a observé Tjurin
[34] la valeur de l'invariant de Donaldson pour ’espace de modules en question,
et notre travail permet donc le calcul de cet invariant (*). Ceci fait I’objet d’un

(*) Pour l’espace de module Mp, (2;0, cz) des classes d’équivalence de faisceaux
semi-stables de rang 2 et classes de Chern ¢; =0 et ¢c; > 5 sur P la question de
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autre travail déja exposé [17], mais dont la rédaction n’est pas terminée.

Sur ’espace projectif, nous nous sommes intéressés a I’espace de modules
M = Mp,(2;0,2,0) des classes de S—équivalence de faisceaux semi-stables de
rang 2, de classes de Chern ¢; = 0,c; = 2,c3 = 0 sur espace projectif
Pg. G. Trautman a prouvé récemment [33] que cette variété projective a trois
composantes irréductibles de dimensions respectives 13, 17, 21; la composante
de dimension 13 est 'adhérence de 'ouvert correspondant aux fibrés stables
de rang 2 de classes de Chern (0,2), étudié par Hartshorne [12] , Douady [5];
cette composante a été étudiée, plus récemment, par Narasimhan et Trautman
[26] . Notre étude donne une autre fagon de comprendre les trois composantes
de Trautmann ; elle fournit en fait des renseignements beaucoup plus complets
concernant les singularités, la rationalité de ces composantes, et le probleme de
Pexistence d’un faisceau universel. Toutefois, nous ne savons pas pour 'instant si
cet espace de modules est réduit, mais c’est vraisemblable. Résoudre ce probleme
demanderait sans doute une étude plus poussée du cone de I’espace de modules
aux points d’intersection de ces composantes.

On sait que C. Simpson a construit [31] pour les faisceaux semi-stables de
torsion de polynome de Hilbert fixé P sur une variété projective X polarisée un
espace de modules grossier Mx (P). Dans cet article, nous donnons une description
l’espace de modules Mp,(m? + 3m) des classes de S—équivalence de faisceaux
semi-stables de polynéme de Hilbert m? + 3m. Il s’agit ici de faisceaux semi-
stables dont le support est une quadrique de P3. Ces faisceaux jouent un role
intermédiaire mais fondamental dans I’étude du module de Trautmann ci-dessus.
Il n’a que deux composantes irréductibles de dimension respectives 9 et 13, dont
les points génériques correspondent sur une quadrique lisse C aux faisceaux qui
s’écrivent Oc(—1,2) et aux faisceaux de sections du fibré €c(1,0) qui s’annulent
en deux points, un isomorphisme C ~ P; x P; étant convenablement choisi.

savoir si le morphisme 7 (qui associe & un faisceau semi-stable la courbe, de degré
¢z, des droites de saut dans le plan projectif dual) est de degré 1 sur son image
reste, & ma connaissance, une question ouverte. Il est de méme du calcul du degré
de l'image. Ce calcul est lié¢ au calcul de l'invariant de Donaldson (¢ (2))%¢2~3,

ou 9 est le fibré déterminant (cf. [18] ).
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1.1. Systémes cohérents sur le plan projectif.

L’introduction de cette notion est justifiée par I’étude de ’espace de modules
M = Mp,(2;0,4), étude qui est abordée au chapitre 6 (cf. théoréme 6.5 et
corollaire 6.8). On a déja dit que ’espace de modules M = Mp,(2;0,4) des
classes d’équivalence de faisceaux semi-stables de rang 2, de classes de Chern
(0,4) sur le plan projectif P2 est une variété projective irréductible, normale
de dimension 13 ; son lieu singulier est de dimension 8. La description de cette
variété repose sur I'idée suivante : il est facile [16] de construire une équivalence
birationnelle entre M et la variété des systémes linéaires de dimension 1, de degré
5 sur les coniques lisses de P2. En effet, pour tout faisceau stable E de rang 2, de
classes de Chern (0,4) sur le plan projectif I’espace vectoriel des sections de E(1)
est de dimension 2 en dehors d’une sous-variété lisse de codimension 3 de M ;
pour E suffisamment général, le schéma des zéros du déterminant du morphisme
d’évaluation ev : H°(E(1)) ® 6p, — E(1) est une conique lisse C et le conoyau
F = coker ev est alors un module localement libre de rang un de caractéristique

d’Euler-Poincaré x(F) = 0 sur la conique C. La suite exacte
0— HY(E(1)) ® Op, — E(1) > F — 0

fournit par dualité un sous-espace vectoriel I'* de dimension 2 dans ’espace
vectoriel des extensions Ext!(F, Op,). Cet espace vectoriel s’identifie & I’espace
vectoriel des sections du faisceau F* := Ext! (F, Op,) “dual” de F. Ce faisceau F*
s’identifie & un faisceau inversible sur la conique C, de degré 5 . Ainsi, on associe
au faisceau E la paire (I'*,F) : c’est un systéme linéaire de dimension projective
1, de degré 5 sur la conique C. Ces paires (I'*, F) décrivent un ouvert d’un fibré en
grassmanniennes au-dessus de ’ouvert des coniques lisses dans I’espace projectif
P5 des coniques du plan projectif. Notre probléme est donc de construire une
compactification de la variété des systémes linéaires de dimension 2 et de degré
5, qui permette d’étendre la correspondance birationnelle ci-dessus.

De maniére plus précise, il s’agit de construire un diagramme de variétés
projectives
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ou p est un morphisme birationnel, et ou Py est la variété des coniques du
plan projectif P,. La variété S sera constituée de classes d’équivalence de paires
(IE(1)) ou E est un faisceau sans torsion de rang 2, de classes de Chern
¢ = 0,c; = 2, et T un sous-espace de dimension 2 de H°(E(1)), ces paires
étant soumises a une condition de semi-stabilité qui sera décrite au chapitre 4.
Un telle paire sera un cas particulier de ce que nous appellerons structure de
niveau, car ceci nous rappelle une construction qu’avait donnée Seshadri sur les
courbes ; il s’agit en fait de la généralisation qui convient en dimension supérieure.
Le morphisme p qui associe au point défini par la structure de niveau (I',E(1))
le point de M défini par E sera en fait ’éclatement d’une sous-variété lisse de
codimension 3, correspondant aux classes de faisceaux semi-stables E tels que
hO(E(1)) = 3, sous-variété des points dits spéciaux, qui évite les singularités de
M.

Une telle structure de niveau s’interpréte aussi comme- classe d’équivalence
de paires (I'*,F) ou cette fois F est un faisceau algébrique cohérent de polyndme
de Hilbert 2m + 6, dont le support est une conique, et I'* un sous-espace
vectoriel de H°(F). Cette conique peut étre singuliere, voire non réduite : il
apparait donc nécessaire d’introduire de telles paires (I'*,F) ou F est un faisceau
cohérent de dimension d et de définir une notion de semi-stabilité pour de telles
paires. De telles paires, qui généralisent les systemes de niveau, seront appelées
systémes cohérents sur le plan projectif. Réciproquement, la donnée d’un tel
systéme cohérent semi-stable équivaut & celle d’une structure de niveau (I', E(1)).
Bien entendu de telles notions peuvent étre introduites sur n’importe quelle
variété projective lisse, et la correspondance qu’on vient d’expliquer dans le cas
particulier du plan projectif peut étre généralisée sur les surfaces projectives. Sur
les variétés de dimension > 3, il est en revanche nécessaire pour obtenir une telle
correspondance d’introduire une notion en quelque sorte duale, que nous appelons
cosystémes cohérents.

La description donnée ci-dessus est trés utile pour I’étude du morphisme
qui associe a un faisceau semi-stable sa courbe des droites de saut. Un systeme
cohérent semi-stable (I'*, F) pour lequel le faisceau F a pour support une conique
dégénérée en deux droites distinctes fournit une quartique de Liiroth singuliére,
et en général, il est possible de reconstruire le systéme cohérent (I'*, F), et donc le
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faisceau semi-stable E & partir des éléments géométriques visibles sur la quartique
singuli¢re. C’est ce qui nous permet de démontrer que le morphisme « est de degré
1 sur son image; les détails de la construction font I’objet d’un autre article.
Reconstruire le faisceau E & partir d’une quartique de Liiroth est un probleme
qui a été aussi envisagé par d’autres auteurs pour les quartiques de Liiroth lisses,

mais & ma connaissance ce projet n’a pas abouti.

1.2. Le module de Trautmann

L’étude de I’espace de modules M = Mp,(2;0, 2,0) des classes de S—équiva-
lence de faisceaux semi-stables de rang 2, de classes de Chern ¢; = 0, ¢z =
2, c3 = 0 sur ’espace projectif P3 fait ’'objet du chapitre 7 (cf. théorémes 7.12,
7.20, 7.23). La description des composantes irréductibles de Trautmann est liée
au nombre de points de profondeur 1 que peuvent présenter ces faisceaux. En fait,
tout faisceau cohérent sans torsion sur une variété algébrique lisse de dimension
3 a au plus un nombre fini 7 de points de profondeur 1. Dans le cas des faisceaux
semi-stables de rang 2 de classes de Chern (0,2,0) sur ’espace projectif, on a
i < 2; ceci peut s’obtenir comme I’a remarqué Trautmann [33] en étudiant le
bidual d’un tel faisceau : c’est un faisceau réflexif de rang 2 et de classes de Chern
c; = 0, 0 < ¢y < 2 auquel on peut appliquer les résultats de Hartshorne sur la
majoration de la classe de Chern c3 en fonction de ¢; et cp. Cette analyse repose
sur la théorie du spectre introduite d’abord par Barth et Elencwajg [3] pour
les fibrés vectoriels de rang 2 sur ’espace projectif et généralisée aux faisceaux
réflexifs par Hartshorne [12]. La méthode présentée ici est radicalement différente.

Elle se ramene essentiellement & 1’application des inégalités

2

c
c——>0

27

pour les fibrés semi-stables sur une surface projective, attribuées par habitude a
Bogomolov, mais qui dans le cas qui nous intéresse (sur le plan projectif) sont
dues & Schwarzenberger. On doit en fait passer par 'intermédiaire de faisceaux
cohérents sur ’espace projectif, portés par des quadriques.

Notre méthode permet en outre d’obtenir des résultats bien plus précis sur
ces composantes. On introduit pour ceci les sous-variétés déterminantielles M; de
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M définies par les points représentants les faisceaux E satisfaisant aux conditions
dim Ext?(E, ©p,) > i : les points de ces sous-variétés correspondent aux faisceaux
semi-stables E qui ont au moins ¢ points (avec multiplicité) de profondeur 1.
Le résultat essentiel (cf. théoréme 7.12) est que les variétés localement fermées
M —M; et M; —M; sont lisses et irréductibles de dimensions respectives 13, 17,
et que M est sous-variété fermée irréductible et normale de dimension 21 ; cette
derniére n’a que des singularités rationnelles qui apparaissent en codimension
5. Les trois composantes de M sont les adhérences de ces sous-variétés. Nous
avons également pu vérifier que ces trois composantes étaient rationnelles. Enfin,
nous avons résolu le probléme de l'existence d’un faisceau universel : assez
curieusement, alors que I'impression populaire voulait que dés que les coefficients
< F,h* > qui figurent dans le polynéme de Hilbert (cf. chapitre 2) ne sont pas
premiers entre eux il n’existe pas de faisceau universel, nous avons eu la surprise de
constater qu’il existe un faisceau universel paramétré par la sous-variété M; —Mo.
Pour les deux autres composantes, il n’y a pas de faisceau universel paramétré

par un ouvert non vide.

L’idée de la démonstration consiste encore a introduire certaines variétés de
systemes cohérents, et la construction est tout a fait similaire & celle que nous
avons décrite sur le plan projectif. Il est facile de vérifier que sur un ouvert partout
dense de M un point se représente par un faisceau semi-stable E tel que E(1) ait
au moins deux sections. En fait, on peut démontrer (c’est une des conséquences
de la construction) que 1’espace vectoriel des sections H’(E(1)) est de dimension
2 sauf pour les points représentant des faisceaux semi-stables dits spéciaux, qui
définissent une sous-variété fermée X contenue dans la réunion des composantes
de dimension 17 et 21, et de codimension 3 dans chacune de ces composantes : la
dimension h°(E(1)) est alors 3.

On est amené a considérer la variété S des classes d’équivalence de paires
(T',E(1)), ou E est un faisceau de rang 2, de classes de Chern (0,2,0) et I' un sous-
espace de dimension 2 de H(E(1)), ces paires étant soumises & une condition de
semi-stabilité précisée au chapitre 3. Une telle paire est encore une structure de
niveau. La variété S est I’éclatement de M le long de ¥. Pour une telle paire, le
morphisme d’évaluation ev : I' ® &p, — E(1) pour le faisceau E(1) est encore
génériquement de rang 2; on peut ainsi associer a une telle structure de niveau
une nouvelle paire (I'*,F) : le faisceau cohérent F est le conoyau du morphisme
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d’évaluation ; c’est un faisceau pur de polynéme de Hilbert m?2 + 3m porté par
une quadrique de P35 ; I’espace vectoriel I'* est un sous-espace de dimension 2 de
I’espace vectoriel des extensions Ext!(F, &p,). Contrairement a ce qui se passait
sur le plan projectif, le polynéme de Hilbert du faisceau Ext!(F, Op,)) ne reste
pas constant lorsque (I',E(1)) varie, ce qui rend délicate I'utilisation du systeme
cohérent (T'*, Ext'(F, Op,)) et nous impose d’introduire une nouvelle notion, en
quelque sorte duale de la précédente. Il s’agit des cosystemes cohérents, pour
lesquels nous définirons au chapitre 6 une notion de semi-stabilité. La donnée
d’une structure de niveau (I', E(1)) semi-stable, et celle d’un cosystéme cohérent
semi-stable (I'*,F) sont équivalentes. Bien entendu, nous avons une version de
cet énoncé valable en toute généralité sur n’importe quelle variété projective lisse
(chapitre 6).

La méthode expliquée dans ce travail fournit donc un diagramme de variétés
projectives

s 4 Py
pl
M

ou Py est ’espace projectif des quadriques de P3, et ol p est un morphisme sur-
jectif et birationnel. Ce diagramme donne un moyen de comprendre la structure
de M. La variété S, construite au chapitre 4, définie comme variété de mod-
ules des classes d’équivalences de systémes de niveau (I', E(1)) (pour une relation
d’équivalence qui sera précisée) s’identifie a la variété des classes d’équivalence de
cosystémes semi-stables (I'*,F), ol F faisceau de polynéme de Hilbert m? + 3m
et dim I'™* = 2. Ceci fournit les morphismes p et ¢ qui figurent dans le diagramme.
La correspondance entre structures de niveau et cosystéemes cohérents est décrite
au chapitre 6.

On est ramené & comprendre quels sont les cosystémes semi-stables (I'*, F).
On est bien siir tenté de voir si le faisceau F sous-jacent est lui-méme semi-stable :
malheureusement on n’obtient pas en général la semi-stabilité, mais seulement la y
-semi-stabilité, ce qui complique un peu les choses. Toutefois, il est utile d’étudier
'espace de modules de Simpson Mp,(m? + 3m), dont la structure est bien plus
facile & comprendre que celle de S.



J. LE POTIER

1.3. L’espace de modules N = Mp,(m? + 3m)

Cette étude est lobjet du chapitre 3 (¢f. théoréeme 3.2). Ici encore, les
points singuliers jouent un role important dans la description des composantes.
Pour un faisceau pur de dimension 2, il n’y a qu’un nombre fini de points de
profondeur 1. Ailleurs, le faisceau est de Cohen-Macaulay, ou ce qui revient au
méme en dimension 2, réflexif (au sens de ’appendice, chapitre 8). Le premier
probléme qui se pose pour de tels faisceaux est de majorer le nombre de ces
points de profondeur 1. Ceci s’obtient facilement, au moins pour les faisceaux de
dimension 2 et multiplicité 2 sur P3 par projection sur un plan : on est ramené
4 appliquer essentiellement ’inégalité de Bogomolov & 'image directe d’un tel
faisceau, dont on vérifie qu’il est encore, sauf dans un cas particulier, semi-stable.
On obtient ainsi qu’un tel faisceau a au plus deux points de profondeur 2. On
considere alors les sous-variétés déterminantielles N; définies par les conditions
dim Ext?(F, 6p,) > i. On a alors N; = Ny : c’est une variété irréductible de
dimension 13, normale, dont on montre que les singularités, qui apparaissent en
codimension 3, sont rationnelles. L’'ouvert U = N — N3 est lisse irréductible de
dimension 9. Il en résulte que la variété N a deux composantes irréductibles de
dimensions respectives 9 et 13. On vérifie facilement que ces composantes sont
rationnelles.

Il est vraisemblable que la variété N est réduite. Nous n’avons pas abordé
cette question ici car elle nous semble délicate. Signalons toutefois qu'il suffirait
de se placer au voisinage d’un point représenté par le faisceau F = J @ J, ou J
est I'idéal d’un point dans un plan P. Le cone de N en un tel point se plonge
dans le quotient de Mumford C/Aut(F) de la sous-variété C de Ext' (F, F) définie
par I’équation a? = 0, ot o — a2 est le cup-carré dans Ext*(F,F), par Paction
naturelle du groupe des automorphismes Aut(F) = Gl(2); cette action est induite
par la conjugaison sur Ext!(F,F). Il est facile de calculer cette équation & partir
de la structure d’algebre de Ext(J,J) = @;Ext*(J,J) (une étude analogue est
conduite au chapitre 3 pour la sous-variété N3). On obtient que C/Aut(F) est
une variété réduite de dimension 14, qui a deux composantes irréductibles de
dimensions respectives 13 et 14. Ceci montre que contrairement a ce qui se passe
pour les fibrés de Higgs de classes de Chern ¢; = 0 (cf. [31]), la forme quadratique
donnée par le cup-carré ne donne pas le cone de I’espace de modules, et il faudrait

10



SYSTEMES COHERENTS

pour conclure faire intervenir des équations de degré supérieur.

1.4. La construction des espaces de modules.

Au chapitre 2, nous rappelons les définitions fondamentales (?) concernant
les faisceaux algébriques cohérents de dimension d sur une variété projective X de
dimension n et le principe de la construction de ’espace de modules de Simpson ;
nous avons en particulier mis en évidence un critére de semi-stabilité, implicite
dans le travail de Simpson, traduisant les notions de semi-stabilité en termes
d’espaces vectoriels de sections. Pour les fibrés vectoriels sur les courbes, ce critére
figurait déja dans ’exposé de J. Oesterlé [28] , mais il nécessite plus de soins en
dimension supérieure. Le chapitre 4 est consacré essentiellement a la construction
de ’espace de modules des systémes cohérents, et la démonstration du théoreme
4.12. La construction s’inspire de celle de Simpson, et fait appel bien entendu
a la géométrie invariante de Mumford. Ici encore, il nous a fallu expliciter un
critere de semi-stabilité pour les systémes cohérents. La variété obtenue est une
variété projective, obtenue comme quotient de 'ouvert des points semi-stables
d’une variété projective par I’action d’un groupe réductif : suivant la polarisation
choisie on pourrait obtenir un quotient différent, et notre choix est adapté aux
applications que nous avions en vue. Ainsi, nous ne retrouvons pas les espaces de
modules introduits récemment par S. Bertram, S. Bradlow , O. Garcia-Prada, M.
Thaddeus (cf. par exemple [32] ), puisque, avec notre définition, pour les systémes
cohérents semi-stables (I', F') de dimension n sur une variété projective lisse X de
dimension n, on a obligatoirement rg(F) < dimT', sauf dans le cas particulier
I' = 0, ou l'on retrouve ’espace de modules de Simpson. Bien siir, il faudrait
vraisemblablement choisir une autre polarisation pour retrouver leurs espaces de
modules. Les cosystémes cohérents semi-stables (I', F') sont introduits au chapitre
6. Curieusement, si nous avons bien montré que lorsque 'on fixe le polynéme de
Hilbert de F les cosysteémes cohérents semi-stables forment une famille limitée (cf.
théoréme 5.5), nous n’avons obtenu I’existence d’un espace de modules que pour
les cosystemes cohérents de dimension maximum n, ou de dimension 1 oun—1:
ces deux derniers cas se ramenent en fait au théoréeme d’existence des espaces

(?) Notre terminologie differe un peu de celle de Simpson : nous appelons
multiplicité ce qu’il appelle rang.

11
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de modules de systémes cohérents (cf. théoréme 5.6). Ces constructions suffisent
cependant pour répondre aux objectifs que nous avions en vue.

Enfin le chapitre 8 est consacré a deux appendices. Le premier contient les
sorites utiles sur les faisceaux purs et les faisceaux réflexifs de dimension d sur une
variété de dimension n ; il propose aussi une autre démonstration d’un résultat tres
utile de Simpson (cf. théoréeme 8.1) sur les faisceaux qui peuvent se déformer en
faisceaux purs de dimension d sur une variété projective lisse ; cette démonstration
évite un argument non standard de cohérence auquel Simpson a fait appel. Le
deuxiéme appendice est une mise au point concernant les théorémes de dualité

relative utilisés au cours de ce travail.
Notations

Variétés algébriques

Par variété algébrique, on entend schéma de type fini séparé sur un corps
algébriquement clos; par habitude, nous travaillons sur C, mais tout ce qui
suit reste vrai sur un corps algébriquement clos de caractéristique 0. Les points
considérés seront en regle générale les points fermés, sauf peut-étre dans quelques
énoncés ou il était commode de faire usage du critére de Serre. Ces variétés ne
sont pas obligatoirement réduites, ni irréductibles.

Grassmannienne et schéma de Hilbert

Etant donné un faisceau algébrique cohérent F sur une variété algébrique
X on note Grass(F) la grassmanienne relative de Grothendieck, représentant le
foncteur qui associe a une variété algébrique f : Y — X au-dessus de X ’ensemble
des fibrés vectoriels quotients de I'image réciproque f*(F) de F sur Y : les points
fermés de Grass(F) sont donc les paires (z,V) formées d’un point z € X et d’'un
espace vectoriel quotient de la fibre F(z) au point z. La composante formée des
espaces vectoriels quotients de rang r sera notée Grass(F, ). Si F est localement
libre, la grassmannienne Grass(F*,r) est notée Grass(r,F) : ses points fermés
correspondent aux couples (z, W), oll z est un point de X et W un sous-espace
vectoriel de dimension r de la fibre F(z). Si X une variété algébrique projective
munie d’un fibré trés ample Ox (1) , et E un faisceau algébrique cohérent sur X,
on désigne par Hilb(E, P) le schéma de Hilbert dont les points fermés sont les

12
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faisceaux cohérents quotients de E et de polyndme de Hilbert P. Cette variété
algébrique est construite par Grothendieck dans [10].

Foncteurs dérivés

Soient X une variété algébrique et E et F deux faisceaux algébriques sur
X. Les espaces vectoriels Ext*(E, F) sont les foncteurs dérivés droits du foncteur
F — Hom(E, F). Le faisceau des homomorphismes de &x —modules de E dans F
est noté Hom(E, F) ; les faisceaux Ext*(E, F) sont les foncteurs dérivés a droite du
foncteur F — Hom(E, F). Soit f : X — Y un morphisme de variétés algébriques ;

si E et F sont des faisceaux algébriques sur X, les faisceaux Extj:(E,F) sont les
foncteurs dérivés droits du foncteur F — f,(Hom(E, F)).
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2. Le module de Simpson

2.1. Semi-stabilité

On rappelle ici les notions de stabilité et semi-stabilité [31] pour les faisceaux
algébriques cohérents. Soit (X, Ox (1)) une variété projective lisse de dimension
n polarisée. Selon 'usage, on désigne par K(X) l’algebre de Grothendieck des
classes de &'x-modules cohérents ; elle est équipée de la forme quadratique entiere
u +— x(u?), dont la forme polaire associée est notée < , >. Si F est un faisceau
algébrique cohérent sur X, on désigne par Py le polynome de Hilbert de F. Si Y
est une section hyperplane , on désigne par h la classe dans K(X) de Oy, de sorte
que < F, ht > est la caractéristique d’Euler-Poincaré de la restriction de F & une
intersection compléte générale de i sections hyperplanes. Le polynome de Hilbert

de X est donné par la formule

Pp(m)=<F,(1-h)™™>= Y Ch,, ,<Fh>
d>i>0

Définition 2.1. — On appelle multiplicité de F le nombre entier r, qu’on

notera aussi mult(F), défini par
r = mult(F) =< F, h¢ >

Ezemples :

1) Si le faisceau F est sans torsion on désigne par rg (F) le rang de F. On a
alors r = rg (F) x degré (X).

2) Sile faisceau F est de dimension n— 1, la multiplicité r est aussi le degré
de la variété de Fitting de F.

15
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3) La sous-variété définie par I’annulateur de F est de degré < r2.

Définition 2.2. — Soit F un faisceau algébrique cohérent de dimension d,
de polynéme de Hilbert P et de multiplicité r sur X. On appelle pente de F le
nombre rationnel

<F,hd1 >
= r
et polynome de Hilbert réduit de F le polynéme

PR ==
r

Le polynéme de Hilbert réduit de F s’écrit donc
pr(m) = Cfn+d_1 +u Cfn—-}}d—Z + polynéme de degré <d —2

Définition 2.3. — (Pureté)
Un Ox-module cohérent F de dimension d est dit pur de dimension d s’il n’a
pas de sous-module cohérent non nul de dimension < d.

Remarque 2.4. — Cette condition signifie que tous les points associés & F
sont de dimension d ; elle équivaut a la condition suivante : pour tout point z €
Supp F de hauteur > n —d, on a prof F, > 1. Comme dim F, = ht (z) — (n —d)
on voit que si F est pur de dimension d, le localisé F,, est de Cohen-Macauley en
tout point x de hauteur n — d + 1, et que le fermé des point x € X ol F, n’est
pas de Cohen-Macaulay est de dimension < d — 2.

\

Soient P et Q deux polynémes & coefficients réels; on écrit P < Q si
P(m) < Q(m) pour m assez grand (par valeurs positives). Autrement dit, les
polynomes sont ordonnés par ordre lexicographique, en commengant par les
termes de plus haut degré.

Définition 2.5. — (Semi-stabilité)
Soit F un Ox-module cohérent de dimension d, de multiplicité r et polynome
de Hilbert réduit p. On dit que F est semi-stable si
(i) 4l est pur de dimension d
(ii) pour tout sous-module cohérent non nul F' C F de polynéme de Hilbert réduit
p onap <p.
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On définit de méme la stabilité , en demandant 'inégalité stricte lorsque
F’ est de multiplicité ' < r, et les notions de u-stabilité et u-semi-stabilité en
remplacant le polyndme de Hilbert par la pente. Comme dans le cas des faisceaux
sans torsion, on a évidemment les implications suivantes

u — stable = stable
4

1 — semi — stable < semi — stable

Un faisceau polystable est une somme directe de faisceaux stables de méme
polyndome de Hilbert réduit.

2.2. Filtrations de Harder-Narasimhan

Rappelons d’abord un résultat, dii & Grothendieck [10], permettant de décider
que certaines familles de quotients d’un faisceau donné sont limitées.

Lemme 2.6. —(Grothendieck) Soit F un &x-module cohérent pur de di-
mension d. Alors
(i) la pente des sous-modules cohérents non nuls F' CF est majorée.
(i) la famille des sous-modules F' C F, de pente firée, et dont le quotient F/F’
est pur de dimension d est limitée.

Proposition 2.7. — Soit F un Ox-module cohérent, pur de dimension d.
Alors F a une filtration croissante par des sous-modules cohérent (F;),_, , dont
le gradué gr; = F;/F;_1 satisfait aux conditions suivantes

(i) le gradué gr; est semi-stable ;
(ii) pgri > Pgriy, Pour i=1,...,1
Cette filtration est unique.

Comme dans le cas classique des faisceaux sans torsion, cet énoncé est une
conséquence facile du lemme de Grothendieck. La filtration ainsi obtenue s’appelle
la filtration de Harder-Narasimhan de F, et le gradué associé le gradué de Harder-
Narasimhan. Pour un module cohérent pur de dimension d on peut en particulier
parler de pmax €t Pmin : il s’agit du polyndme de Hilbert réduit du premier et
dernier terme respectivement du gradué de Harder-Narasimhan. De méme, on
peut pour un tel faisceau définir pmqar €t fmin.
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Théoréme 2.8. — Soit P un polynéme de degré d. La famille des faisceaux
u -semi-stables de dimension d, de polynéme de Hilbert Pr = P est limitée.

En fait nous aurons besoin d’une version un peu plus générale de cet énoncé.

Théoréme 2.9. — Soit P un polynéme de degré d, et C une constante. La
famille des O©x—cohérents purs de dimension d, de polynéme de Hilbert Pp = P,
et tels que pmaz(F) < C, est limitée.

Cet énoncé est dii & C. Simpson [31]. Nous en donnons cependant une
démonstration, car elle sera utile dans la suite ; elle suit d’assez pres celle qui est
proposée par C. Simpson. Dans le cas ou d = n, c’est un résultat de Maruyama
[24] , auquel nous allons nous ramener.

Démonstration. On peut évidemment supposer que la variété X est ’espace
projectif P,. Soit # I’ensemble des classes d’isomorphisme de faisceaux cohérents
F purs de dimension d, de polynéme de Hilbert P et satisfaisant & la condition

de ’énoncé :
Umaz(F) < C (%)

11 suffit de montrer que la famille %y C & des faisceaux cohérents de F
dont le support ne rencontre pas un sous-espace linéaire Y = P,_4; fixé est
limitée. En effet, le groupe projectif opére sur % et toute orbite rencontre Fy.
On peut alors considérer la projection 7 : P, — Y — P4 de centre Y sur un
sous-espace linéaire P4 qui ne rencontre pas Y. Puisque F est & support propre
dans P, —Y, le faisceau cohérent G = 7, (F) est un faisceau cohérent sans torsion
sur ’espace projectif Py et son polynéme de Hilbert est encore P. On va montrer
que ce module satisfait encore a la condition (*), quitte a changer éventuellement
la constante C. D’aprés Maruyama [24] , ceci suffira pour vérifier que la famille
de faisceaux G est limitée.

Lemme 2.10. — Il existe une constante C' telle que pour tout faisceau F
de & on ait

Hma:c(G) < c’
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Désignons par S la sous-variété de P, définie par 'annulateur de F. La
projection sur P, notée encore # : S — P4 est un morphisme fini, et 'on
a m(0p,(1)) = Os(1). En général ce morphisme n’est pas plat : c’est ici la
principale difficulté de la démonstration. Cependant on a le lemme suivant :

Lemme 2.11. — La sous-variété S définie par l'annulateur de F est pure

de dimension d.

Démonstration. Ceci signifie que le faisceau structural &g est pur de
dimension d. Le faisceau structural &g est isomorphe a un sous-faisceau du
faisceau des homomorphismes Hom(F, F). Il suffit donc de vérifier que ce dernier
est pur de dimension d. Si on choisit un morphisme surjectif &p_(—i)N — F on
obtient que le faisceau Hom(F, F) s’identifie & un sous-module de F(i)N; donc il

est pur de dimension d. o

D’apreés la remarque 2.4 ceci a pour conséquence que la variété S est de
Cohen-Macaulay en dehors d’un fermé de codimension > 2 dans S. En particulier,
d’apres par exemple Fulton [8], lemma A.7.1, la projection 7 : S — P4 est un
morphisme plat en dehors d’un fermé de codimension > 2 dans S. Par suite, on
peut trouver un ouvert U C Py dont le complémentaire est de codimension > 2,
et au-dessus duquel la projection 7 est plate.

Considérons Dalgébre &/ = m,(0s). C’est un module cohérent sans torsion
sur P4. On peut donc introduire les nombres rationnels pmin () €t pimaz(2) .
D’autre part, il y a correspondance bijective entre ’ensemble des sous-modules
cohérents de F et I’ensemble des sous-o/ —modules cohérents de G; cette corres-

pondance est obtenue par image directe et donc conserve le polynoéme de Hilbert.

Démonstration du lemme 2.10.

Soit G le premier terme de la filtration de Harder-Narasimhan de G ; par
définition c’est un sous-module semi-stable de G tel que u(G1) = fmaz(G). Alors
I'image G} du morphisme canonique G QRop, & — G est un sous-&/-module
de G qui est donc 'image directe par 7 d’un sous-module F; de F. Le module
F; a méme pente que G}, et '’hypothése du lemme entraine que p(G}) < C.
Considérons le faisceau cohérent sans torsion défini par

G1®% = G; ® & /Torsion
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quotient du produit tensoriel G; ®%/ sur I’algebre Op, par son sous-module de tor-
sion. Puisque Gj est un quotient de G;®% on a les majorations fmn(G1®%) <
u(G}) < C. Maintenant le faisceau G; étant semi-stable, on a d’aprés Maruyama
(23]

,umin(Glgﬂ) = H(G]) + ﬂmzn(»‘y) —1.

On obtient donc u(G;1) < C — pmin(2) + 1. On est ramené & montrer le lemme

suivant :

Lemme 2.12. — Le nombre pmin(2) est minoré par une constante ne
dépendant que de la multiplicité r de F et de n et d.

Démonstration. Soit B := Bly(P,) I’éclaté de P, le long du sous-espace
Y = Pn—d—1. On a un diagramme

B — P,

!

Py

dans lequel le morphisme vertical est un fibré localement trivial de fibre P,,_4. La
variété B sera équipée du fibré inversible relativement ample noté &g(1) image
réciproque de Op (1) par la projection B — P,,. Considérons le schéma de Hilbert
relatif H* := Hilb*(B/P4) — P4 dont les fibres sont les schémas de Hilbert qui
parametrent les sous-schémas de dimension 0 et de longueur k£ de P,,_4, et posons

H= [] v~

k<r2

Désignons par Z C H xp B le sous-schéma universel, et considérons le diagramme

standard

H XPd Pn—-d L B

al |
H — Py

Pour tout entier m, le faisceau g.(&0z(m)) est cohérent, et le morphisme gq|z
étant fini et plat, 'image directe commute aux changements de base. On peut
alors, d’apres le théoréme B relatif appliqué au faisceau H-plat _#z(m), o _#7
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est ’idéal de Z, trouver un entier m tel que que le morphisme canonique obtenu

par image directe
qx (ﬁH ﬁ’B(m)) — qx (ﬁZ(m))

soit surjectif : il suffit de le choisir assez grand. Le plus petit des entiers m possibles
ne dépend évidemment que de n,d, r. Le théoréeme du changement de base montre
en outre que le premier membre est 'image réciproque d’un faisceau localement

libre sur P4, qui ne dépend que de (n,d,r).

Revenons au morphisme fini 7 : S — P4. Sur 'ouvert U de P4 au-dessus
duquel 7 est plat, le schéma S s’obtient & partir de Z par un changement de base
f : U — H d’apres la propriété universelle de H. Le théoréeme de changement
de base montre que 7. (Os(m))|lu = f*(q+(Oz(m))). Compte-tenu de la formule
de projection, on a l'identification m.«(&Os(m)) = &/(m) et par conséquent, le
faisceau &/ (m)|u est le quotient d’un faisceau localement libre provenant de Py,
indépendant de S. Puisque le complémentaire de U est de codimension 2, ceci
suffit pour voir qu’il existe une constante A > 0 telle que

Nmin('z((m)) Z A

Dans cette démonstration, le polynéme de Hilbert de S n’intervient pas.
Ainsi, la démonstration montre aussi ’énoncé suivant, qui sera utilisé au chapitre
4:

Corollaire 2.13. — Soit S une sous-variété pure de dimension d et de degré
k de X. Alors pmin(Os) est minoré par une constante qui ne dépend que de d, k
et X.

Fin de la démonstration du théoréme 2.9.

On vient de démontrer que la famille des faisceaux G ainsi construite est
limitée. Il reste a montrer que la famille des faisceaux F est limitée. La difficulté
qui reste a surmonter est qu’on ne sait toujours pas que la famille de faisceaux
&/ est limitée. Notons que l'ouvert P, — Y est isomorphe & ’espace total du
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fibré normal N de P, dans P, et que dans cette identification, la projection
w: P, —Y — Py devient la projection canonique N — Pg4, qu’on notera
encore 7. L’algebre &/ est évidemment une algebre quotient de 'algébre & =
7.(ON) = ®;Sym*(N*). La donnée de F dans la famille %y équivaut 3 celle d’un
faisceau cohérent sur N a support propre sur P4. Une telle donnée est équivalente
a la donnée du faisceau cohérent image directe G = m,(F) et d’'un morphisme
d’algebres & — Hom(G, G) (cf. [11] , exercice 5.17). Un tel morphisme d’algébres
est déterminé par un morphisme N* — Hom(G,G) de faisceaux algébriques
cohérents sur P, satisfaisant & certaines conditions évidentes de commutation ;
ces conditions de commutation définissent une sous-variété de ’espace vectoriel
de dimension finie Hom(N*,Hom(G, G)), comme image réciproque de 0 par le

morphisme canonique
Hom(N*, Hom(G, G)) — Hom(A?N*, Hom(G, G))

défini de la maniere suivante : on associe au morphisme f : N* - Hom(G,G) le
morphisme A2N* — Hom(G, G)) défini par u A v — [f(u), f(v)], oll u et v sont
des sections locales de N*. Par suite, la famille %y est limitée. Ceci achéve la

démonstration du théoréme. o

Remarque 2.14. — L’algebre & s’obtient comme image du morphisme
d’algebres £ — Hom(G, G). Pour la famille de faisceaux cohérents &/ on a
donc seulement un nombre fini de polynémes de Hilbert possibles, et il en est
de méme pour la famille des sous-variétés S considérée. Il résulte du lemme 2.12
que la famille &g est une famille de faisceaux purs de dimension d qui satisfait
aux conditions du théoreme 2.8 : ainsi la famille des sous-variétés S est limitée.
C’est ce que j’ai affirmé dans [19] , mais I’argument invoqué n’est pas suffisant :
j’ignore si le théoreme de Chow reste vrai pour une famille de sous-variétés pures
de dimension d de degré < r dans P,, qui ne sont pas forcément réduites.

2.3. L’espace de modules Mx(P)

Fixons un polynéme p de degré d, et considérons la catégorie €(p) des fais-
ceaux semi-stables F de polynéme de Hilbert réduit p. Il est facile de vérifier qu’on
obtient ainsi une catégorie abélienne ; en plus elle est évidemment noethérienne
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et artinienne, ce qui permet de définir dans cette catégorie la notion de filtration
de Jordan-Holder : on entend par la une filtration

{0}cF,CF,C---CFx=F

telle que le gradué gr;(F) = F;/Fi_; soit stable; le gradué gr(F) = @gri(F)
est alors bien défini & isomorphisme prés. Deux faisceaux semi-stables F et G de
% (p) sont dit S—équivalent si les gradués de Jordan-Holder gr(F) et gr(G) sont
isomorphes.

Soit P un polyndme de degré d. Une famille de faisceaux semi-stables sur
X paramétrée par une variété algébrique S est un faisceau algébrique cohérent F
sur S x X, plat sur S tel que pour tout point fermé s € S le faisceau F(s) soit
semi-stable. Pour une telle famille, le polynome de Hilbert Pp(s) est localement
constant. On considére le foncteur My (P) qui associe a la variété algébrique S
I’ensemble My (P)(S) des classes d’isomorphisme de familles de faisceaux semi-

stables sur X, paramétrées par S, et de polynéme de Hilbert P.

Théoréme 2.15. — Il existe pour le foncteur My (P) un espace de modules
grossier Mx (P). Cet espace de modules a les propriétés suivantes :
(i) La variété algébrique Mx (P) est projective.
(ii) Les points fermés de Mx(P) sont les classes de S-équivalence de faisceauz
semi-stables de polynome de Hilbert P.
(iii) L’ensemble des classes d’isomorphisme de faisceaux stables s’identifie ¢ un
ouvert de la variété Mx(P).

La propriété de module grossier de Mx (P) signifie qu’il existe un morphisme
fonctoriel f : My (P)(S) — Mor(S, Mx(P)) satisfaisant a la propriété universelle
suivante : pour toute autre variété algébrique M’, et tout morphisme fonctoriel
9 : My (P)(S) — Mor(S,M’) il existe un morphisme et un seul ¢ : My (P) - M’
rendant commutatif le diagramme

My(P)S) - Mor(S, Mx(P))

N\ Lo
Mor(S, M)
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Evidemment, cette propriété caractérise la variété Mx (P). Cet énoncé est
démontré avec cette généralité par C. Simpson [31]; il étend les énoncés bien
connus de Gieseker [9] et Maruyama [22].

Support schématique

Supposons que X soit une surface projective lisse et polarisée, et que P soit
de degré 1. Désignons par r la multiplicité et par x la caractéristique d’Euler-
Poincaré. On a donc P(m) = rm+ x. Considérons le schéma de Hilbert Hilbx(r)

des courbes de degré r tracées sur la surface X. On a alors un morphisme
Mx (P) — Hilbx(r)

qui associe a la classe de S—équivalence du faisceau F la courbe de degré r
définie par par l'idéal de Fitting de F. Au-dessus d’un point correspondant
une courbe intégre Y C X, la fibre de ce morphisme s’identifie & la variété des
Oy-modules cohérents L sans torsion, de rang un et de caractéristique d’Euler-
Poincaré x. En particulier, au-dessus d’un point représentant une courbe lisse Y,
on obtient comme fibre la composante Pic,(Y) du groupe de Picard des classes
d’isomorphisme de fibrés inversibles de caractéristique d’Euler-Poincaré .

Dans le cas ou la variété X est de dimension n, le support schématique
d’un faisceau de Cohen-Macaulay de dimension n — 1 et de multiplicité r est
Phypersurface de degré r définie par 'idéal de Fitting de F. Si un faisceau de
dimension n — 1 est pur, il est de Cohen-Macaulay en dehors d’un fermé de
codimension 3 dans X : on peut alors définir le support schématique de F par
Ihypersurface de degré r de X qui prolonge ’hypersurface définie par I'idéal
de Fitting sur 'ouvert ou le faisceau F est de Cohen-Macaulay. Le support

schématique définit encore un morphisme
Mx (P) — Hilbx(r)

dans le schéma de Hilbert des hypersurfaces de degré r de X. La fibre de ce
morphisme au-dessus d’un point représentant une hypersurface Y est I’espace de
modules My (P) des Oy-modules semi-stables de polynéme de Hilbert P.
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2.4. Critére de semi-stabilité

Dans la suite, nous allons nous inspirer de la démonstration de Simpson du
théoreme 2.15 ; rappelons-en les grandes lignes. Elle repose d’abord sur un critére
permettant de décrire la semi-stabilité en termes de sections, et sur un énoncé
qui permet de reconnaitre pour un faisceau semi-stable donné les sous-faisceaux
cohérents de méme polynome de Hilbert réduit ; ces énoncés sont implicites dans la
construction de Simpson. Soit P un polynéme de degré d, de terme dominant r'—%.
Pour tout entier m, on considére I’ensemble S,,(P) des classes d’isomorphisme
de faisceaux F purs de polynéme de Hilbert P et qui satisfont aux conditions
suivantes

(i) P(m) < hO(F(m))
(ii) Pour tout sous-module cohérent non nul F’ C F de multiplicité r’, on a

RO(F'(m) _ KO(F(m))
r’ - T
Considérons d’autre part I’ensemble S},(P) des classes d’isomorphisme de
faisceaux purs F de polyndme de Hilbert P qui satisfont & la propriété en quelque
sorte duale :
(ii)* Pour tout module cohérent quotient F — F” pur de dimension d et de
multiplicité r”, on a
P(m) _ RO(F"(m))
ro_ r!

Il est clair que pour tout m, on a S,,,(P) C S}, (P). Pour m assez grand, on

peut dire beaucoup plus :

Proposition 2.16. — (Critére de semi-stabilité)

Le polynéme P étant fizé, il existe un nombre a tel que pour tout m > a les
ensembles S, (P) et S¥,(P) coincident avec l’ensemble des classes d’isomorphisme
de faisceauz semi-stables de polynome de Hilbert P.

Remarque 2.17. — On peut se demander s’il ne serait pas plus naturel
d’introduire simplement ’ensemble S/,(P) des classes d’isomorphisme de fais-
ceaux cohérents purs de polynéme de Hilbert P qui satisfont seulement & la con-
dition (ii). Si d = 1, la condition (i) est effectivement automatique et on a alors
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S/, C S;,. Par contre, en dimension supérieure cette condition n’entraine pas la
semi-stabilité, méme en choisissant m trés grand.

Considérons par exemple I'idéal I,,, défini par m* points en position générale
dans le plan projectif X = P,. Le faisceau sans torsion F,,, = I,,,(m?2)® Op,(—m?)
est de rang 2 et de classes de Chern ¢; = ¢; = 0, donc de polynéme de
Hilbert fixé P. Il satisfait & la propriété 2 dés que m > 4; en effet, on a alors
h%(6p,(m? +m)) < m*. Puisque les points sont choisis en position générale, ceci
entraine

R (I, (m? +m)) =0,

et par suite h°(F,,(m)) = 0. Ainsi, la condition (ii) est trivialement satisfaite bien
que le faisceau F,, soit instable. Bien siir, la condition (ii)* n’est pas satisfaite
pour F,,, puisque P(m) = m? + 3m + 2.

Venons-en & la description des filtrations de Jordan-Hélder. Etant donné
un faisceau semi-stable F de dimension d et de multiplicité r et un entier m,
désignons par Max,,(F) ’ensemble des sous-faisceaux cohérents F’ C F non nuls

de multiplicité r’ satisfaisant & la condition suivante :

hO(F'(m)) _ h°(F(m))
r! T

Proposition 2.18. — Soit P un polynéme de degré d. Il existe un nombre
a tel que pour tout m > a et tout faisceau semi-stable F de polynome de
Hilbert P ’ensemble Max,, (F) coincide avec ’ensemble Max(F) des sous-faisceauz
cohérents non nuls F' C F ayant méme polynéme de Hilbert réduit que F.

La démonstration de ces deux énoncés fait intervenir bien siir de fagon
essentielle le théoréme B de Serre, une fois acquis le fait que certaines familles
de faisceaux et de sous-faisceaux sont limitées. C’est le cas par exemple de la
famille Up,>4S;, (P) pour a assez grand. Pour obtenir cette information on utilise
le théoréme 2.9 et ’estimation suivante :

Lemme 2.19. —(C. Simpson) Soit F un faisceau u—semi-stable de dimen-
sion d, de multiplicité r et de pente . Il existe une constante C ne dépendant que
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de r, d, et des invariants numériques attachés a X, telle que

hO(F) <{$(u+0)d sipg+C>0

T 0sip+C<0

2.5. Le schéma de Hilbert

Soit E un faisceau polystable ; si on écrit E = éDiEf i avec E; stable de multi-
plicité r;, le groupe Aut(E) des automorphismes est isomorphe au produit des
groupes linéaires GI(k;) ; on aura & considérer le sous-groupe SI(E) correspondant
au sous-groupe des (fi) € [T, Gl(k:) tels que [],(det f;)™ = 1. L’ensemble Max(E)
des sous-faisceaux E’ C E de polynéme de Hilbert réduit pg est alors un produit
de grassmanniennes.

Soit P un polynéome. Fixons un faisceau polystable E et considérons le
schéma de Hilbert Hilb(E,P) des modules cohérents quotients du faisceau E,
et de polynéme de Hilbert P. C’est une variété projective qui pour £ assez grand
se trouve plongée dans la grassmannienne Grass(H°(E(£)),P(¢)) des espaces
vectoriels quotients de H(E(£)) de dimension P(£) : Grothendieck la construit en
effet comme sous-schéma fermé d’une telle grassmannienne [10] . Le groupe des
automorphismes de E opére sur ce schéma de Hilbert et sur cette grassmannienne ;

le plongement
Hilb(E,P) — Grass(H°(E(¢)),P(¢))

est équivariant. De plus, cette action s’étend en une action sur le fibré quotient
canonique sur la grassmannienne, et par suite sur le déterminant du ce fibré : c’est
le fibré inversible trés ample qui fournit le plongement de Pliicker. La variété
Hilb(E, P) étant ainsi polarisée, on peut considérer I'ouvert Hilb**(E,P) des
points semi-stables pour 'action du groupe SI(E). II est remarquable que cet

ouvert ne dépend pas de ¢, pourvu que £ soit choisi assez grand :

Proposition 2.20. — Soit v la multiplicité de E. Si £ est assez grand,
les points semi-stables pour laction de SI(E) sur Hilb(E,P) correspondent auz
faisceaux quotients E — F satisfaisant 4 la condition suivante : pour tout
E' € Max(E), de multiplicité v’, on a, F' désignant l’image de E' dans F

P ’
FSPF
T r!
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On pourra donc parler des points semi-stables du schéma de Hilbert, sans
préciser quelle polarisation on a choisi. Nous n’avons pas de référence pour cette
proposition, mais on peut trouver dans la littérature des énoncés voisins qui
s’adaptent sans difficulté (cf. [25] , proposition 4.3, ou [20] , lemme 7.2). Dans la
section 4, nous démontrerons d’ailleurs une généralisation de cet énoncé.

Pour démontrer le théoréeme 2.15, on choisit m assez grand pour que les
propriétés suivantes soient vraies :

a) pour tout faisceau semi-stable F de polynéme de Hilbert P, le faisceau F(m)
est engendré par ses sections, et HY(F(m)) = 0, pour ¢ > 0, et la méme chose
pour tout sous-faisceau F’ € Max(F).

b) les conclusions des énoncés 2.16 et 2.18 sont vraies.

On se fixe un espace vectoriel H de dimension P(m) et on prend pour E le
faisceau localement libre E = H® &x(—m), dont le groupe des automorphismes
s’identifie & GI(H). Tout faisceau semi-stable de polynéme de Hilbert P définit un
point du schéma de Hilbert Hilb(E, P) tel que le morphisme induit H°(E(m)) —
H°(F(m)) soit un isomorphisme. La proposition ci-dessus permet de montrer
sans difficulté qu’un tel point est semi-stable sous I’action du groupe SI(H). La
réciproque est plus délicate, car il n’est pas évident qu’un point de Hilb(E, P)
semi-stable pour l'action de SI(H) définisse un faisceau quotient semi-stable, ni
méme pur. L’idée remarquable de Simpson est de se placer dans ’adhérence
schématique Hilby,,(E, P) de 'ouvert Hilb,,,(E,P) des modules quotients qui
sont purs : dans ce fermé, il prouve en utilisant le théoréeme 8.1 qu’un point
Sl(H)—semi-stable définit un faisceau F quotient de E qui est semi-stable et tel
que le morphisme induit H°(E(m)) — H°(F(m)) soit un isomorphisme. Les points
semi-stables de cette adhérence définissent un sous-schéma localement fermé noté
m;fw(E, P). Bien siir, ’espace de modules est le quotient de Mumford

Mx (P) = Hilb,,,.(E, P)/SI(H)

pur

et par construction, c’est une variété projective.
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3. L’espace de modules Mp,(m? + 3m)

Dans toute cette section, les faisceaux algébriques cohérents que ’on étudie
sont de dimension 2 sur l’espace projectif P3. Soit F un faisceau cohérent de
dimension 2, de multiplicité r, et caractérique d’Euler-Poincaré x sur P3. Son
polynéme de Hilbert est de la forme Pp(m) = gmz + aym + ay ou les nombres

rationnels a; sont donnés par

a —r+c
172
Qo =X

ol ¢ =< F, h > est la caractéristique d’Euler-Poincaré de la restriction de F a une
section hyperplane générale. On considere le cas oil F est de multiplicité r = 2.

Lemme 3.1. — (Inégalité de Bogomolov) Soit F un faisceau p—semi-stable
de dimension 2, de multiplicité 2, et caractériqgue d’Euler-Poincaré x sur Ps; on

pose c =< F,h > . Alors

X < glele+2)+1

Démonstration. On considere une projection de centre a € P3 n’appartenant
pas au support de F sur un plan P5. A un tel faisceau correspond une paire
(E, ) formé d’un faisceau E sans torsion de rang 2 sur P2 et d’un morphisme
¢ : E - E(1) et comme pour les faisceaux de Higgs, cette paire est semi-
stable au sens suivant : pour tout sous-faisceau cohérent non nul E' C E tel
que p(E’) C E'(1) on a u(E’) < u(E). Cette condition impose que E est yu—semi-
stable, ou qu'’il existe une extension

0—-E -E—-E'—-0
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ou E’ et E” sont des faisceaux de rang 1 sans torsion de classes de Chern p’
et u” telles que ' — p” = 1. Dans le cas ol E est semi-stable, on sait que ses
classes de Chern c; et c; sont liées par 'inégalité cp — %cf > 0, et de la formule
de Riemann-Roch, il résulte 'inégalité x < p(u + 1). Compte-tenu du fait que
24 = c ceci conduit & I'inégalité x < c(c+2). Dans le second cas, on a seulement
I'inégalité c; — %cf > —%, comme on le voit en se ramenant au cas u’ = 0; par
suite x < pu(p + 1) + §, ce qui fournit la majoration de ’énoncé. o

Théoréme 3.2. — Soit N3 le sous-schéma fermé de la variété de modules
N := Mp,(m?+3m), défini par les points représentant des faisceauz semi-stables
F satisfaisant d la condition déterminantielle

dim Ext?(F, 6p,) > 2.

(i) La variété N, est une variété projective irréductible et normale, de dimension
13, dont les singularités sont rationnelles. C’est une variété rationnelle.

(ii)) Le complémentaire U de N2 est un ouvert irréductible et lisse de dimension 9
dont les points représentent des faisceaux de Cohen-Macaulay stables. C’est
une variété rationnelle.

Corollaire 3.3. — La variété N = Mp,(m? + 3m) a deuz composantes
irréductibles Ny de dimension 13 et Ng = U de dimension 9; chacune de ces

composantes est rationnelle.

On pourra en outre constater que ces deux composantes se coupent en
dimension 8. Le support d’un faisceau F représentant un point de V'intersection,
défini en dehors d’un nombre fini de points par la quadrique associée a 'idéal de
Fitting est une quadrique singuliere. Il est vraisemblable que la variété de modules
Mp,(m? + 3m) est réduite. La démonstration du théoréme repose sur les deux
lemmes suivants :

Lemme 3.4. — Soit F un faisceau semi-stable de polynome de Hilbert
m? + 3m. Alors

dim Ext?(F, 6p,) = h°(Ext*(F, Op,))

et ce nombre est < 2.
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Ce nombre est donc le nombre de points, comptés avec multiplicités, ou le

faisceau F n’est pas de Cohen-Macaulay.

Lemme 3.5. — Tout faisceau semi-stable de polynéme de Hilbert m? + 3m
qui n’est pas de Cohen-Macaulay, est S—équivalent & un faisceau semi-stable F
tel que dim Ext?(F, Op,) = 2.

Ainsi, les faisceaux semi-stables qui représentent des points de U sont obli-
gatoirement de Cohen-Macaulay. Réciproquement, il résultera de la proposition
3.18 que tout faisceau semi-stable de Cohen-Macaulay est en fait stable (et méme
u—stable) ; un tel faisceau définit donc un point de U. Par passage au bidual, la
démonstration de ces lemmes se raméne & ’étude des faisceaux p—semi-stables
de Cohen-Macaulay de polynome de Hilbert m2 + 3m + £, avec £ > 0.

3.1. Nombres de Hodge

La description des faisceaux u—semi-stables de Cohen-Macaaulay fait appel &
la suite spectrale de Beilinson : on doit d’abord déterminer quels sont les nombres

de Hodge de ces faisceaux.

Faisceaur semi-stables
de polynéme de Hilbert m? + 3m + 2

Proposition 3.6. — Tout faisceau p—semi-stable F de polynéme de Hilbert
m? + 3m + 2 est semi-stable; c’est le conoyau d’un morphisme de Kronecker

semi-stable

Oo(-1)% — 0*

Démonstration. Remarquons tout d’abord qu’en vertu du lemme 3.1 un
tel faisceau est obligatoirement de Cohen-Macaulay, et son support schématique,
défini par son idéal de Fitting, est une quadrique C. Si F n’était pas semi-stable, il
aurait un sous-faisceau de multiplicité 1 et de polynéme de Hilbert %(m2+3m)+k,
avec k > 2. C’est absurde. Pour voir que F est le conoyau d’un tel morphisme
de Kronecker, on calcule les nombres de Hodge h%(F(j)) pour —3 < j < 0 et on
applique la suite spectrale de Beilinson.
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Remarquons d’abord que le faisceau structural d’une quadrique est stable. On
a alors h%(F(—1)) = 0, sinon il existerait des morphismes non nuls &¢(1) — F,
ce qui est absurde, car le polyndme de Hilbert de &c(1) est (m + 2)2. 1l en
résulte que h°(F(—i)) = 0 pour i > 1. Du théoréme de dualité de Serre, il
résulte H2(F(—4))* ~ Hom(F,Oc(—2 + i)) et par suite h2(F(—i)) = 0 pour
i < 2. On obtient alors d’aprés la définition du polynéme de Hilbert Al (F(—1)) =
h'(F(—2)) = 0. Si on considére un plan général P, la restriction F|p est encore
de Cohen-Macaulay, et obtient la suite exacte la suite exacte

0—-F(-1)-F—-Flp—0.

Apres tensorisation par €(—1), on obtient h!(F(—1)|p) = 0 : ceci entraine que
cette restriction est semi-stable, et donc h!(F|p) = 0. Mais alors la méme suite
exacte fournit A'(F) = 0. Du fait que F est de caractéristique d’Euler-Poincaré
2, on tire h°(F) = 2. Maintenant, le faisceau Ext'(F, Op,) ~ Hom(F, Oc(1))
satisfait aux mémes conditions que F : on a donc dim Hom(F, 6c(1)) = 2, et
en utilisant le théoréme de dualité de Serre, on obtient h?(F(—3)) = 2. Ainsi,
on obtient pour les nombres de Hodge h?(F(j)) , pour —3 < j < —1 le tableau

suivant :

Il résulte maintenant de la suite spectrale de Beilinson que le faisceau F est le
conoyau d’un morphisme €(—1)? — €2 génériquement injectif : ceci implique

évidemment que c’est un module de Kronecker semi-stable. o

Corollaire 3.7. — L’espace de modules Mp,(m? + 3m + 2) est isomorphe
au quotient de Mumford

Grass(2,H’(0p,(1))%)*/Gl(2,C)

Remarque 3.8. — Cette variété est irréductible, et normale de dimension
9, lisse en dehors des points stables, c’est-a-dire en dehors du fermé de dimension
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6, des points qui représentent les faisceaux du type &p: & Op~, ot P’ et P” sont
des plans de P3. De plus, d’aprés le théoréme de Boutot [4] ses singularités sont

rationnelles. Par ailleurs, le morphisme canonique
Mp, (m? + 3m + 2) — Pg := |Op,(2)|

qui associe & la classe d’un faisceau F la quadrique définie par son support
schématique est un revétement de degré 2, ramifié au-dessus de I’hypersurface des
quadriques singulieres. Au-dessus d’un point correspondant a une quadrique lisse
C, la fibre est constituée des deux faisceaux inversibles ¢(1,0) et 6¢(0,1). Au-
dessus d’un point correspondant & un cone, on trouve un seul point, correspondant
au faisceau F = I(1), ou I est I'idéal d’une génératrice du cone. Au-dessus d’un
quadrique décomposée en deux plans P’ et P”, on trouve la somme directe
Opr @ Opnr.

Remarque 3.9. — Il est bien connu que la variété ci-dessus est rationnelle ;
on peut le voir en projetant & partir d’un centre de projection a sur P; 'ouvert
U, correspondant aux faisceaux stables dont le support ne contient pas a : alors
le quotient s’interpréte comme variété de modules des paires (E, ) stables, ou
E est le fibré trivial sur Py et ¢ : E — E(1) un morphisme de fibrés : ainsi, la
variété Mp,(m? + 3m + 2) est birationnelle au quotient de Mumford

Hom(E, E(1))**/Aut(E)

ou le groupe Aut(E) ~ GI(2,C) agit sur Hom(E, E(1)) par conjugaison. Une fois
choisie une base de H°(6p,(1))), se donner un élément de Hom(E, E(1)) revient

a se donner 3 matrices 2 x 2, et le quotient ci-dessus est bien rationnel.
Faisceauz de Cohen-Macaulay p—semi-stables
de polynéme de Hilbert m? 4+ 3m + 1

Lemme 3.10. — Soit Q := Qp, le fibré quotient canonique de rang
8 sur Uespace projectif Ps. Alors on a un isomorphisme canonique H°(Q) ~

Hom(Q, A%2Q).
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Démonstration. Le produit extérieur définit un morphisme injectif de fibrés
Q — Hom(Q,A%Q); il en résulte une inclusion H*(Q) — Hom(Q, A2Q). Par
ailleurs, on a la suite exacte

0— Q(—1) — A260* - A2Q -0

d’ot1 ’on tire un isomorphisme Hom(Q, A%2Q) ~ Ext'(Q, Q(—1)) Comme le fibré
Hom(Q, Q) est u—semi-stable de classes de Chern ¢; = 0, on tire de la formule
de Riemann-Roch

dimExt" (Q, Q(-1)) = - x(Q, Q(-1))
=(2rez — (r—1)e})(Q) = 4

Par suite, ’inclusion ci-dessus est un isomorphisme. o

Proposition 3.11. — Soit F un faisceau de Cohen-Macaulay p—semi-stable
de polynéme de Hilbert m? 4+ 3m + 1. Alors il existe des plans P’ et P”, un point
a € P'NP” et une suite eracte

0—-0p -F—-1"-0
ou 1" est l’idéal de Opn défini par le point a.

Démonstration. On a encore comme dans la démonstration de la proposition
3.6 ci-dessus h®(F(—%)) = 0 pour ¢ > 0 et par dualité de Serre, h?(F(—i)) = 0
pour i < 2. Par projection sur le plan P2 & partir d’'un centre de projection c
n’appartenant pas au support de F, on obtient une paire u-semi-stable (E, ¢), ol
E est un fibré vectoriel de rang 2, de classes de Chern (0, 1). Mais, comme on I’a
vu dans la démonstration de I'inégalité de Bogomolov, ceci impose que le fibré E
est lui-méme py—semi-stable : on a alors une suite exacte

0—-0p,2E—-1-0

ou I est "idéal d’un point de P. Il en résulte que pour le faisceau F lui-méme, on
a hO(F) = 1; cette assertion vaut aussi pour le faisceau F* = Ext!(F, 6p,(—1))
lui-méme pu—semi-stable et de méme polynéme de Hilbert. Par dualité de Serre,
on obtient h%(F(—3)) = 1. Finalement, compte-tenu du polyndéme de Hilbert, on
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obtient pour les nombres de Hodge h9(F(j)) les valeurs suivantes pour —3 < j <0
et0<qg<2

0j 0] O
0
0] 0] 1

La suite spectrale de Beilinson, dont I’aboutissement est F en degré 0, et 0 en

degré non nul, fournit un morphisme
dr™  H'(F(-2)) ® A’Q" — H'(F(-1)) ® Q".

Compte-tenu des nombres de Hodge, ce morphisme est conjugué au morphisme
A2Q* — Q* donné par le produit intérieur par une section v € H°(Q). Cette
section v est forcément non nulle, sinon F aurait un faisceau quotient de dimension
3. Alors E; 2! = kerd] ®! ~ 0(~1) et E; ! = coker di "' ~1, ol a est le point
de P3 ou la section v s’annule, et ou I, est I'idéal de Op, défini par le point a.

On a alors des morphismes ds,

d;>?:0(-1) > 1,
d;%! :0(-1) - 0

génériquement injectifs, dont les conoyaux sont les faisceaux I et &p: de I’énoncé.

Ceci fournit la suite exacte
0—-0p -F—-1"-0

que nous avions annoncée. Remarquons que le faisceau F étant supposé de Cohen-
Macaulay, le point a doit forcément appartenir & I'intersection P’ N P”. o

Corollaire 3.12. — Il n’existe pas de faisceau de Cohen-Macaulay semi-
stable de polynéme de Hilbert m? + 3m + 1.

Proposition 3.13. — Considérons deuz plans distincts P’ et P”, a un point
de P’ NP” et les extensions

0-0p -F-o1"50
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ou I” est l'idéal de Op. défini par le point a. Une telle extension, si elle est
suffisamment générale définit un faisceau F de Cohen-Macaulay et p—semi-stable.

Démonstration. Désignons par £ la droite intersection de P’ et P”. Soient 2’
et 2” les équations de P’ et P” et z une forme linéaire indépendante de 2’ et 2"
et s’annulant en a. On a alors une résolution

z

ZI

O g ﬁp//(—z) —_— ﬁpu(—l)z —_— I” g 0

qui conduit & la suite exacte
1y 2 (= 0) 2/
0— Ext (I",0p)) = 0,(2)° — 64(3) —» Ext“(I",0p/) — 0

Il en résulte que Ext!(I”, 6p/) ~ H°(6,(2)) et par suite dim Ext'(I”, &p:) = 3.
Donc il existe des extensions non triviales. Soit donc une telle extension, donnée
par un élément w € H*(6,(2)). Pour voir si F est de Cohen-Macaulay, il suffit de
vérifier que Ext?(F, &) = 0. Mais on a la suite exacte

)
Ext'(6p,6) — Ext?(”,6) — Ext}(F,6)—0

| I
Op (1) C.

dans laquelle la fleche de liaison 6 est ’accouplement de Yoneda par la classe
w € Ext!(I"”, Op/) ; cette fleche s’identifie 4 la multiplication par la section w de
0¢(2), correspondant a la structure de Op,-module de Ext!(I”, Op/), suivie de
I’évaluation au point a. Ainsi, le faisceau F sera de Cohen-Macaulay si la section

w ne s’annule pas en a. o

Nous allons décrire un paramétrage pour ces faisceaux p—semi-stables,
par une variété lisse et irréductible. Ce paramétrage ne sera pas utilisé dans
I’immédiat, mais nous sera utile au chapitre 7. On peut songer bien sir & utiliser
les extensions ci-dessus, mais la difficulté qui se présente par cette méthode est
que la dimension de P’espace vectoriel Ext!(I”, 6p/) ne reste pas constante quand
P’ et I” varient.
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Proposition 3.14. — Tout faisceau u—semi-stable G de Cohen-Macaulay
de polynéme de Hilbert m?+3m+1 est le conoyau d’un morphisme génériquement
injectif

u: /\ZQ* @ A3Q* N ﬁpa @Q*

Démonstration. Dans la suite spectrale de la proposition 3.11 les morphismes
do se relévent au niveau E;; d’autre part le morphisme canonique El_l’1 =Q*—
E;"! se releve en un morphisme Q* — G. L’énoncé en résulte : cet énoncé est
d’ailleurs, comme nous I’a signalé Trautmann, un cas particulier d’une version

sophistiquée d’un résultat de Beilinson. o

11 résulte de cet énoncé que ’on a un paramétrage pour les faisceaux p—semi-
stables de polyndmes de Hilbert m2 + 3m + 1 par une variété lisse et irréductible
de dimension 20 : toutefois, cette variété ne posséde pas de propriété universelle
simple, et nous préférerons un ouvert d’un schéma de Hilbert pour paramétrer

ces faisceaux.

Corollaire 3.15. — Soit K un espace vectoriel de dimension 5 ; considérons
le fibré vectoriel E = KQOp,(—1). Dans le schéma de Hilbert Hilb(E, m%+3m+1)
les points représentant les quotients E — G satisfaisant aur conditions suivantes

(i) le faisceau G est u—semi-stable et de Cohen-Macaulay ;
(i) le morphisme d’évaluation K — H°(G(1)) est un isomorphisme

constituent un ouvert V non vide, irréductible et lisse de dimension 33.

Démonstration. La condition (i) définit bien slir un ouvert. Pour tout
point de cet ouvert représentant un quotient G, le faisceau G(1) satisfait a la
condition h(G(n)) = 0si g > 1 et n > 0. Il en résulte que les conditions (i) et
(ii) définissent un ouvert. Considérons dans I’espace vectoriel (de dimension 20)
Hom(A2Q*®A3Q*, Op, ®Q*) 'ouvert W des morphismes génériquement injectifs
u pour lesquels le conoyau G, est u—semi-stable. Alors G, (1) est engendré par
ses sections et A°(G, (1)) = 5. La variété R des couples (u, ) ott u € W et oil ¢
est un isomorphisme K ~ H°(G,(1)) est un fibré principal de groupe structural
Gl(5). Par la propriété universelle du schéma de Hilbert, on obtient un morphisme
surjectif p; : R — 'V, et qui a des clairement des sections locales : il suffit de refaire
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la construction de la proposition 3.14 avec parametres. Le groupe de dimension
12,

Aut(A?Q* @ A3Q*) x Aut(Op, & Q*)

opére par conjugaison sur W et par suite sur R. Cette action est libre; le
morphisme p; : R — V est un quotient géométrique de R par cette action.
On a alors un diagramme

P2

R —» V

ml
w
dans lequel les morphismes p; et p2 sont des fibrés principaux localement triviaux.
La variété R est irréductible et lisse de dimension 20425 = 45; par suite, la variété
V est lisse et irréductible de dimension 33. o

Corollaire 3.16. — L’ouvert V de Hilb(E,m? + 3m + 1) décrit ci-dessus
paramétre les faisceauz u—semi-stables de polynéme de Hilbert m? + 3m + 1.

Démonstration. 1l suffit de constater que pour tout faisceau u—semi-stable
G de polyndéme de Hilbert m? + 3m + 1, le faisceau G(1) est engendré par ses

sections, et que h%(G(1)) = 5. C’est évident, par exemple d’apres la description
3.14.

Faisceaur semi-stables de Cohen-Macaulay
de polynéme de Hilbert m? + 3m

Lemme 3.17. — Soit F un faisceau semi-stable de polynome de Hilbert
m2+3m. Si hO(F) # 0, le faisceau Ext?(F, Op,) est de longueur 2. En particulier,
F n’est pas de Cohen-Macaulay.

Démonstration. Soit C la quadrique définie, en dehors d’un nombre fini
de points, par I'idéal de Fitting de F. Si h°(F) # 0, il existe un morphisme
¢ : Oc — F non nul. Si 'image de ¢ était de multiplicité 1, il existerait un
plan P € C et un morphisme non nul &p — F : mais ceci est contradictoire
avec la semi-stabilité. Par suite, le morphisme ¢ est injectif. Désignons par G son
conoyau : on a donc la suite exacte

0-60c—-F-G—-0
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et G est un faisceau cohérent de polyndome de Hilbert m — 1, donc de dimension
1; il résulte du lemme 3.1 que le quotient G est obligatoirement un faisceau pur.
Son idéal de Fitting définit une droite £, et G est donc isomorphe & &,(—2). Par
dualité, et compte-tenu du fait que &¢ est de Cohen-Macaulay, on obtient la suite

exacte
0 — Ext'(F, Op,) = 6c(2) — Ou(4) — Ext*(F, Op,) — 0

ce qui implique le résultat. o

Proposition 3.18. — Tout faisceau F de Cohen-Macaulay semi-stable de
polynéme de Hilbert m? + 3m est u—stable, et c’est le conoyau d’un morphisme
stable f : 0% @ N2Q* — 0% ® Q*

Par morphisme stable, on entend qu’il est donné par un morphisme de
Kronecker C2 — C2 ® H(Q) stable.
Démonstration. Le fait que le faisceau F soit p—stable évident : sinon il

serait extension
0-FoSF-F'-0

avec F/ et F” purs de polyndmes de Hilbert (m? +3m) —k et 3(m? +3m) +k,
respectivement avec k > 0. Mais ceci implique que F n’est pas de Cohen-Macaulay.
Reste a donner la description d’un tel faisceau. Ici encore, on va utiliser la suite
spectrale de Beilinson : il faut donc encore calculer les nombres de Hodge.
D’apres le lemme ci-dessus, on a h®(F(—i)) = 0 pour i > 0; par dualité de
Serre, C désignant la quadrique définie par le support schématique de F, on a

H2(F(—i))* = Hom(F, 6 (i — 2)).

La stabilité de F entraine h?(F(—i)) = 0 pour i < 2. Montrons que 1’on a aussi
h%(F(—3)) = 0, ou ce qui revient au méme par dualité de Serre qu’il n’existe
pas de morphisme non nul F — &(1). Supposons qu'il existe un tel morphisme,
d’image I. Si I est de multiplicité 1, son polyndme de Hilbert est de la forme
2(m? + 3m) + k, avec k = 0 ou 1. Ceci contredit la u—stabilité de F. Par suite,
 est injectif, et on a alors une suite exacte

0-F—->60c(1)—-G—0
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ou G est un faisceau de dimension 1 de polynéme de Hilbert m + 4. Puisque F
est de Cohen-Macaulay, le quotient G est obligatoirement pur de dimension 1,
et donc de la forme &6,(3), ou £ est une droite de C. Mais alors on aurait un
morphisme surjectif Oc — 6,(2) ce qui est absurde. De ’expression du polyndme
de Hilbert, on obtient que les nombres de Hodge h9(F(—:)) sont donnés par le
tableau suivant, pour —3<j<0et0<¢<2:

Soient A et B deux espaces vectoriels de dimension 2. La suite spectrale de
Beilinson fournit, & conjugaison prés par GI(A) x GI(B) un morphisme f :
A ® A2Q* — B ® Q* génériquement injectif, et de conoyau isomorphe & F.
Ce morphisme est évidemment stable, sinon le morphisme f ne serait pas
génériquement injectif. o

Démonstration du lemme 3.4

Soit F un faisceau semi-stable de polynome de Hilbert m? + 3m. D’apres la
suite spectrale reliant les Ext globaux et les Ext locaux, il s’agit de vérifier que
hi(Ext!(F, 6x)) = 0 pour i = 1 et 2. Considérons le dual F* = Ext! (F, Op,(—1)).
Puisque F est pur, il existe une suite exacte

0-F-F*->T-0

avec T de longueur finie. Le faisceau F** est un faisceau de Cohen-Macaulay,
p—semi-stable, de polynéme de Hilbert m? + 3m + £, ol £ est la longueur de T,
et il en est de méme de F*. D’apres le lemme 3.1 on a £ < 2. Si £ > 0 il résulte
des deux premiers tableaux de nombres de Hodge, appliqués au faisceau F*, que
hi(F*(1)) = 0 pour ¢ =1 et 2. Si £ =0, le faisceau F est de Cohen-Macaulay, et
u—stable, et il en est de méme de F*. Du dernier tableau de nombres de Hodge
ci-dessus, il résulte encore que h9(F*(1)) = 0 pour ¢ = 1 et 2. D’ol1 I’énoncé.
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Démonstration du lemme 3.5

Il s’agit de voir que tout faisceau semi-stable F de polynome de Hilbert
m? + 3m, tel que dimExt*(F,&p,) = 1 est S-équivalent & un faisceau semi-
stable G tel que dim Ext?(G, 6p,) = 2. D’apreés la démonstration ci-dessus, le
faisceau F** est u—semi-stable de polynome de Hilbert m? +3m+1, et le faisceau
T = F**/F est alors isomorphe au faisceau structural d’un point a’ ; considérons
la suite exacte, appliquée a F**, de la proposition 3.11

0—-0p »F*>1"-0

Le morphisme composé &p, — T n’est certainement pas nul, sinon Op: serait
un sous-faisceau de F, ce qui contredit la semi-stabilité de F. Autrement dit, le
point a’ appartient & P’. Soit I’ 'idéal de o’ dans &p/. On a alors une suite exacte
0TI —-F — 1" - 0, ce qui prouve que F est S—équivalent & I' ® I”. Ceci

démontre le lemme. o

3.2. L’ouvert U

Rappelons que No désigne le fermé de N des points dont au moins un
représentant F a deux points singuliers (comptés avec multiplicités), c’est-a-dire
ou F n’est pas de Cohen-Macaulay. L’ouvert U est le complémentaire de Ns.

Corollaire 3.19. — Tout faisceau F représentant un point de l'ouvert U
est de Cohen-Macaulay. Inversement, tout faisceau semi-stable de polynome de
Hilbert m? + 3m et de Cohen-Macaulay est u—stable et définit un point de U.

Corollaire 3.20. — L’ouvert U est isomorphe d un ouvert du quotient de
Mumford
Grass**(2,H°(Q)?)/Gl(2,C).
En particulier U est lisse, irréductible et rationnel de dimension 9.
Ce quotient de Mumford est le méme celui du corollaire 3.7. L’énoncé en
résulte. o

En fait, l'ouvert U est exactement l'ouvert Grass®(2,H°(Q)?/GI(2,C)),

comme le prouve la proposition suivante :
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Proposition 3.21. — Soient A et B deux espaces vectoriels de dimension
2, et A € Grass®*(2,H°(Q) ® B) définissant un morphisme stable

u: A®ANQ* - B®Q*.

Alors le morphisme u est génériqguement injectif, et son conoyau F est un faisceau
u—stable de dimension 2, de Cohen-Macaulay, de polynéme de Hilbert m? + 3m.

Plus précisément :

— ou le support de F est une quadrique lisse C et F est 'un des deux faisceauz
0c(-1,2),0c(2,-1);

~ ou le support schématique de F est un plan double P2, et le faisceau F est
un fibré vectoriel sur P, stable, de rang 2 et de classes de Chern ¢; = 0,cy = 2.

Démonstration. La seule chose qui demande un calcul est de vérifier que
detu n’est pas identiquement nul. Alors le conoyau F de u sera bien siir de
Cohen-Macaulay de polyndéme de Hilbert m? + 3m. Pour voir qu’il est stable il
suffit de remarquer que h°(F) = 0 : ceci entraine qu’il ne peut contenir de faisceau
de Cohen-Macaulay de multiplicité 1 avec ¢ > %, car s’il contenait un tel faisceau,
par réflexivité, il devrait contenir aussi un faisceau isomorphe a &p, ou P est un
plan. Alors h°(F) # 0.

Le morphisme u définit une application linéaire A ® B* — H°(Q). Le fait
que le module de Kronecker u soit stable signifie que cette application linéaire
est de rang > 3, et que, au cas ou elle est de rang 3, son noyau est engendré par
un tenseur de rang 2. Soit W C H°(Q) I'image de cette application linéaire. On

a donc puisque u est stable dimW > 3.

Supposons d’abord W = H°(Q). Les sections de H%(Q) ainsi obtenues
constituent une base de H°(Q) = C*. Si on choisit une base de A et B, le

morphisme u s’écrit
u= (2 €
“\b d

avec a,b,c,d € HO(Q) ; ainsi, (a, b, ¢,d) est une base de H°(Q). On désigne par V
I’ouvert de P3 des points de coordonnées [1 : y : z : t] dans cette base; un tel
point est défini par le zéro de la section a + yb + z¢ + tc de Q. On choisira sur
I'ouvert V le repere de Q défini par les sections (b, c,d) et pour A2Q le repére dual
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cAd,—bAd,bA c) de sorte que la matrice transposée de u est la matrice

0 t -z 0 0 O
-t 0 y 0 0 -1
ty=| # Y 0 0 1 O
0 o 1 0 -1 O
0 o 0 1 0 O
-1 0 0 0 0 O

On obtient detu = t — yz sur 'ouvert V. Ceci prouve que le morphisme u est
génériquement injectif, et que la quadrique C définie par le support schématique
du conoyau de F est lisse. Alors le faisceau F est un fibré inversible sur C
de polynéme de Hilbert m? + 3m. Les seuls fibrés possibles sont 6c(—1,2) et
Oc(—1,2). Cette quadrique, qui a pour équation homogene XT —YZ =0, est la
quadrique duale de la quadrique C* de P} définie par la forme quadratique ad—bc,
quand on interpréte les éléments a,b,c,d comme éléments de Ho(ﬁp:;(].)) =
HO(QP3). La quadrique C* peut s’interpréter comme quadrique des plans de saut
de F, i.e. des plans P pour lesquels le faisceau de dimension 1 F|p n’est pas
semi-stable.

Supposons maintenant que dim W = 3. Le groupe Gl(A) opére transitivement
sur les tenseurs de rang 2 de A ® B*. On peut donc supposer que u est donnée

=G o)

ou (a,b,c) est une base de W. On rajoute une section d ¢ W de fagon & obtenir

par une matrice symétrique

une base de H°(Q) ; avec les notations ci-dessus, on a cette fois sur ’'ouvert V

0O t -2z 0 0 O
-t 0 y 0 0 -1
ty=| # ¥ 0 0 1 O
0o 0 0 0 0 1
0O 0 -1 0 0 O
0 1 0 -1 0 O

Le calcul donne detu = t2. Ainsi, le support schématique est le plan double de
support P = P(W); c’est aussi le sommet du cone quadratique de P} d’équation
ac — b? = 0. Le morphisme défini par ¢t : F — F(1) est alors nul, & cause de la
u—stabilité de F. Ainsi, F est un faisceau localement libre de rang 2 sur P, stable
et de classes de Chern ¢; =0,c0 =2. o
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Remarque 3.22. — Le morphisme U — Py = |6p,(2)| qui associe & un
faisceau F la quadrique définie par son support schématique n’est pas quasi-fini.
Son image est la réunion de 'ouvert des quadriques lisses, et du fermé des plans
doubles. Au-dessus de 'ouvert des quadriques lisses, c¢’est un revétement non
ramifié de degré 2 ; au-dessus d’un point représentant un plan double P2, la fibre
s’identifie & 'ouvert de P5 := |6p(2)| des coniques non singuliéres de P.

Remarque 3.23. — Si A € Grass* (2, H°(Q) ® B) est un point non stable,
le morphisme u est de déterminant nul.

3.3. La composante N

Soit B un espace vectoriel de dimension 2. Considérons le schéma de Hilbert
H := Hilb(B ® 0p,,2) des quotients B® &p, — T de longueur 2 et la variété

projective
P = Grass(2,B® H°(0p,(1))) x Hilb(B ® Op,, 2).

Sur ce schéma projectif, on a une action naturelle du groupe SI(B). Chacun de
ces facteurs est naturellement polarisé, et sur le produit, on choisit la polarisation
donnée par €(k,1) avec k >> 1. Il est clair que les points semi-stables (A, T)
(resp. stables) sont les couples qui satisfont a la condition suivante : pour toute
droite B’ C B on a dimA N B’ ® H’(Op,(1)) < 1, et en cas d’égalité, le sous-
faisceau de T engendré par B’ n’est pas nul (resp. est égal & T). On considére
le sous-schéma fermé D C P de D des paires (A, T) telles que le morphisme
composé

A®ﬁp3(—1) —>B®ﬁp3 — T

soit nul, et on désigne par D** I'ouvert des points semi-stables de D. On peut
considérer le quotient de Mumford D**/SI(B).

Lemme 3.24. — On a un isomorphisme
D**/SI(B) ~ N,

Démonstration. Si (A, T) est un couple semi-stable de D, A est évidemment
un point de Grass*(2,B® H°(6p,(1))) le morphisme u : A(—1) — B® Op, est
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alors génériquement injectif, et son conoyau définit un faisceau semi-stable G de
polyndome de Hilbert m? + 3m + 2. On a ainsi une monade

0—-A®0Op,(-1)»B®6p, - T—0

dont le faisceau de cohomologie F est le noyau de I’épimorphisme G — T :
c’est un faisceau semi-stable car si ’on avait un sous-faisceau cohérent F’ de
multiplicité 1 de F tel que pp/ > pr, obligatoirement F/ ~ &p, ou P est un plan.
Alors ce sous-faisceau de G provient d’une droite B’ C B et alors le morphisme
F’ — T ne pourrait étre nul, ce qui est absurde. Ainsi, le faisceau F définit un
point de N3. Sur D** x P3 on obtient évidemment une famille plate universelle #
paramétrée par D** de faisceaux de polyndéme de Hilbert m? +3m, et, p désignant
la projection sur D**, un fibré vectoriel I_E_@f,(ﬂ , Op,) de rang 2. Compte-tenu
de la propriété universelle des variétés déterminantielles, cette famille fournit un
morphisme D*® — N, qui passe au quotient par SI(B). Ainsi, on a obtenu un

morphisme
¢ : D**/SI(B) — No.

Réciproquement, soit F un faisceau semi-stable de polynéme de Hilbert
m? + 3m, et tel que ’espace vectoriel Ext?(F, Op,) soit de dimension 2. Soit,
avec les notations du lemme 3.5, G = F** et T = F**/F. Alors G est semi-
stable de polynome de Hilbert m? 4+ 3m + 2, et d’apreés la proposition 3.6 on
a h°(G) = 2. Le choix d’un isomorphisme 7 : B ~ H°(QG) fournit un élément
A € Grass(2,H°(0p,(1)) ® B) et une suite exacte

0->A®0Op,(-1) > B®6Op, - G—0

de sorte que A est un point semi-stable de la grassmannienne. Plus précisément,
la paire (A, T) est un point de Pouvert D*® : c’est une traduction du fait que
si G’ C G est un sous-faisceau de polyndme de Hilbert 3(m? + 3m) + 1 alors
le morphisme induit G’ — T est obligatoirement non nul. Quand on change
d’isomorphisme 7 la classe de (A, T) dans D**/SI(B) reste inchangée. Cette
construction passe aux familles plates % de faisceaux cohérents sur S x Pg,
paramétrées par une variété S, de polynéme de Hilbert m2 + 3m et telles que
le faisceau Eltj(ﬂ , 0) soit localement libre de rang 2 sur S : cette hypothése
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assure que la famille des faisceaux T et G obtenus sont encore plates. Ces familles
définissent un foncteur ® sur la catégorie des variétés algébriques et 'on a des
morphismes fonctoriels

®(©S) — Mor(S,D*/SI(B))

A\ l
Mor(S, N3)

tels que le diagramme ci-dessus soit commutatif. Les morphismes a et 8 font des
variétés D**/SI(B) et N des espaces de modules grossiers pour le foncteur @ ; la
fleche verticale, induite par le morphisme ¢ est alors un isomorphisme. o

Proposition 3.25. — La projection D — H = Hilb(B ® 0p,,2) est un
fibré en grassmanniennes localement trivial dans la topologie de Zariski.

Lemme 3.26. — Pour tout point de Hilb(B ® Op,,2) correspondant d un
quotient B® Op, — T, le morphisme B ® H*(Op,(1)) — H°(T(1)) est surjectif.

Démonstration. C’est évident si le morphisme canonique B — H° (T) est un
isomorphisme. Sinon, cette application linéaire est de rang 1, et alors T est un
quotient de Op,, donc isomorphe au faisceau structural d’un sous-schéma fini de
longueur 2 de P3. Ce sous-schéma est forcément porté par une droite £ C P3 et

la factorisation
BRH%(0p,(1)) — HOp,(1)) — H(6u(1))

l

H°(T(1))

montre que la fleche de I’énoncé est surjective.

Démonstration de la proposition 3.25

Soit 7 la famille universelle quotient sur H x Pj3; alors, p désignant la
projection sur le facteur H, 'image directe p,(Z7 (1)) est un faisceau localement
libre de rang 2, quotient du fibré trivial de fibre BQ H°(6p, (1)) par un sous-fibré
¥ . Alors, on a par définition D = Grass(2, 7). o

Cet énoncé ramene ’étude de D*¢ a celle de H. Rappelons qu’une variété
normale dont les singularités sont rationnelles est de Cohen-Macaulay.
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Proposition 3.27. —
(i) Le schéma de Hilbert H = Hilb(B ® Op,,2) est une variété irréductible,
normale de dimension 8, singuliére en codimension 5 .

(ii) Ses singularités sont rationnelles.

On verra que les points singuliers correspondent aux faisceaux quotients de
la forme T = B ® Op,/m;, ol m; est le faisceau d’idéaux du point z.

Corollaire 3.28. — La variété D est irréductible, normale, de dimension

16, singuliére en codimension 5 et d singularités rationnelles.

Corollaire 3.29. —

(i) La variété No est irréductible, normale, de dimension 13; ses singularités
sont rationnelles.

(ii) C’est une variété rationnelle, dont ’ensemble singulier a deux composantes
irréductibles de dimension 10 et 8 respectivement.

Démonstration. Compte-tenu du corollaire précédent, la premiere partie de
’énoncé résulte du théoréme de Boutot [4] . L’ensemble singulier Sing(IN2) a deux
composantes irréductibles, I’'une Sing; (N3), de dimension 10 provenant des points
semi-stables non stables; si Y désigne la variété d’incidence, lisse de dimension
5, des paires (point, plan) de P3, cette composante est isomorphe & la puissance
symétrique Sym?(Y) de la variété Y. La deuxiéme composante est de dimension
8, et correspond aux faisceaux F obtenus comme noyau du morphisme surjectif
G — G(z), avec G semi-stable de polynéme de Hilbert m? + 3m + 2, pourvu que
dim G(z) = 2. Ceci impose que le support schématique de G est une quadrique
singuliere en z. On a vu que le faisceau G est déterminé par cette quadrique
C. La deuxiéme composante Sing,(N3) est donc isomorphe & la variété (lisse de
dimension 8) des couples (C,z) ou C est une quadrique de P3 et C un point
singulier de C. Bien siir ce fermé Sing,(N3) contient des points stables, et n’est
donc pas contenu dans Sing, (N3).

Il reste & démontrer la rationalité de N2 : considérons pour ceci 'ouvert
% C Pg x Grass(2,C*) des couples (C,¢) formés d’une quadrique C et d’une
droite £ non contenue dans C et ne rencontrant pas ’ensemble singulier de C. A
un tel couple, on associe le faisceau structural T de 'intersection CN£; si G est
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'un des faisceaux semi-stables de polynome de Hilbert m? + 3m + 2, de support
schématique C, le faisceau T peut étre vu comme un quotient de G. Le produit
fibré Mp, (m? + 3m + 2) xp, €, suivant le diagramme

€

l

Mp,(m?2+3m+2) — Py

ou 7 est le revétement décrit dans la remarque 3.8, associant & un faisceau son
support schématique, s’identifie alors & un ouvert de N,. Puisque % est un ouvert
d’un produit de Py par une variété rationnelle, et que Mp,(m? + 3m + 2) est
rationnelle, il en est de méme de Nj. o

Etude de H = Hilb(B ® Op,, 2)

Lemme 3.30. — Un point de H correspondant d un faisceau quotient
B® Op, — T est semi-stable sous Uaction du groupe SI(B) si et seulement si
Papplication B — HO(T) est un isomorphisme.

Démonstration. 1l suffit de relire la démonstration du §2.5. o

Soit H** I’ouvert des points semi-stables ; le quotient de Mumford H**/SI(B)
s'identifie & la puissance symétrique Sym?(P3).

Définition 3.31. — Un faisceau cohérent T de longueur 2 sur P3 est dit
2

x’

épineuz s’il est isomorphe a4 C%, ot C, est le faisceau structural du point z. Un
point de H correspondant d un quotient B Op, — T est dit épineux si le faisceau

T est épineuz.

Les points épineux de H sont obligatoirement semi-stables et invariant par
le groupe SI(B) ; ils forment un fermé de dimension 3, isomorphe & P3.

Lemme 3.32. — Le schéma H est irréductible de dimension 8, lisse en
dehors des points épineut.
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Démonstration. L’ouvert des points non épineux est dense dans H; nous
allons montrer que cet ouvert est irréductible. On remarque pour ceci qu’un
point non épineux fournit un faisceau T isomorphe au faisceau structural d’un
sous-schéma de longueur 2 de P3. Désignons par S = Hilb(P3,2) le schéma
de Hilbert des sous-schémas de longueur 2; c’est une variété lisse irréductible
de dimension 6. Soit 7 le faisceau universel sur S x P3; alors I'image directe
¥ = p,(T) par la premiére projection est un faisceau localement libre de rang
2 sur S. L’espace total R du fibré vectoriel Hom(B ® &g, #') est une variété lisse
irréductible de dimension 10 ; soit 7 : R — S la projection canonique. On a alors

un morphisme
B® Orxp, — (7 X idp,)* ()

Sur Pouvert R® C R des points au-dessus desquels ce morphisme est surjectif
on obtient par la propriété universelle du schéma de Hilbert un morphisme
R® — H dont 'image est I’ouvert des points non épineux. Par suite, cet ouvert
est irréductible, et donc H est irréductible.

Pour calculer la dimension, on considere la projection
H** — Sym?(P3)

dont les fibres sont en correspondance bijective avec les points d’orbite fermée
dans H** pour ’action de Si(B). Plus précisément, étant donné une orbite fermée
O dans H**, la fibre qui contient O est constituée des points de H* dont la
fermeture de l'orbite contient O. En particulier, les orbites fermées de dimension
maximum sont des fibres. Le stabilisateur d’un point semi-stable correspondant
a un quotient B ® &p, — T s’identifie au groupe des automorphismes de T. Au-
dessus du complémentaire de la diagonale, les orbites sont fermées et de dimension
maximum 2 : ce sont des fibres. Par suite, dim H = 8.

Pour montrer que les points non épineux sont lisses, il suffit de calculer la
dimension de I'espace tangent de Zariski. Si on écrit T = B ® Op,/J l'espace
tangent au point correspondant est isomorphe & Hom(J, T). On a alors la suite
exacte longue

0 — Hom(T, T) — Hom(B ® Op,, T) — Hom(J, T) — Ext!(T, T) — 0.
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En un point non épineux, T est isomorphe au faisceau structural d’un sous-
schéma de longueur 2 de Ps3, et par suite dim Hom(T, T) = 2, et ’espace vectoriel
Ext!(T, T), qui est isomorphe a I’espace tangent de Zariski au point T & S, est de
dimension 6. Ainsi, I’espace tangent de Zariski en un tel point est de dimension
8, et ce point est donc lisse. o

Proposition 3.33. — Le schéma de Hilbert H est de Cohen-Macaulay en
un point épineut.

Corollaire 3.34. — Le schéma H est irréductible et normal.

Démonstration. L’ensemble singulier est de codimension > 2: il suffit donc
d’utiliser le critére de Serre. o

Démonstration de la proposition 3.33.

On se place au point T = B ® C,, et on considére une section non nulle s de

Q qui s’annule en z. Cette section fournit un complexe de Koszul K , donné par
K;=B® /\iQ*

ou la fleche d : K; — K;_; est le produit intérieur par s. Considérons 1’algebre
différentielle Z-graduée Hom(K,K) définie par Hom(K,K) = @&Hom?(K, K)
ou Hom!(K,K) = @®Hom(K;,Ki_;), équipé de la différentielle définie pour
a € Hom!(K,K) par doo = d o @ — (—1)%x o d. La cohomologie Ext(K,K) =
®.Ext!(K,K), qui s’identifie aussi & Ext(T,T) a alors une structure d’algebre,
isomorphe & End(B) ® A(T;), ou T, est ’espace vectoriel tangent en = & Ps.

Lemme 3.35. — Le cone de H au point T défini par T, s’identifie au
sous-schéma C de Extl(T, T) défini par l’idéal engendré par les composantes du
morphisme quadratique a — o2 d valeurs dans Ext?(T,T).

Démonstration. Soit £ C Hom' (K, K) le sous-schéma localement fermé défini
par les conditions suivantes :

(1) ®(d+w) :=dw +w?=0.

Cette équation (1) signifie les opérateurs d + w sont des différentielles, c’est-
a-dire que (d +w)? = 0; la structure de schéma est celle qui est associée & 'idéal
engendré par les composantes de ®.
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(2) les faisceaux de cohomologie H;(K,d + w) du complexe (K, d + w) sont
nuls en degré 7 > 0.
Le groupe réductif G = [],5, GI(K;) C Hom®(K, K) opére sur Hom' (K, K)
par 'opération -

(p,d +w) —o(d +w)p™

=d+pwp™! —dp ¢!
et cette opération laisse le sous-schéma ¥ invariant. L’action de G sur X est propre
et libre, et ’on a un morphisme 7 : ¥ — H qui associe a d + w le conoyau de la
fleche d + w : K3 — Ko = B ® Op,. Ce morphisme, qui envoie d sur T, est un

quotient géométrique : on a donc un isomorphisme
¥/G~ H = Hilb(B® 0p,,2)

Soit S un sous-espace affine de Hom! (K, K) passant par d et transverse a
l’orbite de d, de codimension dim G. Alors le morphisme

7lsns : SNT — H = Hilb(B ® Op,,2)

est étale au point d. Soit Z! ’espace vectoriel des 1-cocyles dans le complexe
Hom (K,K) muni de la différentielle d; on pose H = S N Z!. La projection
canonique induit alors une application affine H — Ext'(K,K) surjective, car
le premier espace s’identifie & I’espace tangent de Zariski a H en T, et le second
4 Ext!(T,T); la fleche est alors le morphisme de liaison. En fait, dans notre cas,

c’est méme un isomorphisme. Considérons des projections linéaires
p:S—H ; ¢q:Hom?K,K)— Im d.

Alors le sous-schéma des zéros ¥ de ®; = ¢®P|s est une sous-variété algébrique de
S, qui contient SN X, lisse au point d et qui a H pour espace affine tangent en d.
La projection pl|x, : £; — H est alors étale. Considérons le morphisme composé
SNY - H— Extl(K, K) ou la premiére fleche est induite par p et la seconde par
la projection canonique. Ce morphisme induit un plongement du céne de H dans
le sous-schéma fermé C de Extl(K, K) défini par les zéros du morphisme

Ext!(K,K) — Ext?(K,K)

défini par a — ao?.
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Lemme 3.36. — Le sous-schéma fermé C de Ext'(T,T) défini par les
2éros du morphisme quadratique o — o? est irréductible, de Cohen-Macaulay
de dimension 8; son ensemble singulier est de dimension 3.

Ce lemme sera démontré plus bas. Terminons d’abord la démonstration du
lemme 3.35 et de la proposition 3.33. D’apres le critére de Serre, cet énoncé
entraine que C est intégre, et méme normal. Mais alors, pour une question de
dimension, le cone de H en T s’identifie & C, ce qui implique 1’énoncé 3.35. Ce
cone étant de Cohen-Macaulay et il résulte du lemme 3.39 ci-dessous que le schéma
H est aussi de Cohen-Macaulay au point T. Ceci achéve la démonstration de la
proposition 3.33.

Démonstration du lemme 3.36.

- (3 3)

avec a, b, c,d € T, de sorte que o calculé dans I’algebre End(B) ® AT, est donné

On écrit

par
a2=( cAb (a—d)/\c)
bA(a—d) bAc
Par suite, on a un isomorphisme C ~ T, x D ou D est la variété déterminantielle
des matrices 3 x 3 de rang < 1. Puisque D de Cohen-Macaulay ([1];[7] ) ceci

conduit au résultat. o
Proposition 3.37. — Les singularités de H sont rationnelles.

Démonstration. On sait déja que la variété H est normale. Pour vérifier que
les singularités sont rationnelles on va construire une résolution des singularités de
H. Désignons par Gr la grassmannienne Grass(2,C*) des droites projectives de
Ps3. Soit H le sous-schéma de Gr x H des paires (¢, T) avec T € Hilb(B® &,2).
On a alors un diagramme

A P2

H — H

Pll

Gr
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dans lequel le morphisme p; est lisse de dimension relative 4 et ol p; est un
isomorphisme au-dessus de l’ouvert des points non épineux. Au-dessus de Gr
le schéma H est en fait un fibré localement trivial. Considérons sur Gr le fibré
vectoriel de rang 2 tautologique Qgr, dont la fibre au-dessus du point £ est donné
par H°(6,(1)) : on a alors un morphisme au-dessus de Gr

H - Grass(B® Qar, 2)

3 valeurs dans la grassmannienne relative des espaces vectoriels quotients de
rang 2 qui associe au faisceau quotient T I’espace vectoriel H’(T(1)) quotient de
B®H’(6,(1)). Ce morphisme est 1’éclatement du sous-schéma (lisse, de dimension
relative 1) des points instables pour ’action du groupe SI(B). Il est clair que les
points épineux fournissent des points semi-stables. Considérons la fibre de p; au-
dessus d’un point, donné par un quotient épineux T, de support z. Cette fibre

est isomorphe au plan projectif P2 des droites passant par z.

Lemme 3.38. — Le fibré normal Np, JH de la fibre Py au-dessus du point
donné par un quotient épineuc T de support = est isomorphe 4 63, & Op,(—1)3

On a alors Hq(Pz,SkN;z/ﬂ) = 0 pour k > 0 et ¢ > 0. On déduit alors du
théoréme des fonctions formelles [11] que I’on a pour ¢ > 0

RIpa.(Og) = 0.
C’est exactement la définition des singularités rationnelles. Ceci achéve la démons-

tration de la proposition. o

Démonstration du lemme 3.38

Considérons la suite exacte de fibrés vectoriels sur Py
0 — T(H/Gr)|p, = Np, /5 = Np,/ar — 0,

dans laquelle le premier terme désigne le fibré tangent vertical le long de la
section canonique de p; au-dessus de Pj, et les autres les fibrés normaux dans
H et Gr respectivement. Au-dessus de cette fibre P, C Gr, la restriction du
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fibré tautologique quotient Qg est isomorphe au fibré Op, ® Op,(1). La section
canonique correspond au faisceau quotient B ® Op, de B® Qg [p,. Il en résulte
que T(H/Gr)|p, ~ Hom(Op,(1)?, 03,). Le fibré normal Np, G, est isomorphe
au fibré tautologique quotient de rang 2 noté classiquement Qp,. On va montrer

que la suite exacte ci-dessus n’est pas scindée. Considérons pour ceci la variété
d’incidence I C P3 x Gr des paires (z,£), avec £ € £. On a des inclusions
Py — I — H d’ou il résulte une inclusion

03, ~Np,;1 = Np,

On voit donc que la suite exacte ci-dessus n’est pas scindable. La seule extension
non triviale 0 — Op,(—1) — F — Qp, — 0 correspondant au fibré trivial de

rang 3, on obtient une suite exacte
0— ﬁgg(—l) — Npg/ﬁ — 6’,?.3 -0

obligatoirement scindée. D’oli un isomorphisme Np_ iy ~ O3, ® O3 (1), ce qui
acheéve la démonstration du lemme 3.38. o

Pour achever la démonstration de la proposition 3.27, et du théoréme 3.2, il
nous reste & vérifier le lemme général suivant :

Lemme 3.39. —Soit X une variété algébrique, Y le cone de X en un point
z. Alors si'Y est de Cohen-Macaulay, il en est de méme de X au point x.

Démonstration. On va démontrer la version correspondante en algebre
locale : soit A est une algebre locale noethérienne d’idéal maximal m ; si I’algebre
graduée

B=grn(A) = EBnZOm"/m”H

est de Cohen-Macaulay, il en est de méme de A. On raisonne par récurrence sur la
dimension ; il n’y a rien & démontrer en dimension 0. Si B est de Cohen-Macaulay
de dimension > 1 on peut trouver par définition un élément de ’idéal maximal
de B qui n’est pas diviseur de zéro. On peut en fait choisir cet élément homogene.
Considérons en effet les idéaux premiers associés p; de B : alors I'idéal maximal
de B n’est pas contenu dans p,. Par suite, pour tout i, m/m? n’est pas contenu
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dans p;. Mais alors la démonstration du lemme d’évitement [2] montre que ’on
peut construire un élément homogeéne Z de degré r > 0 qui n’appartient pas &
Usp;, c’est-a-dire qui n’est pas diviseur de zéro dans B. Considérons un élément
z € m” dont la classe dans gry,(A) est Z. Evidemment, z n’est pas diviseur de

zéro dans A. Considérons le morphisme canonique
B/zZB — gr(A/zA)

ol le second membre est I’algébre graduée relative a 'idéal maximal, induit par
la projection A — A/zA. Ce morphisme est évidemment surjectif; il est injectif,
car si un élément u € A non nul de multiplicité n a son image nulle dans le second
membre, ceci signifie que I’on peut écrire u = v+ zw avec w € A et v € m™*1. On
aw # 0; soit k la multiplicité de w. Alors la classe W de w dans gr®(A) est non
nulle, et alors, puisque Z n’est pas diviseur de zéro dans B, on a Z W # 0 dans
B. Obligatoirement k + r = n, et dans gr"*(A) on a & = Z w. Donc la classe de @
est nulle dans le premier membre B/ZB. Maintenant, on applique ’hypothese de
récurrence a ’algebre A/zA dont la dimension est, d’apres le théoreme de Krull,
dimA—-1. o

3.4. L’intersection Nj 3 = Ny N N3
La projection canonique N — Pg induit un morphisme surjectif
N() = U g Pg

puisque son image contient I’ouvert des quadriques lisses. D’apres la proposition
3.21 une quadrique singuliére qui n’est pas un plan double est obligatoirement
I'image d’un point de Ng 3 := No N Nj. Par suite, on a dim Ng 2 = 8. L'image
de Ny 2 dans Py contient I’hypersurface des quadriques singulieres. C’est en fait
exactement cette hypersurface : ceci résulte de la propreté du morphisme U — Pg
au-dessus de 'ouvert des quadriques lisses (cf. remarque 3.22), ce qui n’est pas
évident, ou de I’étude suivante, qui devrait également permettre de déterminer
quels sont exactement les points de 'intersection N 2.

55



J. LE POTIER

Proposition 3.40. — Soit F un faisceau stable de polynéme de Hilbert
m? + 3m tel que dimExt?(F,0p,) = 2; posons G = F** et T = F**/F. On
suppose que T n’est pas épineux. Alors N est lisse au point a correspondant a F,
si et seulement si T définit un point lisse du schéma de Hilbert Hilb(G,2) des
quotients de longueur 2.

On verra (cf. proposition 3.42) que si le support schématique de G est une
quadrique lisse, le schéma Hilb(G, 2) est lisse. Ceci implique donc que les deux
composantes de IN ne se coupent pas au-dessus de ’ouvert des quadriques lisses.
On verra également qu’au-dessus d’un cone on ne trouve qu’un seul point de Ny 2,
donné par le faisceau obtenu lorsque T est épineux.

Démonstration. Soit G = F** et T = F**/F. Considérons un isomorphisme

B ~ H°(G) et désignons par J le noyau de I’épimorphisme B ® Op, 2 T, et
A € Grass**(2,B®H’(60p, (1)) le point associé. Considérons les complexes K’ et
KII

0—- A®Op,(-1) — J—0

0— G — T -0
qui ont tous deux F comme seul faisceau de cohomologie, en degré 1 et 0
respectivement. On peut identifier Ext?(F,F) & Ext? '(K’,K”); ’espace des
cocycles de degré 0 du complexe Hom (K’,K”) s’identifie & I’espace tangent de
Zariski & D au point 7 = (A, T). L’application linéaire canonique End(B) —
Hom(J, G) induite par l'inclusion J — B ® Op, et la projection B® Op, — G
est un isomorphisme, et la fleche naturelle Hom(J,G) — T,.D est 'application
linéaire tangente a I’action de GI(B) au point 7 de sorte que 1’espace vectoriel des
cobords de degré 0 de ce complexe s’identifie a I’espace tangent & ’orbite. Si N,
désigne I’espace vectoriel normal a ’orbite de 7, on a alors une suite exacte

0 — N, — Ext!(F,F) — Ext!(J,G) — Ext'(J,T)

ou la derniére fleche est induite par la projection G — T. Puisque F est supposé
stable, N, est isomorphe & ’espace tangent de Zariski T,N2 de la composante
N2 au point a, et I’espace vectoriel Extl(F,F) s’identifie & ’espace tangent de
Zariski de N au point a . La dimension de N au point a est 13. Pour vérifier
que N est lisse au point a, on doit prouver qu’avec ’hypothése de la proposition
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P’application linéaire canonique N, — Extl(F,F) est un isomorphisme. Donnons
d’abord une version équivalente de cette assertion :

Lemme 3.41. — Soit 7 = (A, T) un point de D, avec T non épineuz. Avec
les notations ci-dessus, les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) L’application linéaire canonique N, — Ext'(F,F) est un isomorphisme.

(2) L’application linéaire
Ext!(J,G) — Ext'(J,T)

induite par la projection G — T est injective .

(3) Le morphisme canonique
D — Grass(2,B ® H(0p,(1)))
est lisse au point T.

Soit Hilb(G,2) le schéma de Hilbert des quotients de G de longueur 2 :
c’est donc la fibre du morphisme ci-dessus au-dessus du point A. La condition (3)
de ’énoncé signifie donc aussi que le schéma de Hilbert Hilb(G, 2) est lisse de

dimension 4 au point 7 représentant le quotient G — T.

Démonstration. On vient de voir 1'équivalence (1) < (2). Montrons 1’équi-
valence (2) < (3). De la suite exacte 0 - J - B® 6p, — T — 0 il résulte
que Dapplication linéaire Ext!(J,G) — Ext!(J,T) est conjuguée & I’application
linéaire Ext?(T,G) — Ext?*(T, T) induite par la projection G — T. Par dualité
de Serre, on voit que cette application linéaire est la transposée de ’application
linéaire Ext'(T,T) — Ext!(G,T). Considérons le morphisme de suites de suite

exactes N
0—- A®0Op,(-1) — B&®Op, — G —0

| id | l
0— J —~ B®Op, — T —0
ou les fleches verticales sont respectivement l’inclusion canonique, 'identité et la
projection canonique. Ce morphisme induit un diagramme commutatif

L(B,HY(T)) — Hom(J, T) - ExtY(T,T) -0

id | al sl

L(B,H°(T)) — Hom(A® Op,(-1),T) — Ext'(G,T)—0
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D’aprés le lemme des cing, il revient au méme de constater que la fleche
B : Ext}(T,T) — Ext!(G,T) est surjective, ou que l’application linéaire o :
Hom(J,T) — Hom(A ® Op,(—1),T) est surjective. L’espace vectoriel Hom(J, T)
est ’espace vectoriel tangent au schéma de Hilbert H au point défini par T.
Considérons la famille quotient universelle J sur H x P3 et désignons par p la
projection canonique sur H. Considérons d’autre part la section canonique o du
fibré vectoriel ¥ de rang 4 sur H défini par

¥ = Hom(A,p.(Z(1)))

obtenue en composant la projection canonique par l'inclusion u, et dont le schéma
des zéros est exactement la fibre de D au-dessus de Grass(2, B H®(£(1)). Alors
P’application linéaire o n’est autre que la différentielle d,o de o au point 7 défini
par le quotient T. Puisque T n’est pas épineux, on sait que H est lisse de dimension
8 au point défini par T'; par suite la surjectivité de cette différentielle signifie
exactement que la fibre du morphisme D — Grass(2,H°(6p,(1))) est lisse de
dimension 4. o

Considérons comme ci-dessus la grassmannienne Gr = Grass(2,C*) des
droites projectives de Ps, le sous-schéma H de Gr x H des paires (£, T) avec
T € Hilb(B ® 6¢,2) et le diagramme

On a vu que le morphisme p; est lisse de dimension relative 4 ; le morphisme p,
est un isomorphisme au-dessus de ’ouvert des points non épineux. Désignons par
ﬁ(G, 2) I'image réciproque de Hilb(G, 2) par la projection ps.

Proposition 3.42. — Soit G un faisceau semi-stable de polynéme de Hilbert
m?2+3m+2, C la quadrique associée. Si T = (£,T) est un point de H représentant
un quotient T satisfaisant d l'une des conditions suivantes :

(a) Le support de T ne rencontre pas l’ensemble singulier de C.
(b) La droite £ n’est pas contenue dans C.

Alors fl(G,?) est lisse de dimension 4 au point 7. En particulier, si T est
non épineuz et satisfait d 'une des conditions (a) ou (b), c’est un point lisse de
Hilb(G, 2).
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Démonstration. Dans le cas (a), le faisceau G est non singulier au voisinage
du support de T, et T est non épineux. Le schéma Hilb(G, 2) est alors localement
isomorphe au voisinage du point 7 au schéma de Hilbert Hilb(C,2) des sous-
schémas de C de longueur 2. Puisque le support de T ne rencontre pas ’ensemble
singulier de C , ceci donne le résultat. Dans le cas (b), le faisceau G| est un
faisceau de longueur 2, et le schéma Hilb(G|,,2) des quotients de G|, est réduit
4 un point lisse. Par suite, le morphisme p : ﬁ(G, 2) — Gr est un isomorphisme

au voisinage du point 7. o

Si la droite £ est sur C la question est plus délicate. Cependant, il est facile

de répondre au-dessus des cones :

Proposition 3.43. — Au-dessus d’un cone C, lintersection Ng o est réduite
a un seul point, représenté par le faisceau F associé au quotient épineuzr du

faisceau G de Cohen-Macaulay (unique d isomorphisme prés) de polynéme de
Hilbert m? + 3m + 2, de support C.

Démonstration. Au-dessus d’un cone C, un faisceau pur est forcément stable.
Ainsi, d’apres la proposition 3.40 les points de ’intersection correspondent aux
points singuliers du schéma Hilb(G, 2), ou éventuellement au point correspondant
au quotient épineux. Désignons par Hilb%(G,2) l'ouvert correspondant aux
quotients non épineux. Considérons ’action du sous-groupe des automorphismes
de Pg3 qui laissent invariant C : ce groupe agit sur la grassmannienne et laisse
invariante la conique C* des droites de C. Le faisceau G est muni d’une action de
ce groupe, de sorte qu’il agit aussi sur Hilb(G,2) en laissant invariant ’ouvert

Hilb’(G,2). On a alors un morphisme équivariant
Hilb’(G,2) — Gr

S’il existait dans Hilb%(G,2) un point singulier, ce point serait d’aprés la
proposition 3.42 au-dessus de C*; puisque l’action est transitive sur C*, on
aurait dim Sing HilbO(G, 2) > 1. Mais alors l'intersection No 2 serait au moins de
dimension 9, ce qui est absurde. Donc Hilb%(G, 2) est lisse. On a vu qu’au-dessus
de C il y au moins un point dans l'intersection : il correspond obligatoirement au
faisceau épineux.
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Remarque 3.44. — Au-dessus des quadriques réductibles, on peut trouver
d’autres points dans cette intersection : par exemple, au-dessus d’un plan double
P, on trouve les points correspondant aux faisceaux I' ® I” o I’ et I” sont les
idéaux de Op définis par des points =’ € P et z” € P.
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4. Systémes cohérents

La notion de systeme cohérent généralise celle de systeme linéaire.

4.1. Généralités

On se place comme au chapitre 2 sur une variété algébrique projective lisse
X de dimension n, polarisée, et on désigne par Px le polynome de Hilbert de 6.

Définition 4.1. — On appelle systéme cohérent de dimension d sur la
variété X une paire (I',F) , ot F est un faisceau algébrigue cohérent de dimension
d sur X, et T un sous-espace vectoriel de H°(F).

Un morphisme de systémes cohérents (I',F) — (I, F’) est un morphisme de
Ox-modules cohérents f : F — F' tel que f(I') C IV. Si F' est un sous-faisceau
cohérent de F, on dira que (I',F’) est un sous-systéme cohérent de (T',F).

Un systéme cohérent (I',F) de dimension n est appelé structure de niveau si

l’espace vectoriel I' a pour dimension le rang de F.

Les systémes cohérents de dimension d forment évidemment une catégorie
additive, dans laquelle on peut définir la notion de noyau et conoyau d’un mor-
phisme : le noyau d’un morphisme f : (I',F) — (I, F’) donné par un morphisme
de modules f : F — F’ est le sous-systéme cohérent (I' N HO(ker f),ker f) et
le conoyau est le systéme cohérent (I',coker f) ou IV est I'image de IV dans
H°(coker f). En particulier, la notion de quotient d’un systéme cohérent par un
sous-systéme a un sens. Un tel morphisme f est dit strict si f(I') = IYNH’(Im f),
ce qui permet de définir sans ambiguité la notion d’image, et ’on a alors un iso-

morphisme de systémes cohérents

(I,F)/ker f ~Im f
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Ainsi, si on se limite aux morphismes stricts, on obtient une catégorie abélienne.

Etant donné un systéme cohérent (I',F) de dimension d sur la variété X, la
multiplicité r de (I',F) est celle de F et le polynéme de Hilbert réduit de (T, F)
est défini par
dim T

T

P(rF) = Px + pr.

Définition 4.2. — Semi-stabilité.

Un systéme cohérent (I',F) de dimension d est dit semi-stable si
a) le faisceau F est pur de dimension d ;

b) pour tout sous-module cohérent non nul F' C F | et tout sous-espace vectoriel
I cH(F)NT, on a

o F)y < P(T,F)

Un systéme cohérent (I',F) est dit polystable s’il est somme directe de

systémes cohérents stables de méme polynéme de Hilbert réduit.

L’inégalité de I’assertion b) signifie que I'on a

dim I < dimTI’

- - et, en cas d’égalité, pp < pp

ou r et 7’ sont les multiplicités respectives de F et F’.

Ezxzemple. Si F est un faisceau algébrique cohérent sur X, le systeme cohérent
({0}, F) est semi-stable si et seulement si le faisceau F est semi-stable. En général,
si un systeme cohérent (I',F) est semi-stable, ceci n’implique pas que F est un
faisceau semi-stable.

Nous écrirons la définition de la semi-stabilité sous une forme légerement

différente :

Lemme 4.3. — Soit (I', F) un systéme cohérent, avec F pur de dimension
d et multiplicité r , ¢ un nombre > dim I'. Alors (I',F) est semi-stable si et
seulement si pour tout sous-systéme cohérent (I',F’) de multiplicité v’ on a

Pg: Pp
er' —dim IV — er —dim T

(4.1)
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Démonstration. Il suffit de réduire au méme dénominateur. o

Bien sfir, le choix du nombre ¢ n’a pas d’importance. On peut aussi donner
une version de cet énoncé en termes de systémes cohérents quotients et cette

version sera elle aussi utile dans la suite.

Proposition 4.4. — Soit (T',F) un systéme cohérent semi-stable de dimen-
sion d, avec T # {0}. Alors le morphisme d’évaluation

ev
reox —F
a son conoyau de dimension < d.

Démonstration. Soit r la multiplicité de F. On applique la définition au sous-
module cohérent F/ engendré par le morphisme d’évaluation ev : ce sous-module
est de multiplicité v’ et on prend IV = T'. Alors ' > r, et par suite le quotient
F/F’ est obligatoirement de dimension < d. o

Corollaire 4.5. — Soit (I', F) un systéme cohérent semi-stable de dimension
n, tel que T # {0}. Le faisceau F est alors un faisceau sans torsion, dont le rang

rg (F), satisfait a l’inégalité
rg (F) < dimT

4.2. Filtrations de Harder-Narasimhan

Proposition 4.6. — Soit F un module cohérent pur de dimension d, et
(T,F) un systéme cohérent. Il existe une filtration finie croissante par des sous-
systémes cohérents

{0} c (I'1,Fy) C ... C (T, Fx) = (I, F)

dont le gradué gr; = (s, F;)/(Ti—1,Fi—1) satisfait auz conditions suivantes :

(i) le systéme cohérent gr; est semi-stable ;

(ii) La suite des polynomes de Hilbert réduits py,, est strictement décroissante.
Cette filtration est unique.
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Cette filtration est appelée filtration de Harder-Narasimhan.
Démonstration. On peut trouver un sous-systeme cohérent

(I',F') c (T,F)

tel que le polynéme p( gy soit maximal, et maximal parmi ceux-ci; alors
I = T N H°(F'), et on peut considérer le systéme cohérent quotient (I'’,F”)
défini par F” = F/F, et par 'image IV de T' dans H°(F”). Par maximalité, le
faisceau quotient F”’ est pur et on peut réitérer la construction : on obtient une
filtration (I';,F;) dont chaque gradué gr; est semi-stable, et telle que pgr, soit
strictement décroissante. L’unicité est évidente, compte-tenu du fait suivant :

Lemme 4.7. — Soient (I',F) et (I",F’) deux systémes cohérents semi-
stables tels que prry > p(r,¥vy. Alors Hom((T', F), (I, F’)) = 0.

4.3. Familles de systémes cohérents.

Soit S une variété algébrique. On considére les projections canoniques

p

SxX — X

al
S

On désigne par wx est le faisceau canonique sur X, et par wsxx/s = p*(wx)
le faisceau canonique relatif pour la projection ¢. Si F un faisceau algébrique
cohérent S-plat sur S x X l'image directe ¢.(F) se comporte mal par image
réciproque, sauf si les images directes supérieures sont nulles. Ceci introduit
quelques difficultés dans la définition des familles de systémes cohérents. Il se
trouve que cette image directe est le dual d’un faisceau algébrique cohérent pour
lequel les choses marchent beaucoup mieux (cf. appendice, corollaire 8.19). Pour
cette raison, nous assimilerons un systeme cohérent sur X a la donnée d’une paire
(T, F) formée d’un faisceau algébrique cohérent F sur X et d’un espace vectoriel
quotient de ’espace vectoriel Ext"(F,wx). En vertu du théoréme de dualité de
Serre-Grothendieck, les espaces vectoriels Ext™(F,wx) et H°(F) sont duaux, et
cela revient donc au méme. Ceci conduit a la définition suivante :
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Définition 4.8. — On appelle famille de systémes cohérents sur X
paramétrée par la variété algébrique S la donnée d’une paire (F,V) od F est
un faisceau algébrique cohérent S-plat sur S x X et V un faisceau localement libre

sur S quotient du faisceau cohérent E_xt;‘(F,wSX)( /s)-

Les classes d’isomorphisme de familles de systémes cohérents paramétrées
par S constituent un foncteur contravariant S — Syst(S) : ceci résulte du bon
comportement du foncteur Exty (F,wsxx/s) par changement de base. Examinons

par exemple la fibre au-dessus d’un point fermé s € S :

Lemme 4.9. — Soient F est un faisceau algébrique cohérent S-plat sur
S x X. Alors pour tout point fermé s € S, on a un isomorphisme canonique

EX_tZ(F’ wSxX/S)(s) = Eth(F(s)’ wX)

Démonstration. On peut trouver une résolution gauche finie L. — F par un
complexe de chaines de faisceaux localement libres L; sur S x X satisfaisant a la

propriété suivante
Ext](Li,wsxx/s) =0

pour tout j > 0 . Il résulte du théoreme de de Rham formel que le faisceau
_Eﬂfl(F,wSxx /s) se calcule comme i-ieme faisceau de cohomologie du complexe
de faisceaux localement libres Hom (L., wsxx/s)). On applique & ce complexe fini
le foncteur, sur la catégorie des Og-modules, G — G; ®¢, C ou O, est I’anneau
local de S au point s et G4 le modules des germes de sections de G au point s € S.

On obtient alors une suite spectrale de terme E; donné par

E3’ = Tor%; (Ext](F, wsxx/s)s, C)

1

et d’aboutissement Ext™(F(s),wx) en degré i + j = m. En degré n on obtient

alors I'isomorphisme annoncé. o

Ainsi, la donnée d’une famille de systémes cohérents (F, V) définit en chaque
point s € S un espace vectoriel quotient V(s) de Ext% (F(s),wx) et donc un sous-
espace vectoriel V*(s) de H°(F(s)), c’est donc un systéme cohérent (V*(s), F(s)).
Bien entendu, il n’y a aucune difficulté pour étendre ceci & n’importe quel
changement de base.
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Définition 4.10. — Soit S un ensemble de classes d’isomorphisme de
systémes cohérents. On dit que S est limité s’il existe une famille (%,V) de
systémes cohérents paramétrée par une variété algébrique S telle que tout point
de S soit la classe d’isomorphisme d’un systéme cohérent (V*(s), Z (s)).

Pour obtenir de telles familles limitées, il suffit en fait de fixer le polyndme
de Hilbert de F :

Théoréme 4.11. — Soit P un polyndéme de degré d. L’ensemble des classes
d’isomorphisme de systémes cohérents (I',F) semi-stables de dimension d et tels

que Pp = P est limité.

Démonstration. La difficulté tient au fait que pour un tel systéme cohérent
(T',F) le faisceau cohérent F n’est pas forcément semi-stable. Montrons d’abord
que les classes d’isomorphisme des faisceaux F sous-jacents aux systémes cohé-
rents (I',F), semi-stables de dimension d et tels que Pr = P constituent un
ensemble limité. En vertu du théoreme 2.8 on peut supposer I' # 0, et le théoreme
2.9 montre qu'il suffit de vérifier que pmaqx(F) est majoré. Soit Y la sous-variété
de X définie par I’annulateur de F. Comme dans le lemme 2.10 la sous-variété Y
est pure de dimension d et de degré < r2, ou r désigne la multiplicité de F. Le
corollaire 2.13 montre alors que le nombre rationnel p,,;»(@y) est minoré par une
quantité qui ne dépend que de r, d, et X. Considérons le dernier terme gry(F)
du gradué de Harder-Narasimhan de F : d’apres la proposition 4.4 le morphisme
canonique I'Q Oy — gr¢(F) est génériquement surjectif, donc non nul. Il en résulte
les inégalités

pmin(Oy) < p(gre(F)) == pmin(F)

et pmin(F) est donc minoré. Puisque la pente de F est fixée, ceci entraine bien

sOr que fmaz (F) est majoré.

On peut donc trouver une variété algébrique S et un faisceau algébrique
cohérent .F sur S x X, plat sur S, tel que tout faisceau F de la famille ci-dessus
soit isomorphe & l'un des faisceaux #(s). Considérons le faisceau algébrique
cohérent & sur S défini, avec les notations du début du paragraphe par & :=
Extg (F,wsxx/s), dont le fibre & (s) au-dessus du point fermé s est isomorphe au
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dual de H*(Z (s)), et la grassmannienne relative de Grothendieck
G := Grass(¢) — S

représentant les faisceaux localement libres quotients, muni du faisceau universel
quotient 7*(&) — V. Posons #’' = (m x idx)*#. Par changement de base, on a

un isomorphisme
(&) ~ Extp(F,w@ux/G)

et la paire (&', V) définit une famille de systémes cohérents. Si t € G est un point
fermé de G au-dessus du point s € S, il définit un espace vectoriel quotient V(t)
du dual de H°(#(s)) ; le systeme cohérent associé est la paire (V(¢)*, % (s)). Tout
systeme cohérent semi-stable (I, F) tel que Pr = P est évidemment isomorphe a

un tel systéme cohérent, ce qui achéve la démonstration.

4.4. L’espace de modules Systx(P)

Soit p un polyndéme de degré d. On considere la catégorie additive S(p) des
systémes cohérents semi-stables (I',F) tels que p(r py = p. Dans cette catégorie
les morphismes sont obligatoirement stricts, et on obtient encore une catégorie
abélienne, artinienne et noethérienne. Les objets simples de cette catégorie
s’appellent systémes cohérents stables. Chaque systéme cohérent semi-stable a
donc une filtration finie, dont le gradué est une somme directe de systémes
cohérents stables : une telle filtration est dite de Jordan-Hélder, et les gradués
associés a deux telles filtrations sont isomorphes. On dira que deux systémes
cohérents semi-stables sont S—équivalents s’ils ont des gradués de Jordan-Hdélder
isomorphes.

L’énoncé suivant est le résultat principal de ce chapitre. Soit P un polynéme
de degré d. On considére le foncteur contravariant MX(P) qui associe a
la variété algébrique S I'ensemble des classes d’isomorphisme Syst, (P)(S) de
familles, paramétrées par S, de systémes cohérents semi-stables (I',F) tels que
Pr =P.

Théoréme 4.12. — Il egiste pour le foncteur Syst, (P) un espace de
modules grossier Systy (P). Cet espace de modules a les propriétés suivantes :
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(i) La variété algébrique Systx (P) est projective.
(ii) Les points fermés de Systx (P) sont les classes de S-équivalence de systémes
cohérents semi-stables (T',F) tels que Pp = P.
(iii) L’ensemble des classes d’isomorphisme de systémes cohérents stables (T, F)
tels que Pp = P s’identifie ¢ un ouvert de la variété Systx(P).

Naturellement, on a une décomposition en composantes disjointes
Systx (P) = [ ] Systx(P, 1)
i

ou Systy(P,i) est la composante correspondant aux systémes cohérents (T, F)
tels que dimT" = 7. La composante Systy (P,0) s’identifie & ’espace de modules
de Simpson Mx (P). La construction s’inspire naturellement de la construction de
Simpson, et s’appuie sur des énoncés qui généralisent les propositions 2.16, 2.18
et 2.20.

4.5. Le critére de semi-stabilité.

On se fixe dans la suite un polynéme P de degré d de terme dominant r’f‘T;i.
On peut d’apres le théoreme 4.11 trouver un nombre c satisfaisant a la propriété
suivante : pour tout systéme cohérent semi-stable (I',F), ou F est de polyndme
de Hilbert Pp = P, on a dimTI" < ¢. Un tel nombre c¢ sera fixé dans toute la suite.
On considére pour tout entier m ’ensemble Syst,,,(P) des classes d’isomorphisme
de systemes cohérents (I',F) tels que F soit pur de polynéme de Hilbert P, et
satisfaisant aux conditions suivantes
(i) P(m) < h°(F(m))
(ii) dmI'< ¢
(iii) Pour tout sous-faisceau cohérent non nul F' C F de multiplicité r’ et tout
sous-espace vectoriel IV ¢ I' N H(F) I’inégalité

PO(F/(m) _ KO(F(m))
cr' —dimIV — er —dimT

On considére d’autre part I’ensemble Syst,,. (P) des classes d’isomorphisme de
systemes cohérents (I',F), tels que F soit un faisceau cohérent pur de polyndome
de Hilbert P et satisfaisant a la condition (iz) et & la condition suivante :

68



SYSTEMES COHERENTS

(iii)* Pour tout systéme cohérent quotient (I',F) — (I'’,F”) semi-stable de
dimension d et de multiplicité " on a

P(m) _ _h(F"(m))
cr—dimI’ — o’ —dim I

Il est clair que pour tout entier m on a une inclusion Syst,,(P) C Syst,, (P).
Le critére de semi-stabilité qui suit est une généralisation de la proposition 2.16.

La démonstration est calquée sur celle de Simpson.

Proposition 4.13. — Il existe un nombre a tel que pour tout entier
m > a les ensembles Syst,,,(P) et Syst,(P) coincident avec I’ensemble Syst(P) des
classes d’isomorphisme de systémes cohérents semi-stables (I', F) tels que Prp = P.

Démonstration. Soient (I',F) un systéme cohérent semi-stable tel que
Pr = P, F’ un sous-faisceau cohérent non nul de multiplicité r’. On sait que la
famille des faisceaux cohérents F sous-jacente est limitée ; on peut donc trouver un
majorant p pour tout les nombres pimq.(F). Considérons la filtration de Harder-
Narasimhan de F’, et désignons par 7 et u} la multiplicité et la pente du i-éme
gradué; on a u; < u, et en appliquant le lemme 2.19, on obtient qu’il existe une
constante B > 0 ne dépendant que de r,d et des invariants numériques attachés
a X telle que (*)

h(F'(m)) < 1

< o il +m+ Bly)Y)

r! i

1 1 1
< 5 (@ =2+ m+Bl)? + =(v +m +B]1)¢)
ol V = fmin(F’). La famille des faisceaux F sous-jacente étant limitée, il existe
un entier mo et une constante A > 0, ne dépendant que de X et de P, tels que

pour m > mg on ait

(m—A)¢

BO(F(m)) = Pr(m) 2 r =L

(*) On note pour tout z réel [z], = sup(z,0).
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Soit vp un entier tel que B+ u(1— %) +%2 < —A. Quitte & changer éventuellement
Pentier mg ci-dessus, on peut supposer que pour m > mg, on a

%((1 B %)([ﬂ +m+B)4)? + %([1/0 +m +B]+)d) < PFim)

La fonction z — [z]+ étant croissante, on obtient pour m > mg et ¥ < g
Pinégalité

1 1 a1 4\ _ Pr(m)
(@ =) +m+Bl) + (v +m+Bl)¢) < LT
Par suite, pour m > mg et pmin(F’) < v on obtient
7,./
RO(F'(m)) < 7h°(F(m)).
Mais on a

cr' —dim IV r_’_r’dimI‘—rdimI"

er—dimT r  r(er—dimT)

et par conséquent cette quantité est > 0. Il en résulte que pour m > mg on a la
majoration
cr’ —dim IV

RE M) < G GmT

h®(F(m))

Il reste & examiner les sous-faisceaux cohérents F’ pour lesquels on a v =
min(F’) > 5. On peut supposer que les quotients F/F’ sont purs. On obtient
alors, quand F varie, une famille limitée .#’ de sous-faisceaux F/ d’aprés le lemme
2.6 de Grothendieck. On peut alors supposer d’apres le théoreme B de Serre que
pour m > mg on a Pp/(m)) = h°(F/(m)). On est ramené 3 vérifier que l'on a

Pe(m) _ _Pe(m)
cer' —dimIY ~ er —dimT

Mais ceci résulte du lemme 4.3 et du fait les polyndmes de Hilbert qui apparaissent
sont en nombre fini, & condition de prendre mo assez grand.

Réciproque

Montrons d’abord que, pour a assez grand, la famille de systemes cohérents
Um>aSysts, (P) est une famille limitée. Il suffit comme dans la preuve du théoréme
4.11 de vérifier que la famille des faisceaux F sous-jacents est limitée, et pour ceci
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on applique le théoréme 2.9. Le faisceau F étant supposé pur, il a une filtration

de Harder-Narasimhan ; soit F” le dernier quotient dans le gradué de Harder-

Narasimhan ; par définition sa pente est u” = pmin(F); soit v’ sa multiplicité.
D’apreés le lemme 2.19 on a

hO(F"(m)) _ 1

B Sull SV il

r! —d

Soit I I'image de I dans H°(F”). Par hypothése, on a

P(m) __ _K(F"(m)
cr —dimI’ — e —dim I

(" +m +Cl4)*

(4.2)

Si I' = 0, on obtient

P L+ m ot L)

Or, il existe une constante A > 0 et un entier mg > A tels que pour m > mg

P(m) S (m—A)4
ro d!

Si m > my, ceci entraine m — A < u” +m + C; ainsi, 4"’ > —A — C et donc

tmin(F) est alors minoré. Si I # 0, si S est la sous-variété de X définie par
Pannulateur de F on a un morphisme non nul & — F” et par conséquent, on
a certainement U, (Os) < u”. Mais, comme on I’a vu dans le lemme 2.13, les
nombres fmin(€s) sont minorés par une constante qui ne dépend que de d et r,
(et bien entendu X). Par suite, la famille de faisceaux F est limitée.

Or, on a lemme suivant

Lemme 4.14. — Soit F une famille limitée de faisceaur algébrigues
cohérents purs de dimension d. Pour tout sous-espace vectoriel T ¢ H°(F) les
faisceauz G; sous-jacents au gradué de Jordan-Holder gr;(T',F) = (I';,G;) du
systéme cohérent (I',F) forment une famille limitée.

C’est le cas en particulier du dernier gradué (I, G”) et on peut trouver un
entier m; tel que pour m > my on ait h°(G”(m)) = Pgv(m). Si F définit un
point de Syst,, (P) on peut donc écrire I'inégalité (4.2) pour le quotient (I, F")
ce qui donne, en désignant encore par r”’ la multiplicité de G”

P(m) _ _Par(m)
cr —dimT ~ ¢r” —dim I'”
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Cette inégalité entraine

dimI” _ dimT
rll Z

et, en cas d’égalité, pg~ > pp
ce qui démontre la semi-stabilité du systéme cohérent (I',F). o

Démonstration du lemme 4.1}.

Soient 7; et p; la multiplicité et la pente de G;. On sait que la suite ¢ — d‘"‘TFl
est décroissante. On peut donc trouver un entier s tel que pour 1 <17 < s on ait
I's; #0et I'; = 0 pour i > s. Si S est la sous-variété de X définie par I’annulateur
de F on a encore pour 1 < i < s les inégalités pmin(&s) < u; et par conséquent
les p; sont minorés d’apres le corollaire 2.13. D’autre part,

Dimi Tibki
i1 Ti
est la pente d’un sous-module cohérent F’ de F, donc cette pente est majorée (cf.
lemme 2.6). Il en résulte que les u; sont bornés et le quotient F” = F/F’ étant
pur, par le méme lemme de Grothendieck le faisceau F/ appartient & une famille
limitée. Le quotient F” appartient aussi & une famille limitée, et la somme directe
®i>sG; n’est autre que le gradué de Harder-Narasimhan de F”. Par suite tous les
G; appartiennent & une famille limitée. D’ou le lemme. o

4.6. Sous-systémes cohérents maximaux

Soit P un polynéme de degré d, de terme dominant r%_‘i et ¢ un nombre choisi
comme au §4.5 précédent. Etant donné un systéme semi-stable (I', F), ou F est un
faisceau cohérent de dimension d, de polynéme de Hilbert P et de multiplicité r,
désignons par Max(T', F) ensemble des sous-systémes cohérents (IV, F’) (T, F)
tels que p(r/,F/) = p(r,F) OU ce qui revient au méme a

Pg: Pp

re—dimI o —dimD (4.3)

De méme, désignons pour tout entier m par Max,,(I',F) ensemble des sous-
systémes cohérents (IV,F’) C (T',F) non nuls de multiplicité r’ satisfaisant & la

condition suivante :
h°(F'(m)) _ h°(F(m))
r’'c—dimIY =~ ¢r —dimT

(4.4)
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Proposition 4.15. — Soit P un polynome de degré d. Il existe un nombre
b tel que pour tout m > b et tout systéme cohérent semi-stable (T',F), tel que F
soit de polynéme de Hilbert P ’ensemble Max,, (T, F) coincide avec Max(T',F).

Démonstration. Les sytémes cohérents (I, F’) qui appartiennent & I’ensem-
ble Max(T', F) sont évidemment semi-stables, et la réunion des familles Max(T', F)
lorsque (T', F) parcourt I’ensemble des classes d’isomorphisme de systemes semi-
stables tels que Pp = P est alors limitée d’aprés le théoréme 4.11. On peut
appliquer de maniére uniforme le théoréme B de Serre : il existe un entier mg tel
que pour m > my, on ait ’égalité (4.4) pour tout systeme (I', F) semi-stable avec
Pr = P; ceci signifie que Max(T', F) C Max,, (T, F).

Dans 'autre sens, considérons (IV,F’) € Max,,(I",F) et supposons dans un
premier temps que le quotient F” = F/F’ soit pur. On verra plus bas que si m
est assez grand c’est toujours le cas. La premiére partie de la démonstration de
la proposition 4.13 ci-dessus montre que si m a été choisi assez grand, pmin(F’)
est minoré, sinon on obtiendrait une inégalité stricte. Alors la famille des F’ ainsi
obtenue est limitée quand (T, F) varie d’apres le lemme de Grothendieck, ce qui
permet l'usage du théoréme B de Serre : on obtient ’existence d’un entier m;
tel que si m > m; on ait pour tout F’ de cette famille A°(F/(m)) = Pp.(m). Si
(I, F’) appartient & Max,, (T, F) on a alors d’apres (4.4)

Pp/(m) _ _Pr(m)

r'c—dimI¥ e¢r —dimT’

Lorsque (I, F’) parcourt cette famille, il n’y a qu’un nombre fini de polyndomes
du type
Pp
r’c —dim T’
Ceci implique si que m a été choisi assez grand on a 1’égalité (4.3) ce qui signifie
que (I'V, F') appartient & Max(T', F).

Supposons m maintenant assez grand pour que la conclusion de ’énoncé
4.13 soit vraie, et pour que F’'(m) soit engendré par ses sections chaque fois
que (I",F’') € Max(I',F). Considérons un sous-systéme quelconque (IV,G’) €
Max,,(I',F), G’ étant supposé de multiplicité r’. Soit F’ 'image réciproque
du plus grand sous-module cohérent de dimension < d — 1 de F/G’. Alors
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(I'",G') c (I",F') et F' et G’ ont méme multiplicité r’ ; on a alors les majorations

G (m) _ W(F(m) _ hO(F(m))
er' —dimI” — e’ —dimI” — er —dimT

la seconde inégalité résultant du choix de m. Puisque (T', F) définit un point de
Syst,,(P) on a en fait des égalités, ce qui entraine que (I',F’') € Max,,(I',F)
et h°(G/(m)) = h°(F’(m)). Comme le quotient F/F’ est pur de dimension d on
a déja vérifié que (I',F’) appartient & Max([',F). Par le choix de m, F'(m) est

engendré par ses sections, et le diagramme commutatif
H(G/(m))® 6x =~ H°(F'/(m))® Ox

l !

G'(m) — F’(m)

montre que G’ = F’ et par suite (I'V,G’) appartient & Max(I',F). o

4.7. Un calcul de semi-stabilité

On se fixe un faisceau polystable E de multiplicité r et un entier ¢ > 0. On
considere le schéma de Hilbert des faisceaux cohérents quotients de E de polynéme
de Hilbert P et le diagramme standard

Hilb(E,P) x X — X

vl

Hilb(E, P)

ou p et g sont les projections canoniques. On notera wy le faisceau canonique relatif
pour la projection ¢ ; on désigne par % le faisceau quotient universel de p*(E) sur
le produit Hilb(E,P) x X. On peut alors former le faisceau algébrique cohérent
& = Exty (&, w,) sur Hilb(E, P), et la grassmannienne relative de Grothendieck
G = Grass(&) — Hilb(E, P); c’est une variété projective dont les points fermés
définissent des systémes cohérents. Le groupe SI(E) (cf. §2.5) opeére sur G; on
se propose de trouver un fibré inversible sur G sur lequel le groupe SI(E) agit
linéairement, qui permette de retrouver comme points semi-stables, les points
correspondant & notre définition des systémes cohérents semi-stables. Le schéma
de Hilbert Hilb(E, P) est polarisé par le plongement de Grothendieck

Hilb(E,P) — Grass(H°(E(¢), P(¢)))
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défini pour £ assez grand, qui associe au faisceau quotient F ’espace vectoriel
quotient H°(F(£)) comme on I'a expliqué au §2.5. On considére sur la grassman-
nienne relative G le fibré quotient universel ¥/, et le fibré inversible £ défini

par
£ = (det ¥)® ® ¢*(O(cd))).

L’action de SI(H) se reléve en une action linéaire sur ce fibré inversible. Nous
allons déterminer les points semi-stables de G = Grass(&) relatifs a I’action
de SI(H) et a ce fibré inversible. Etant donné un point { € G définissant un
systéme cohérent (T',F), avec F quotient de E, de polynome de Hilbert P, et un
sous-faisceau E’ € Max(E), on considére I'image F’ de E’ dans F, et I'intersection
IV :=TNH(F).

Proposition 4.16. — La grassmanienne relative G étant munie du fibré
inversible £ ci-dessus, et l’entier £ étant choisi assez grand, les points semi-
stables (resp. stables) de G correspondent auz systémes cohérents (I',F) qui
satisfont d condition suivante : pour tout sous-faisceau cohérent E' € Max(E)
non nul et distinct de E, de multiplicité ', on a

cd'Pp(z) — z¢dim < cd'Pp(z) — 2% dim IV

T r!

(resp. <) (4.5)

On doit comprendre cette inégalité comme une inégalité entre polynomes de
degré d en la variable z. Elle entraine que ’ensemble G*° des points semi-stables
est indépendant du choix de ¢, a partir du moment ou il a été pris assez grand.

Le fibré inversible .Z n’ayant aucune raison d’étre ample, précisons d’abord
ce que nous entendons ici par semi-stabilité ou stabilité. Soient G un groupe
réductif, V un G-module de dimension finie, et A : C* — G un sous-groupe a un

parametre. Soit, pour tcut entier ¢ € Z,

Vi =) Ker(A(t) — t'idv).

Alors ®iezV; = V. Tout vecteur v € V, s’écrit v = Y ., v;; on pose u(A,v) =
—min{,v; # 0}. Soient P(V) l’espace projectif des hyperplans de V et y un
point de P(V). On pose u(A,y) = u(A,n), ou 5 est une forme linéaire non nulle
de V* se projetant sur y. Ce nombre est évidemment indépendant du choix du
représentant n de y.
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Plus généralement, si Y est une variété projective munie d’une action de
G, et d’un fibré inversible L sur lequel le groupe G agit linéairement, pour tout
point fixe z pour ’action de G la représentation induite par A sur la fibre de L
en z est une homothétie de rapport t# ol p est un entier ; on pose ur, (A, z) = p.
Pour tout point y € Y, on pose ur(A,y) = u(A, yo), ou yo est la spécialisation
Yo = limt_.() )\(t)y

Définition 4.17. — Soient Y une variété projective, munie d’une action de
G, et d’un fibré inversible L sur lequel le groupe G agit linéairement. Un point
Yy €Y est dit semi-stable (resp. stable) si et seulement si pour tout sous-groupe d
un paramétre A de G on a p,(A,y) >0 (resp. pL(A,y) > 0).

Dans le cas ou le fibré inversible L est ample, il s’agit des notions de
semi-stabilité et stabilité habituelles : c’est le critere de Hilbert-Mumford [25]
Les points semi-stables constituent alors un ouvert invariant qui admet un bon
quotient, et ce bon quotient est une variété projective. Revenons a notre situation.
Etant donné un sous-groupe a un parameétre A : C* — SI(E) on considére pour

tout entier 7 le sous-faisceau W; de E défini par

W, = nKer (A(t) — tidg)

et la suite décroissante de sous-faisceaux E; définie par E; = @;>;W;. Pour tout
point ¢ = (I',F) € G, cette suite définit une suite décroissante de systémes
cohérents (T';, F;), dont on désigne le gradué par (gr;(T"), gr:i(F)).

Lemme 4.18. — La grassmannienne relative G étant munie du fibré
inversible £ défini ci-dessus, pour £ est assez grand, on a

pe(\8) = 3 i(cdIPyy, iy (€)) — £ dim gry(T)) (46)

(2

Démonstration. On pose A; = H°(Ox(i)). Considérons la suite décroissante
de sous-espaces vectoriels I'; et choisissons une base de gr(T') := @®gr;(T"), qu’on
reléve & I' pour obtenir une base (uy,us, ..., ux). Le vecteur u € AT défini par
u =1u; A--- A ug est évidemment non nul et engendre AFT. On pose

a= Zz’dim gri(T).

i

76



SYSTEMES COHERENTS

Pour calculer A(t)u on commence par choisir £ assez grand pour que les appli-
cations linéaires H°(E;(£)) — HP(F;(¢)) soient surjectives, ce qui est possible
d’apres le théoreme B de Serre uniforme, et on consideére le plongement canon-
ique F — F(£) ® A}. Ce plongement est compatible avec I’action de SI(E). Alors
Pimage de u dans A*(H(F(£)®A}) se releve dans A*(H°(E(¢)®A}) en un élément
w tel que

A(t).w = t%w + termes de degré supérieur.
Par spécialisation, pour le fibré ¢’ = det ¥ on obtient pe/ (A, €) = —a.

Pour le fibré inversible .£" = ¢*(€(1)), c’est plus facile : c’est en fait
le méme calcul que sur le schéma de Hilbert Hilb(E,P) pour le fibré &(1).
Toutes les familles de faisceaux introduites sont limitées, et le théoréme B de
Serre uniforme entraine pour ¢ assez grand, et ceci indépendamment de £ et
A, on a gr;(H'(F(£)) = H°(gri(F)(¢)) et h°(gri(F))(€) = Pgr,m)(£). Posons
N = P(¢). On peut construire une base (vy,...,on) de H*(F(£)) qui reléve une
base de gr;(H°(F(£))) ; alors 1'élément v = v; A ... A un provient d’un élément
w € ANH(E(£)) qui permet le calcul de A(t)w : on a alors

A(t)z = tPz + termes de degré supérieur

ou 3 est défini par

B =Zih°(gri(F)(€))
= Z iPgr, (1) (£).

Si on consideére le fibré inversible ¥’ = ¢*(€(1)) sur ¢4 on obtient donc

peen (A, €) = B. 1l en résulte que pour le fibré inversible .Z on a
pe (X €) = —la+cdlB.

ce qui démontre le lemme. o
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Démonstration de la proposition 4.16

Le résultat est une conséquence des faits suivants :

a) les familles de faisceaux F et F’ introduits dans I’énoncé sont limitées. Les
polynomes de Hilbert de ces faisceaux sont en nombre fini.

b) étant donnée une famille finie &2 de polynémes P, a coefficients rationnels,
on peut trouver un entier ¢y tel que pour £ > ¢, 'application P — P(¢) : & — Q
soit strictement croissante.

Des lors, 'inégalité entre polynomes (4.5) est équivalente a

cdlhO(F'(€)) — ¢4 dim [ _ cd!hO(F(£)) — ¢4 dim T

r! T

(4.7)

pour un choix convenable de £, ce choix ne dépendant ni de £, ni de E’.

Posons m; = cd!Pp,(¢) — £2dimT;, et désignons par r; la multiplicité de
gri(E). Les faisceaux gr;(E) sont nuls sauf pour a < i < b. Il découle du lemme
4.18 que (transformation d’Abel)

/l:g()\,f) =amg + Zmi'
i>a
Supposons que la condition (4.5) de la proposition soit satisfaite. Puisque les

faisceaux E; appartiennent & Max(E) on a pour tout %,

mi > 22 (3 ).

r e
j2i
Il en résulte que

Me
pe(\€) 2= (ra+ ;)
i>a
j2i

>mg E ir;
1

La derniére somme est nulle car A est un sous-groupe a un parametre de SI(E).
Ainsi, pe (A, €) > 0: ceci montre que £ est un point semi-stable.
Réciproquement, supposons que & soit un point semi-stable pour ’action
de SI(E). Pour E’ € Max(E), de multiplicité /, désignons par (I, F’) le systeme
cohérent associé, et posons m’ = cd!Pp/ (£) —£¢dim IV, et m = cd!Pp(£) —£¢ dimT.
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On peut alors trouver un facteur direct E” de E’ dans E, et un sous-groupe a un
parametre A dans SI(E) s’écrivant dans la somme directe E = E' @ E”

t="" idg 0
0 t~" idgr

La formule (4.6) montre que pour ce sous-groupe & un parametre on a g (A, §) =
rm’ — r'm. Puisque £ est semi-stable, on obtient

m ., m
r T r

ce qui est ’inégalité attendue. Le raisonnement est le méme pour la stabilité. o

4.8. La construction de Systy(P)

L’objet de ce paragraphe est de démontrer le théoreme 4.12. On se fixe un
polynéme P de degré d et de terme dominant r—':i‘—:. Le nombre c sera choisi comme
au §4.5. On choisit un entier m assez grand pour que les propriétés suivantes soient
vraies :

a) pour tout systéme cohérent semi-stable (I, F), le faisceau F(m) est engendré
par ses sections, et HY(F(m)) = 0 pour ¢ > 0; et la méme chose pour tout

les sous-systemes (I, F’) € Max(T', F).

b) les conclusions des énoncés 4.13 et 4.15 sont vraies.

On pose A,, = H°(Ox(m)). Pour tout faisceau cohérent F, le morphisme

naturel
F—-F(m)® A,

est injectif. Ceci permet de voir pour tout systéme cohérent (I',F) l’espace
vectoriel I' comme un sous-espace de H*(F(m)) ® A%,.

Soit H un espace vectoriel de dimension P(m), et E = H ® Ox(—m);
on pose E = H® Ox(—m), et on considére comme au paragraphe précédent
la grassmannienne relative G au-dessus du schéma de Hilbert Hilb(E,P). On
considére en outre, comme au §2.5 le sous-schéma Hilby,,(E,P), fermeture
schématique dans Hilb(E,P) de l'ouvert représentant les quotients purs de
dimension d.
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Lemme 4.19. — Soit & un point de G, définissant un systéme cohérent
(T,F) tel que dimT < c. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) L’application linéaire H°(E(m)) — H°(F(m)) induite par la projection E —
F est inversible, et le systéme cohérent (I',F) est semi-stable.
(ii) Le point £ semi-stable relativement d £ et d l’action de SI(H); le faisceau F
définit un point de Hilb,,,(E,P), et le sous-espace T' C HO(F(m)) ® A}, est
contenu dans l’image de de H°(E(m)) ® AZ,.

Démonstration. (i) = (ii) : La seule assertion qui mérite une explication est
la propriété de semi-stabilité. Soit H' C H un sous-espace vectoriel non nul, auquel
correspond un sous-fibré E’ € Max(E). Soit F’ le sous-faisceau de F engendré par
E' et I' = TN HO(F). D’apres le choix de m et la proposition 4.13 on peut écrire
les inégalités

R(E (m))  h(E(m)
cr’' —dimI¥ — er —dim I’

’égalité signifiant d’apres la proposition 4.15 que (I'V, F’) appartient & Max (T, F).

Ceci entraine, en raison du choix de ¢

cd'Pp(z) — z¢dimT < cd'Pp/(z) — z¢ dim I
hO(F(m)) B hO(F’(m))

Remarquons maintenant que I’hypothése (i) implique dim H = h°(F(m)) et que
I’application linéaire induite H' = H°(E'(m)) — H°(F/(m)) est injective; il en
résulte I'inégalité

cd'Pp(z) — z¢dim T < cd'Pp (z) — z¢ dim I
dimH - dim H' '

D’aprés la proposition 4.16, on obtient la semi-stabilité du point £ relativement
a .Z et a l’action de SI(E).

(ii) = (i) : Considérons un point (I',F) € G satisfaisant aux conditions (ii).
Constatons d’abord que la fleche H = H°(E(m)) — H°(F(m)) est injective. Si
son noyau H’ était non nul, le faisceau F’ engendré par E’ := H' ® Ox(—m) serait
nul, et avec les notations de la proposition 4.16 on aurait l'inégalité

cd'Pp(z) — z¢dimT
WEm)
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ce qui est absurde car le coefficient du terme dominant du polynéme cd!Pg(z) —
z%dimT est er — dimT donc > 0. Puisque le point défini par F appartient &
WEW(E, P) on peut trouver d’apres le théoréme 8.1 un faisceau cohérent pur
G de méme polynome de Hilbert que F et un morphisme f : F — G dont le noyau
et le conoyau sont de dimension < d; 'image de I' dans H°(G) définit un systéme
cohérent (W, G). On va montrer que ce systéme cohérent est semi-stable. Pour

ceci, on vérifie la condition Syst,, (P).

Soit (W”,G”) un systéme cohérent de dimension d, semi-stable, quotient de
(W, G); alors W” est I'image de W, et donc en fait celle de I' par le morphisme
composé F — G — G”. Soient F” I'image de F dans G”, et H” 'image de H dans
H°(F”(m)). Evidemment, le faisceau F” a méme dimension d et méme multiplicité
" que G”. De plus, W’ ¢ H°(F”). Le critére 4.16 transcrit en termes de quotients

fournit alors I'inégalité

cd'Ppn(z) — z¢dim W” < cd'Pp(z) — z¢dim T

dim H" - dimH (48)

En effet, soient F’ le noyau de la projection F — F” . On pose H =
HNH°(F'(m)) et W = TN HO(F'). On a H' # H, et on peut supposer H' # 0,
car si H = 0, la projection H — H” serait un isomorphisme, et par suite, comme
I’ est un sous-espace de H® AZ,, on aurait aussi I' ~ W”. L’inégalité a prouver
serait alors triviale. Le sous-module F] de F’ engendré par E' = H' ® &x(—m)
contient I'image de W’ ® &x. Ainsi, on a une inclusion W c H°(F{) NT et on
obtient par le critere 4.16 I'inégalité

cd'Pp(z) — z¢dimT < cd!Py; (z) — z% dim W’
dimH = dimH’ '

Compte-tenu de l'inégalité Pp, < Pp on peut remplacer F 1 par F' dans
cette inégalité, et 'inégalité (4.8) attendue s’obtient alors par un argument de
barycentre.

On a alors en considérant le terme de plus haut degré

cr’” —dimW”  er —dimT
dim H” - dimH
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Compte-tenu de ’hypothése dimI" < ¢, les deux membres sont positifs, et on
obtient
dimH < dim H”
cr —dimT ~ ¢r” — dim W”

Les inégalités dim W < dimT et dim H” < h%(G”(m)) fournissent la majoration

P(m)  _ _hO(G"(m))

er —dimW ~ ¢r” — dimW” (49)

ce qui signifie, G étant pur, que le systéme cohérent (W, G) définit un point de
Syst,, (P). Par le choix de m et la proposition 4.13 ce systéme cohérent est semi-
stable. A nouveau le choix de m impose h%(G(m)) = P(m) et G(m) est engendré
par ses sections. Pour G” = G, on obtient dans (4.9) une égalité ce qui impose
dimH = dimH” = h°(G(m)). L’application linéaire H — H°(G(m), qui a pour
rang dim H”, est alors un isomorphisme. Du diagramme commutatif

H® Ox — F(m)

! l

H'(G(m))® 6x — G(m)

il découle que la fleche F — G est surjective, et puisque Pr = Pg c’est un
isomorphisme. On a donc obtenu que (I', F) est un systéme cohérent semi-stable,

ce qui démontre (i). o

Soit G** I’ensemble des points £ € G satisfaisant & la condition (i) du lemme
4.19 ci-dessus, c’est-a-dire définissant un systéme cohérent (I', F) semi-stable et tel
que I’application linéaire H’(E(m)) — H°(F(m)) associée & la projection E — F
soit bijective.

Lemme 4.20. — L’ensemble G*¢ est un ouvert SI(E)—invariant de G qui
a un bon quotient; ce quotient est une variété projective.

Démonstration. Considérons 'ouvert § de ﬁ—iTBpuT(E,P) des faisceaux
quotients F tels que Papplication linéaire H = H°(E(m)) — H®(F(m)) associée &
la projection E — F soit injective ; c’est bien un ouvert car c’est le complémentaire
du support du faisceau cohérent défini par le conoyau de la fleche naturelle sur
Hilb(E, P)

Ext}(F (m),w,) — H' ® 0.
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Soit d’autre part Grass(H* ® A,,,) la grassmannienne des quotients de dimension
< cde I’espace vectoriel H*®A,,,. Au-dessus de ), on a deux morphismes surjectifs

de faisceaux cohérents
Ext(F(m),wg) ® Amlgy — Exti(%,wq)|g

l

H*®Am®ﬁb

et par conséquent pour les grassmanniennes relatives au-dessus de §) corres-

pondantes on a des plongements fermés

Glg
1

$ x Grass(H* ® A,) — Grass(Extg(F(m),wg)|g

Soit & lintersection de ces grassmanniennes relatives. Il y a donc deux
facons naturelles de plonger cette intersection dans une variété projective. Cette
intersection se plonge d’une part dans G, et pour le fibré inversible . défini au §
4.7, les points semi-stables de & pour ’action de SI(H) sont exactement les points
de G*° d’aprés le lemme ci-dessus. On peut aussi plonger & dans le produit

B = Hilb,,,(E,P) x Grass(H* ® A,).

Ce produit sera muni de la polarisation &(cd!, £¢) : ’avantage est que maintenant
ce fibré est trés ample, et nous allons pouvoir utiliser la théorie de Mumford. On
note P*° 'ouvert des points semi-stables et ¥ : & — P le plongement ainsi défini.

Nous allons montrer que
G* =4~ (P*) (4.10)

Remarquons d’abord que le critére de Hilbert-Mumford permet de décrire
Pouvert P°° des points semi-stables de B pour I’action de SI(H) : le calcul du
lemme 4.18 s’étend aux points de 3 et on obtient comme dans la proposition
4.16 une caractérisation des points semi-stables : un point £ = (F,I'*) € P est
semi-stable si pour tout sous-espace non nul H' ¢ H, on a, en désignant par F’ le
sous-faisceau de F engendré par E' = H'® Ox(—m) et en posant I = T'N(HR®A})

cd'Pp(z) — z¢dimT < cd'Pp/(z) — z¢dim I
dimH - dim H’

(4.11)
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On voit comme dans le lemme 4.19, si un tel point (F,T'*) est semi-stable,
I’application linéaire induite H — H®(F(m)) est injective, et donc ouvert ** se
projette dans £).

Montrons d’abord que %(G*¢) C B*°. Soit (I',F) un point de G*¢. Soit
H’ un sous-espace de H, non nul, F’ le sous-faisceau de F engendré par E' =
H ® 6x(—m), et I' =H' ® A, NT. On a un diagramme cartésien

HO(F) — HO(F)

l l

H(F'(m))® A;, — H(F(m))® A,

dans lequel toutes les fleches sont des inclusions, et H C H(F/(m)). Par suite,
I ¢ T NHO(F’). Le fait que (T',F) soit un point de G** entraine que I'inégalité
(4.11) est vraie pour la paire (I' N HO(F’), F’). A plus forte raison, elle est vraie
pour la paire (I, F’).

Réciproquement, considérons un point £ = (I',F) de l'intersection &, qui
est semi-stable comme point de B. Soit H' un sous-espace vectoriel non nul de
H, et F/ le sous-faisceau de F engendré par E' = H' ® &x. Enfin, soit IV =
I'NHO(F). Le sous-faisceau F’ est aussi engendré par le sous-fibré correspondant
a HNHO(F'(m)), sous-espace qui contient H', et on a IV = T' N H°(F(m)) ® A},.
Puisque I' ¢ H® A},, la propriété de semi-stabilité (4.11), comme point de P,
s’écrit pour le sous-espace HN HO(F/(m))

cd'Pp(z) — z¢dimT < cd'Pp/(z) — z¢ dim IV
dimH — dim(HNH°(F'(m)))

Puisque dim H’ < dim(H N H°(F’(m)) on déduit I'inégalité (4.5).

L’inclusion (4.10) montre que G** est un ouvert de &, qui s’obtient & partir
de PB*° par interection par le schéma fermé G. Ainsi, G** est un sous-schéma
fermé, SI(H)—invariant de *°. Donc il a un bon quotient G**/SI(H) qui est un
sous-schéma fermé de P**/SI(H) : c’est donc une variété projective. o
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Propriété de module grossier

L’espace de modules Systy (P) est bien sir la variété projective G**/SI(H).
Vérifions en effet la propriété de module grossier. Avec les notations du §3.3
si S est une variété algébrique et (¢,# ) une famille de systémes cohérents de
Syst, (P)(S) , le faisceau J# := g.(¥(m)) est localement libre de rang P(m).
Si R = Isom(H ® O, #°) est le GI(H)—fibré principal des repéres de ¢, on
obtient pour I'image réciproque # sur R un isomorphisme H ® 6 ~ 4.
La famille (¢,%#) définit alors un morphisme R — G*® qui est clairement
GI(H)—équivariant. Ceci fournit par passage au quotient un morphisme f:S —
Systx(P). On a ainsi obtenu une application

Syst, (P)(S) — Mor(S, Systx (P))

évidemment fonctorielle en S. Si Syst, (P)(S) — Mor(S,N) est un autre mor-
phisme fonctoriel, la famille universelle (&, ¥’) paramétrée par G** fournit un
morphisme &°*° — N invariant par ’action de SI(H), et donc qui se factorise de
maniére unique a travers un morphisme ¢ : Systy(P) — N; il est clair que ce

morphisme est le seul qui rend commutatif le diagramme

Syst, (P)(S) — Mor(S, Systy (P))

N\ le
Mor(S, N)

Ceci démontre I’assertion (i) du théoreme 4.12. La démonstration de 1’assertion
(ii) résulte de I’étude des extensions de systémes cohérents d’une part, et de
I’étude de ’orbite des points définissant un systéme cohérent semi-stable d’autre

part.
Extensions de systémes cohérents
Lemme 4.21. — Soient deuz systémes cohérents (I',F’) et (I'",F"), et G
le groupe algébriqgue Aut(IV,F’) x Aut(I'",F").
a) Les extensions strictes

0= (I',F') - (I,F) = (I, F") = 0 ()
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sont classées par une variété algébrigue E munie d’une action naturelle du
groupe G.
b) La classe d’isomorphisme de (T',F) reste constante le long des orbites de G.
c) L’adhérence de chaque orbite contient le point représentant la somme directe
des deuz systémes cohérents.

Démonstration. Considérons en effet le sous-espace vectoriel ¥ des classes
A € Ext!(F”,F') telles que I’application linéaire I’ — H!(F’) associée par cup-
produit soit nulle. On peut construire une extension universelle F paramétrée par

¥; au-dessus de chaque point A € ¥ on obtient une extension
0-F 2 FQ) D F -0
Le choix de A entraine que I’application linéaire induite par jy
NI /() - T

est surjective, et la donnée de I' c H(F) tel que la suite (e) ci-dessus soit
exacte stricte équivaut a celle d’une section o de cette application linéaire.
Ainsi, ’ensemble des classes d’isomorphisme d’extensions strictes est un fibré
en espaces affines au-dessus de ¥, modelé sur le fibré vectoriel trivial de fi-
bre L(I'/,H°(F")/T") au-dessus de ¥. L’action du groupe G = Aut(I",F’) x
Aut(I,F") est celle qui associe a I’élément (a, 8) € G et la classe d’isomorphisme
le] de 'extension ci-dessus la classe (a, 3)[e] de 'extension définie par

0— (r',F')“’_: T, F) Z @,y =0

L’image de ’élément )\ € ¥ associé est alors aA3~! et I'image de la section o est
alors la section o3~1. L’espace ¥ étant un espace vectoriel, on peut trouver une
section A — o du fibré en espaces affines ci-dessus, telle que og corresponde a la
somme directe IV ®I". De plus, on peut supposer que cette section est invariante
sous l'action du tore T = C* x C* C G. Le fibré en espaces affines E — ¥ ci-
dessus s’identifie alors, comme variété munie d’une action de T, au fibré vectoriel
sur ¥ muni de 'action de T déduite de la représentation naturelle de G dans
L(I",H°(F')/T"). 1l en résulte en particulier que dans E ’adhérence de chaque
orbite sous G contient la classe du systéme cohérent (IV,F’) @ (I',F”). o
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Soit (I',F) un systéme cohérent semi-stable, tel que Pp = P, et (I',F') €
Max (T, F); soit (I',F”) le systéme cohérent quotient. L’extension universelle
paramétrée par la variété E ci-dessus fournit un morphisme E — Systy (P) con-
stant sur les orbites de G, donc constant : il est donné par le point correspondant
4 la somme directe. Il en résulte que dans ’espace de modules, les points définis
par (T',F) et le gradué de Jordan-Holder gr(T', F) sont les mémes.

Orbite des systémes cohérents polystables

Lemme 4.22. — Soit a un point de G** définissant un systéme cohérent
polystable (T, F). Alors lorbite de a est fermée dans G**.

Démonstration. On écrit (I',F) = ®i_,ki(T';,F;) ou les classes d’isomor-
phisme des systémes cohérents (I';,F;) sont distinctes, et les k; des entiers
> 0. Soit as est un point de adhérence de l'orbite et (I'eo,Foo) le systéme
cohérent associé. Par semi-continuité, on obtient que l’espace vectoriel H; :=
Hom((T';,F;), (o, Foo)) est de dimension k; > k;. Considérons le morphisme

canonique
®;—, (I, F;) ® H; N (Foo, Foo)-

Le noyau ker a est bien siir un systéme cohérent polystable de la forme @;(T';, F;)®

H ot H; est un sous-espace vectoriel de H;, et 'on a évidemment
Hom((T';,F;), kera) = 0.

Par suite, a est injectif. Il en résulte que k; = k; et donc a est un isomorphisme.

Mais ceci entraine que ao, est dans 'orbite du point a. o
L’ouvert des systémes cohérents stables

La démonstration du lemme 4.20 montre aussi que ’ensemble des points
stables de G** sous l'action de SI(H) est 'intersection avec G de 'ouvert des
points stables de B ; il provient donc d’un ouvert Systx(P) de Systx(P). Pour
achever la démonstration du théoréme 4.12, il reste & vérifier que cet ouvert
correspond aux points £ € G*¢ qui définissent un systéme cohérent stable. Ceci
résulte de la proposition 4.16 et du lemme suivant qui précise le lemme 4.19 :
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Lemme 4.23. — Soit £ un point de G*° définissant un systéme cohérent
semi-stable (I',F). Les assertions suivantes sont équivalentes
(i) Le systéme cohérent (I',F) est stable.
(ii) Le point € est stable sous Uaction de SI(H).

Démonstration. 11 suffit de vérifier que si & est un point de G*° définissant
un systéme cohérent semi-stable (T', F), les systémes cohérents non nuls (IV,F’) €
Max(T, F) sont ceux qui sont obtenus dans 4.16 & partir des sous-espaces H' ¢ H
non nuls satisfaisant & la condition

cd'Pp(z) —z¢dimI’' _ cd!Pp/(z) — z¢dim I’

dim H B dimH’ (4.12)

Soit (I'",F’) € Max(I',F) de multiplicité r’. Considérons le sous-espace
H' = H°(F'(m)) de H. Alors par le choix de m, le faisceau E' = H' ® Ox(—m)
engendre F’, et le fait que le systéme cohérent (I'V,F’) soit maximal montre que
I = T N HO(F). Ceci prouve que le sous-systeme cohérent (I',F’) est celui qui
est associé & H' dans la construction de la proposition 4.16. De plus, le choix de

m et la proposition 4.15 entrainent que

ROF(m)) _ RO(F(m))
r'c—dimI¥ c¢r —dimT

(4.4)

Du fait que le systéme cohérent (I'V,F’) est maximal, ceci entraine les égalités

dim IV _dimI' Pp _P_F
Yo r

et par suite ’égalité (4.12).

Réciproquement, soit H' est un sous-espace vectoriel pour lequel le systéme
cohérent associé (I, F') satisfait & (4.12). En regardant les termes dominants, on
obtient

dimH’ _ dimH

r’'ec—dimI¥  er —dimT

et comme dim H' < h°(F’(m)) ceci fournit I'inégalité

RE (m) o R(F(m))
r'e—dimI¥ =~ ¢r —dimT
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et en fait I’égalité & cause du choix de m et de I’énoncé 4.13. L’énoncé 4.15 entraine
alors que (I'",F’) € Max(T',F). En outre, on a obligatoirement H' = H°(F'(m)),
ce qui montre qu’un tel systéme maximal provient d’un unique sous-espace H'. o
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5. Cosystémes cohérents

Etant donnée une structure de niveau semi-stable (I', E) sur une variété

projective X de dimension n, le conoyau du morphisme d’évaluation
ev: I'®Ox — E

est un faisceau cohérent F de codimension 1 et, si E n’est trivial, le dual I'* peut
8tre considéré comme sous-espace vectoriel de Ext!(F, &x) (cf théoreme 5.11).
On obtient ainsi un nouvelle paire (I'*,F) qu’on appelle cosysteme cohérent de
codimension 1. On introduit en fait dans cette section les cosystémes cohérents
en toute dimension et on définit pour de telles paires une notion naturelle de
semi-stabilité. L’étude des cosystémes cohérents se ramene dans certains cas, les
seuls qui seront utiles pour la suite, a celle de systémes cohérents.
Soient d et ¢ deux entiers > 0 tels que d + ¢ = n.

5.1. Généralités

Définition 5.1. — On appelle cosystéme cohérent de dimension d =n — ¢
sur X la donnée d’une paire (I',F) formée d’un faisceau algébrique cohérent de
dimension d sur X et d’un sous-espace vectoriel I' C Ext®(F, Ox).

Un morphisme de cosystémes cohérents (I',F) — (I",F’) de dimension d
est la donnée d’un morphisme de faisceaux algébriques f : F — F' induisant un
diagramme commutatif

I' — Ext(F,0x)

l L s

I — Ext°(F,0x)
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Les cosystémes cohérents constituent ici encore une catégorie additive : si on
veut une catégorie abélienne, on devra bien siir se limiter aux morphismes stricts,
i.e. tels que f*(IY) = I' N Im f*. Par dualité de Serre-Grothendieck, 1’espace
vectoriel Ext®(F, %) est le dual de H*(F ® wx), de sorte que I’on pourra voir
aussi un cosystéme cohérent comme la donnée d’un espace vectoriel quotient du
dual Hd(F ®wx ). Sous cette forme, cette notion s’étend aux familles. Cependant,
dans les applications, les cosystémes cohérents apparaitront comme on I’a présenté
dans la définition 5.1.

Etant donné un cosystéme cohérent (I',F) la multiplicité de (I',F) est celle
de F'; on pose
dim I’
T

P(rF) = Px —pr.

Un module cohérent quotient F — F’ définit un cosystéme cohérent (I'V,F’), dit
quotient de (T',F), en considérant I'intersection IV = I" N Ext°(F’, Ox); ceci a un
sens en raison de l'inclusion Ext®(F’, &x) — Ext®(F, 6x).

Définition 5.2. — Un cosystéme cohérent (I',F) de dimension d est dit
semi-stable si les conditions suivantes sont satisfaites :
(i) le faisceau F est pur de dimension d ;
(ii) pour tout module cohérent quotient F — ¥, pur de dimension d, on a, avec

les notations ci-dessus,

P Fy < P(TF)

La derniére condition signifie que

dimI¥ _ dimT
< - et en cas d’égalité, pp: > pr.

r

Ezemple. Soit F un faisceau algébrique cohérent de codimension c. Le
cosystéme cohérent ({0},F) est semi-stable si et seulement si le faisceau F est
semi-stable.

On peut ici encore définir les notions de filtrations de Harder-Narasimhan,
pour les cosystémes cohérents (', F) pour lesquels le faisceau F sous-jacent est pur
et les filtrations de Jordan-Holder pour les cosystémes cohérents semi-stables. Ceci
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fournit encore la notion de gradué de Jordan-Hdélder et de S—équivalence pour
les cosystémes cohérents semi-stables.

Si F est de codimension ¢, on a Ext®(F, 6x) ~ H°(Ext°(F, 6x)). Il en résulte
qu'un cosystéme cohérent (I',F) de codimension ¢ définit un systéme cohérent
(T, Ext°(F, 6x)). En général, méme si le cosystéme cohérent (I', F') est semi-stable,
il n’y a aucune raison pour que le systéme cohérent associé (T, Ext°(F, Ox)) le
soit. Ceci arrive cependant si ¢ = n, ou si ¢ = n — 1, pourvu dans ce dernier cas

que le fibré &% (1) et wx soient numériquement liés (cf. lemme 5.8).

Proposition 5.3. — Soit (I',F) un cosystéme cohérent semi-stable de

codimension c. Alors si T # {0}, le morphisme canonique
¢ : T ® Ox — Ext°(F, Ox)
a son conoyau de codimension > c.

Démonstration. Cet énoncé résulte du fait que le faisceau Ext®(F, Ox) a
méme multiplicité que F, et du fait que le morphisme canonique F — F™ est un
isomorphisme en dehors d’un fermé de codimension > ¢, ce qui se voit en localisant
aux points de hauteur ¢, ou en utilisant la suite spectrale du § 8.1. Considérons
en effet I'image G de e. Par dualité, on a un morphisme F — Ext°(G, &%) dont
le conoyau est de codimension > ¢. Soit F/ son image ; ce faisceau est pur, et de
méme multiplicité que G. On a alors une factorisation

Ext®(F’, Ox)
/ l
reox — G — Ext(F,0x)
dans lequel la fleche verticale est injective. Par construction, le faisceau F’ est un
quotient pur de F; la propriété de semi-stabilité montre que F’ et F sont alors
de méme multiplicité, et par suite G et Ext°(F, Ox) sont de méme multiplicité.
Alors le quotient Ext°(F, &x)/G est de codimension > ¢. o

Définition 5.4. — Soient S une variété algébrique, q : SxX — S la premiére
projection. On appelle famille de cosystémes cohérents paramétrée par S la donnée
d’un faisceau algébrique cohérent sur S x X, plat sur S, de dimension relative
d=n—c, et d’un faisceau localement libre V sur S, quotient de R%q, (F ® wx).
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Etant donné une telle famille, au-dessus de chaque point s € S on obtient
un cosysteéme cohérent V(s)* C Ext°(F, &x). Un ensemble S de classes d’isomor-
phisme de cosystémes cohérents est dit limité s’il existe une famille de cosystémes
cohérents paramétrée par une variété algébrique S qui contient tous les cosystémes
de S.

Théoréme 5.5. — L’ensemble des classes d’isomorphisme de cosystémes
cohérents (I',F) de dimension d, semi-stables et tels que le polynéme de Hilbert
Pr soit fixé est limité.

Démonstration. Comme dans le théoréme 4.11 il suffit de montrer que la
famille des faisceaux cohérents F sous-jacents est limitée. Les faisceaux F étant
purs, et le polynéme de Hilbert de F étant fixé, il suffit pour ceci de vérifier que
tmaz(F) est majoré. Mais si F’ est le premier terme de la filtration de Harder-
Narasimhan, le morphisme obtenu par transposition Ext°(F, 6x) — Ext°(F’, Ox)
est surjectif en dehors d’un fermé de codimension > c; il découle de la proposition
5.3 que le morphisme composé I'® 6x — Ext®(F’, Ox) est surjectif en dehors d’un
fermé de codimension > c. Le faisceau Ext®(F’, &x) est évidemment p—semi-
stable ; comme dans le théoréme 4.11 la pente de Ext®(F’, ©x) est minorée, et
alors la pente de F’ est majorée. o

5.2. Le module Cosysty(P)

En général, la notion de semi-stabilité pour les faisceaux cohérents n’est pas
invariante par produit tensoriel par un fibré L de rang 1. Cependant, si le fibré L
et le fibré Ox (1) sont numériquement liés, la notion de semi-stabilité des faisceaux
reste invariante par produit tensoriel par L.

Soit P un polynéme de degré d. On peut considérer, sur la catégorie des
variétés algébriques, le foncteur qui associe  la variété S '’ensemble Cosyst, (P)
des classes d’isomorphismes de familles de cosystémes cohérents (I', F) de dimen-
sion d et de polynéme de Hilbert Pp = P.

Théoréme 5.6. — On se place sous l'une des hypothéses suivantes :
— le polynéome P est de degré 0, n — 1, ou n;

94



SYSTEMES COHERENTS

— le polynéme P est de degré 1, et les fibrés inversibles wx et Ox(1) sont
numériquement liés.
Alors il existe pour le foncteur CosystX(P) un espace de modules grossier
Cosysty (P). Cette variété a les propriétés suivantes :
(i) C’est une variété projective.
(ii) Les points fermés sont les classes de S—équivalence de cosystémes cohérents
(T',F) tels que Pp = P.

Bien siir, on a encore une décomposition en composantes disjointes

Cosystyx(P) = H Cosystx (P, 1)

o1 Cosystx (P, 1) est la composante représentant les cosystémes cohérents (I, F)
tels que dimI' = 4. L’étude se rameéne & celle des systémes cohérents si P est
de degré 0, 1 ou n — 1 . Dans le cas ou P est de degré n, la démonstration est

analogue a celle du théoreme 4.12.
Cas ot le degré de P est 1

On suppose que wx et Ox(1) sont numériquement liés, et on pose dans
Num(X) ® Q

c1(wx) = acy (h).

Théoréme 5.7. — Soient P(m) = rm + x un polynéme de degré 1, P~ le

polynome défini par P"(m) = rm—x—ar. Les foncteurs Syst, (P) et Cosyst, (P)

sont isomorphes.
Commengons par vérifier que les ensembles sous-jacents sont les mémes :

Lemme 5.8. — Un cosystéme cohérent (I', F) de dimension 1 est semi-stable
si et seulement si le systéme cohérent (T, Ext™ 1 (F, Ox)) est semi-stable. De plus,
si cette propriété est satisfaite, les filtrations de Jordan-Holder se correspondent.
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Démonstration. Si un module cohérent F de codimension ¢ est de Cohen-
Macaulay, son dual Ext®(F, &) est encore de Cohen-Macaulay, et Ext*(F, 6x) =
0 si ¢ > ¢. Du théoreme de dualité de Serre on tire alors, pour les polynémes de
Hilbert, en posant d =n — ¢

PExte(r,05) (™) = (—1)Prgux (—m) (5.1)

En outre, sur la catégorie des &x —modules de Cohen-Macaulay de codimension
¢, le foncteur F — Ext°(F, Ox) est exact et involutif. Il en résulte que les sous-
modules de Ext°(F, &) dont le quotient est de Cohen-Macaulay de codimension

¢ sont ceux qui sont de la forme Ext®(F’, &%), ou F’ est un faisceau quotient de
Cohen-Macaulay de codimension c.

Soit F un faisceau cohérent pur de dimension 1, de multiplicité r. Alors F est
de Cohen-Macaulay, et les remarques précédentes s’appliquent. Pour le polynéme
de Hilbert, il découle de la formule (5.1) que 'on a

PExter,00) (M) = r(m — u(F @ wx)) (5.2)

Le fait que les fibrés inversibles &x(1) et wx soient numériquement liés entraine
que X(F®wx)—x(F) = ar. La condition de semi-stabilité du cosystéme cohérent
(T, F) signifie que pour tout module cohérent quotient F — F’, pur de dimension
1, on a pour le cosystéme cohérent induit (I, F’) I'inégalité p(r/ py < p(r,r). En
vertu de la formule (5.2) appliquée a F et F’, ceci signifie que pour les systémes
cohérents (I', Ext™ ! (F’, 6x)) et (', Ext" ! (F, 6x)) on a

P(o Ext™ ' (#,0x)) < P, Ext™" (,0x))

C’est exactement la condition demandée pour la semi-stabilité du systeme
cohérent (T',Ext" *(F, 6x)) : on peut en effet se limiter & écrire la condition
de semi-stabilité pour les sous-modules cohérents de Ext™* (F, 6x) pour lesquels
le quotient est pur de dimension 1; on a vu que ces sous-modules cohérents sont
de la forme Ext™ ! (F’, 6x) avec F' quotient de F. D’ou la proposition. o

Il reste maintenant & étendre cet énoncé aux familles. Ceci résulte du lemme

suivant :
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Lemme 5.9. — Soient q : = — S un morphisme propre et lisse de variétés
algébriques, wq le faisceau dualisant relatif ; soit F un module cohérent sur E plat
au-dessus de S, et tel que pour tout point fermé s € S, le module F(s) soit de
Cohen-Macaulay de codimension ¢ dans la fibre E(s). Alors :

(i) Le module Ext?(F, O=) est nul si q # c; le module Ext®(%#, O=) est S—plat,

et l'on a

Ext®(&F, O=)(s) = Ext°(F(s), O=(s))-

(ii) On a des isomorphismes canoniques de modules cohérents sur S :

Riq. (Ext*(F,wq)) = Exty™*(F, w,)
M;(Mc(ya ﬁE)qu) = Ri—cq*(y ®wq)

Démonstration. Par platitude, ’hypothese que #(s) est de Cohen-Macaulay
entraine que le faisceau % a une résolution gauche localement libre .£. — &
de longueur c. Considérons le complexe Hom(Z.,0z) dont les faisceaux de
cohomologie sont par définition Ext?(#,0=) . Au-dessus du point s, on a
Hom(.Z.,0=)(s) = Hom(.Z.(s), O=(s)) ; £ étant un point de Z(s) on a alors une

suite spectrale dont le terme Eq5 est donné par
Ep? = Tor%; (Ext?(Z, O=)¢, C)

et d’aboutissement Ext®(.# (s), Ox )¢ en degré c et 0 en degré différent de c¢. Ceci
conduit a I’assertion (i).
Puisque le faisceau # (s) est de Cohen-Macaulay, et donc réflexif au sens de

la section 8.1 (cf. lemme 8.9) ceci entraine que le morphisme canonique
F — MC(MC(yy ﬁ.':".)7 ﬁE)

est un isomorphisme. Les deux formules de ’assertion (ii) sont donc équivalentes.
On obtient la premiére en écrivant la suite spectrale du foncteur composé
Hom, (—,wy) = g+ o Hom(—,w,) ; cette suite spectrale s’obtient en prenant une
résolution gauche localement libre par des sommes directes .%; de fibrés O=(—a)
avec a entier trés grand par valeurs positives.
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Démonstration du théoréme 5.7.

Soit S une variété algébrique. On prend = = S x X et on désigne par
q : S xX — S la premiére projection. Dans le cas particulier ot % est un
O=—module cohérent plat de dimension relative 1 on obtient

Extg (Ext"™(F, Oz),wg) = R'qu(F ® wy)

Compte-tenu du lemme 5.8, on voit donc que la donnée d’une famille de
cosysteémes cohérents (%, V) semi-stables de polynéme de Hilbert P et paramétrée
par S fournit une famille de systémes cohérents semi-stables (Ext™ (%, =), V)
de polynome de Hilbert P". Réciproquement, I'isomorphisme

Ext™(F,w,) = Rlq.(Ext™ (£, w,))

permet d’associer & une famille de systémes cohérents (&#,V) semi-stables de
polynéme de Hilbert P une famille de cosystémes cohérents semi-stables de

polynéme de Hilbert P~.
Cas ot le degré de P est 0.

Un faisceau F de dimension 0 est de Cohen-Macaulay, et son polyndme
polynéme de Hilbert P est constant et donné par la multiplicité » de F. Le
faisceau Ezt™(F, Ox) est encore de dimension 0 et de multiplicité . Des lors, la
démonstration donnée dans le cas des cosystémes cohérents de dimension 1 s’étend
au cas des cosystémes cohérents de dimension 0; elle est en fait beaucoup plus
facile, et il n’est plus nécessaire de supposer que wx et Ox (1) sont numériquement

liés. On obtient :

Théoréme 5.10. — Soit 7 un entier > 0. Les foncteurs Syst, (r) et

Cosyst, (r) sont isomorphes.
Cas ot P est de degré n — 1.

Théoréme 5.11. — Soit P un polynome de degré n —1, et i un entier > 0.
Alors les foncteurs Cosystx(P, i) et Systx(iPx + P, i) sont isomorphes.
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Démonstration. Soit (I', E) une structure de niveau semi-stable, de polynéme
de Hilbert Pg = iPx + P; par définition dimI" = i. On considére le morphisme
d’évaluation ev : I' ® &x — E. Le faisceau E est alors sans torsion, de rang 4. Il
résulte de la proposition 4.4 que le morphisme d’évaluation ev est génériquement
un isomorphisme. Le polyndme de Hilbert du conoyau F de ev est le polynome
P; de la suite exacte 0 - I'® &6x — E — F — 0 on tire en appliquant le foncteur

Hom(—, Ox) la suite exacte
0 — Hom(E, 6x) — I'* — Ext!(F, 6x)

Montrons que Hom(E, &) = 0 : s’il existait un morphisme non nul E — &%,
le systéme cohérent (I',E) aurait un systéme cohérent quotient de la forme
(C, Ox), ce qui montre que Pg < iPx . C’est absurde puisque P est non nul. On
obtient donc un sous-espace vectoriel I'* — Ext!(F, @) qui définit un cosysteéme
cohérent (I'*,F) de dimension n — 1 et de polynéme de Hilbert Pr = P. Pour
vérifier que ce cosystéme cohérent est semi-stable, on doit d’abord constater que
le module F est pur de dimension n— 1 : de la suite exacte qui définit F il découle
qu’en tout point z appartenant au support de F on a prof (Fz) > 1 puisque c’est
le cas pour E,. Il résulte du critére de Serre (c¢f. chapitre 8) que le faisceau F est
pur de codimension 1.

Montrons que le cosystéme cohérent (I'*,F) est semi-stable : si F — F”
est un quotient de F pur de codimension 1, lintersection I'* N Ext!(F”, 6x)
est le dual d’un espace vectoriel I et on a alors un élément canonique w” €
Ext!(F”,0x) ® I, ce qui fournit une extension F”. Une manitre de lire la

commutativité du diagramme
" — Ext'(F”,0x)

l l

r* — Ext!(F,6x)

est de dire que les images des éléments w € Ext'(F,0x) @ T' et "’ €
Ext!(F”, 0x) ® T correspondant aux extensions ci-dessus ont méme image dans
Ext!(F, ©x) ® I'”. Ceci signifie que 'on a un morphisme d’extensions

0—- I'ekox —- E —- F =0

l l l

0_’ 1'\//®ﬁx — E// N F/I _)0
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Par construction, le faisceau E” est de rang i = dimI". Par définition de la
semi-stabilité du systéme cohérent (I',E), on a alors Pg» > %PE ce qui entraine

,I:I/

PF" 2 TP (53)

"
T

Ceci implique pour les multiplicités r et " de F et F” I'inégalité Z- > i;—' De
plus, en cas d’égalité, (5.3) s’écrit Pp» > %'-P . Ceci démontre la semi-stabilité
du cosysteme (I'*,F).

La construction s’étend aux familles de systemes cohérents semi-stables
paramétrées par une variété algébrique S : car si (&,V) est une telle famille,
et si ¢ : SxX — S désigne la premiere projection, on a une inclusion V* — ¢, (&)
qui induit un morphisme j : ¢*(V*) — &. Au-dessus de chaque point fermé s € S
le morphisme j induit une inclusion V*(s)X]&x — &(s). Le faisceau & étant
supposé S—plat, ceci entraine que j est lui-méme injectif et que le conoyau # de
j est aussi S—plat. De plus, la suite exacte dérivée de la suite exacte

0—-¢ (V") - &% -0 (5.4)

fournit sur S un morphisme R"~1¢,(# ® w,) — V* qui est surjectif au-dessus
de chaque point de S, et par suite surjectif. Ainsi, on a construit un morphisme

fonctoriel

® : Syst, (iPx + P) — Cosyst, (P)

La construction inverse

Soit (V, F) un cosysteéme cohérent semi-stable, avec F de polynome de Hilbert

P, et dimI" = 4. On lui associe ’extension
0-V*®0x - E—-F—0

définie par 1'élément canonique de Ext!(F, Ox)® V*. Le faisceau E ainsi construit
est de rang i : ainsi, le systéme cohérent (V*,E) est une structure de niveau, et
le faisceau cohérent F a pour polynome de Hilbert iPx + P.

Montrons que le faisceau E est sans torsion : il s’agit de vérifier que si x est
un point de hauteur > 1, on a prof (E;) > 1. C’est évident si htz > 2, ou si z
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n’appartient pas au support de F. Supposons que z soit un point de hauteur 1
appartenant au support de F : on doit vérifier que E; est un module libre sur

Palgebre locale &% .. Mais on a la suite exacte

V® Ox » — Ext!(Fz, Ox 2) — Ext'(Ez, Ox z) — 0
de sorte que 'on est ramené & prouver que la fleche naturelle V® 6x —
Ext!(F, Ox) est surjective en dehors d’un fermé de codimension > 2. Ceci résulte
de la proposition 5.3. Considérons maintenant le premier terme (IV,E’) de la
filtration de Harder-Narasimhan de (V*,E), et le systéme cohérent quotient
(I, E"”). On a alors un diagramme

.

I'e6x -— FE

! |

V'@ 6x - E

Le morphisme j est injectif, et par conséquent E’ est de rang i’ > dimI"; en vertu
du corollaire 4.5 on obtient ' = dim IV = rg (E’) et donc j’ est un isomorphisme au
dessus d’un ouvert partout dense. Il en est de méme du morphisme I'’® &x — F” ;
il en résulte que le conoyau F’ de j’ se plonge dans F. Le morphisme de suites
exactes

v

0—-I"® Ox L FE - FF -0

l o l

0-V'®@0x -+ E — F —0

induit un diagramme commutatif

V — Ext!(F,0%)

l l

' — Ext(F/,6x)

ou la flecche V «— Ext'(F, Ox) est I'inclusion qui définit le cosystéme cohérent
(V,F). La condition de semi-stabilité de ce cosystéme montre que les multiplicités
r et 7’ de F et F’ vérifient I'inégalité

~.
~

TI
r

p— .

~
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I’égalité imposant en outre Pp < %'Pp. Des relations Pgr = #'Px + Pp/ et
Pg = iPx + Pp on déduit dans ce cas 'inégalité pg: < pg. Ceci démontre que le
systeme cohérent (V*,E) est semi-stable.

Vérifions que la construction s’étend aux familles. Une telle famille (&%, W)
de cosystéemes cohérents, paramétrée par la variété algébrique S, définit un
morphisme W* — M}](ﬁ" ,Osxx) et donc un élément e € Ext! (%, ¢*(W)) qui
définit une extension

0-q¢gW)-&E—-F -0 (5.5)

Puisque le faisceau & est par hypothése S—plat, il en est de méme de &. Par
ailleurs, la suite exacte dérivée du foncteur Hom, (—,wy) fournit un morphisme
surjectif Exty (&,wq) — W™ : on a ainsi obtenu un systéme cohérent (&, W*) et

par suite un morphisme fonctoriel
¥ : Cosyst, (P) — Syst, (iPx + P)
Aller et retour

Vérifions que Yo® = id. Si (&, V) est une famille de systémes de Systy (iPx+
P), a laquelle est associée la suite exacte (5.4) , la famille de cosystémes cohérents
(&,V*) est définie par le morphisme

R"_lq*(j" ®wq) — V*

associé & (5.4) : ce morphisme est I’accouplement par 1’élément canonique e €
Ext'(#,q*(V*)) associé & l'extension. Il en résulte que par ¥ on retrouve
Pextension (5.4) et par suite la famille (£,V).

Dans ’autre sens, si on part de la famille de cosystémes cohérents (%, W) €
Cosysty (P), la famille de systemes cohérents (£, W*) = ¥(F#, W) associée se
calcule & partir de 'extension (5.5) : si on transpose le morphisme Exty (&, wq) —
W* associé a ce systéme cohérent, on obtient le morphisme W — ¢,(&) obtenu
en appliquant a la suite exacte (4.5) le foncteur g,. Il résulte de la construction de
® que le cosysteme ® o ¥(F, W) est donné par le faisceau quotient R"~1q,(F ®
wq) — W associé la suite exacte (5.5). Par suite ® o ¥ = id. Ainsi, ® et ¥ sont

deux foncteurs inverses I’'un de 'autre.

En combinant les énoncés 5.7 et 5.11, on obtient :
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Corollaire 5.12. — Soient X une surface algébrique projective lisse; on

suppose que wy et Ox(1) sont numériquement liés et on pose
c1(wx) = acy (h).

Soient P(m) = rm + x un polynéme de degré 1, et P~ le polynéme défini par
P’(m) = rm — x — ar. Pour tout entier i > 0, on a un isomorphisme de variétés

algébriques

Systyx (iPx + P, 1) ~ Systx(P",1)

Cas ot P est de degré n

Ce cas ne sera pas utilisé dans la suite, aussi nous ne donnons qu’une esquisse
de démonstration.

Si P est de degré n, la démonstration est analogue a celle du théoréme 4.12,
mais un peu plus facile. Comme au §4.7, on considére le schéma de Hilbert
Hilb(E, P) des quotients d’un faisceau polystable E de polynome de Hilbert P,
et sur Hilb(E, P) x X le faisceau quotient universel % ; soit E le faisceau I'image
directe R"q. (% ®wy), la grassmannienne relative G = Grass(&’) dont les points
sont des cosystémes cohérents ; cette grassmanienne relative est munie d’un fibré
quotient universel ¥ engendré par ses sections, ce qui fournit un fibré inversible
£ = (det “}’/)Wd ® ¢*(€(d!)) qui cette fois a I’avantage d’étre trées ample.

Il s’agit encore de calculer les points semi-stables de cette grassmannienne
relative pour l'action du groupe SI(E), et le calcul est tout & fait semblable a
celui qui a été mené dans le lemme 4.18. Du fait que .Z est trés ample, les points
semi-stables constituent un ouvert qui a un bon quotient : ce bon quotient est
d’apres la théorie de Mumford une variété projective. Pour identifier les points
semi-stables avec les cosystémes cohérents semi-stables, on doit encore démontrer
la version correspondante du lemme 4.19, ce qui impose de se placer au-dessus
de 'adhérence Hilb,,,(E, P) de 'ouvert des faisceaux quotients sans torsion. De
plus, on doit encore démontrer des criteres de semi-stabilité et stabilité analogues
aux criteres 4.13 et 4.15.
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6. Structures de niveau sur P,

6.1. Un exemple

Si (I',F) est une structure de niveau semi-stable sur X, le faisceau F n’est
pas obligatoirement stable.

Ezemple

Considérons sur la droite projective P les faisceaux de rang 2, de degré 3,
et donc de polynéme de Hilbert P(m) = 2m + 5. Etant donné une telle structure
de niveau (T',F) semi-stable et telle que Pr = P, le faisceau F est localement
libre et on a obligatoirement F ~ &p,(2) ® Op, (1); le sous-espace vectoriel I' de
dimension 2 de H°(F) = C5 satisfait aux conditions I' N H°(&p, (2)) = {0} et
' # H°(Im j) pour tout plongement j : &p, (1) — F. Réciproquement, un sous-
espace vectoriel I' € H°(F) qui satisfait & ces conditions définit une structure de
niveau stable : il existe donc de telles structures de niveau stables. Evidemment, le
faisceau F correspondant n’est pas semi-stable. Remarquons que la donnée d’une
telle structure de niveau, a isomorphisme pres, équivaut a celle d’une application
linéaire u : C2 = H°(0p, (1)) — C3 = H°(Op,(2)), qui n’est pas la multiplication
par un élément de H’(Op, (1)), modulo I'action du groupe des automorphismes
de F. On voit alors sans difficulté que la variété Systp (P,2) est isomorphe &

Pespace projectif P3 = P(W) associé a ’espace vectoriel quotient

W = L(H(0p, (1)), H'(0p, (2)))/H(Op, (1)).

6.2. L’espace de modules Mp, (2;0,4)

Dans tout ce paragraphe, X désigne l’espace projectif P,. On considére
Pespace de modules Mx (P) des classes d’équivalence de faisceaux semi-stables
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de rang 2, et de classes de Chern (2,5), donc de polynéme de Hilbert P(m) =
(m 4+ 2)(m + 3) — 4. Cet espace de modules est bien siir isomorphe & ’espace de
modules Mx(2;0,4) de I'introduction : c’est une variété projective irréductible
de dimension 13 singuliére aux points qui correspondent aux sommes directes de
faisceaux sans torsion de rang 1 et de classes de Chern (1,2).

Pour tout faisceau semi-stable F de polynome de Hilbert P, on a h°(F) > 2.
Dans Mx (P) les points qui représentent les faisceaux tels que h°(F) = 2, ou ce qui
revient au méme h' (F) = 0 constituent un ouvert partout dense. On se propose
de décrire ’espace de modules des structures de niveau S := Systy (P, 2).

Lemme 6.1. — Soit F un faisceau semi-stable de polynéme de Hilbert P.
Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) A(F) 21
(ii) Le faisceau F a une droite de saut d’ordre 3.
(iii) Le faisceau F est extension

0-Q—-F— 6y(-2)—0

ou Q est le fibré quotient universel de rang 2 sur le plan projectif, et £ une
droite de X. Si ces conditions sont satisfaites, on a h'(F) =1 et la droite de
saut d’ordre 3 est unique.

Démonstration. La démonstration est analogue a celle du lemme 1.2 de [14].
(i)= (ii) : On sait que h'(F(—1)) = 2. En raison du lemme 1.1 de [14] on
a h1(F) < 1, et par suite h!(F) = 1. Considérons le morphisme canonique sur le

plan projectif dual
H'(F(-1)) ® Op;(—1) — H'(F) ® Op;

Ce morphisme s’annule obligatoirement en un point ¢, ce qui donne ’existence
d’une droite £ telle que h!(F|¢) = 1.

(ii)= (iii) : On a un morphisme j : F — &6,(—2), et du fait que h'(F(1)) = 0,
ceci entraine h!(F(1)|¢) = 0. Il en résulte que ce morphisme est surjectif. Le noyau
K = ker j est un faisceau sans torsion de classes de Chern (¢; = 1,¢c2 = 1). Ce
noyau est stable : sinon il existerait un morphisme non nul f : K — 6 et le
noyau de f serait un sous-faisceau K’ de rang 1 et de classes de Chern (1, c}),
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avec cj < 1. Mais ceci contredit la semi-stabilité de F. Mais alors K = Q, ce qui
démontre (iii).

(iii)=>(i) : La suite exacte de l’assertion (iii) entraine A!(F) = 1. L’unicité
découle du fait que Hom(Q, €¢(—2)) =0. o

Définition 6.2. — Un faisceau semi-stable de polynéme de Hilbert P est dit
spécial si h°(F) = 3, ou, ce qui revient au méme, h'(F) = 1.

Lemme 6.3. — Si un faisceau semi-stable de polynéme de Hilbert P est

spécial, il est stable.

Démonstration. Un faisceau semi-stable de polynéme de Hilbert P, s’il n’est
pas stable est extension 0 - F/ - F — F” — 0 ot F’ et F” sont de rang 1 et
de classes de Chern (1,2). Alors h°(F’) = h°(F”) = 1 et h'(F’) = 0 et par suite
RO(F)=2. o

Proposition 6.4. — Les points de Mx(P) qui représentent des faisceauz
spéciauz constituent une sous-variété lisse ¥ de codimension 3 qui ne rencontre
pas le lieu singulier; en un point F de ¥ ’espace normal est isomorphe a l’espace
vectoriel L(H®(F), H'(F)) des applications linéaires de H’(F) dans H'(F).

Démonstration. On sait que l’espace tangent & Mx(P) en un point repré-
sentant un faisceau F stable est isomorphe & Ext!(F,F). Il s’agit de voir que si F
est un faisceau spécial, le morphisme de Petri

Ext!(F,F) — L(H°(F), H'(F))

est surjectif. Mais ce morphisme est ’accouplement naturel de Yoneda. Compte-
tenu de la suite exacte 0 — Q — F — 0p(—2) — 0 il se factorise suivant le

diagramme
Ext!(F,F) — L(H°(F),H'(F))

al 1o

H'(¢, Hom(Q, 6¢(~2))) — L(H%(Q),H!(6e(-2)))

Dans ce diagramme, la fleche verticale a est évidemment surjective, et I’applica-
tion linéaire b est un isomorphisme. Par dualité de Serre sur la droite £ la deuxiéme
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fleche horizontale est un isomorphisme. Il en résulte que le morphisme de Petri
est surjectif. o

Théoréme 6.5. — L’espace de modules S := Systx(P,2) est isomorphe d
léclaté Bls(Mx(P)) de Mx(P) le long de X.

Lemme 6.6. — Soit (I',F) une structure de niveau sur X = Py, avec F
de polynéme de Hilbert P. Alors (I',F) est semi-stable si et seulement si F est
semi-stable.

Démonstration. Supposons F semi-stable. Il s’agit de vérifier que le mor-
phisme d’évaluation I' ® 6x — F est de rang 2. Soit G son image; on a
h°(G) > 2. Supposons que G soit de rang 1; on aurait alors 0 < ¢;(G) < 1.
Si ¢1(G) = 0, G serait un sous-module de &x, donc h°(G) < 1. C’est absurde.
Sic(G) = 1,x(G) <1, et G C Ox(1). D’autre part, x(G) = 3 — c2(G), par
conséquent cz(G) > 2. On aurait encore h°(G) < 1 ce qui est absurde.

Réciproque

Soit (I',F) une structure de niveau semi-stable, avec Pp = P. D’apres la
proposition 4.4 le morphisme d’évaluation ev : I' ® &x — F est un isomorphisme
au-dessus d’un ouvert partout dense. Si F” est un quotient sans torsion de rang
1deF, on a h%(F”) # 0. Si h°(F”) = 1, d’apres la condition de semi-stabilité
du systéme cohérent (I',F) écrite en termes de quotients, on a Pp» > %P. Si
hO(F”) > 1, obligatoirement c;(F”) > 1, et en cas d’égalité co(F”) < 1. On a
encore Ppn > %P. Par suite, le faisceau F est semi-stable. o

Démonstration du théoréme 4.1.

Du point de vue ensembliste, le résultat est clair : une structure de niveau
semi-stable (T, F) telle que Pp = P est déterminée par la classe de S—équivalence
du faisceau F si F n’est pas spécial, et, lorsque F est spécial, par un sous-espace
de H°(F) de dimension 2 ; en vertu de la proposition 6.4 il revient au méme de se
donner une droite dans ’espace vectoriel normal & la sous-variété ¥ au point de
Mx (P) déterminé par F.

Pour ¢ > 2, les faisceaux F(£) sont engendrés par leurs sections. Soient H
un espace vectoriel de dimension P(2) = 16, et E le faisceau localement libre
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E = H ® 6x(—2). Considérons l'ouvert S du schéma de Hilbert Hilb(E,P)
des points définissant un faisceau semi-stable F et tels que le morphisme induit
H — H°(F(2)) soit un isomorphisme. La variété S est lisse et irréductible (de
dimension 268) et 1’espace de modules Mx(P) est le quotient de S par ’action
naturelle de PGI(H), action qui est libre au-dessus d’un voisinage de l'image
réciproque de ¥. Considérons comme au paragraphe 4.7 le diagramme

SxX 5 X
al
S

et le faisceau universel # quotient de p*(E) au-dessus de S x X.

Lemme 6.7. — Soit w, := wsxx/s le faisceau dualisant relatif. On a
(1) Ex_t;(f,wq) =0pouri=0eti=1.
(2) Le faisceau & = Mﬁ(ﬂ ,wq) est de dimension homologique 1.

Démonstration. 11 est plus facile de calculer les images directes Riq,(F) :
le lemme s’en déduira par dualité relative, grace a 1’énoncé 8.11. Soit s € S,
F = % (s) le faisceau correspondant. On sait que H*(F) = 0 et que H}(F) = 0
sauf si le faisceau F est spécial, auquel cas h!(F) = 1. Puisque # est S-plat, ceci
entraine que I’ image directe R2q,(%) est nulle, et que le faisceau Rlq, (%) a
son support dans I'image réciproque de ¥. Par suite Hom(R!'q.(%), 6s) = 0.
L’assertion (1) découle alors immédiatement de la suite spectrale 8.11. Pour
lassertion (2), on utilise la suite spectrale introduite dans la démonstration du

lemme 4.9 : elle fournit un isomorphisme
Torff'“(Extzj(?,wq), C) ~ Ext®t*(F(s),wx)

Le terme de droite est nul pour ¢ = —2, par dualité de Serre ce qui donne le
résultat. o

Considérons la grassmannienne relative G = Grass(&,2) qui parametre
les quotients de rang 2; d’apreés le lemme 6.6 tout point de G définit un
systeme cohérent semi-stable : le schéma Systy(P,2) est le quotient de G
par 'action naturelle de PGI(H). La propriété universelle de 1’espace de mo-
dules Mx(P) et le méme lemme 6.6 fournissent un morphisme G — Mx(P)
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équivariant pour I’action de PGI(H) ; ce morphisme se factorise en un morphisme
Systx (P, 2) — Mx(P) surjectif ; ce morphisme est évidemment un isomorphisme
au-dessus du complémentaire de ¥. Pour voir que ce morphisme s’identifie 3
Péclaté Blyx(Mx(P)) il suffit de I’étudier au-dessus d’un voisinage d’un point
s € X. Considérons la projection 7 : S — Mx(P), et désignons par ¥’ 'image
réciproque de ¥ : c’est encore une sous-variété lisse de codimension 3. Soit s € ¥/;
on a dim &(s) = 3; il résulte du lemme 6.7 que le faisceau & a sur un voisinage

ouvert V de s une présentation
06 —-03-&—-0

Cette présentation est donnée par un morphisme n : V. — C3 et dans I'ouvert
la sous-variété ¥’ est le schéma des zeros de 1. Puisque ¥’ est lisse, n est une
submersion sur un voisinage ouvert, noté encore V, de s. Au-dessus de V, la
grassmannienne relative est alors I'image réciproque par n de ’éclaté Bl (€ c
P, x C3 de {0} dans C3. 1l en résulte que le schéma image réciproque de %’
dans G est une hypersurface lisse ; la propriété universelle de ’éclatement [11]
fournit alors un isomorphisme G ~ Bly/(S). Pour 'action naturelle de PGI(H),
ce morphisme est équivariant ; par passage au quotient, on obtient I’isomorphisme
attendu Systy (P,2) ~ Bly(Mx(P)). o

Corollaire 6.8. — Soit P5 = |0x(2)| l’espace projectif des conigques du
plan projectif X = P3. On a un morphisme surjectif

S = Blx(Mx(P)) — Ps

dont la fibre au-dessus du point représentant la conique C est isomorphe au
schéma Systc(P",2) des classes de systémes cohérents semi-stables (I',F) ou F
est un Oc-module de Cohen-Macaulay de polynéme de Hilbert P*(m) = 2m + 6.

C’est une conséquence immédiate du corollaire 5.11 et du théoréme 6.5
ci-dessus. La fibre au-dessus d’une conique lisse est bien siir isomorphe a la
grassmannienne Grass(2,C®) des sous-espaces vectoriels de dimension 2 de
C8. Au-dessus d’une conique dégénérée en deux droites, la situation est plus
compliquée : I’espace de module Syst-(P",2) a quatre composantes irréductibles

110



SYSTEMES COHERENTS

de dimension 8 deux & deux échangées par une symétrie échangeant les deux
composantes de la conique C.
Cette description est utilisée ailleurs pour démontrer que le morphisme

7 :Mp,(2;0,4) — [Op;(4)| = P14

qui associe a la classe d’un faisceau semi-stable F la quartique, dans le plan
projectif dual P3, des droites de saut de F est un morphisme de degré 1 sur son
image. C’est un des points essentiels pour montrer que I'image de ce morphisme
est une hypersurface de degré 54 [17]; c’est I’hypersurface des quartiques de
Liiroth.
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7. Le module de Trautmann

On considére des faisceaux cohérents sans torsion rang 2, et de classes de
Chern (0,2,0) sur Pj3 : ceci signifie que leur polynéme de Hilbert P est

P(m) = 2Pp,(m) — (2m + 4).

Le but de cette section est d’étudier la variété de modules Mp,(P). On va
commencer par montrer comment cette étude se raméne a celle de la variété

de modules Cosystp, (m? + 3m,2).

7.1. Le module Cosystp, (m? + 3m, 2)

Lemme 7.1. — Soit E un faisceau p—semi-stable sur P3 de polynome de
Hilbert P. Alors h3(E(3)) = 0 pour i > —3 , et h%(E(3)) = 0 pour i > 0.

Démonstration. La premiére assertion résulte du théoreme de dualité de
Serre, et de la définition de la u-semi-stabilité. Pour la seconde, on utilise le
théoréme de Grauert-Miilich qui affirme qu’il existe une droite £ de P3 sur laquelle
le faisceau E est trivial ; ceci entraine évidemment que si P est un plan général,
El|p est un faisceau y—semi-stable de rang 2 et classes de Chern (0,2). On a alors
h%(E(i)|p) = 0 pour i > —2 et h'(E(i)|p) = 0 pour i > 1; de la suite exacte
longue de cohomologie associée a la suite exacte

0—-E(i—1)— E(i) = E(@)[p —0

on tire que la suite i — h2(E(i)) est constante & partir de i = 0. Il résulte alors
du théoréme B de Serre que h2(E(i)) = 0 pour i > 0. o
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Compte-tenu de la formule donnant le polynéme de Hilbert P, on obtient la
conséquence suivante :

Corollaire 7.2. — Sous les mémes hypothéses, on a h°(E(1)) > 2.

Proposition 7.3. — Soit E un faisceau sans torsion sur Ps de polynéme
de Hilbert P, et T C HY(E(1)) un sous-espace vectoriel de dimension 2. Alors la
structure de niveau (I', E(1)) est semi-stable (resp. stable) si et seulement si E est
un faisceau semi-stable (resp. stable) .

Démonstration. Supposons d’abord que E soit semi-stable. Pour voir que la
structure de niveau (I", E(1)) est semi-stable, il suffit de vérifier que le morphisme
d’évaluation I' ® Op, — E(1) est génériquement de rang 2. S’il était de rang 1,
il se factoriserait a travers un sous-faisceau E’ de rang 1, et tel que le quotient
E/E’ soit pur. On a alors h°(E') = 2 et 0 < ¢;(E’) < 1. On ne peut en fait avoir
c1(E’) = 0, car alors E’ serait un faisceau d’idéaux, et ceci contredit le fait que
h°(E’) = 2. Par suite, ¢;(E’) = 1, et on peut écrire E/ = I(1) ol I est I'idéal
d’un sous-schéma Y de codimension 2 dont le polynéme de Hilbert Py satisfait,
d’apres ’hypothese de semi-stabilité, a 'inégalité

Py(m) > m + 2.

Du fait que h°(I(1)) = 2 ce sous-schéma est contenu dans une droite, et donc
en fait une droite. Ainsi, Py(m) = m + 1, ce qui contredit I'inégalité qu’on vient
d’obtenir. Par suite, la structure de niveau (I', E(1)) est semi-stable. Evidemment,
si E est stable, il en est de méme de la structure de niveau (I', E(1)).

Réciproquement, supposons que la structure de niveau (I', E(1)) soit semi-
stable ; montrons que E est semi-stable. D’aprés la proposition 4.4 le morphisme
d’évaluation est génériquement de rang 2. Soit E’ un sous-module de E de rang 1,
tel que le quotient E” = E/E/ soit sans torsion. On a alors dim 'NH°(E'(1)) < 1,
en cas d’égalité on a en outre Pg; < P. Examinons le cas o I'N H°(E'(1)) = 0.
On a alors un plongement I' — H®(E”(1)) ce qui implique que ¢;(E”) > 0. En
cas d’égalité, E” serait le I'idéal d’un sous-schéma de P3 contenu dans une droite
¢; si I, est I’idéal de cette droite, on a alors

1
PEII Z Plt = PP3 - (m+ 1) > §P
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Dans tous les cas on a obtenu Pg» > %P, ce qui prouve la semi-stabilité de E.
De plus, si (I', E(1)) est stable, on obtient dans tous les cas une inégalité stricte,

c’est-a-dire que E est stable. o

Soit P; le polynome m — P(m + 1). Le théoréme 5.11 nous permet alors
d’obtenir un morphisme surjectif

Systp, (P1,2) ~ Cosystp_(m? + 3m,2) — Mp, (P
P 3 3

Ce morphisme est un isomorphisme au-dessus de 'ouvert des points représentant
les faisceaux stables E tels que h°(E(1)) = 2. Pour obtenir des renseignements
sur cet espace de modules, on est ramené & étudier les cosystémes cohérents semi-
stables (T', F) ot1 F est un faisceau de polynéme de Hilbert m?2+3m. Commengons

par une proposition analogue a la proposition ci-dessus :

Proposition 7.4. — Soit F un faisceau cohérent sur Ps de polynéme de
Hilbert m? + 3m, et I' C Ext!(F,Op,) un sous-espace vectoriel de dimension
2, définissant un cosystéme cohérent (I',F) semi-stable. Alors le faisceau F est

u-semi-stable. De plus, le faisceau F satisfait auz conditions suivantes

dim Ext!(F, Op,) — dim Ext?*(F, Op,) = 4;

dim Ext*(F, 0p,) < 2.

Enfin, si Ext*(F,0p,) =0, le faisceau F est semi-stable.

Démonstration. Soit F’ un sous-module cohérent de multiplicité 1, tel que
F" = F/F’ soit pur. Alors dim I'NExt?(F”, Op,) < 1; en cas d’égalité, on obtient
en outre Pps > 1(m? + 3m). Si lintersection I' N Ext*(F”, Op,) est réduite a
{0}, l’espace vectoriel I' se plonge dans Ext!(F’, Op,), et on a obligatoirement
dim Ext!(F/, &p,) > 2. Le faisceau F’ a pour support un plan P, et est de la
forme I(k), ou I est I'idéal dans Op d’un sous-schéma de codimension 2 de P.
Ainsi, Ext'(F/, 0p,) ~ H°(Op(—k + 1)), et par conséquent k < 0. Si k = 0, on
a Pp < %(m2 + 3m) sauf si I = Op. Ceci montre que F est u-semi-stable ; si
F' = Op, la suite exacte

Ext!(F, Op,) — Ext'(6p, Op,) — Ext*(F”, Op,) — Ext?(F, Op,)
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et le fait que I'image de I" dans Extl(ﬁp,ﬁpa) est de dimension 2, montrent
que la deuxiéme fleche n’est pas surjective, et par suite, ceci ne peut arriver
que si Ext?(F, Op,) # 0. Autrement dit, si Ext?(F, Op,) = 0, le faisceau F est
obligatoirement semi-stable.

La propriété de pu—semi-stabilité entraine h°(F(—i)) = 0, pour i > 1, et
par suite, par dualité de Serre, Ext*(F, &p,) = 0. De la formule de Riemann-
Roch, et du théoréme de dualité de Serre, il découle alors dim Ext!(F, Op,) —
dim Ext?(F, 6p,) = —x(F(—4)) = 4. Quant & la majoration dim Ext?(F, fp,) <
2, elle découle de I’'inégalité de Bogomolov 3.1 appliquée au faisceau u-semi-stable
G=F*. o

Lemme 7.5. — Soit F est un faisceau cohérent p—semi-stable de polynéme
de Hilbert m? + 3m. On a

dim Eth(Fv ﬁPa) = hO(MZ(Fy ﬁps))
et ce nombre est < 2.

Démonstration. Cet énoncé généralise le lemme 3.4. En fait, il n’y a rien
a changer a la démonstration, sauf si F est de Cohen-Macaulay, mais non u-
stable; il en est alors de méme de G = Ext!(F, Op,(—1)) et on a une suite exacte
0— 0p -G —1"—> 0, ouP est un plan de P3. On a encore h1(G(1)) = 0
pour ¢ = 1 et 2, d’ou découle la formule de ’énoncé, en utilisant la suite spectrale
reliant les Ext globaux et les Ext locaux. o

Théoréme 7.6. — Soit C; la sous-variété déterminantielle de la variété
de modules Cosystp,(m? + 3m,2) définie par les classes de S—équivalence de

cosystémes cohérents satisfaisant d la condition
dim Ext*(F, 6p,) > .

(i) La sous-variété C, est irréductible, normale, de dimension 21, lisse en dehors
d’un fermé de dimension 16 ; elle n’a que des singularités rationnelles.

(ii) La sous-variété C; — Cy est une variété irréductible et lisse de dimension
17.

(iii) Le complémentaire de C; est un ouvert lisse irréductible de dimension 13.
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Corollaire 7.7. — Le schéma C = Cosystp, (m2+4-3m) a trois composantes

irréductibles de dimensions respectives 13, 17, 21.

Démonstration. On choisit un entier n assez grand, comme au chapitre 4.
Soit H un espace vectoriel de dimension N = n? + 3n. Considérons le schéma de
Hilbert H = Hilb(H ® Op,(—n),m? + 3m), le faisceau universel quotient .# sur
H x P3 et les projections canoniques

HXP3 —p>P3

al

H

La grassmannienne relative & = Grass(R?q, (¥ ® wp,),2) au-dessus de H
parametre les cosystémes cohérents (I', F).

Considérons pour ¢ = 0,1, 2 les sous-schémas fermés H; de H définis par les
conditions déterminantielles dim Ext?(F, &p,) > i, et désignons par &; le sous-
schéma image réciproque de H;. La projection ; — H; est un fibré localement
trivial en grassmanniennes de dimension 4 + 2i au-dessus de ’ouvert H; — H;_;.
Le schéma C = Cosystp, (m? + 3m,2) est le quotient par I’action de PGI(H) de
Pouvert &°° des points (I',F) de & tels le morphisme canonique H — H(F(n))
soit un isomorphisme et que le cosystéeme (I', F) soit semi-stable. Cette action est
propre et libre sur ouvert des points stables. Remarquons que les cosystémes
semi-stables et non stables définissent obligatoirement des points du sous-schéma
C,. Par suite, les points de C — C, proviennent de cosystemes cohérents stables.
Les classes des points semi-stables non stables définissent un fermé de dimension
14. On est ramené a prouver les assertions suivantes :

(1) Le schéma Hj est irréductible, normal, de dimension dim PGI(H) +
13, lisse en dehors d’un fermé de codimension 5; il n’a que des singularités
rationnelles.

(2) L’ouvert de H; — Hy correspondant aux quotients u— semi-stables est
irréductible et lisse de dimension dim PGI(H) + 11.

(3) L’ouvert de H — H; correspondant aux quotients stables est irréductible
et lisse de dimension dim PGI(H) + 9.
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L’ouvert C — C;
Commencons par le cas (3). Le morphisme canonique
H - H, — Mp,(m? + 3m)

est plat, & fibres lisses et irréductibles de dimension dim PGI(H) ; il a pour image
I'ouvert de Mp,(m? + 3m) des points qui se représentent par des faisceaux de
Cohen-Macaulay : on sait que cet ouvert est irréductible et lisse de dimension 9.
Il en résulte I’assertion (3), et par suite C— C; est lisse irréductible de dimension
13.

Le sous-schéma Ca

Soit B un espace vectoriel de dimension 2. On considére ici la variété D
introduite au chapitre 3, qui représente les triplets (¢, (G, T)) ot G est un faisceau
semi-stable de polynéme de Hilbert m? +3m +2, T un quotient de G de longueur
2, et ¢ un isomorphisme B ~ H°(G). Considérons le schéma R des couples formés
d’un point de H; représentant un quotient F, et d’un isomorphisme B ~ H°(F**).
On a alors des projections canoniques

R

o/ N
H, D

et ces projections sont des fibrés principaux localement triviaux de groupe
structural GI(B) et GI(H) respectivement. Les propriétés d’irréductibilité, de
normalité, se transportent via ces projections. Il résulte du corollaire 3.28 que H;
est irréductible, normale de dimension 12 + N2. De plus son ensemble singulier
est de codimension 5, et les singularités sont rationnelles. Il en résulte que C,
est irréductible, normale, de dimension 21, et qu’elle n’a que des singularités

rationnelles.

Remarque 7.8. — Les points singuliers de C; correspondent aux cosys-
temes (I',F) tels que T = F**/F soit épineux, ou aux cosystémes polystables
non stables. Ainsi cet ensemble singulier a deux composantes irréductibles, de
dimensions respectives 16 et 14.
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Le sous-schéma C, — Co

Commencgons par donner un paramétrage par une variété lisse et irréductible
des faisceaux p—semi-stables F de polynéme de Hilbert m? + 3m satisfaisant &
la condition dim Ext?(F, Op,) = 1. Soit K un espace vectoriel de dimension 5.

Considérons le schéma de Hilbert D; des drapeaux

ou G est un faisceau quotient de K ® &p,(—1) p—semi-stable de polynome de
Hilbert m?2 4+ 3m + 1, et T un faisceau quotient de G de longueur 1.

Lemme 7.9. — La variété D, est lisse et irréductible de dimension 35.

Démonstration. Soit Hilb(Op, ® Q*,1) le schéma de Hilbert des faisceaux
quotients de Op, ® Q* de longueur 1. C’est évidemment une variété projective

lisse et irréductible de dimension 6. Considérons la sous-variété
W C Hom(/\zQ* ® A3Q*, Op, ® Q") x Hilb(Op, ® Q*,1)

des paires (u, T) satisfaisant aux conditions suivantes :
(1) le morphisme u est génériquement injectif, et son conoyau G, est p—semi-
stable.

(2) le morphisme composé
/\2Q* @/\3Q* _u_) ﬁpa @ Q* =T

est nul. Du fait que le fibré vectoriel Hom(A?Q* & A3Q*, Op, ® Q*) est engendré
par ses sections, il découle que W est un ouvert d’un fibré vectoriel de rang 16
au-dessus Hilb(Op, ® Q*,1). Par suite W est une variété lisse et irréductible
de dimension 22. Considérons maintenant la variété R des paires ((u,T), ), ou
(u,T) € W et ott p : K — H°(G,(1)) est un isomorphisme. Comme dans la
proposition 3.15, on a encore un diagramme

P2

R — D1

Pl

w
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ou p; est un fibré principal localement trivial de groupe structural GI(5), et p2 est
un fibré principal localement trivial dont le groupe structural est le groupe (de
dimension 12) Aut(A2Q*®A3Q*) x Aut(Op,DQ*). Alors R est lisse irréductible de
dimension 22+25=47. Par suite, la variété D, est lisse et irréductible de dimension
35. o

Considérons maintenant la variété R, des paires (p, ) € H; —H3 ol p est un
point de H; — Hj représentant un quotient F de H® Op,, et ¢ : K — H(F**(1))
un isomorphisme. On a encore un morphisme canonique g3 : R; — D; qui associe

a la paire (p, ) la paire ((F**,T), ) ou T = F**/F. On obtient un diagramme

q2

R — D

a |

H, - H;

ou ¢; est un fibré localement trivial de groupe structural Gi(5), et ou g2 est un
fibré localement trivial de groupe structural GI(N). Il résulte du lemme ci-dessus
que H; — H; est lisse et irréductible de dimension 10 + N2, ce qui démontre
Passertion (2) annoncée. Par suite, C; — C; est lisse et irréductible de dimension
17. o

7.2. Les trois composantes de Trautmann.

Lemme 7.10. — Soit E un faisceau semi-stable de polynéme de Hilbert P
sur P3. Alors

dim Ext?(E, Op,) = h®(Ext*(E, 6x))
et ce nombre est < 2.
Démonstration. D’aprés le lemme 7.3 un sous-espace vectoriel I' ¢ H°(E(1))
définit un systeme cohérent semi-stable, et par suite un cosystéme cohérent semi-
stable (I'*, F). De la suite exacte

0-T®Op, - E(1) > F -0
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on déduit un diagramme commutatif
EXtZ(F7 ﬁPs (1)) - Eth(E’ ﬁPa)

| l@

HO(Ex—tz(Fa ﬁpa(l))) - HO(MZ(E’ ﬁpa))

dans lequel les fleches horizontales sont des isomorphismes. De plus, la fleche
verticale (1) est un isomorphisme : la démonstration est identique & celle de la
proposition 7.4. Par suite, la fleche (2) est un isomorphisme. La méme proposition
montre que dim Ext®(E, 6x) < 2. o

Remarque 7.11. — Le nombre dim Ext?(E, &) est le nombre de points,
comptés avec multiplicités, de profondeur 1 de E. Cette majoration peut aussi
s'obtenir en utilisant les inégalités de Hartshorne sur les classes de Chern des
faisceaux réflexifs de rang 2 : en fait ces inégalités reposent sur la théorie
du spectre des faisceaux réflexifs. Ici, nous ’avons remplacé par l'inégalité de

Bogomolov.

Théoréme 7.12. — Soit M; la sous-variété déterminantielle de M :=
Mp, (P) définie par les classes de S—équivalence de faisceauxr semi-stables satis-
faisant aux conditions

dim Ext*(E, 6x) > i.

(i) La sous-variété My est irréductible de dimension 21, normale, et lisse en
dehors d’un fermé de dimension 16 ; elle n’a que des singularités rationnelles.
(ii) La sous-variété M; — My est irréductible et lisse de dimension 17.

(iii) L’ouvert complémentaire de M; est irréductible et lisse de dimension 13.

Corollaire 7.13. — (Trautmann) La variété M = Mp,(P) a trois com-
posantes irréductibles de dimensions respectives 13,17 et 21.

Démonstration. Considérons le morphisme canonique

Systp,(P1,2) ~ Cosystp,(m?+3m,2)

~l

M
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Le sous-schéma C; est I'image réciproque de M; par le morphisme 7. Du théoréme
7.6, il résulte que chacun des sous-schémas M; — M,;y; pour i = 0,1,2 est
irréductible. 11 reste a étudier les singularités de ces sous-schémas.

Lemme 7.14. — Dans C; — C; 1 Uhypersurface Z; définie par les classes
de S—équivalence de cosystémes semi-stables (I',F) satisfaisant a la condition
déterminantielle

RYF) =1

est vide sii =0, et lisse dans les casi =1 et i = 2.

Démonstration. Pour i = 0, on sait que le faisceau F est semi-stable, et
de Cohen-Macaulay ; par conséquent, d’apreés la proposition 3.18 il n’a pas de
section, et h!(F) = 0.

Pour ¢ = 1, il s’agit de montrer, avec les notations utilisées dans la démons-
tration du théoreme 7.6 que la sous-variété de D; des drapeaux K®Op, - G — T
pour lesquels le morphisme associé H°(G) — H°(T) est nul est une hypersurface
lisse. La démonstration de ce théoréeme nous rameéne a vérifier que I’hypersurface

de W définie par les paires
(u,T) € W C Hom(A%Q* @ A*Q*, Op, ® Q*) x Hilb(fp, ® Q*,1)

telles que le morphisme H°(Op, ® Q*) — H°(T) soit nul est une hypersurface
lisse. Mais on sait que la projection canonique W — Hilb(fp, & Q*,1) est
lisse, et cette hypersurface est 'image réciproque du fibré en plans projectifs
P(Q*) C Hilb(Op, ® Q*, 1) par cette projection. Par suite elle est lisse.

Pour ¢ = 2, il suffit de montrer que I’hypersurface de H, définie par les
couples (G, T) tels que le morphisme H°(G) — H°(T) soit de déterminant nul est
non singuliére. Avec les notations du chapitre 3, cette hypersurface est I’image
réciproque de la sous-variété des points instables de Hilb(B ® 0p,,2) par la
submersion Hy — Hilb(B ® &p,,2) (cf. proposition 3.25). Pour voir que Z; est
une hypersurface lisse, on est donc ramené a vérifier le lemme suivant :

Lemme 7.15. — Pour tout point u € Hilb(B ® 6p,,2) représentant un
quotient B ® Op, — T, désignons par p, : B — H(T) Uapplication linéaire

122



SYSTEMES COHERENTS

associée. La sous-variété déterminantielle Y de Hilb(B ® Op,,2), des points u

satisfaisant d la condition

rang p, <1

est une hypersurface lisse.

Démonstration. Les points de Y sont évidemment les points instables de
Hilb(B ® Op,,2). En un point instable, I’application linéaire p, : B — H°(T)
est de rang 1; plus précisément, si & est le quotient universel sur Y x P3 et p
la projection Y x P3 — Y, le conoyau et le conoyau du morphisme canonique
B® Oy — p.(7) sont des fibrés inversibles sur Y ; le noyau définit alors un

morphisme
Y - P(B)

qui est localement trivial, et dont la fibre est isomorphe au schéma de Hilbert S
des sous-schémas de longueur 2 dans P3. Par suite, le sous-schéma Y est lisse de

dimension 7. o

Remarque 7.16. — Un point instable de Hilb(B ® &p,,2) n’est jamais
épineux. Par suite, le schéma de Hilbert Hilb(B ® Op,,2) est lisse en un point
instable.

Fin de la démonstration du théoréme 7.12

La démonstration ci-dessus montre que si E est un faisceau semi-stable de
rang 2 et classes de Chern (0,2,0) sur P3, on a h}(E(1)) < 1.

Définition 7.17. — Soit E un faisceau semi-stable de rang 2, de classes de
Chern (0,2,0). On dit que E est spécial si h*(E(1)) = 1.

En dehors de M;, il n’y a pas de points spéciaux. Désignons pour i =1 et 2
par ¥; la sous-variété déterminantielle de M; — M;;, définie par la condition
h'(E(1)) = 1. Les points de ces variétés sont donc les points spéciaux. La
projection 7 induit un morphisme Z; — ¥; qui est un fibré localement trivial
en plans projectifs ; il résulte du lemme 7.14 que X; est lisse de dimension 10 + 4.
Au-dessus du complémentaire ¥; le morphisme 7; : C; — Ci41 — M; — My,
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induit par 7 est un isomorphisme. Il en résulte que le schéma M; — M, est de
dimension 13 + 4i. Pour a € X; la différentielle de Petri

TaM; — L(H(E(1)), H' (E(1)))

a pour noyau est ’espace tangent de Zariski & ¥; en a. On a alors dim T,M; <
13 + 4i. Ceci prouve que 'on a en fait 1’égalité, et donc que a est un point lisse
de M; — M;;1. Du théoreme 7.6 il découle que M; — M, est lisse pour i = 0
et 1 = 1. Pour ¢ = 2, le morphisme 7 est un isomorphisme au-dessus d’un ouvert
qui contient les singularités de M. Par suite, exactement comme C,, la variété
M;, est normale, et non singuliére en dehors d’un fermé de dimension 16 ; de plus,

elle n’a que des singularités rationnelles.
Remarque 7.18. — Pour 7 = 1 et 2 le morphisme
71 Ci — Cip1 » My — My

est D’éclatement le long de la sous-variété lisse X; des points spéciaux. La
démonstration est identique a celle qu’on a donnée au chapitre 6 pour ’espace de
modules Mp, (2;0,4).

Remarque 7.19. — L’ensemble singulier de M; a deux composantes
irréductibles : 'une de dimension 16, correspond aux classes de faisceaux semi-
stables E tel que le faisceau Ext?(E, €p,) soit de longueur 2 et épineux ; l’autre,
de dimension 14, correspond aux classes de faisceaux polystables E = J' @ J”, ou
J et J” sont les idéaux de sous-schémas de polynéme de Hilbert m + 2. Un tel
sous-schéma est donné par une droite et un point (le point étant éventuellement
immergé dans la droite).

7.3. La rationalité

L’ouvert complémentaire de M; dans Mp,(P) contient les points définis
par les fibrés stables de rang 2, de classe de Chern (0,2). Il est bien connu que
cet ouvert est une variété rationnelle. C’est encore vrai pour les deux autres
composantes :
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Théoréme 7.20. — Les trois composantes irréductibles de Mp, (P) sont

des variétés rationnelles.

Démonstration. 11 suffit de vérifier que C; — C;;1 est une variété rationnelle.
Commencons par le cas ¢ = 2. Désignons par C3°* et C3 les ouverts de C; cor-
respondant aux cosystémes (I', F) tel que F soit semi-stable ou stable respective-

ment. On a alors un morphisme
C5 — N := Mp,(m? + 3m)

qui prend ses valeurs dans la composante Ny de dimension 13, dont la fibre
au-dessus d’un point stable est une grassmannienne de dimension 8. En vertu du
corollaire 3.29 cette composante N est rationnelle. Il suffit donc de vérifier qu’au-
dessus d’un ouvert de cette composante, la projection ci-dessus est localement tri-
viale. La principale difficulté est qu’il n’existe pas de faisceau universel paramétré
par un ouvert de N. La démonstration ci-dessous est calquée sur [21] . Considérons
le fibré universel % sur H x P3. Désignons par ¢ la projection sur H, et par & le
faisceau R2¢,(F ® wp,). C'est un faisceau localement libre de rang 6 au-dessus
du sous-schéma fermé Hj, muni d’une action de GI(H). Au-dessus de I'ouvert
des points stables, le schéma C s’identifie alors au quotient de Mumford de la
grassmannienne relative Grass(&’,2). Considérons par ailleurs, au-dessus de Hp,
le fibré inversible A = det ¢, (%); il est lui aussi muni d’une action de GI(H).

Lemme 7.21. — Soit k € Z un entier. Au-dessus de l'ouvert N3 des points
stables de N, le fibré vectoriel & = N**& @ A®~F se quotiente en un fibré

vectoriel Fy. De plus, la multiplication extérieure induit un morphisme
M : S2F — For.

Ce lemme résulte du fait que le stabilisateur d’un point stable est réduit aux
homothéties ; ’action du stabilisateur sur le fibré & est alors triviale, et donc
ce fibré se quotiente a INj. La multiplication extérieure définit un morphisme
GI(H)—équivariant S?&; — & qui passe au quotient, ce qui définit le morphisme
Ak . Szvg.k — yz[c.

Le morphisme de fibrés vectoriels Ax est évidemment de rang constant. Soit
P(#1) le fibré en espaces projectifs de dimension 15 (au sens de Grothendieck)
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associé au fibré vectoriel % ; considérons, sur P(%#,), la section canonique o
du fibré F_,(2) associée & A_; : le schéma des zéros 2 de o définit une
variété projective relative localement triviale au-dessus de N§. Le morphisme
canonique donné au-dessus de chaque point par le plongement de Pliicker de la
grassmannienne induit un isomorphisme

au-dessus de N3. Par suite, le schéma en grassmanniennes C§ — N} est aussi

localement trivial dans la topologie de Zariski.

Dans le cas i = 1, la démonstration est en fait plus facile. Considérons en

effet les extensions
0—-T>F-oI">0

ou I’ est I'idéal dans un plan P’ d’un point a’, I” I'idéal dans un plan P” d’un
point a”, telles que dim Ext!(F, p,) = 1. Ces conditions imposent, comme on
’a vu au chapitre 3 que a” € P’ N P”. On suppose que a’ ¢ P” et P/ # P”. Ces
conditions étant imposées, lorsque I’ et I” varient, 1’espace vectoriel Ext!(I”,T’)
reste de dimension 3 de sorte que ces extensions sont paramétrées par une variété
rationnelle lisse S de dimension 11; de plus, il existe une extension universelle
& sur S x P3. Soit ¢ : S x P3 — S la premiére projection, et & le faisceau
localement libre de rang 5 sur S défini par & = R2q,(¥ ® wp,). Considérons,
dans la grassmannienne relative Grass(&', 2) au-dessus de S 'ouvert Grass®(&, 2)
correspondant aux cosystémes cohérents stables ; cet ouvert n’est pas vide : en
effet, tout point de C; — C, suffisamment général provient d’un tel cosysteme

cohérent, et ceci de maniere unique. Alors le morphisme canonique
Grass®(&,2) —» C; — C;

est birationnel. La variété Grass(&’,2) est évidemment localement triviale au-
dessus de S. Puisque S est une variété rationnelle, il en est de méme de
Grass(&,2), et par suite de C; — Cz. o

Remarque 7.22. — On peut calquer la démonstration donnée dans le cas
i = 2 pour obtenir que ’ouvert complémentaire de M; est une variété rationnelle.
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7.4. Le faisceau universel

On sait que ’espace de modules des faisceaux stables E sur une variété
projective peut étre muni d’un faisceau universel dés que les nombres < E, h* >
qui apparaissent dans le polynome de Hilbert sont premiers entre eux [22] . Cette
condition n’est pas indispensable pour trouver une famille universelle : il peut
arriver que sur certains ouverts on puisse trouver un tel faisceau universel, méme

si ces nombres ne sont pas premiers entre eux.

Théoréme 7.23. —
(i) Il existe un faisceau universel paramétré par le sous-schéma My — Ma.
(ii) Soit U un ouvert de Zariski non vide de M — M, ou de Mj. Il n’eziste pas

de faisceau universel paramétré par U.

Démonstration. Soit n un entier assez grand, et K un espace vectoriel de
dimension P(n). Considérons le schéma de Hilbert K = Hilb(K ® &p,(—n),P)
des faisceaux quotients de polynome de Hilbert P. Soit K** ’ouvert des points
semi-stables pour P’action de SI(K); cet ouvert est invariant par I’action de GI(K)
et par construction, I’espace de modules M = Mp,(P) est un bon quotient de
K** par 'action de GI(K). Sur K x Pj il existe un faisceau quotient universel E
sur lesquel le centre C* C GI(K) agit par les homothéties.

Désignons par K; l'image réciproque de M, par la projection canonique
K — M. Les points de 'ouvert K** — K, sont stables, et par conséquent le
stabilisateur d’un tel point est réduit aux homothéties : autrement dit, le groupe
PGI(K) opére librement sur cet ouvert. Pour obtenir un faisceau universel sur le
sous-schéma U; = M; — M,, il suffit de montrer qu’il existe un faisceau inversible
£ sur V; = K; — K5, muni d’une action de SI(K), et tel que ’action du centre
de GI(K) sur .Z soit donnée par a — aid¢ : car si ’on désigne par p la premiére
projection Vi x P3 — V| le faisceau E' = EQ® p* (£ ~!) est muni d’une action de
PGI(K) et se quotiente & U;. En effet, il résulte de la suite spectrale de Beilinson
relative que le faisceau E a une résolution gauche par un complexe # donné en
degré i par

K = pu(E(n — 1)) IA'Q*

et le groupe GI(K) agit de maniére naturelle sur ce complexe. Le complexe
K Q@ p*(ZL~!) est alors muni d’une action de PGI(K) et par suite il provient
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d’un complexe ¥’ sur U;. La projection V; — U; étant fidélement plate, ce
complexe est acyclique en degré i > 0. Le faisceau de cohomologie obtenu en
degré 0 est le faisceau E’ que ’on cherche.

Or, sur 'ouvert V; le faisceau E}Qﬁ(E, O) est inversible, et muni d’une
action naturelle de GI(K). Le dual de ce fibré inversible convient. Ceci démontre
Passertion (i).

Démontrons maintenant I’assertion (ii). Si U est un ouvert non vide de M
qui ne rencontre pas Mj, cet ouvert rencontre ’ouvert correspondant aux fibrés
stables de rang 2, de classes de Chern (0,2); il est bien connu ([13] , [27] qu’il
n’existe pas de fibré universel paramétré par cet ouvert. Considérons maintenant
un ouvert non vide U de M5. On va s’inspirer de la démonstration de Drezet et
Narasimhan [6] , et de celle de [21] . Pour vérifier qu’il n’existe pas de faisceau
universel paramétré par U, il suffit de vérifier qu’il n’existe pas, sur son image
réciproque V dans K3, de fibré inversible ., muni d’une action de GI(K), tel que
Paction du centre C* C GI(K) soit donnée par

o — aid_g.

Mais d’apres le lemme suivant, démontré dans [21] (lemme 3.20), ce fibré inversible

devrait s’étendre, comme GI(K)—fibré vectoriel, & 'ouvert des points lisses de K :

Lemme 7.24. — Soit X une variété affine lisse et irréductible, sur laquelle
opére un groupe réductif et connexe G, f € O(X) un élément non nul invariant
par Uaction de G. Soit U Douvert défini par f # 0. Soit L un fibré inversible sur
X. Toute action linéaire de G sur le fibré L|y s’étend a X.

Il ressort de I’étude des singularités de M2 que les points singuliers de K
correspondent aux faisceaux quotients E tels que le faisceau de longueur 2 associé
Ext!(E, Op, ) soit épineux.

Soit L un espace vectoriel de dimension %P(n); choisissons une fois pour
toutes un isomorphime K ~ L@ L. Soit J I'idéal d’un sous-schéma de polynéme de
Hilbert m +2; le faisceau J(n) est engendré par ses sections, et h°(J(n)) = $P(n).
Un tel faisceau J a un point de profondeur 1. Considérons I'ouvert L du schéma
de Hilbert Hilb’(L ® Op,(—n), 1P) des quotients sans torsion de polyndme de
Hilbert P, et tels que 'application linéaire L — H°(J(n)) soit un isomorphisme.
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Cet ouvert représente les classes d’isomorphisme de couples (J, ¢), ou J est 'idéal
dans P3 d’un sous-schéma de polyndme de Hilbert m + 2, et ¢ : L — H°(J(n))

un isomorphisme. On a un morphisme
LxL— Kz

qui associe & la paire a = (a’,a”) avec @’ = (J',¢’) et a” = (J”,¢")), le point
défini par (E=J'®J", 0 = ¢’ ®¢"). On choisit J' et J” de sorte que les points de
profondeur 1 associés soient distincts : le schéma de Hilbert K est alors lisse en
un tel point (E, ), et le prolongement £ ci-dessus a un sens le long de I’orbite
d’un tel point. Le stabilisateur en un point de "image s’identifie au groupe C* xC*
des matrices de GI(K) de la forme

w= a idp, 0
o 0 Bidp, )

Au prolongement .Z ci-dessus est alors associé en chaque point a = (a’,a”) €
L x L un caractere (o, 8) — Xa(a, B) = o*B¢, avec (k,£) € Z2. Ce caractére ne
dépend pas en fait de a puisque L x L est irréductible, et donc aussi 'ouvert
de L x L correspondant aux couples se projetant sur le complémentaire de la
diagonale de P35 x Pj.

Pour tout point a € K et u € GI(K) appartenant au stabilisateur de a on a

alors un diagramme commutatif

Ly — Zha
Xa(u) | | xoalgug™)
Lo — Za

En particulier, si on prend pour a I'image du point (a’,a”) ci-dessus, on a vu que
Xga = Xa : 0D obtient en particulier que le caractere induit sur C* x C* rester
invariant par la symétrie o0 : L&L — L&L définie par o(z,y) = (y, z). La matrice
ouo~! est évidemment

B idj, 0
0 a idy,

et par suite et par suite x(u) = B*af. Ainsi k = ¢. Au centre C* C C* x C* C
GI(K) correspond le caractére o +— o2?*. On ne peut donc jamais trouver
Pidentité. o
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8. Appendices

8.1. Déformations et pureté.

Dans toute cette section, la variété X sera supposée lisse de dimension
n; on désigne par wx le faisceau canonique. Cet appendice est consacré a la
démonstration du résultat suivant qui a été utilisé dans la construction des espaces

de modules :

Théoréme 8.1. — Soit F un faisceau algébrique cohérent de codimension c,
sur une variété algébrique projective lisse X, pouvant se déformer en un faisceau
pur de codimension c. Alors il existe un faisceau algébrique cohérent G pur de
codimension ¢ et un morphisme ¢ : F — G satisfaisant auzx propriétés suivantes :

(i) Le noyau de ¢ est le plus grand sous-module cohérent de F de codimension

> c.

(ii) Le faisceau G a méme polynéome de Hilbert que F.

Cet énoncé est dii & Simpson [31] ; on peut aussi trouver un énoncé voisin pour
les faisceaux de dimension n chez Gieseker ([9] , lemme 4.2). La démonstration
que nous proposons ici évite 'argument de cohérence de certaines images directes
invoqué par Simpson. Elle nous semble plus simple, modulo quelques sorites
obligés sur les relations entre dualité et pureté. Ces sorites ont d’ailleurs été
utiles tout au long du texte.

Lemme 8.2. — Soit X une variété lisse de dimension n et F un faisceau
algébrique cohérent de codimension c. Alors Ext?(F,wx) = 0 pour q < c, et le
faisceau Ext®(F,wx) est de codimension c. Pour q > ¢, les faisceauzr Ext(F,wx)
sont de codimension > q.
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Démonstration. La deuxiéme assertion s’obtient évidemment en localisant
aux points de hauteur < q. De méme, en localisant aux points de hauteur < ¢
on obtient que Ext°(F,wx) est de codimension exactement c. Pour la premiére
assertion, on choisit une résolution gauche finie par des faisceaux localement libre
L. — F, alaquelle on applique le foncteur Hom(—, wx ). On obtient un complexe
Hom(L.,wx) dont les faisceaux de cohomologie sont portés par le support de F.
Un lemme bien connu attribué a Peskine et Szpiro [29] ou Kempf et Laksov [15]
montre qu’alors ces faisceaux sont nuls jusqu’en degré c — 1. o

Rappelons que F est pur de codimension c si et seulement si tous les points
associés a F sont de hauteur c¢; en termes de profondeur ceci signifie que pour
tout point z appartenant au support de F et tel que ht z > ¢ on a prof (F;) > 1,
c’est-a-dire, en termes de dimension homologique, dh(F,) < htz. On a alors la

version suivante du critére de Serre :

Lemme 8.3. — Un faisceau cohérent de codimension c sur X est pur si et
seulement si pour tout ¢ > ¢ le support du faisceau Ext?(F,wx) est de codimension
>q+1.

Définition 8.4. — Soit ' un faisceau algébrique cohérent de codimension c

sur la variété X. On appelle dual de F le faisceau F* = Ext®(F, wx).

Si on considére le complexe Hom(L.,wx) introduit dans la démonstration du

lemme 8.2, en appliquant & nouveau le foncteur Hom(—, wx) on obtient une suite

spectrale donnée par
EIZMI = MP(E&_{J(F: “‘)X)a UJX)

et qui a pour aboutissement F en degré 0 et 0 en degré non nul. Cette suite
spectrale est en fait indépendante du choix de la résolution, et fournit un
morphisme canonique F — F™.

Définition 8.5. — Un faisceau algébrigque cohérent de codimension ¢ sur X
est dit réflexif si le morphisme canonique F — F™ est un isomorphisme.

Pour ¢ = 0 on retrouve donc la notion habituelle de faisceau réflexif.
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Proposition 8.6. — Soit F un faisceau algébrique cohérent de codimension
c sur la variété lisse X. Les assertions suivantes sont équivalentes
(i) Le faisceau F est réflexif.
(ii) Le faisceau F est le dual d’un faisceau algébrique cohérent de codimension c.
(iii) Pour q > ¢, le faisceau Ext?(F,wx) est de codimension > q + 2.

Démonstration. L’implication (i) = (ii) est bien siir évidente. Montrons
(ii)) = (iii) : on montre que si F est de codimension ¢, le dual F~ satisfait
a la condition 3. D’apres la suite spectrale ci-dessus, pour p > ¢, le faisceau
Ext?(F",wx) s’identifie & E5'™° et pour k > 2 le faisceau E}’,;° est le noyau de la
différentielle

dz,—c . Ez,—c - Ez+k,—c—k+1
L’image de cette différentielle se plonge dans un quotient de
EfHHTeM T = BxtP* (Bxt e+ (F, wx), wx))

et compte-tenu du lemme 8.2 appliqué au faisceau _E_xf"'k_l(F,wx) cette image
est de codimension > p + 2. D’autre part, pour k assez grand, E}"™° est nul;

¢ sont

on voit donc par récurrence descendante sur k que tous les termes EP'™
de codimension > p + 2, et donc en particulier Ext?(F",wx) est de codimension
>p+2.

(iii) = (i) : On utilise une nouvelle fois la suite spectrale ci-dessus; il suffit

de vérifier que l'on a
Ext?(Ext?(F,wx),wx) =0

siq>cetp=qoup=q+ 1. Il suffit d’appliquer le lemme 8.2 au faisceau
Ext(F,wx) qui est par hypothése de codimension > ¢+ 2. o

Corollaire 8.7. — Le dual F~ d’un faisceau algébrique cohérent de codimen-

sion ¢ sur la variété X est un faisceauw pur de codimension c.

Corollaire 8.8. — Un faisceau algébrique cohérent de codimension ¢ sur la
variété X est pur si et seulement si le morphisme canonique F — F™ est injectif.

On peut évidemment transcrire le notion de réflexivité en termes de dimen-
sion homologique, ou ce qui revient au méme, de profondeur :
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Lemme 8.9. — Soit F un faisceau algébrique cohérent de codimension c sur
X. Alors F est véflexif si et seulement si pour tout point appartenant au support
de F et de hauteur ¢ > ¢, le module F, est de Cohen-Macaulay si g =c+ 1, et
de profondeur > 2 siqg > c+ 1.

Lemme 8.10. — Soit Y C X une hypersurface, et F un faisceau algébrique
cohérent de dimension d sur X, dont les points associés n’appartiennent pas a'Y.
Alors Fly est de dimension d — 1, et on a les assertions suivantes :

(i) Si le faisceau Fl|y est pur, il en est de méme du faisceau F au voisinage de

Y.

(ii) Si le faisceau F est réflexif au voisinage de Y, sa restriction F|y est pure.

Démonstration. La question est locale au voisinage de Y. On peut donc
supposer que Y est donné par une équation f = 0 et que toutes les sous-variétés
fermées définies par les points associés de F rencontrent Y. L’hypotheése signifie

que f n’est pas diviseur de 0 dans F, c’est-a-dire que I’on a une suite exacte
0-F—>F-—>F/fF—0.

Le quotient F/ fF s’identifie bien siir a F|y et d’aprés le lemme de Krull il est de
dimension d — 1.
Démontrons Passertion (i) : soit F* — F un sous-module cohérent non nul

de F, pur. On a alors une suite exacte de faisceaux cohérents sur X
f
0 — Hom(F',F) — Hom(F',F) — Hom(F’',F/fF).

D’apres le lemme de Nakayama, le faisceau Hom(F’,F/fF) est non nul en un

point z ou le support de F’ rencontre ’hypersurface Y. Ainsi,
Hom(F'/fF',F/fF) # 0.

Le choix d’une section locale non nulle de ce faisceau montre que puisque F/fF

est pur par hypothese, dimF’/fF’ > d — 1. Puisque f n’est pas diviseur de zéro

dans F/, le lemme de Krull entraine que dim F’ > d. Ceci démontre que F est pur

et prouve ’assertion (i).
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Voyons maintenant ’assertion (ii) : soit ¢ = n —d; si z est un point de Y
appartenant au support de F et de hauteur > ¢+ 1 dans Y, il est de hauteur
> c+ 2 dans X et la formule

prof (F;) = prof (Fz/fFz) + 1

montre que si F est réflexif au voisinage de Y, on a prof (Fz/fF;) > 1. Ainsi, la

restriction F|y est pure au voisinage de Y, ce qui démontre ’assertion (ii). o
Démonstration du théoréme 8.1

On désigne par T le plus grand sous-module cohérent de codimension > c+1
contenu dans F. L’hypothése signifie qu'il existe un germe de courbe lisse (C, s)
et un faisceau algébrique cohérent # sur C x X, plat sur C tel que & (s) soit
isomorphe & F et tel que pour tout point fermé t € C distinct de s le faisceau
Z (t) soit pur. L’hypothése de platitude sur C implique que si z est une coordonnée
locale sur C s’annulant au point ¢, le morphisme z : & — & est injectif, ce qui
signifie qu’aucun des points associé & # n’appartient a une fibre de la projection
C x X — C. D’aprés le lemme 8.10 ci-dessus, le faisceau % est pur en dehors du
support de T. Ainsi le morphisme canonique ¢ : F — F ™ est injectif sur cet
ouvert.

Posons ¢ = coker ¢, et considérons le sous-faisceau # de ¥ défini par le

noyau de

o
pour m assez grand, ou z est une coordonnée sur C au point s : c’est aussi le
plus grand sous-module cohérent de J¢ dont le support est contenu dans la fibre
spéciale au-dessus du point s. La multiplication par z dans le quotient ¢ /% est
alors injective. Par suite, ce quotient est plat sur C.

Considérons I'image réciproque ¢ de # par la projection &~ — . Le
morphisme canonique ¢ : & — F " se factorise a travers 4. Au-dessus de ’ouvert
C' = C — {s}, le morphisme canonique ¢ : & — ¥ est un isomorphisme, car le
conoyau est #Z. Les points associés de & font partie de ceux de &, et donc de
ceux de &. Puisque % est C—plat, aucun d’entre eux n’appartient & une fibre.
Ceci implique que & est C—plat. Par suite le polyndme de Hilbert de ¥(t) reste
constant et égal a celui de F.
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On prend G = ¥(s), et on note encore ¢ : F — G le morphisme induit. De
la suite exacte 0 = 4 — F~ — H /AZ — 0 et de la platitude de £/ Z on déduit
que G est un sous-module de #(s). Ce faisceau est pur d’aprés le lemme 8.10
ci-dessus et donc G est lui-méme pur. Le noyau du morphisme induit ¢ : F — G
contient T ; ce noyau est de codimension > ¢+ 1 donc aussi contenu dans T. C’est
donc exactement T ceci achéve la démonstration. o

8.2. Dualité relative

Si f : X — S est un morphisme projectif lisse de dimension relative n;
on désigne par wyx/s le faisceau dualisant relatif. Soit F un faisceau algébrique
cohérent sur X. Les foncteurs dérivés droits du foncteur G — Hom,(F,G) :=
f«(Hom(F, G)) sur la catégorie des faisceaux algébriques sont classiquement notés
_Eit‘}(F,G). On se propose de décrire les relations entre ces foncteurs et les

foncteurs images directes liées a la dualité de Grothendieck.

Proposition 8.11. — Soit f : X — S un morphisme projectif lisse de
dimension relative n, et F un Ox—module cohérent. Il eriste une suite spectrale

dont le terme Ey est donné par
ER? = Ext?(R"7f,(F), O5)
et d’aboutissement Ext} (F,wx/s) en degré p+q = m.
La démonstration fait appel & plusieurs lemmes.

Lemme 8.12. — Soit f : X — S un morphisme projectif lisse de dimension
relative n, et F un Ox—module cohérent. Alors RIf,(F) = 0 pour ¢ > n.

Démonstration. Si F est un Ox—module cohérent, 'image directe RY f.(F)
est évidemment nulle si ¢ >> 0. L’énoncé s’obtient alors par récurrence descen-
dante sur g, en écrivant la suite exacte dérivée de la suite exacte 0 - F' — L —

F — 0, ou L est somme directe de faisceaux inversibles négatifs. o

Lemme 8.13. — Soit f : X — S un morphisme projectif lisse de dimension
relative n, et F un Ox—module cohérent. Soit wx s le faisceau dualisant relatif.
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Le morphisme canonique
Hom/(F,wx/s) — Hom(R" f«(F), O5s)
est un isomorphisme.

Démonstration. Il en résulte du lemme précédent que le foncteur F —
R™f.(F) est exact & droite sur la catégorie des &x—modules cohérents. Le
morphisme canonique Hom(F,wx/s) — Hom(R"f,(F), Os) est un morphisme
de foncteurs additifs contravariants en F, exacts & gauche. On considére une
présentation gauche L, — L; — F — 0 de F par des faisceaux localement libres

L; somme directe de faisceaux inversibles du type &x(—a) avec a trés grand
par valeur positive. Sur un tel faisceau inversible, le morphisme ci-dessus est
évidemment un isomorphisme ; et ceci reste évidemment vrai pour les faisceaux
localement libres L;. Par exactitude & gauche, on voit en appliquant le lemme des

cinq que c’est un isomorphisme pour tout faisceau cohérent F. o

Démonstration de la proposition 8.11.

Compte-tenu du lemme 8.13, la suite spectrale de I’énoncé n’est autre que la
suite spectrale d’un foncteur composé : on 'obtient en choisissant une résolution
gauche L, — F de F par des faisceaux somme directes de faisceaux inversibles
Ox(—a) avec a trés grand par valeurs positives. Le complexe R™f,(L.) est un
complexe de faisceaux localement libres dont le g—iéme faisceau de cohomologie
s’obtient comme foncteur dérivé a gauche de G — R"™f,(G) : c’est R*79f,(F).
On considére maintenant la suite spectrale d’hypercohomologie du foncteur

Hom(—, Og) a valeurs dans le complexe R™ f,(L.). Le terme E; est donné par
E9 = Ext?(R™ £, (F), 6s)

et 'aboutissement est, en degré m, le m-ieme groupe de cohomologie du complexe
Hom(R" f«(L.), Os), complexe isomorphe & Hom ;(L.,wx/s) d’aprés le lemme ci-
dessus ; donc I'aboutissement est Ext7(F,wx/s). o

Remarquons qu'il n’y a pas d’hypothese de S—platitude sur le faisceau
cohérent F. On peut généraliser la proposition 8.11 a deux faisceaux algébriques

cohérents. Nous aurons cependant besoin d’une hypothése de platitude sur 'un
des faisceaux.
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Proposition 8.14. — Soit f : X — S un morphisme projectif lisse de
dimension relative n, F et G deux Ox—modules cohérents; on suppose que le
faisceau G est S—plat. Alors il existe une suite spectrale dont le terme Eq est
donné par

B = Ext” (Ext" (G, F), 6s)
et d’aboutissement Ext'(F,G ® wx/s) en degré p+q =m.

On retrouve bien sir 1’énoncé précédent en prenant G = Ox. La démonstra-

tion nécessite plusieurs lemmes.

Lemme 8.15. — Soit f : X — S un morphisme projectif lisse de dimension
relative n, et G un Ox—module cohérent S—plat tel que Rf,(G) = 0 sii > 0.
Alors

1. Le faisceau Ext7 (G, wx/s) est nul pour tout m # n
2. Le faisceau fi(G) est localement libre et le Os—module Ext (G, wx/s) est le
dual de f.(G).

Démonstration. Les hypotheses entrainent que 'image directe f.(G) est un
faisceau localement libre d’apres le théoreme de changement de base [11] . La
suite spectrale de la proposition 8.11 entraine Eﬁ?(G,wx/s) =0sip<net

fournit un isomorphisme
Ext*?(G,wx/s) ~ Ext?(£.(G), O5).
Par suite, ce terme est nul si p > 0. D’ot1 ’énoncé. o
Lemme 8.16. — Sous les hypothéses de la proposition 8.14 on a
Q}Q‘}(G, F)=0
pour q > n.

Démonstration. Commencons par vérifier que ELt‘}(G, F) =0 pour ¢ >> 0.
Cet énoncé est évidemment vrai si G est localement libre, car il se raméne au
lemme 8.12. Puisque le faisceau G est supposé S—plat, ceci entraine qu’il a
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une résolution gauche finie par des faisceaux localement libres. Ceci entraine le
résultat. Maintenant, G étant fixé, le lemme est vrai si F = &x(—a), avec a
trés grand par valeurs positives d’aprés le lemme 8.15. Il suffit donc d’écrire la
suite exacte longue dérivée de la suite exacte 0 - F/ — L — F — 0, ou L est
somme directe de fibrés inversibles trés négatifs, et de raisonner par récurrence
descendante sur ¢ pour obtenir le résultat attendu. o

Lemme 8.17. — Sous les hypothéses de la proposition 8.14, le morphisme

canonique
Hom(F,G ® wx/s) — Hom(Ext?(G,F), Os)

est un isomorphisme.

Démonstration. On fixe le faisceau G. Ce morphisme est un morphisme
de foncteurs contravariants en F, exacts & gauche d’apres le lemme 8.16. Si
F = Ox(—a) avec a tres négatif, le résultat est une conséquence du lemme 8.15.

Il suffit donc de choisir une présentation gauche de F
L,—-Li—-F—0
ou les L; sont des sommes directes de fibrés inversibles trés négatifs pour obtenir
I’énoncé. o
Démonstration de la proposition 8.14.

Compte-tenu du lemme 8.17 précédent, c’est encore la suite spectrale d’un
foncteur composé. Pour 'obtenir, on choisit une résolution gauche de L. — F
par un complexe de faisceaux localement libres L; somme directe de faisceaux
inversibles trés négatifs. Le complexe Ext’s(G, L) a alors pour faisceau cohomolo-
gie M}‘_q(G, F) en degré q et la suite spectrale de I’énoncé est la suite spectrale
hyperdérivée du foncteur Hom(—, Os) a valeurs dans ce complexe. o

Corollaire 8.18. — Soit f : X — S un morphisme projectif lisse de
dimension relative n, F un Ox—module cohérent S—plat. Alors il existe une suite
spectrale dont le terme Eq est donné par

Ep? = Ext”(Ext} /(F, 6x), Os)

et d’aboutissement R™ fy(F ® wx/s) en degré p+q = m.
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Corollaire 8.19. — Sous les mémes hypothéses, l’image directe f,(F) est
le dual de Ext%(F,wx/s).
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