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0. INTRODUCTION

Soit G un groupe algébrique connexe réductif sur une cloture algébrique Fq
d’un corps fini Fy; (ou ¢ est puissance d’un nombre premier p), muni d’un en-
domorphisme de Frobenius F': G — G lui conférant une structure rationnelle
sur [Fg, et soit G¥' le groupe des points rationnels de G (GF est un groupe fini
“de type de Lie”). Soit £ un nombre premier différent de p et bon pour G. On
suppose en outre que ¢ satisfait certaines conditions techniques : ¢ ne divise ni
(Z(G)/Z°(G))F| ni |(Z(G*)/Z°(G*))F"| (ot G* est le dual “de Langlands”
de G pris sur le méme corps F,), et si GF possede une composante de type
3Dy, alors £ # 3.

Le but de cet article est de classifier les {-blocs unipotents a groupes de
défaut abéliens de G, et de démontrer dans ce cas la validité de la conjecture
générale faite dans [Brl] : si e est un /-bloc de G & groupe de défaut abélien
D, et si (D, f) est une e-sous-paire maximale de G¥, les blocs e de GF
et f de Ngr(D, f) sont isotypiques. Chemin faisant, nous démontrons un

1991 Mathematics Subject Classification. 20, 20G.

S. M. F.
Astérisque 212* (1993)

93



M. BROUE, . MICHEL

résultat plus général concernant les m—blocs de GF (ot 7 est un ensemble
de nombres premiers £ possédant en particulier les propriétés ci-dessus). La
partie concernant la classification des blocs a déja été obtenue par [CaEn] par
d’autres méthodes.

Dans [BMM)], des résultats analogues sont démontrés sous I’hypothése plus
forte que £ est “grand” (i.e., essentiellement, £ ne divise pas l’ordre du groupe
de Weyl de G). Dans ce cas, ces résultats sont obtenus comme application
des “méthodes génériques” de [BMM]. Pour les étendre au cas des petits
nombres premiers (non génériques) nous devons développer ici des techniques
combinant certaines méthodes de [BMM] avec celles de [BrMi].

Si £ # p, les conditions sur £ énoncées ci-dessus sont automatiquement
vérifiées si les ¢-sous-groupes de Sylow de G sont abéliens ([En]), donc nous
avons en particulier :

Théoréme. Si un {-sous-groupe de Sylow D de GF est abélien, les ¢-blocs
principaux de G¥ et de Ngr (D) sont isotypiques.

1. ENSEMBLES DE NOMBRES PREMIERS, T—SERIES

Dans ce premier paragraphe, nous introduisons les principales notations,
et nous redémontrons, en les améliorant, les principaux résultats de [BrMi].
Nous déterminons les principales propriétés des nombres premiers considérés
par la suite.

Les notations suivantes sont en vigueur dans la suite : G est un groupe
algébrique réductif connexe sur une cléture algébrique Fq d’un corps fini F,
de caractéristique p, muni d’une structure rationnelle sur ;. Nous notons
F: G — G l’endomorphisme de Frobenius correspondant, et GF' le groupe
des points rationnels de G. Nous appelons “sous—groupe de Levi de G” un
sous—groupe de Levi d’un sous—groupe parabolique de G, et, si L est rationnel,
nous notons RE (resp. *RE) le foncteur d’induction (resp. de restriction) de
Deligne-Lusztig (cf. par exemple [DiMi]) associé.

1.A. Généralités.

Soit m un ensemble de nombres premiers ne contenant pas p, et soit 7’ son
complémentaire dans ’ensemble de tous les nombres premiers. Si n est un
nombre entier, nous notons n, le plus grand diviseur de n produit d’éléments
de 7.

1.1. Définition. Soit a,cr;,p la fonction centrale sur GF définie par

8 (g) = |GF|, sig est un 7’'-élément,
i 0 sinon.
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1l est clair que a,cﬁp(g) ne dépend que de la partie semi-simple de g.
Les faits suivants résultent de [BrMi], 2.5 :

(1.2)
(1) Si L est un sous-groupe de Levi F-stable de G et v (resp. A) une
fonction centrale sur G¥ (resp. LY), on a

*RE (08" v) = deg(RE (1))x0% *RE (7)
et
o8  RE()) = deg(RE (1)) RE (o N)

(2) o,cf,F est uniforme, et

GF _ deg(RF())r na oI
7= L Twge(m )

o
[T](;F
otl la somme porte sur un systéme de représentants des classes de G -

conjugaison de tores maximaux F-stables de G, et ou Wgr(T) =
Ngr(T)/T.

Remarque. Avec nos conventions, la m—partie d’un entier est toujours positive.
En particulier

deg(RE (1))x deg(RE (1)) = eger deg(RE (1)),
ol g = (_l)IFq—rang semi-simple de G'
On a O'I,F = Y0, ou @ parcourt I’ensemble des caractéres de T dont
I'ordre est un m—entier. Si on note Uf la projection d’une fonction centrale f
sur le sous—espace des fonctions centrales engendré par les caractéres unipo-

tents, on en déduit :

P L deg(RE (1))r pa
(13) U ! "‘['I%G:F IWGF(T)I R’I‘(l)

Conformément & I’usage, nous notons £(GF, (s)) la “série de Lusztig” as-
sociée & la classe de conjugaison d’un élément semi-simple s € G*F" et nous
posons £,(GF,1) := Use(a+r*), E(GF,(s)) (cf. [BrMi]). Nous notons prS”
la projection de 1’espace des fonctions centrales sur G¥ sur le sous—espace
engendré par les éléments de £,(GF, 1), et nous posons

F F F
Regy :=pr¥ Reg® = Y  x(1)x.
XGS,,(GF,I)

Notons que UReng =U RegGF.
La deuxiéme assertion de la proposition suivante a déja été démontrée dans
[BrMi].
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1.4. Proposition.
deg RG(].) F
1 Reng = —2- T RG(RegT ),
( ) i E[’FI"]GF |W€‘F(T)| T( Ex )
(2) RegS =08 D(Uafu{p}) , ou D désigne la dualité de Curtis—Alvis—
Kawanaka.

Preuve. -
On obtient (1) en appliquant pr& & la formule

degRG(l) F
Reg®' = E —2 T L RS (RegT ),
& War (T)] T(Reg™ )
[T](;F'

car
F F F F
prS" (R (RegT")) = RE(prT" (Reg™ )) = R$(Regr ) .

(2) Par 1.3, on voit que

F de RG 1 '
G _ Z g(RT(1)~ Ha
[Tlgr

Multipliant les deux membres de 1.3 par 0’$F et utilisant 1.2, (1), ainsi que
'égalité D(RS (1)) = egeTR$ (1), on obtient le résultat. O

Comme dans [BrMi|, on déduit de 1.4, (2), que RegSF est le caractére
régulier associé & un m-idempotent central de QG¥, que I’on désigne par

GF
ex .

1.B. Cas ou 7 est formé de bons nombres premiers.

Supposons maintenant que 7 ne contient que des nombres premiers bons
pour G. Pour tout 7—sous-groupe abélien S de GF, le groupe C&(S) est alors
un sous—groupe de Levi F-stable de G (¢f. par exemple [GeHi], 2.1).

1.6. Définition. On appelle sous—groupes de Levi n—déployés de G les cen-
tralisateurs connexes des m-sous-groupes abéliens de G

Un groupe M est un sous—groupe de Levi 7-déployé de G si et seulement
si il existe un tore maximal F-stable T de G tel que M = C&(TE), ot on a
noté T un m-sous-groupe de Sylow de TF,

1.7. Définition.

(1) Un tore maximal F-stable T de G est dit m—anisotrope si le T—sous-
groupe de Sylow TE de T¥ est contenu dans Z°(G)¥. Nous notons
T.(G) I’ensemble de tous les tores maximaux w—anisotropes de G.
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(2) Pour toute fonction centrale uniforme ¢ sur G¥, soit c(¢) la “pro-
jection m—cuspidale” de 1, définie par

W)= Y e RECRE W)

[TGTW(G)]GF

Dans tout ce qui suit, les symboles “=gr, <gr, CgF, XgF”, représentent
les symboles “=, <, C, ” modulo G¥-conjugaison.
L’analogue suivant du lemme [BMM], 2.14, nous sera utile.

1.8. Lemme. Soit ¢ une fonction sur I’ensemble de tous les tores maximaux
F-stables de G, invariante par G¥ -conjugaison. Soit M un sous—groupe de
Levi w—-déployé de G. Alors

oy 1 ¢(T)
2 *Q(T)—IWGF(M)I 2 [Wwmr(T)|

[T;TE=grZo(M)F]oF [TETR(M)IF

Preuve. 11 suffit de suivre la preuve de [BMM], lemme 2.14, en remplagant d
par 7. O

Comme dans [BMM], §2.C, on note AbIrr(G%') le groupe des caractéres
du groupe abélien G¥/[G,G]F (vus comme caracteres de GF), et on note
Ab, Irr(GF) le sous-groupe des éléments dont 1’ordre est un 7-entier. On
pose

Ab, Reg(GF) := o6,
0€Ab, Irr(GF)

1.9. Proposition.

| . leg RS (1
(1) RC?,‘Sf = Z (—O—_g——l\i(—)]?ﬁ(:\b,, chMFc,,(URegMF)).
—  [Wgr(M)|
[M m déployé]gr
. F leg R (1) F
9) URegS = 8 IMLY BG (¢ (URegM")).

[M n-déployé]g

Preuve. La démonstration ressemble a celle de [BMM], 2.16, 2.33. Regroupant
les tores dans la formule 1.4, (1), pour Regfp, selon la classe de G F-conjugai-
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son de T, et appliquant 1.8 a chaque regroupement, nous obtenons

F 1 deg RS (1) F
RS = 3 — L __ Yy deg R (1) pe (Reg™™)
wo War (D o TWaer (T)

deg RS (1) o deg RM(1) F
> M Y e RY (Regl )
iee Ver ML e VM (T)]

deg R(1) oG (. (Re
~ Tiar (] M (xR )

M]

ou chacune des sommes porte sur des représentants des G¥-classes de sous-
groupes de Levi m-déployés. (1) est alors conséquence de ’analogue suivant

de [BMM], 2.34.

1.10. Lemme.

c,(Reng) = Ab, RegGFc,r(URegGF) .

Preuve de 1.10. D’apres 1.4, (1), et 1.7, (2), on voit que

F deg RG(1 F
ce(Reg )= TWL%T)IRg(Regf )
[TeT+(G)lgr ' &
F degR 1 F
cx(URegC® ) = Z Wa p(é‘))lRT(lT )-
[TeTw(G)]GF

11 suffit donc de démontrer que, pour tout T € 7,(G), on a RS (Regr ) =
Ab, Reg® R% (1T"). Puisque la fonction Ab, Reg® G" est “p-constante” (cf.
[BrMi], 2.5), on a Ab, Reg® RG(1T") = RS (ResSr (Ab, Reg®" ). 1l suffit
donc de vérifier que

*) Res.(;f: (Ab, RegGF) = Reg',I,‘F

La fonction Res%ij (Ab, RegGF) est la fonction sur T qui prend la valeur
|GF/[G, G]F|x sur les éléments ¢t € T dont I'image modulo [G, G]¥ est un
élément m—régulier, et la valeur 0 sur les autres éléments de TF.

Le groupe G¥ /[G, G]¥ est un quotient de TF (cf. par exemple [BMM], §2)
et |GF/[G,G]F| =|Z°(G)F|. Comme, par hypothése sur TF, on a |T¥|, =
|Z°(G)F|x, donc |TF|, = |GF/[G, G]F|., on voit que TF N[G, G]¥ est un
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n’—groupe. Il en résulte que la fonction Resgi (Abg RegGF) est aussi celle qui
prend la valeur |TF|, sur les éléments m-réguliers de T et la valeur O sur les
éléments m-singuliers de TF. Ceci prouve bien 1’égalité (*). O

La preuve de (2) est identique, en partant cette fois de la formule 1.3. O

Remarque. La démonstration de 1.10 ci-dessus montre que s’il existe des tores
m—anisotropes, alors Z([G, G])¥ est un m’'—groupe. Cette hypothése est préci-
sément celle de la proposition 1.19, (1), ci-dessous.

1.C. Nombres premiers F—excellents.
Pour des raisons qui apparaitront plus loin (voir par exemple 1.15 et 1.16),

nous devons imposer quelques restrictions sur les ensembles de nombres pre-
miers que nous utilisons (comparer avec [GeHi], 2.3, et aussi avec [CaEn]).

1.11. Définition. Un nombre premier ¢ est dit (G, F')—excellent si et seule-
ment si

(1) £ est bon pour G,

(2) £#p,

(3) £ ne divise ni |(Z(G)/Z°(G))F| ni |(Z(G*)/Z°(G*))F"|,

(4) € n’est pas égal 4 3, si G posséde une composante de type 3Dy.

Les nombres premiers “grands” (“génériques”) de [BMM], §5, vérifient ces
conditions :

1.12. Proposition. Si ¢ # p et £{|W]| alors £ est (G, F)—excellent.

Preuve. Puisque les mauvais nombres premiers divisent |W/|, et que 3 divise
I'ordre du groupe de Weyl de Dy, nous devons juste vérifier la condition (3).

Suivant les notations de [BMM], on note R le systéme de racines de G,
sous-ensemble du groupe des caractéres X de T, et RY le systéeme dual, sous-
ensemble du groupe des co-caracteres Y de T. De plus, on note Q(R) (resp.
Q(RY)) le Z-sous-module de X (resp. de Y') engendré par R (resp. par RY),
et P(R) le dual de Q(RY) dans Q ® X.

Le groupe des caractéres de Z(G)/Z°(G) est isomorphe au sous-groupe
de p'-torsion de X/Q(R). Puisque le sous-groupe de torsion de X/Q(R), a
savoir le groupe Q(R)*+ /Q(R), est un sous-groupe de P(R)/Q(R), il suffit de
vérifier que |P(R)/Q(R)| et |[P(RY)/Q(R")| (ce dernier doit étre considéré afin
d’obtenir le résultat pour G*) divisent |W|. Mais, par définition, |P(R)/Q(R)|
est 'indice de connexion fr de R, et fp = frv divise [W| par [Bou], ch. VI,
§2, Prop.7. 0O

La propriété suivante de I’excellence est fondamentale (elle a déja été ob-
servée par [CaEn], 1.2).
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1.13. Proposition. Soit L un sous-groupe de Levi F—stable de G. Si { est
(G, F)-excellent, il est aussi (L, F)-excellent.

Preuve. A nouveau, seule la condition (3) demande une vérification. D’aprés
[GeHi), 2.4, le groupe H(F, Z(L)/Z°(L)) est isomorphe & un facteur direct
de HY(F,Z(G)/Z°(G)). Ceci donne le résultat car pour tout groupe fini A
muni d’un automorphisme F' nous avons une suite exacte

1 , AF , o4 21

» A » HY(F,A) —— 1

ce qui montre que |H(F,Z(G)/Z°(G))| = [(Z(G)/Z°(G))F|. 1l en est de
meéme pour L. O

Nous avons besoin de certains concepts définis dans [BrMa] et [BMM]. Soit
T un tore sur F,, défini sur F,. L’endomorphisme de Frobenius associé induit
sur Y ('T) un opérateur de la forme g¢ ou ¢ est un endomorphisme d’ordre fini.
Nous appelons tore générique la donnée T = (X (T),Y(T), ¢). On note |T| le
polynome caractéristique de ¢; cette notation est “justifiée” par le fait que
|TF| = |T|(¢). Etant donné un entier d, on appelle ®4-groupe un tore F-stable
tel que |T| soit une puissance de ®, (le d-ieme polynome cyclotomique). Un
tore F-stable T posséde un unique ®4-sous-groupe maximal, appelé & 4-sous-
groupe de Sylow de T. Nous appelons d-déployés les sous-groupes de Levi de
G qui sont centralisateurs de ®,-sous-groupes.

1.14. Définition. Soit S un tore F-stable, et soit d € N. Un nombre premier
¢ est dit (S, F,d)-adapté si |S¥|e = |(Sa)F|e (i.e., si le £-sous-groupe de Sylow
de ST est contenu dans le ®4-sous-groupe de Sylow de S).

Soit T un tore maximal F-stable de G, et § € Irr(TF). Nous notons G(T, 6)
(c¢f. [BMM], 2.C) le groupe engendré par T ainsi que par les sous-groupes
radiciels U, (relatifs a T') tels que (a") = 1.

1.15. Proposition. Soit L un sous-groupe de Levi F-stable de G. Soit
un ensemble de nombres premiers (G, F')-excellents et (Z°(L)/Z°(G), F, d)-
adaptés.
(1) Soit S un m-sous-groupe de (Z°(L))¥. Alors C&(S) est un sous-groupe
de Levi d—déployé de G.
(2) Soit 6 un r-caractére de (L/[L,L])¥, et soit T un tore maximal F-
stable de L. Alors G(T, ) est un sous-groupe de Levi d—déployé de
G.

Preuve. (1) Comme tout élément de 7 est bon pour G, le groupe C&(S) est
un sous-groupe de Levi de G (cf. par exemple [GeHi], 2.1); on a S C C&(S)
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puisque C&(S) D L D S, et, comme tout élément 7 est encore (C&(S), F)-
excellent par 1.13, on a S C Z°(C&(S)). Puisque Z°(C&(S)) C Z°(L) (car
C&(S) D L), 7 est encore d-adapté a Z°(C&(S))/Z°(G). 1l en résulte que
le quotient (Z°(C&(S)))¥/(S¥.(Z°(G))F) est un n'-groupe, si S est le B4-
sous-groupe de Sylow de Z°(C&(S)), donc S est contenu dans S.Z°(G). Donc
nous avons C&(S) = C&(S), ce qui montre que C&(S) est un sous-groupe de
Levi d-déployé de G.

(2) La seconde assertion résulte de la premiére appliquée dans le groupe G*,
ce qui est possible car les nombres premiers (G, F')-excellents sont (G*, F*)-
excellents, et Z°(G) et Z°(G*) (resp. Z°(L) et Z°(L*)) ont le méme ordre
générique.

g

Le résultat technique suivant sera utilisé au §2 pour la description des blocs
a (-défaut abélien de G¥. Si L est un sous-groupe de Levi F-stable de G, et
A € Irr(LT), nous posons Wgr(L,A) = Ngr (L, \)/LF.

1.16. Proposition. Soit L un sous-groupe de Levi F-stable de G, et soit
¢ un nombre premier bon pour G et ne divisant pas |Wgr (L, A)| pour une
certaine représentation unipotente A de L¥. Si £ = 3, supposons de plus
que G¥ n’a pas de composante de type 3D,. Alors il existe d tel que £ soit
(Z°(L)/Z°(G), F, d)-adapté.

Preuve. Pour démontrer la proposition, on peut supposer G adjoint. En effet,
si L’ est I'image de L dans G.q, alors Z°(L)/Z°(G) et Z°(L’) ont le méme
ordre générique. Le caractére A, étant unipotent, se factorise a travers un
caractere unipotent )’ de GF| et War, (L', X) = War (L, A).

Nous supposons donc G adjoint. Comme un groupe adjoint est un produit
de restrictions de scalaires de groupes simples, G est un produit de groupes
de la forme (Gga), Fi(a)) (restriction de scalaires de Fga a Fy de (G, F})), et
(L, \) est un produit de (Lﬁ“),)\ﬁ“)). Comme (Lga))F =L et

W 0@ (L)) = Ware (Li, M),

on peut, quitte a remplacer (Gﬁa),ﬂ(“),LE“),,\g“)) par (G, F#,L;, )\;), sup-
poser que G est un produit de groupes simples, chacun stable par F.

Nous utilisons maintenant le lemme suivant, qui apparait déja dans [Ge],
3.1.

1.17. Lemme. Si T = (X,Y, $) est un tore générique, et (T, F) est le tore
algébrique correspondant pour un certain choix de q, alors un nombre premier
¢ qui ne divise pas I’ordre de ¢ est (T, F)-adapté.
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Preuve de 1.17. Soit |T| = [];_, ®’ l'ordre polynémial de T. Comme c’est le
polyndme caractéristique de ¢ sur Y, 'ordre de ¢ est le p.p.c.m. des ordres
(comme racines de I'unité) des racines des ®g4,, qui est le p.p.c.m. des d;. Par
ailleurs, si £ n’est pas (T, F')-adapté, il divise deux des facteurs cyclotomiques,
disons ®4(q) et ®4/(g). Il divise alors (c¢f. par exemple [BrMa], appendice 2,
(3)) le p.p.c.m. de d et d’, donc il divise 'ordre de ¢, d’oli le lemme. O

Le paragraphe qui suit utilise librement concepts et notations de [BMM].
Supposons que (G, Ty, F) est un triple associé au groupe générique G =
((X,R,Y,RY),W¢), ou T, est choisi quasi-déployé, i.e., tel qu’il existe un
sous-groupe de Borel F-stable B contenant Ty. Supposons aussi que L est as-
sociéa L = ((X,R',Y,R"Y), WLw¢). On peut identifier Wgr (L, \) & Wg(L, A)
ou A € Uch(G) est tel que pi‘F = X (voir [BMM], 1.26). Soit R* le systéme
de racines positives correspondant au choix de B. Nous avons alors une dé-
composition en produit semi-direct Nwg (L, A) = Wi, x W’ o W’ ~ Wg(L, A)
est formé des v € Ny, (L, A) tels que v(R'?) = R'*. Nous pouvons supposer
que, dans la classe Wi, w¢ qui définit L, w a été choisi tel que wo(R't) = R'*.
Soit 6 l'ordre de ¢ : on a (w¢)® € Nwe (L, A), et, puisqu’il vérifie encore
(wp)®(R'*) = R'*, on a méme (w¢)® € W’'. Donc, par I’hypothése de la
proposition, £ ne divise pas ’ordre de (w¢)®.

Si £ ne divise pas 8, alors £ ne divise pas ’ordre de w¢, et par le lemme
1.17 on obtient qu’il existe d tel que £ soit (T, F,d)-adapté ou T est un tore
maximal de L correspondant au tore générique (X,Y,w¢). Ceci implique en
particulier que £ est (Z°(L), F, d)-adapté, d’ou la proposition dans ce cas.

Supposons maintenant que £ divise §. Comme nous avons choisi Ty quasi-
déployé, ¢ est un automorphisme du diagramme, d’ordre 2 ou 3 sur chaque
composante non-déployée G; de G puisqu’elles sont simples et F—stables. Donc
£ =2 ou ¢ = 3. On voit méme, puisque nous avons supposé £ bon pour G, et
exclu les composantes de type 3D, pour £ = 3, que § = £ = 2 et que toute
composante non-déployée de G est de type A,. Soit G; une telle compo-
sante. Alors G; est déployé et, puisque WG'__ (L7, 0% (X)) = We, (Li, As) (cf.
[BMM], 3.3, pour la définition de o) nous savons, en appliquant le résultat
déja démontré pour 6 = 1 dans G;”, que 2 divise au plus un des facteurs cyclo-
tomiques de |Rad(L;)|(¢) = £|Rad(L;)|(—q). Ceci donne le résultat puisque
®4(q) = ®4(—q) (mod 2). O

Remarque. Soit G un groupe de type 3Dy, et prenons (L, \) = (T, 1) oq,
e sig=1 (mod 3), T est un tore maximal tel que
IT| = (2* + 2+ 1)(z — 1)(z + 1)
e et si ¢ = —1 (mod 3), T est un tore maximal tel que
IT| = (2?2 —z+1)(z+ 1)(z-1).
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Alors 3 n’est pas (T, F,d)-adapté pour ces tores, mais, ces deux tores ont un
groupe de Weyl Wgr (T, 1) isomorphe & (Z/2Z)? (cf. [DeMi]) : ceci montre
que D’exclusion du type 3D, dans I’énoncé de la proposition est nécessaire.
1.18. Proposition.

(1) Soit ™ un ensemble de nombres premiers différents de p, et ne divisant
pas l'ordre de (Z(G*)/Z°(G*))F", et soit s un w-élément de G¥. Alors
Ca(s)f =Cg(s)F.

(2) Soit m un ensemble de nombres premiers bons pour G et ne divisant
pas lordre de (Z(G)/Z°(G))F. Soit T un tore maximal F-stable de
G et soit 8 € Irr(TF),. Alors Ngr(T,8) C G(T,0).

Preuve. Le (1) est dans [GeHi], 2.5 (voir aussi [CaEn], 4.4, (i)). Le (2) se
déduit de (1) appliqué dans G* en utilisant le fait que, si (T*,s) est dual de
(T, ), alors, puisque m ne contient que des nombres premiers bons pour G,
le groupe G(T, ) est dual de Cg&.(s). O

Le résultat suivant sera utilisé au paragraphe 3 pour la description des
isotypies.

1.19. Proposition.

(1) Soit 7 un ensemble de nombres premiers dont aucun ne divise ’ordre
de Z([G,G])F. Alors la restriction de G¥ & Z°(G)E induit un iso-
morphisme

Ab, Irr(GF) 5 Irr(2°(G)E).

(2) Soit L un sous-groupe de Levi F-stable de G, soit T un tore maximal

de L, soit m un ensemble de nombres premiers (G, F')-excellents et
dont aucun ne divise Z([L,L])¥. Soit § € Ab, Irr(LF), soient 61 la
restriction de 6 & TF et 07 sa restriction a Z°(L)E. Alors

NGF (L, 9Z) = NGF(T,OT)(L)

Preuve. (1) La suite exacte :
0—-Z([G,G)nZ°(G) - Z2°(G) —» G/|G,G] — 0
donne la suite exacte de cohomologie galoisienne

0—(Z([G,G]) N 2°(G))" — (2°(G))F
- (G/[G,G)F - HY(F, Z([G,G]) N Z°(G)) = 0

et par hypothese, les termes extrémes sont des 7’-groupes, d’oui I’assertion (1).
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(2) Sous les hypotheses de ’énoncé, G(T, f) est le plus grand sous-groupe
de Levi F-stable M contenant L tel que O soit la restriction d’un caractéere
de AbIrr(MT). De plus, si T’ est un autre tore maximal rationnel de L, on a
G(T,0r) = G(T',01). On peut donc supposer que 1’on a choisi pour T un
tore quasi-déployé de L. Deux tores quasi-déployés étant conjugués sous L¥ on
peut alors trouver des représentants de Ngr(L,8z)/LY dans Ngr(L,T) (et
par (1) ces représentants sont dans Ngr(L,T,6) donc dans Ngr(L,T,01))
d’ou N(;F(L,OZ) = NgF(T, 0T,L).LF ce qui est éga.l a NG(T,GT)F(L) par
1.19, (1). O

2. BLOCS UNIPOTENTS A GROUPES DE DEFAUT ABELIENS

2.A. Conditions nécessaires.

Nous analysons la structure des paires maximales des £-blocs unipotents
de GF 4 groupe de défaut abélien, quand ¢ est (G, F)-excellent.

Soit £ un nombre premier excellent pour (G, F'). Soit K une extension finie
du corps des nombres ¢-adiques Q, “assez grosse” pour G, et soit O son
anneau d’entiers, extension finie de I’anneau des entiers {—adiques Z,.

Soit e un bloc unipotent de OGF, i.e., un idempotent primitif central de
OGF tel que eefp = e, ol efp est I'idempotent central correspondant a
E(GF,1) (cf. §1). Soit D un groupe de défaut de e, supposé abélien. Posons
L := C&(D). Puisque £ est bon, c’est un sous-groupe de Levi (F-stable) de G,
et on a méme (cf. ci-dessus 1.17, (2)) L¥ = Cgr(D). Soit f un ¢-bloc de L¥
tel que Brp(e).f = f, ou Brp désigne le morphisme de Brauer (en d’autres
termes, f est une “racine” de e, ou (D, f) est une “sous-paire de Sylow” de
e). Soit X le caractére canonique de L dans f.

2.1. Théoréme.

(1) D est £—sous-groupe de Sylow de Z(LF), et D C Z°(L)F.

(2) X est un caractére de {-défaut zéro de LY /D, i.e., deg(\)e = |LE|e .

(3) Ngr(D,A) = Ngr(L,)), et £4|Wgr(L, )| .

(4) X est un caractére unipotent de L et il est I'unique caractére unipo-
tent de LY dans le bloc f .

(5) £412([L, LI7)]

(6) II existe un entier d tel que £ | ®4(q) et (L, A) est une paire d-cuspidale
de G. L’entier d est uniquement déterminé si L est un sous-groupe

propre de G, et alors £ est (Z°(L)/Z°(G), F, d)-adapté.
Remarque. Le groupe GL;5(13) a un caracteére unipotent de 7-défaut 0, qui

est a la fois 2-cuspidal et 14-cuspidal. Nous voyons donc que l'unicité de d
dans assertion (6) impose que L soit propre.
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Preyve.

Les trois premiéres assertions sont des résultats classiques de la théorie des
blocs ('inclusion D C Z°(L)¥ vient de I’excellence de £).

Pour démontrer (4), nous vérifions d’abord que le bloc f est unipotent,

o F
i.e., que fe%’p = f. Par itération de la formule Br<,,.>(e£GF) = ef"(z) (¢cf.

[BrMi], 3.2), ot = désigne un ¢—¢élément de G, on déduit BrD(e?F) = e?p.
11 suffit alors d’appliquer le morphisme de Brauer Brp a I’égalité eefp =e
pour obtenir que tous les constituants de Brp(e) (et donc en particulier f)
sont unipotents.

Le lemme suivant résulte immédiatement de [Hi], 3.1.

2.2. Lemme (G. Hif8). Tout bloc unipotent contient un caractére unipotent.

Comme ) est I'unique caractére de f qui est trivial sur D, et comme tout
caractére unipotent de L est trivial sur Z(L¥'), on en déduit ’assertion (4).

Pour démontrér (5) notons que, puisque A est unipotent, sa restriction a
[L,L]¥ est encore un caractére irréductible. Mais |[L,L]¥| = |(L/Z(L))¥| =
|LF/Z(L)F|.|H'(F, Z(L))|, donc (deg))e = |[L,L]¥|. Ainsi X est un carac-
tere de ¢-défaut 0 de [L, L]¥, ce qui implique que ce groupe n’a pas de ¢-sous-
groupe central non trivial et démontre (5).

Démontrons (6). Supposons d’abord que L # G. Il existe alors d € N tel
que ®, divise 'ordre générique de Z°(L)/Z°(G) et £ | ®4(gq). Comme £ ne
divise pas |[Wgr (L, A)|, il résulte de 1.16 que d est uniquement déterminé par
ces conditions. En d’autres termes, £ est (Z°(L)/Z°(G), F,d)-adapté. Nous
obtenons alors par 1.15, (i), que L est d-déployé.

Nous notons Deg(y) le degré générique d’un caractére unipotent de G
Ainsi, on a Deg(y) € Q[z], et deg(y) = 7(1) = Deg(y)(q). Il existe un produit ¢
de mauvais nombres premiers pour L tel que c.Deg()) € Z[z] soit un polynéme

unitaire (cf. par exemple, [BMM], 1.32). Donc Z]l)l[eig(l/\—) est un produit de

polynomes cyclotomiques multiplié par une puissance de x, dont la valeur en
q n’est pas divisible par £. Comme ¢ divise ®4, on voit que les contributions
du polyndéme cyclotomique ®4 a Deg()) et a |Lg| sont égales, ce qui prouve
que A est d-cuspidal par [BMM], 2.9, et achéve la démonstration de 2.1. O

Remarque. Notons que, si L = G, la preuve ci-dessus montre que A est un
caracteére d-cuspidal de GF pour tout d tel que £ | ®4(q) et @4 | |G-

2.B. Les m—blocs unipotents “a groupe de défaut abélien”.

Dans ce paragraphe, pour certains ensembles m de nombres premiers, nous
définissons des sous-ensembles de la m-série £,(G¥,1) dont nous montrons
qu’ils correspondent & des m-idempotents de ZQGF, et pour = = {¢} qu'’ils
correspondent aux {—blocs de défaut abélien de GF.
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Les notations et hypothéses suivantes seront en vigueur dans toute la suite
de ce paragraphe :

(Hd) (L, A) est une paire d-cuspidale de G.
(H7rl) = est un ensemble de nombres premiers (G, F)-excellents.
(Hn2) Pour tous £ € 7, L = Ca(Z°(L){).
(Hr3) deg(\)r = |LE|..
(Hr4) Wgr(L,A) est un 7’'-groupe.
(Hdr) m est (Z°(L)/Z°(G), F,d)-adapté.
Remarque. Si 7 est formé d’un seul nombre premier (G¥', F)-excellent ¢, nous
avons vu (cf. 2.1) que les hypothéses ci-dessus scat satisfaites pour un choix
convenable de (L, ) si G possede un f-bloc & groupe de défaut abélien.

Notations.
e Dorénavant, nous supposons choisi un tore maximal F-stable Ty de L.
e Soit £ € 7. Nous notons ez"(FL,A) le ~idempotent primitif de ZQL¥ défini

par A. Ainsi e%‘,(FL,A) est un ¢-bloc de L de groupe de défaut Z°(L){ .

o Nous notons eg(iy)‘) ’'unique bloc de G¥ correspondant & C?FL A bar la

correspondance de Brauer — en d’autres termes, utilisant les notations de
[AlBr], on a

F 0 F
({1}, efp5) € (Z°(L)] , ef Ly -

Comme Ngr(Z°(L)f, ek (y 1)) = Nar(L,)) et £ ne divise pas [Wgr (L, )|,
il résulte du “first main theorem” de Brauer (cf. par exemple [AlBr]) que
(Z°(L)F, esz’ /\)) est une eg&’ »)~Sous-paire maximale. En particulier,

(2.3) Z°(L)} est un groupe de défaut de eE(FL’)\).

Nous allons donner entre autres (voir 2.8 ci-dessous) une description comp-
\ ; F ,
lete des caracteres de GF dans ef(L A)s €D démontrant que ce sont exactement

les caracteéres de £(GF, 1) qui sont “au-dessus de (L, \)”. Nous procédons en
plusieurs étapes.

Etude de E(GF,1,(L,N)).
Soit £(G¥,1,(L,))) 'ensembles des caractéres unipotents v de G tels
que (7, RE(\))gr # 0. Nous notons Irr(GF, eg(i, ») Vensemble des caractéres

irréductibles de G¥ dans eg(FL’ Y

2.4. Lemme. £(GF,1,(L, ) C I(GF,efy ).
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Preuve. Elle se fait par récurrence sur |GF : LF|. Si GF = L¥, 2.4 est
trivial. Sinon il existe z € Z°(L)}, = ¢ Z(GF). Soit G(z) := C&(z) et
GF(z) := G(z)¥. Par récurrence, 2.4 est vrai si on remplace G par G(z).

Soit v € £(GF,1,(L,)). Par la formule “of Curtis—type” écrite comme
dans [Br2], 4.3, on a

dec?'S" (7) = dec?® @ (*RG s (7)) -

Comme, par [BMM], 4.5, le caractére *Rg( 2) () appartient au Z-module libre
engendré par U(L',A')=GF(L,A) E(GF(z),1,(L',N)) (o (L', \') parcourt 1’en-
semble des paires de G(z) qui sont GF-conjuguées a (L, ))), nous voyons
que
dec;(meZ ) &6F@),1,W,X),
(lek')=GF(L’A)

et, par I’hypothese de récurrence :

,G = GF
dec;®(mMeZ |J  Im(GF(),eg (%)
(L,v’\,)=GF(L7’\)
Comme (<z>, e?(L(,I))‘,)) 2 ({l},eE(FL,A)) pour tous (L', \) =gr (L, ), pour
démontrer 2.4 il suffit maintenant (d’apres le “second main theorem” de

Brauer) de vérifier que deC;’GF('y) # 0.
Appliquant encore la formule “of Curtis-type” ([Br2], 4.3) nous obtenons

T GF z,LF &
"Ry (decy S (7)) = dec;™ ("RE (7)),
et il suffit de voir que decf‘LF(*RE (7)) # 0. Comme, par [BMM], 3.15,

*RE(y) = (v,RE (V) > AY
weWgF(L)/Wgr(L,A)

z, LY

il suffit de vérifier que dec,”™ (X) # 0. Mais, puisque A est unipotent (donc

trivial sur Z°(L)¥) et est de défaut nul, nous avons decf’LF(A) =X 0O

La caractérisation suivante des groupes de défaut abéliens est I’analogue de
[BMM], 4.8. Noter que, dans le cas ot 7 = {¢}, elle fournit une caractérisation
du groupe de défaut en termes de 'application de Deligne-Lusztig RS (une
telle caractérisation nous a été suggérée par G. Hif}).
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2.5. Proposition. Soit v € £(G¥,1,(L,\)). Si T est un tore maximal F-
stable G, et si (RS (1),v)gr # 0, alors le —sous-groupe de Hall TE de T¥ est
GF-conjugué & un sous-groupe de Z°(L)¥. De plus, il existe un tore maximal
F-stable T tel que (RS (1),7)gr # 0 et TE = Z°(L)E.

Preuve.
e Supposons que (7, R€(1))gr # 0, et soit z € T pour un certain £ € 7.
Par la formule “of Curtis-type” on a :

+ pC (z z,GF 2, TF /&
R dect® (1) = dec?™ ("R$(7)),

donc en particulier decf’GF (7) # 0 puisque *RS(y) = (RS(1),7)gr-17F et
decf’TF(lTp) # 0. Ceci implique que z est G¥-conjugué & un élément du
groupe de défaut du ¢-bloc de v, qui par 2.4 est Z°(L)F.

Montrons maintenant la premiere partie de la proposition par récurrence
sur dim G. Si TY ¢ Z°(G)¥, il n’y a rien & démontrer. Sinon, il existe £ € w
et z € T{ — Z°(G)F. Par le raisonnement ci-dessus, z est G-conjugué a un
z' € Z°(L)F; et cette conjugaison envoie T sur un certain tore maximal T’ de
M := C%(z'). Comme 7 est (Z°(L)/Z°(G), F, d)-adapté, il résulte de 1.15, (i),
que M est un sous-groupe de Levi d-déployé de G. Comme (RS, (1),7)gr =
(RS (1),7)gr # 0, il s’ensuit qu'il existe p € E(MF, 1) tel que *R¥i(p) # 0
et (M, ) < (G,7v) (cette derniére relation exprime que (R$G;(11),v)gr # 0,
cf.[BMM], 3.1). Soit (L', ') une paire d-cuspidale telle que (L', \) < (M, p).
Alors (L, )') est GF-conjugué a (L, \), et, par ’hypothése de récurrence nous
avons

T, <mr Z°(L") et Z°%L')=gr Z°(L),

d’ou la premieére partie de la proposition.

e Pour tout tore maximal F-stable T de L tel que (\, R%:(1)) # 0, par
[BMM], 1.38, on voit que (deg)), divise |L¥ : TF|,. Comme (deg)), =
|LE|x, on voit que TE < Z°(L), d’ot T = Z°(L),. O

Le résultat suivant montre que les sous-groupes “m—locaux” utilisés dans
notre contexte sont, comme dans [BMM], des groupes d-déployés.

2.6. Lemme. Un sous-groupe de Levi de G contenant L est m-déployé si et
seulement si il est d-déployé.

Preuve. Un sous-groupe de Levi M w-déployé contenant L est le centralisateur
connexe d’un 7-sous-groupe de Z(L)¥. Ce m-sous-groupe est nécessairement
dans Z°(L)¥ puisque 7 est (G, F)-excellent (donc (L, F)-excellent). Par 1.15
et d’apres ’hypothese (Hdw), M est d-déployé.
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Réciproquement, si M D L est d-déployé, alors M est le centralisateur de
la w-partie de son centre. En effet, soit M’ le centralisateur de la 7-partie du
centre de M'. Par ce qui préceéde, M’ est d-déployé. Si M’ contient strictement
M, la d-partie du centre de M’ est strictement plus petite que la d-partie du
centre de M, et de (Hdw) il résulte qu’il doit en étre de méme de la w-partie,
une contradiction. [

Comme dans [BMM], nous posons

F
UReg&’A) = Z deg~v.vy.
7€g(GF’1i(L7’\))
2.7. Lemme.

(1) Soit v € £(GF,1,(L,\)), et soit ¢ une fonction unipotente uniforme
sur GF. Alors

- 1 G c* G F
(7,¢)GF = [1\%’? IWGF(M)I('Y’RM( ™ RM("/J)))G

ou M parcourt I’ensemble de tous les sous-groupes de Levi d—déployés
de G contenant L.
(2) On a

F deg(RS; (1))
UReg oy = TVI/};—F(II\\A/I—;TMR“G" (deg cr(p)-pt)
[(M,w)lgF ’

ou (M, ) parcourt I’ensemble de toutes les paires d—déployées telles
que (L, A) < (M, p).

Preuve.
(1) Comme 9 est uniforme, on a :

— 1 G x pG
(7a¢)GF =17 Z |WGF(T)|RT RT"/)
[T]GF‘ GF

On continue comme dans la preuve de 1.9, (1). Nous savons ici que les termes
ou M n’est pas 7—déployé contenant L (ce qui équivaut & d-déployé contenant
L par 2.6) sont nuls par 2.5.

(2) On a:

F F
URegli )= ). (v,UReg® )arr.
’YEE(GFJ’(L,’\))
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En appliquant (1) avec ¥ = URegGF, échangeant les sommes, et utilisant
Pégalité
*R§(UReg®") = deg(RE; (1)) UReg™”

on obtient

G
oreefly = TG S (AR v 0
M]gr YEE(GF 1,(L,\)

ot M parcourt les sous-groupes de Levi m—déployés de G¥. Développant
Cr URegMF = Z"ES(MF’I) degcr(p).p, et ne sommant que sur des repré-
sentants des classes de G —~conjugaison des couples (M, 1) (qui sont néces-
sairement & GF-conjugaison prés “au-dessus de (L, ))”), nous obtenons le
lemme. O

Description des blocs.

Rappelons les notations utilisées dans [BMM] pour 'indexation de Lusztig
des caracteres irréductibles de GF. Soit T un tore maximal rationnel de GF.
Pour 4 un caractére de TF et v un caractére unipotent de G (T, 6), on note

X(%F(T,o) 6.0) le caractere irréductible de GF qui correspond a la paire (6,v)
par décomposition de Jordan de caracteres.

2.8. Théoréme. On pose

GF F F
Regr L,y = Z deg(ng,e,u))X(GN,o,u)
[(Nyav")]GF

ot1 § parcourt Ab, Irr(L¥), N := G(T,9), et v € E(NF, 1, (L, X)).
(1) On a

GF Z deg Rl(\;/l(l) G MF
= .d r
R’eg‘rr,(L,A) IWGF(M, u)l RM(Abﬂ' Reg egc (“)/‘l’)
[(MJ‘)]GF

ou (M, u) parcourt ’ensemble des paires d-déployées de GF telles que
(L7)‘) IGF (le"’)F
(2) Le caractére Regf’(L’ ») est le caractére régulier associé a un m-idempo-

tent central de QGF. En particulier, ses valeurs sont divisibles par
|GF .
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F .
Remarque. Pour 7 = {{}, 'idempotent correspondant a Regg(L,,\) est celui
que nous avons déja désigné par eg'(;, NE Dans le cas général, nous désignons

par effL’A) I'idempotent correspondant a RegEIL,,‘).

Preuve. .
(1) On pose ©F , := 3.0 ot la somme porte sur tous les éléments 6 de

Ab, Irr(LF) tels que G(T,0) = N. Alors

GF Z deg RR(1) pa N~
R’egﬂ’,(L,/\) - |WgF (N, V)l RN (eG,ﬂ" deg(V)V)
(N.W)]gr

ou (N, v) parcourt I’ensemble des paires d—déployées telles que (L,\) ggr
(N,v).

Nous allons utiliser deux fois le lemme technique suivant.

2.9. Lemme. Soit ¢ un fonction G¥-invariante sur I’ensemble des paires
d-déployées (N, v) telles que (L, \) <gr (N, v). Alors

) _eMv)
War(N
(N HEN<gr Nl T 67 (N2l

{(Nw);(LA)<gr(Nw)} ’

Noter que la premiere somme porte sur les classes de G¥-conjugaison des
paires (N, v), alors que la seconde porte sur toutes les paires (N, 7). Le lemme
résulte aisément de [BMM], 3.14. O

Par 2.9, on voit que

F Wnr(L, A F
Ry = Y NTRS(OY. deg(un)
{(N W)L <gr(Np)} I G

|Wir (L, A F r
= Y RS ONL. URegly ).
{N;LgNy T ET

Par 2.9, et par 2.7, (2), on voit que

- Wtr (L, A
UReglL = Y, %—%RS(Z deg cr (1))
{M;L<M<N} | GFUH P
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ou (M, p) est d-déployé et tel que (L, A) 5 (M, p). Grace a la formule

S N, _ =Ab.RegM’,
s IMF
N>M

on obtient

[War (L, M)

F
IWGF—(IH\)IRﬁ(Ab" Reg™' . deg c(u)p)

GF
Reg(L ) =
{(Mﬂ");(IHA)SGF (M’I‘)}

ou (M, p) parcourt I’ensemble des paires d-déployées. La formule que nous
voulons obtenir en résulte en appliquant encore une fois 2.9.

(2) 11 est nécessaire et suffisant de démontrer que |GF|, divise toutes les
valeurs de Reg,,GfL’ »)- Par (1), on voit qu’il suffit de démontrer que pour toutes
les paires d—déployées (M, p) telles que (L, A) < (M, p),

deg RS (1)

G MF
War (M, 1) Ry(Abr Reg™ .degex(p)p) -

|GF|, divise

Comme Wgr(M,p) est un quotient d’un sous-groupe de Wgr (L, ) (cf.
[BMM], 3.14), on voit que Wgr(M, 1) est un n’'-groupe, et il suffit donc
de vérifier que [ME|, divise deg c(u). Ceci est conséquence de la proposition
suivante.

2.10. Proposition. Pour vy € £(GF,1,(L,\)), |GE|, divise degcx(7).

Preuve de 2.10. Nous démontrons d’abord le lemme technique suivant, corol-
laire de 1.8.

2.11. Lemme. Soit v € £(GF,1). Alors

GF _ eaem|GF :MF|n o deg(cx(p))
(77 D(UUWU{p}))GF - Z |WgF(M, /l')l (RM(”)? V)GF |MF|1r
[(M,p)lgF 88

ot la somme porte sur des représentants des classes de G¥'-conjugaison de
paires formées d’un sous-groupe de Levi m—déployé M de G et d’un p €

EMF 1).
Preuve de 2.11. De 1.5 et 1.8 nous déduisons que

GF \ _ (deg Rp (1))~ na M7
D(U%u{p}) = E eGeMI—WG;_(T/I)I—RM(CW(UUWU{p}))‘

[M w-déployé]g F
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Donc
F
(7, D(Uog,1p)))ar =

de RG 1)) *
> carm TEMI o (UM )), B (nar

[M n-déployé]g F
D’autre part, a partir encore de 1.5, on a aussi :

e (UsCG" _ IGT : T (p) G .
(7, D(ex(U wu{p})))m—ne%wecw ARG
- ¥ deg RE(1) (v, RF(1))ar
Wer(D] [GElx

[TET’r(G)]GF

_ degen()
Gl

Appliquant cette derniere formule dans M, nous obtenons :

|GF : MF |, deg(c(*R;(7)))
2 caeM o) IME],

F
(v, D(Uo s, p)))ar =
[M 7-déployé], F

et 2.11 en résulte aisément. O

Ce lemme nous permet de démontrer la proposition, par récurrence sur
. . F
|GF/LF|. En effet, le membre de gauche de 2.11 est un entier, puisque ¢S oy

et donc le dual de sa projection unipotente D(Uafup{p}), est un caractere vir-
tuel. Si L = G, la somme du membre de droite de 2.11 ne contient qu’un
terme égal & degcr(7)/|GE|x, d’ott le résultat dans ce cas. Dans le cas gé-
néral, le membre de droite ne comprend qu’un terme ot M = G, égal a
deg(cx (1))
IM, |«
entier, tous les autres termes sont des 7-entiers. En effet, par [BMM], 3.3,
(2)(a), (RS (1), 7)gr divise |[Wgr(M, u)| et ce dernier nombre est premier a
7 par (Hm4). On en déduit que le terme pour M = G est aussi un m-entier,
d’ou la proposition. O

O

deg cx(7)/|GE|x, et, puisque par I’hypothese de récurrence est un

3. LES ISOTYPIES

Soit £ un nombre premier (G, F)-excellent. Soit ee(:’(i,)‘) un £-bloc de G¥' &
groupe de défaut D abélien (cf. 2.1 pour les propriétés et notations utilisées
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ici), ot L = C&(D), et ou X est le caractére canonique de Cgr(D) dans le
bloc qui correspond a eg&,/\) par la correspondance de Brauer. On rappelle
les propriétés suivantes (cf. 2.1, 2.8; voir aussi [CaEn], 4.2).

o L est un sous-groupe de Levi de G, et L¥ = Cgr (D). De plus, il
existe d tel que L soit d-déployé et (L, ) soit une paire d-cuspidale,
et £ est Z°(L)/Z°(G)-adapté.

o Irr(GF, eg(‘;l’/\)) est I’ensemble des constituants des caracteres RE (),
ot § € Ab,Irr(LT).

On choisit une fois pour toute un tore maximal F-stable T de L. Si 6 est un
caractere linéaire de LY, on pose alors (cf. §1 ci-dessus)

G(0) := G(T,0,_.) et GF(6):=G(H)".

D’apres 1.18, (2), on sait que ’cnsemble des caracteres irréductibles du groupe
Z°(L)F x Wgr (L, \) est alors

o Zo(L)F W, g (L))
Irr (2°(L)F % Wgr(L,)) = {In dZOEL);:Wzim(L o0},

ol # parcourt un systéme de représentants des orbites de Wgr (L, ) sur
Irr(Z°(L)F), 7 parcourt les caractéres irréductibles de Wgr(gy(L, \) et ol
on a identifié § a son prolongement a TF trivial sur les £/-éléments.
3.1 Théoréme.
(1) Pour tout sous-groupe S de Z°(L){, le groupe M = C&(S) est un
sous-groupe de Levi d-déployé de G. On a M¥ = Cqr(S), et le cor-
respondant de Brauer Brs(eec’:’(i,/\)) de eg(’;’/\) est donné par la formule :

F MF
Brs(ee(f’(L,A))= Z Ce (L)
(L',A1)

oit (L', \') parcourt un ensemble de représentants des classes de M¥'-
conjugaison de paires d-cuspidales de M¥ qui sont G -conjuguées a
(L, A).

(2) L’application :

IS0y : ZIer(Z°(L)] » War (L, \) — ZIr(GF veSity)

donnée par

ZO(L)F *Wg p (L)

G(0)
In dZ°(L), chF(a)(L )‘)(0 T) — R (0)(0 I(L A)(T))

réalise une isotypie entre (Z°(L)F x Wgr(L,\),1) et (GF,eS (L, )\))
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Preuve.

L’assertion (1) est démontrée dans [BMM], 5.8, sous des hypothéses plus
restrictives sur /. Ces hypothéses n’ont pour but que d’assurer que M¥ =
Cgr(S), et que ee’(L, ») est bien un {-idempotent. Mais ici le premier fait nous

est assuré par 1.18, (1), et le second par les propriétés rappelées ci-dessus
avant 1’énoncé du théoreme.

De méme, pour démontrer 1’assertion (2), on peut suivre a quelques détails
pres la démonstration de [BMM] dont nous esquissons les étapes.

On rappelle que, pour z un {~élément de G¥', on pose G(z) := C&(z) et
GF(z) := G(x)F.

On montre d’abord que 1’application Ig&, ») commute aux applications de

décomposition :

z :cZ°(L) XWer(LA)
(a) decys (L, A) 18, (L) = =1Ig, (L, ,\)) dec ¢7rer
ou

F
e Pour une fonction centrale ¢ sur GF, la fonction centrale decj’g () sur
GF (a:) est la fonction qui s’annule hors des éléments ¢-réguliers et qui vaut
Y(za’ el(L ) sur z’ € G (2)p.

e De facon analogue pour ¢ une fonction centrale sur Z°(L)}" xWgr (L, ), on

o F
note decz’z (L nWGF(L’A)((p) la fonction centrale sur Z°(L)§ X Wgr(z)(L, A)

qui s’annule hors de ’ensemble des éléments ¢-réguliers et qui prend la valeur
t,o(xx') sur =’ € (ZO(L)f X WgF(x)(L, A))gl.

Pour démontrer (a), en utilisant la formule “de type de Curtis” et le théo-
réme fondamental 3.2 de [BMM], on se rameéne d’abord au cas ol z est central
dans G, puis, en utilisant la formule du caractére pour l'induction de Deligne-
Lusztig, au cas ot = 1 (voir [BMM] 5.17 et la suite). On est donc ramené a
prouver
(b) dece e )‘) Ie’(L = Il ) decl ZO(L)[ XWer(L, /\)

On procede alors par récurrence sur dim(G) —dim(L). Pour L = G, on uti-
lise le lemme suivant (ici nous différons de [BMM], en remplagant la propriété
“d-cuspidal” par “de défaut central”) :

3.2. Lemme.

(1) Soit )\ un caractére de {-défaut central de LT et soit § € Ab, Irr(LF).
On a

1 F 1
dectE” (0.0) = ——=—— AbsReg" -\ = m -
£(LY) FAOH 2@ nEIH(;ﬂ‘)F)
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(2) Pour 6 € Irr(Z°(L)f), on a

o 1 o F 1
declZ° (DT gy — RegZ’We — __ ~ ,
N P H EEEHIR
n€lrr(Z° i

Contrairement a la situation dans [BMM], les deux assertions sont évidentes
(la premiere reflete le fait qu’un caractére de ¢-défaut central s’annule hors
des éléments dont la ¢-partie est centrale).

L’hypothese de récurrence nous donne alors la propriété initiale (a) pour
tout élément z € Z°(L)}" qui n’est pas central dans G. En utilisant le fait
que n’importe quelle fonction centrale dans le bloc ef"(‘;‘,k) est la somme de
ses décompositions pour les divers z € Z°(L)/, on en déduit (a) pour les
éléments restants (voir [BMM] 5.20).

Pour démontrer I’assertion (2) du théoréme, il reste a voir que Ig’(‘;‘, ») Téalise
une isométrie parfaite. On procede la encore par récurrence sur dim(G) —
dim(L). Nous ne reproduisons pas les détails de la démonstration de [BMM],
mais le lecteur vérifiera aisément que le seul argument qui y est utilisé qui
nécessite d’étre modifié est le lemme [BMM], 5.21, qui doit étre remplacé par
le lemme suivant.

3.3. Lemme. Soity un caractére de (-défaut central de G¥'. Alors pour tout
g€ GF,|Cgr(g): Z°(G)| divise ¥(g).

Preuve de 3.3. Sion remplace dans I’énoncé Z°(G)¥ par Z(G)F = Z(GF) (ce
qui est légitime puisqu’on a supposé ¢ premier a I'ordre de Z(G)¥'/Z°(G)F),
on trouve une propriété bien connue des caracteres de défaut central. O

a
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