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MONODROMIE DES FONCTIONS D’APPELL,
VARIETES ABELIENNES ET PLONGEMENT MODULAIRE

par

Paula COHEN et Jirgen WOLFART

1. Les groupes de Picard-Terada-Mostow-Deligne

Soient 0 < po,...,ps < 1 des nombres rationnels avec le dénominateur
plus petit commun d > 2 satisfaisant a la condition

(1) D=2

Alors pour tout z #y , z,y € C— {0,1} ,

wi=uu—1)""(u—z) " (u—y)du= du

définit une différentielle holomorphe sur une courbe projective non-singuliere
X(z,y) dont un modele affine s’écrit

(2) w? = uo(u — 1) (u — )% (u — y)™.

Comme fonction de z et y, chaque période de w satisfait a un systéme
d’équations différentielles partielles linéaires dont on peut choisir les trois
solutions de base comme des périodes de w, par exemple

/w,/w,]w,
Y0 7 72

ol les v; sont des cycles sur X (z,y) , décrits par leurs projections sous (u,w)
u (ramifié en 0,1,z,y,00) comme des cycles de Pochhammer autour des paires
1 et co,1et0,1 etz respectivement, en évitant des points de ramification. En

S.M.F.
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effet, & un facteur cyclotomique et un dénominateur B(1— p1,1— p4) pres, / w

est une fonction hypergéométrique Fi(z,y) d’APPELL [AK]. Le systéme d’EBP
a ses singularités (réguliéres, voir e.g. [Y]) dans les surfaces caractéristiques
z =yetz,y=0,100. Le prolongement analytique suivant les cycles dans
Pespace des points réguliers définit par représentation du groupe fondamental
sur ’espace des solutions le groupe de monodromie affine Ay C G L3C et projectif
A C PGL;3C. Sous ces hypothéses on obtient le

THEOREME ([P], [TE 1,2],[DM],[M], [Y]). L’application

P! P!~ {(2,y) | 2 =y ou z,y =0,1,00} — P,

e (o[

définit une application localement biholomorphe et PG L3C-multivalente sur une
partie dense d’une boule projective B C P2, donnée par la;21|? + |a222|? < |20/?
avec des constantes algébriques oy, # 0. Le groupe de monodromie A opére
sur B, et si l’on a pour tout i # j € {0,1,2,3,4}

(3) (1"111‘-#1)—1{2 2 ZU{oo} s i =

y 4 sinon,

A opére comme groupe discontinu sur B.

A des permutations des p; pres, on obtient comme cela 49 groupes
discontinus A que nous appelons les groupes de Picard-Terada-Deligne-Mostow
(PTDM) en tenant compte du fait qu'une version faible du Théoréme déja
formulée par PICARD est démontrée sous cette forme faible par TERADA et en
cette version-ci par DELIGNE-MOSTOW et MOSTOW. Une autre démonstration
-utilisant des travaux de HIRZEBRUCH et HOFER sur les revétements des
surfaces algébriques, sous une condition plus restrictive que (3)- est donnée par
YOSHIDA. Parmi ces 49 groupes, il y en a 15 qui ne sont pas arithmétiquement
définis. Il existe une extension du Théoréme a la situation en plus de deux
variables (les fonctions de LAURICELLA), mais nous nous bornons ici aux
groupes de PTDM A C PGL;C.

Par continuité, ¥ s’étend sur les surfaces caractéristiques hors de leurs
intersections ; cette extension contracte e.g. la surface £ = 0 (pour y # 0) en
des points de la boule si pig + p2 > 1-et en des points au bord de la boule (des
pointes de A) si pg + p = 1. Mais ¥ ne s’étend pas e.g. au point z = y = 0
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si po + p2 + p3 > 1, donc espace naturel pour la définition de ¥ n’est pas
P! x P!, D’autre part, on peut traiter les points de ramification 0,1,z,y,co de
facon équivalente en les remplagant par zo, z1, Z2, z3, 24 € C, la différentielle w
par
4

[(u—z;) ™ idu=:u"

7=0
Finalement, le bon espace de définition pour ¥ sera donc l’espace des points
stables [DM]

Qs = {(z0, 71, 22,23, 24) € (P')°}
—{(zo,...,24) | Fi # j avec x; = x; et p;i + p; > 1}
—{(xo,--.,24) | 3i,5,k deuz d deux distincts
avec x; =x; =T et p; + pj + p > 1}
— {(zo,...,24) | quatre coordonnées coincident }
modulo Uaction diagonale de PSLyC sur (P')°.

L’espace QQ,;; porte une structure complexe naturelle, et méme apres I’adjonction
d’un nombre fini-de points semi-stables correspondant aux pointes de A, la
structure d’une variété algébrique projective (plus précisément, d’un P, éclaté
en au plus quatre points en position générale). Localement, on peut normaliser
Qst par Paction de PSL,C de telle facon que trois des x; prennent les valeurs
0,1,00; si ’on désigne les deux autres par z et y, on retrouve donc les définitions
données au début. Mais globalement, on considere maintenant dix surfaces
caractéristiques S(ij) données par z; = z;; si p; + p; < 1, nous désignons
par Sg(ij) la partie stable S(ij) N Qs , tandis que Sy (ijk) désigne le point
r; = z; = o de Qu si p; + pj + pr < 1. Dans tous les cas, ¥ s’étend par
continuité comme application PG L3C-multivalente de @, sur B. L’extension
sera appelée encore W,

Remarquons enfin que la restriction de ¥ a une surface caractéristique
stable Sy (ij) est essentiellement composée de deux solutions de 1’équation
différentielle hypergéométrique de Gauss en une variable pour les périodes
de W'|z;=z;, dont le quotient est une application triangulaire. Le groupe de
monodromie A;; de cette application triangulaire est déterminé, comme A,
par les périodes de w : il ne faut que remplacer le quintuplet (u;);=o,.. 4 par un
quadruplet en remplagant la paire p;, p; par la somme p; +p1;. Ce procédé cadre
avec les formules classiques pour la restriction des fonctions d’Appell Fi(z,y)
aux surfaces caractéristiques.
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2. Le plongement modulaire dans les points réguliers

Le résultat principal de ce travail-ci dit que méme les groupes de PTDM
non-arithmétiques sont étroitement liés a certains groupes arithmétiques :

THEOREME 1. Soit A un groupe de PTDM. Alors il existe un groupe arithmé-
tique I" agissant sur une puissance B™ de la boule et un plongement modulaire
qui consiste en une injection analytique
F:B< B™
compatible a une injection de groupes
h:AT
tel que F(y7) = h(y)F(7) pour tout v € A et T € B. Si l’on munit les espaces
quotients compactifiés de leur structure naturelle de variétés projectives définis
sur Q, Uapplication induite par F
A\B—-T\Bm
est un morphisme défini sur Q.

Nous publierons les détails de la démonstration ailleurs, mais nous in-
diquons ici les idées principales pour expliquer le lien avec les variétés abéliennes
et pour expliciter la construction de F. Pour les U-images des points réguliers
dans B, c’est une extension de la troisieme construction dans [COWO0,§3]. Na-
turellement, pour les A arithmétiques on obtient m = 1 et des identités respec-
tives pour F' et h (e.g. dans le cas traité par [HO]).

A chaque point régulier (z,y) € Qs — US(ij) on associe une variété
abélienne T(z,y) principalement polarisée contenue dans la Jacobienne
J(X(z,y)). Les morphismes naturels de X (z,y) sur des courbes X;(z,y) avec
des modéles

wf — udllo (u _ 1)dﬂ1 (u _ z)duz (u _ y)dlla,

f un diviseur propre de d, induisent des morphismes m; de J(X(z,y)) sur
J(Xf(z,y)), et on prend pour T(z,y) la composante connexe de 0 du noyau
commun de ces my.

L’automorphisme x : (u,w) +— ((Flu,w) , (4 = ¥4 de X(z,y)
entraine K = Q({4) C Endy T'(z,y) = Q®End T(z,y) , donc T(z,y) admet des
multiplications complexes par K avec un type de CM généralisé

Y Tw0n, 0y les plongements K < C avec (g — (J
nE(Z/dZ)*

qui contient des informations sur l’action induite par K sur l'espace
HY(T(z,y),Q) des différentielles de premiere espéce : r, = dim V}, pour 'espace
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K-propre V,, des w € H*(T(z,y), Q) sur lesquels K agit comme multiplication
par g,K. Autrement dit, r, est la multiplicité de la valeur propre (J pour
I'automorphisme x* de H°(X(z,y), Q) induit par x ; une formule classique de
CHEVALLEY et WEIL [CW] permet de le calculer (soit < a > la partie frac-
tionnaire a — [a] du nombre a € R) sous la forme

(4) Tn=—1+2<n,uj>,
J

d’ou résulte r, + r_, = 3 pour tout n, donc dimT'(z,y) = 2®(d) avec la

u
fonction d’Euler ®. En particulier, la différentielle w = - 5 trouve dans V;
et (1) entraine r; = 1.

Or, d’apres les travaux de SIEGEL [SIE] et SHIMURA [SHI 1], la famille de
toutes les variétés abéliennes T' avec multiplication complexe par K et du méme
type de CM que cette sous-famille des T'(z,y) est paramétrisée par le domaine
symeétrique complexe B™, ou ’exposant m est le nombre de sous-espaces propres

V. avec r, =1, et les points de B™ qui correspondent a T" sont donnés par des
m-tuplets

(5) ([wns [n, [wn)
Y 7 72 n€(Z/dZ) avec rp=1

de triplets (a des facteurs algébriques prés) € B C P,, ou les 7; sont
des générateurs du Z[(4]-module des cycles H,(T,Z) et les w, sont certains
générateurs de V,. Pour T = T'(z,y) on peut choisir

(6) Wy = u"<nllo>(u _ 1)—<n#1>(u _ x)—<nu2>(u _ y)—<n,‘3>du

d
(donc wy = w = —ﬂ) et les cycles de Pochhammer 4; du §1 s’identifient & des

Z[(4)-générateurs de H,(T'(z,y),Z). Dans (5), tout triplet définit une application
localement biholomorphe de I’espace des points réguliers (z,y) dans B, donc
hors des singularités et a des facteurs algébriques pres,

B — B™

F.
(Lo fooo [ Loms [on [)
Y0 7 V2 Yo 7 Y2 n€(Z/dz)

est une injection analytique.

avec rp=1

Quant a la compatibilité avec les actions de A et I', on remarque que le

prolongement analytique des / wy le long des cycles dans ’espace des points
i
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réguliers change les cycles d’intégration -y; en une autre base du Z[(4]-module
Hy(T,Z), mais ne change ni la courbe ni les différentielles. Comme cela, tout
v € A définit un élément h(-y) du groupe modulaire associé a cette famille des
variétés abéliennes T'. En effet, h est une injection de groupes.

3. Singularités et points CM

Pour compléter la démonstration du Théoréme 1 il faut 1°) étendre F' dans
les W-images des singularités stables et 2°) prouver la rationalité de 'application
quotient. Ces deux points reposent sur une extension de la famille T'(z,y) aux
surfaces caractéristiques stables dont nous résumons ici quelques résultats.

Soit i # j et p; + pj < 1, donc Sy (ij) # 0. Alors la famille T'(z, y) s’étend
continiiment sur S (ij) comme somme directe

- d’une variété abélienne A;; avec multiplication complexe par K au sens
strict de SHIMURA-TANIYAMA [ST], de dimension 3®(d) et avec le type

> (<npi >+ <npp >— < npi + pj) >)on,
nE(Z/dl)*

uniquement caractérisé a isogénie prés [WW] par sa période de

premiére espéce B(ui, pj)
deuxiéme espéce B(1 — pi,1 — pj)

- et une variété abélienne de dimension ®(d) avec multiplication complexe
par K et un type de CM généralisé

Yo (= (<np>+<np; >~ <n(p + p5) >))0a,
ne(Z/dr)

qui dépend d’un seul parametre complexe.

Si par exemple i =0, j =2, S(ij) est donné par z = 0, et sur Sy (7)) la
famille T'(z,y) prend la forme A ®T'(y), out T(y) désigne la famille de variétés
abéliennes introduite et étudiée dans [COWO], §3 sous le nom de T; la, cette
famille joue le méme role pour une construction d’un plongement modulaire
du groupe triangulaire Age (introduit & la fin du §1) que la famille T'(z,y)
pour A ici. Comme on sait bien que ce T'(y) méme se casse en deux facteurs
avec multiplication complexe pour y = 0,1 et co dont on connait les types, on
obtient un certain nombre de points CM : Ce sont des points dans soit Q)
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soit B soit B™ auxquels correspondent des variétés abéliennes T'(z,y) isogénes
3 un produit de facteurs de type CM. Si I'on note par “~” une égalité dans
C* modQ, et si {i,j,k,1,s} ={0,1,2,3,4},on ale

THEOREME 2. Sur chaque surface caractéristique stable Sy (ij)(ui+p; < 1) on
a au moins trois points C M, soit de la forme Sy (ijk) avec pi+pj+pe <1 dont
la variété abélienne se casse en un facteur avec période B(1— p,1— p,) et deux
facteurs isogénes d A;j=Au=Ajr avec des périodes B(pi,p;) ~ B(pi, px) ~
B(p;, k), soit de la forme Sy (ij)NSyi (k) dont les trois facteurs ont les périodes
respectives B(pi, pi;), B(p, ) et B(1 — pi — pj, 1 — pie — ).

Dans ces points CM, on peut choisir les cycles d’intégration 7, pour

les solutions fondamentales / w du systeme d’EDP de telle maniere que ces
Yv

solutions ont des développements dans Q[[¢,7]] pour des variables locales £, 7

convenables fois des puissances rationnelles de £ et 7 et des facteurs ¢, qui sont

simplement les périodes B(a;,,) mentionnées dans le Théoréme 2 ou bien
7r

les périodes de deuxiéme espece B_(—ﬂ_) correspondantes. Ceci entraine un
al’, v

résultat sur la nature arithmétique des coefficients de Taylor des fonctions
A-automorphes dans les points CM de B :

THEOREME 3. Supposons que le point CM
(l) Sst(Z]k)

b) Sst(15) N St (K1)

Alors les composantes (A-automorphes) du revétement B — A\ B ont des

} € Qs soit appliqué par ¥ dans le point (1,0,0) € B.

—[[coz 2z c
développements dans Q Hg,w” avec des “rayons” transcendants 2 et
C1%0 C220 Co
C2 . .
— qut sont des quotients de
Co

a) co~B(1—pu,1—ps), c1 ~ca~B(1— pi,1— pj) et
b) co~ B(l—pi—pj, 1—pe—p), co ~ B(l—pi,1—-p;) , c2 ~ B(1— i, 1—pu)
respectivement.

Ces quotients sont la généralisation naturelle aux surfaces Q,; du rayon de
revetement de certaines courbes comme dans la discussion de [COWO] et [WW].
Leur transcendance résulte de [WW]. Pour les A arithmétiques, le Théoréme 3
résulte aussi bien du travail de SHIMURA [SHI 2] ; pour les A non-arithmétiques,
la comparaison avec ces résultats de SHIMURA (sur I', cette fois!) est possible
a 'aide du plongement modulaire du Théoréme 1.
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