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N O M B R E S D E P E R R O N E T P R O B L E M E S D E R A T I O N A L I T E 

par 

Anne B E R T R A N D 

1. Le Théorème de Perron. 

On dit qu'une matrice carrée B est primitive s'il existe un entier k tel que 

Bk ait tous ses coefficients strictement positifs. Le Théorème de P E R R O N , qui 

date du siècle dernier, affirme que : 

T H É O R È M E D E P E R R O N : Toute matrice primitive B à coefficients positifs 

ou nuls admet une valeur propre À strictement positive telle que pour toute autre 

valeur propre fi de B : 

|µ|M < A. 

Le nombre À est dit valeur propre strictement dominante de B. 

Ceci est vrai en particulier pour les matrices à coefficients strictement 

positifs, qui sont forcément primitives. 

On dit qu'une matrice carrée d'ordre B = (b{j) est réductible s'il existe 

une partition de { 1 , . . . , n} en deux ensembles non vides I et J tels que 

V ( i , i ) 6 / x J bij=0. 

Si cela n'est pas vrai B est dite irréductible. F R O B E N I U S a complété les résultats 

de P E R R O N en établissant que : 

T H É O R È M E D E FROBENIUS : Soit B une matrice carrée irréductible à 

coefficients positifs ou nuls; alors B admet une valeur propre réelle positive À 

telle que toute autre valeur propre fi vérifie 

|µ| < y 

et si \fi\ = À, alors il existe une racine de Vunité e\2ir/h telle que \i — e2ir' À ; le 

spectre de B est invariant par rotation d'angle 
2TT 

h . 

S.M.F. 
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BERTRAND A. 

Exemples : la matrice ( i i i 
0 
) est primitive : son carré est ( 

2 
1 

1 
1 ) et ses 

valeurs propres sont 
1 + V5 

2 
( - 1 , 6 ) et 

1— V5 

2 
( ~ - 0 , 6 ) . 

La matrice 
[ i 

i 
i 

i 
i 
i 

0 
1 

1 

] 
est irréductible, la matrice ( 

i 
i 
i 

1 
1 
1 

0 
0 
1 ) ne lest 

pas ( 6 ¿ j = 0 s i {i,j)e { 1 , 2 } X { 3 } ) . 

Dans le cas où B est à coefficients dans N (c'est à ce cas précis que 

nous nous intéresserons), les valeurs propres de B sont des entiers algébriques 

racines du polynôme caractéristique de B ; si A est valeur propre strictement 

dominante d'une matrice primitive B sur N, les conjugués de À sont aussi 

valeurs propres de B et donc tous les conjugués de À distincts de À sont en 

module strictement inférieur à À. Douglas LlND a baptisé Nombres de Perron 

les entiers algébriques qui sont strictement supérieurs aux modules de leurs 

conjugués. On peut se poser la question suivante : quels sont exactement les 

nombres entiers algébriques qui sont valeur propre strictement dominante d'au 

moins une matrice primitive à coefficients dans N ? Et bien, ce sont exactement 

les nombres de P E R R O N comme le montre le théorème suivant : 

T H É O R È M E ( L I N D - H A N D L E M A N , 1 9 8 0 - 1 9 8 4 ) : Soit A un nombre de 

Perron ; alors il existe une matrice primitive B à coefficients dans N dont A est 

la valeur propre strictement dominante. 

Exemple : 
1 + V5 

2 
est un Perron, mais par y/2 dont le conjugué est —y/2. 

Les démonstrations de LlND et HANDLEMAN sont de nature géométrique ; nous 

voulons présenter ici la trame d'une preuve algébrique basée sur des problèmes 

de rationalité (de langages et de séries). 

2 . Langages. 

Soit A un alphabet fini, c'est à dire un ensemble fini de symboles ; soit A* 

l'ensemble des mots sur A, c'est à dire des suites finies sur A (y compris le mot 

vide) ; on munit A* du produit de concaténation (le concatené de ui • • • Uk et 

vi • • • Vh est U\ - • • Uk Vi - - - Vh) ; on appelle langage une partie de A*. 

Etant donné un langage L sur un alphabet A, on définit une relation 

d'équivalence sur les mots de A* : u ~ v si et seulement si 

Va, b e A* aub € L <=ï avb G L 

(u et v ont les mêmes contextes dans L). 
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Le langage L est dit rationnel si le nombre de classes de A* modulo 

cette relation d'équivalence est fini. Par exemple, si A = { 0 , 1 } , si L\ est 

l'ensemble des mots sur A dans lesquels n'apparaissent jamais deux 1 consécutifs 

(Li = {0 ,1 ,00 ,01 ,10 ,000 ,001 ,010 ,100 ,101 , . . . } ) alors Lx est rationnel car les 

classes modulo L\ ont pour système de représentants dans A* : 

0 (aOb e Li sia.be l a ) 
1 (alb G L\ si a, b G l a , a finit et 6 débute par 0) 

01 (aOlfe G l i si a, b G l a , b commence par 0) 
10 ialOb £ la si a, b G Li et a finit par 0) 
11 (a l lb n'est jamais dans l a ) . 

L'ensemble des langages rationnels est aussi la plus petite classe de langages 

contenant les langages finis et stables pour la réunion, le "produit" L\L2 = 

{uv; u G Luv G L2} et par l'opération "étoile" : L* = L U L2 U L 3 U • • • (ceci 

constitue le Théorème de Kleene). 

Exemple : si C = { 0 , 1 0 } , alors C* est l'ensemble des mots de L\ finissant 

par 0 ; on remarque que 

Lx = C*U(C*l). 

3. Matrices sur N et systèmes dynamiques. 

Un langage L est dit factoriel si, dès que uvw est dans L, v y est aussi ; il 

est dit prolongeable si pour tout u appartenant à L on peut trouver des mots 

de A*, a et 6, tels que aub soit dans L ; il est dit transitif si, dès que u et v sont 

dans L, on peut trouver un mot w de A* tel que uwv soit dans L. 

Le langage A*, le langage L\ du §.2 possèdent ces trois propriétés. 

Systèmes dynamiques symboliques. Considérons l'ensemble AN = 

{ a i a 2 û 3 * * * ; &i G A} des suites sur A, muni de la transformation T dite 

shift : T(aia2a^ • • • ) = (¿12^3^4 ** •)• Etant donné un langage L factoriel et 

prolongeable on appelle système dynamique symbolique 5 associé à L l'ensemble 

S — {aia2a^ • • • ; Vn,p, a n +i • • • a n + p G L } dont on vérifie qu'il est invariant par 

T. Lorsque L est rationnel on dit que L est un système sofique ; le système 

est dit transitif si le langage L est transitif et il est dit mélangeant s'il existe 

un entier k tel que pour tout h > k et pour tout couple u,v de mots de L 

(apparaissant donc dans les suites de S) on peut trouver un mot w de longueur 

h (la longueur d'un mot est le nombre de lettres qui le composent) tel que uwv 

soit encore dans L. 

Si, par exemple, L = Lu Si est l'ensemble des suites de 0 et 1 dans 

lesquelles on n'observe jamais deux 1 consécutifs. 
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Les systèmes de MARKOV sont un cas particulier des systèmes sofiques : 

soit P un ensemble fini de mots, et L le langage formé par les mots ne contenant 

aucun mot de P ; il est facile de voir qu'il existe un entier k et un ensemble fini 

M de mots de longueur k + 1 tel que le système dynamique associé à L soit 

S = {a\a2 • • • ; Vn, an" - an+k G M} : la connaissance des k lettres an • • • an+k-i 

détermine les valeurs possibles de an+k ; de tels langages sont bien sûr rationnels. 

Par exemple le système S\ est un système de MARKOV mélangeant d'ordre 1 

pour lequel M = { 0 0 , 0 1 , 1 0 } . On peut associer à ce système dynamique la 

matrice suivante : 

( 
b00 
b00 bn ) = ( 

i 
i 

(1 
0 

1 
0 : 

) 1 car 00 G M 1 car 10 G M 
1 car 01 G M 0 car 11 G M ) 

Autre exemple : considérons le système d'ordre 2 dans lequel 111 n'apparaît 

jamais ; on peut lui associer la matrice d'ordre 4 sur N : 

/ 

V 

f>00,00 

î>01,10 

^10,00 

kl 1,00 

^00,01 

^01,01 

^10,01 

&11,01 

fy)0,10 

^01,10 

^10,10 

bn,io 

^00,11 

&01,11 

^10,11 

611,11 

= 

V 

1 1 0 00 0 11110 00 0 1 0 

/ 

dans laquelle 6 C l C 2 ^ l C / 2 = 1 s'il existe un mot u\u2uz de Lf) A5 tel que u\u2 = Cic2 

et u2u3 = did2 ; bClC2^l(i2 = 0 sinon. De même, à tout système de M A R K O V 

d'ordre k sur un alphabet de p lettres on associe la matrice carrée d'ordre pk 

b = (bCi-cktdi-dk) où bCl...Ck4l...dk vaut 1 si di • • • 4 - i = c2 • • • ck et dx • • • dk G M 

et 0 sinon. Lorsque le système est mélangeant la matrice B est primitive ; d'une 

façon générale et par un procédé plus sophistiqué (sic), d tout système sofique 

mélangeant on peut associer une matrice primitive B sur N. 

Que représente pour le système la valeur propre À strictement dominante 

de B ? Remarquons que le nombre de mots de longueur k + 1 apparaissant 

dans une chaîne de M A R K O V est égal à la somme des coefficients de la 

matrice B ; de même, le nombre de mots de longueur k + n apparaissant 

dans une chaîne de M A R K O V est égal à la somme des coefficients de la 

matrice Bn ; par exemple, pour le système L\ avec la matrice B — 
( 1 

1 
1 
0 0 5 

B2 = ( 2 
1 

1 
1 ) B3 = 

( 3 
2 

2 
1 
) 

. . . ; la somme des coefficients de B vaut 

3, celle de i ? 2 , 5 , celle de B 3 , 8; or il y a trois mots de longueur deux 

(00,01,10), cinq mots de longueur 3 (000,001,010,100,101) et huit mots de 

longueur 4 (0000,0001,0010,0100,0101,1000,1001,1010). Les 2-mots sont ainsi 

formés à partir des mots de longueur 1 : 
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ou bien 

0 
6oo=l 

> 
fiTïl 

0 
601=1 

y 01 

et 

0 
610=1 

y i r a 

Les 3-mots sont obtenus comme suit : 

ou bien 

0 
600=1 

> 
00 

6nn = l 
y 000 

0 
601=1 

> 01 
610=1 

y 010 

et 

1 
610=1 

y L0 
6oO = l 

> 
100 

ou bien 

• 
610=1 

> 
10 

601=1 
y 101 

et 

B 2 = ( 1 
1 

1 
0 H ( 1 

1 
1 
0 H = ( 

1.1 + 1.1 
1.1 

1.1 
1.1 ) 

= 
/ 

\ 

fro,o fro,o + ^0,1 b\Q 

&1.0 0̂,0 + 61,1 61,0 

bo,o 6o,i + &o,i 61,1 

bin 6o,l + fei.i &1.1 ) 
qui correspondent aux mots : 

( 
000 
100 

et 010 001 
101 ) 

Or la somme des coefficients de Bn est de l'ordre de An ; il s'ensuit que si un 

désigne le nombre de mots de longueur n du langage associé à S alors 

lim 
n—+oo 

Vwn = A . 
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Dans notre exemple ou L = Zq, À = 
1 + V 5 

2 
et (uuu2,W3..-) = ( 2 , 3 , 5 , 8 . . . ) 

où l'on retrouve la suite de FlBONACCI : cun peut se mettre sous la forme 

a ( 
1 + V5 

2 

) n 

+ B ( 
l - y / 5 s 

2 ) 
n 

~ a ( 
1 + v V 

2 ) 
n 

. 

Le nombre Log À est dit entropie du système dynamique ; on définit de même 

l'entropie de tout système dynamique symbolique. 

Pour terminer ce paragraphe, donnons l'exemple d'un système sofique qui 

n'est pas un système de Markov : soit 

S2 = {a>ia2 ... ; ai G { 0 , 1 , 2 } ; Vi, j : ai... ai+j ^ 2 1 1 . . . 12} 

sur l'alphabet { 0 , 1 , 2 } . Ce n'est pas un système de Markov car le nombre de 

mots exclus (les 2 1 1 . . . 12) ne peut être fini et si l'on voit arriver 1 1 . . . 1, il 

faut aller regarder vers la gauche, à une distance qui peut être aussi grande 

qu'on veut, le premier terme différent de 1 pour savoir si après on peut mettre 

2 où si l'on doit se limiter à 0 ou 1. Par contre il est sofique (les classes 

modulo L2 sont représentées par (0,1,21,20,121,02,12). L'entropie du système 

est Log ( 
3 + V 5 

2 ) . 
Bien entendu, si Log À est l'entropie d'un tel système, alors À est toujours 

un nombre de Perron et pour prouver le théorème de Lind, il suffit de montrer 

qu'à tout nombre de Perron on peut associer un système sofique S dont 

l'entropie est Log À : À sera alors valeur propre strictement dominante de la 

matrice primitive B associée à S. 

4. Séries N-rationnelles. 

Considérons l'ensemble E des séries rationnelles E 
n > 0 

anX
n à coefficients 

dans C ; on dit qu une série est propre si le coefficient a 0 est nul et on définit 

alors 1'"étoile" 5* de la série propre S = E-
n > l 

anX
n 

comme : 

S* = 
1 

1 - 5 
= 1 + S + S 2 + ••• + £ " + ••• 

Définissons maintenant l'ensemble des séries N-rationnelles : on l'obtient à 

partir des polynômes (séries "finies") sur N comme l'ensemble des langages 
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rationnels à partir des langages finis : l'ensemble des séries N-rationnelles est 

par définition le plus petit sous-ensemble de E contenant les polynômes à 

coefficients dans N, stable par addition, par multiplication et par l'opération 

"étoile" appliquée aux séries propres. 

Remarque : si dans la définition ci-dessus on remplace N par C on obtient 

l'ensemble des fractions rationnelles habituelles sans pôle en 0 ; si on remplace N 

par Z on obtient l'ensemble des fractions rationnelles s'écrivant 
P(x) 

Q(X) 
avec P et 

Q dans T[X\ et Q(0) = 1. Une série entière à coefficients dans Z est rationnelle 

si et seulement si ses coefficients vérifient une relation de récurrence linéaire à 

coefficients dans Z. 

Une série N-rationnelle est forcément Z-rationnelle et à coefficient dans 

N ; mais toutes les séries Z-rationnelles à coefficients dans N ne sont pas N -

rationnelles : 

T H É O R È M E ( S O I T T O L A ) : Une série ~L-rationnelle à coefficients dans N 

est N-rationnelle si et seulement si elle est Vemboîtement de séries rationnelles 

possédant une racine strictement dominante 

Quelques explications : on dit que la série V = v& + V\X + v2X
2 + • • • 

est l'emboîtement des séries So , . . . ,Sp -1 si pour tout m, VmP+i est le meme 

coefficient de 5,- : par exemple l'emboîtement de 1 + 3X + 9X2 + • • • et 

14 + 2X + 2X2 + • • • est 1 + 14X + 3X2 + 2X3 + 9 X 4 + 2Xb + • • • 

Mettons une série Z-rationnelle V sous la forme 
P 

Q 
oil P et Q sont des 

polynômes de Z I premiers entre eux avec Q(0) = 1 ; soit À le rayon de 

convergence de la série : alors B 
A 

est racine de Q et est inférieur ou égal aux 

modules des autres racines ; si 
Y 

À 
est strictement inférieur aux modules des autres 

racines de Q on dit que la série admet À comme série strictement dominante ; 

À est alors un nombre de Perron ! 

En plagiant la preuve de ce théorème on peut montrer que : 

LEMME : Soit À un nombre de Perron; alors il existe une série N -

rationnelle E 
n>\ 

anX
n telle que 1 = ax 

A + 
G2 

À 2 
+ ••• + 

On 

Yn 
+ • • • ; de plus on peut 

supposer que le PGCD des entiers n tels que an ^ 0 vaut 1. 

Comme les at- sont > 0 et le PGCD égal à 1, À est racine strictement 
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dominante de la série 
1 

l - ( a i X + a2X* + ••.)' 

Exemples de séries N-rationnelles : si L est un langage rationnel, si an 

désigne le nombre de mots de longueur n de L (la longueur d'un mot est par 

définition le nombre de mots qui le composent) alors la série E 
n > l 

anX
n est N -

rationnelle. 

5. Codes et systèmes dynamiques. 

On appelle code sur un alphabet A un ensemble C de mots de A* tels 

que si m,p , g, r sont des mots de C alors mp = qr implique m = q et p = r (C 

engendre par concaténation un monoïde libre). Par exemple { 0 , 1 0 } est un code ; 

C2 = { 0 , 1 , 2 0 , 2 1 0 , 2 1 1 0 , . . . , 21111 . . . 1 0 , . . . } en est un aussi ; { a , a&, ba} n'en 

est pas car aba = (ab)a = a(ba). Soit C* = { m , m2 . . . m*.; k = 1,2 . . . ; ra2- G C } . 

Soit L ( C ) l'ensemble des mots facteurs de mots de C* (un mot q est facteur 

d'un mot r s'il existe deux mots u et v sur A tels que r = i ^ f ) ; L(C) est un 

langage factoriel prolongeable et transitif; à ce langage on peut associer comme 

au §3 un système dynamique symbolique S(C) ; par exemple si C = { 0 , 1 2 } , C* 

est l'ensemble des mots commençant et finissant par 0 et ne comportant jamais 

deux 1 consécutifs ; L(C) est le langage L\ du §2. On peut montrer que si C est 

un langage rationnel le langage L(C) est rationnel et S(C) est sofique ; s'il est 

fini c'est un système de Markov (conditions suffisantes mais non nécessaires) ; 

soit cn le nombre de mots de longueur n du code C : si le P G C D des entiers n 

avec cn ^ 0 est 1, le système S(C) est mélangeant (c'est le cas pour C = { 0 , 1 0 } ; 

si C = { 0 0 , 1 1 } le nombre de 0 entre 10 et 01 est toujours pair dans L(C) : 

il n'y a pas mélange). La série cnX
n est N-rationnelle si le code est rationnel. 

L'entropie du système est égale à Log À où À est le seul réel > 0 tel que 

1 = 
ci 

B + 
c 2 

A 2 

+....... 

car le nombre de mots de longueur n de L(C) est comparable au nombre de 

mots dn de longueur n de C* et 

1 
n > 0 

dnX
n 

= 
U 

1 - (ClX + c2X
2 + c 3 X 3 + • • •) . 

Si le système est mélangeant, À est racine strictement dominante de EYjd nX
n . 

Selon le §3 il existe une matrice primitive B dont À est la valeur propre 

strictement dominante. 
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Pour prouver le Théorème de Lind, nous allons donc associer à tout nombre 

de Perron À un code C de PGCD 1 tel que si cn est le nombre de mots de 

longueur n de C alors 1 = C1 
A 

= 
C2 

m 
H Pour cela il suffit de prouver le lemme : 

LEMME : A toute série propre N-rationnelle E 

n > l 

cnX on peut associer un 

code rationnel C comportant cn mot de longueur n. 

Ceci se montre en prouvant que l'ensemble des séries "génératrices" des codes 
E 

n > l 

cnX
n contient les polynômes sur N (par exemple pour 3 X + 2XZ +X6 pren

dre un alphabet de 10 lettres q\... qio et le code { a i , a 2 , a 3 , a 4 a 5 , a 6a7, a 8 a 9 a i 0 } 

est stable pour l'addition (prendre la réunion de deux codes sur deux alpha

bets différents), par multiplication (concatener deux codes sur deux alphabets 

distincts) et par l'opération étoile (au coefficient constant près ! ) . 

Or la plus petite classe possédant ces propriétés est celle des séries N-

rationnelles propres. 

6 . Trame de la preuve du théorème. 

Prenons un nombre de Perron À : trouvons une série N-rationnelle E 
n > l 

cnX
n 

telle que 1 = £i 

À 
+ ••• + 

On 
Yn 

H et telle que le PGCD des entiers n avec cn ^ 0 

soit 1 ; à cette série associons un code C rationnel, à ce code associons un 

système dynamique sofique mélangeant S ; à ce système associons une matrice 

primitive B sur N ; À est alors valeur propre strictement dominante de B. • 

N . B . Remarquons qu'on peut choisir B à coefficient 0 ou 1 ; par ailleurs les 

conjugués de À sont valeurs propres de B mais en général B en a d'autres : ces 

"parasites" sont-ils toujours les mêmes ? y-a-t-il des "conjugués" sur N ? Quelle 

est la taille minimale de B ? autant de questions sans réponse. 
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