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SUR LA LONGUEUR DU DEVELOPPEMENT
EN FRACTION CONTINUE DE /f(n)

par

E. DuBois ET R. PaAYsaANT-LE Roux

Introduction

On consideére un polynéme f(X) de degré pair a coefficients entiers dont le
terme de plus haut degré est un carré et I’on s’intéresse a la longueur £p(1/f(n))
de la période du développement en fraction continue de /f(n) lorsque n est
un entier rendant f(n) positif non carré. SCHMIDT [1948] a considéré le cas
f(z) = X% + h; ScHINZEL [1961] pour f(X) = a?X? 4+ bX + ¢, a introduit
I’ensemble

E = {n€ Z| (¥* - 4ac) ne divise pas 4(2a*n + b)}
et a montré que :

(1) Pour les entiers n n’appartenant pas a E, la longueur de la période de

Vf(n) est bornée ;
(2) Pour les entiers n de E, la limite de ¢p(y/f(n) tend vers infini avec n.

SCHINZEL [1962] a généralisé ce résultat pour un polynéme & coefficients
entiers dont le terme de plus haut degré est un carré. LOUBOUTIN [1987]
a donné une version effective de (2). Nous nous proposons de généraliser ce
résultat & un polynéme f(X) du type précédent et nous pourrons en déduire
si le développement en fraction continue formelle de +/f(X) est périodique.
Signalons que dans le cas d'un polynéme f(X) = aX? + ... avec d impair et
a positif ou avec d pair et a positif non carré, SCHINZEL [1961] a montré que
la limite supérieure de ¢p(y/f(n) est infinie. Dans une autre direction, on peut
citer les résultats de COHN [1977] : pour m entier non carré on a avec une
constante effective :

tp(v'm) < v/m log m.

S.M.F.
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DUBOIS E. & P.-LE ROUX R.

1. Le cadre des meilleures approximations

1.1. les fractions continues formelles

oo
Un élément a = Y a; X" du corps des séries de Laurent Q((1/X)) se
—h
décompose en E(a) + F(a) ot E(a) = a_, X" + ... + a_; X + a, joue le réle
de la partie entiére, ou partie polynoémiale ; on pose deg a = h si a_j, est non
nul. A partir de @y = a on détermine la suite (oy) par o = F(ax_1)~'. En
posant ur = E(ay) on obtient le développement en fraction continue formelle
[wo, u1, ..., Uk, ...] de & auquel on associe les réduites Ay /By, par les formules de
récurrences habituelles provenant de A, /By = [ug, u1, . .., uk)-

PROPOSITION 1. — Soit W € Q((1/X)) avec W? € Z[X]. Si le
développement en fraction continue formelle de W est périodique, la prépériode
est de longueur 1 et la période posséde une symétrie. Si

W = [’U,o,"l_il,.. .,ug],

on a

ue(X) = 2uo(X),u;(X) = ue—j(X) pour 1 < j <

[\CNIN

Cette proposition semble classique mais tous les résultats bien connus du
cas réel ne se prolongent pas toujours au cas formel. Par exemple on sait que le
développement d’un nombre quadratique n’est pas toujours périodique.

Démonstration (schéma). Si
B=(AX)+BXW)D(X) ™ =cgX? + a1 X1 4. ..
dans Q((1/X)) avec ¢4 # 0 on pose

d = degB, = (A(X) - BOX)W)D(X)™".

On dit que S est spécial si deg (8) > 1 et deg (') < 0. On montre
facilement les points suivants :

- si la fraction continue formelle de 3 est purement périodique alors (3 est
spécial ;

- le successeur d’un nombre spécial est spécial ;
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LONGUEUR DU DEVELOPPEMENT EN FRACTION CONTINUE

- parmi les prédécesseurs possibles d’un nombre spécial, il y a un seul nombre
spécial ;

- si la fraction continue de W, avec W% = f(X), est périodique, alors le
développement de « = W + E(W) est purement périodique.

Soit maintenant W = [ug, u1, . ..] périodique ; alors

a = [2ug, U, ..., Uk, Ukt1, -y Uktl—1)

est aussi périodique. Posons 8 = [Uk, @ks1, .-, Uk+£-1)- Le nombre a étant spécial
tous ses successeurs le sont. Pour k > 1 les nombres v = u;_18~" sont deux
prédécesseurs spéciaux de (. Il sont donc égaux et on a ux_; = Ugqe—1. De
proche en proche on obtient o = [2ug, uy, ..., u1). En remarquant que

—1/0/ =0 = [ul,u2, ...,ul_1,2u0],

on obtient la symétrie annoncée et la proposition.

1.2. Meilleures approximations et fractions continues

Soit f(X) = a?X? + ... € Z[X] avec a entier positif. On considére
W = aX?+ .. € Q((1/X)) vérifiant W? = f(X). Pour tout entier n rendant
f(n) positif non carré, on pose w = v/f(n). On note O, Panneau Q[X]+Q[X|W
et O, 'anneau Z + Zw.

Nous définissons ici les meilleures approximations de w et de W et nous
donnons rapidement, le lien avec les fractions continues réelles ou formelles, et
la maniére de lire les propriétés classiques des fractions continues (voir [2] et

[7)-

Traitons d’abord le cas réel. Pour ( = p — qw, avec (p,q) € Z?, on pose
| ¢ h=|¢|et]C|e=|p+quw|. On dit que { est une meilleure approzimation
de w si et seulement si pour tout 6 € O, = Z + Zw, vérifiant | § |1<| ¢ | et
| 6 |2<| € |2 on a 6 = 0. Ces meilleures approximations sont définies au signe
prés. L’ensemble des meilleures approximations de w dans ]0,1] forment une
suite 1,(;, (s, ... ordonnée par | ( | décroissant et tendant vers 0. Cette suite
est en bijection avec la suite des réduites pi/qr du développement en fraction
continue de w par la relation (x+1 =| px — grw | pour k > 0. De méme les
meilleures approximations supérieures a 1 sont rangées par | ( |, croissant :

176_1,6_2, cee
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On note ¢ l'unité fondamentale dans |0,1[ de l'ordre O,. La périodicité
du développement en fraction continue s’exprime par (x4, = +&(; pour tout
k € Z. D’autre part, la définition montre que si { = p — qw est une meilleure
approximation de w, son conjugué (' = p + quw ’est aussi. On obtient alors la
suite des meilleures approximations positives :

lCé l’lCé-—l |a’|C{ Ll,Cl’Cza---aCt—laCt=5,---

Pour tout entier k,on a | (j, |= ;- et avec la périodicité on a ; = ¢ | {;_; |
pour j = 1,2,... £. Ceci exprime la propriété de symétrie de la période du
développement w = [ag, a1, a2, .. . a2, a1, 2a¢]. Si la longueur ¢ est paire, il y a
un terme médiant aj, avec h = 1, et on a (4 = £(}. En résumé :

PROPOSITION 2. — Avec les définitions et notations précédentes, les
meslleures approzimations positives de w forment une suite ((i) vérifiant (o =
LGg=cetGue=eG;omali=c|G_;|pourj=12,... L Le lien avec les

réduites s’ezprime par (k41 =| pr — qew | pour k > 0.

Revenons au cas formel. Pour 8 = A(X)+ B(X)W € O, on définit les
deuz valeurs absolues | B |1= e%9 et | B |o=| B' |1. On peut prendre la méme
définition que dans le cas réel : B est une meilleure approximation de W si
et seulement si pour tout y de O, tel que | v 1<| B |1 et | v |2<| B |2 on a
v = 0. Ces meilleures approrimations sont définies a un facteur multiplicatif
rationnel non nul prés. Les meilleures approzimations de W de degré négatif
forment une suite 1,03, B, ... qui est en bijection avec la suite des réduites de
W par la relation Bry1 = Ar — BiW modulo Qx. La périodicité (de longueur
¢) du développement en fraction continue de W se traduit par lezistence d’une
unité € de O, telle que

Br+e = €0k (modulo Qx)

pour tout k > 0, mais contrairement au cas réel € n’est pas toujours l'unité
fondamentale de O,, méme si £ est minimale. Nous précisons cette particularité
au paragraphe suivant.

Signalons que toute unité ¢ de O, est une meilleure approrimation, que si
¢ est une meilleure approzimation, il en va de méme pour €(, et que comme
dans le cas réel la notion de meilleure approrimation ainsi exprimée donne une
démonstration élégante de la propriété de symétrie de la période de W et de la
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LONGUEUR DU DEVELOPPEMENT EN FRACTION CONTINUE

propriété de conjugaison

(B; = €B,_;moduloQx,1 < j < £).

1.3. Groupes d’unités de O,

Un élément n € O, est une unité si et seulement si sa norme N(n) = 0y
est un nombre rationnel non nul. Si n est une unité de O, An l’est aussi pour
tout X € Qx. On considére donc le groupe G des unités modulo Q*. On sait [3]
que le rang de ce groupe est soit 0 soit 1. Il est de rang 1 si est seulement si la
fraction continue de W est périodique. Puisque nous supposons le développement
en fraction continue de

W = [uo,ul,...,ul_1,2u0]

périodique de longueur £ minimale, nous savons que € = A;_1(X) — Bi1 (X)W
est une unité de G de norme £1. Le groupe G, des unités de norme x1 sera
donc ausst de rang 1.

Nous établissons maintenant le lien entre € et les générateurs de G et de G,
que nous notons respectivement @ et 1. Montrons d’abord que la premiére unité
dans la suite des meilleures approximations, de degré négatif, est située soit d la
fin de la période du développement en fraction continue de W, soit au milieu et
dans ce cas £ = 2 mod 4. St parmi les £~ 1 premiéres meilleures approzimations
de degré négatif de W, 31, Ba,...,0e-1, il y a une unité B, = Ap—1 — Bp_1W de
G écrivons, pour k > 0 :

Wi = [uk, ursr, .. ] = (B + W)CTY;

alors
Cr= (_1)h(AI2:—1 - Bﬁ-lf(X))

est de degré nul. De U’égalité
Wi = (P + E(W))Cy" + (W — E(W))Cy!

on déduit Wiy, = CpW; puis Wiy = WzC'h'l, etc. St h est impair on a
Wor = CoWy, = B, + W, Waryr = W et donc € = 2h. Si h est pair Wy, =
WiWWy Y Wy = WiCy, 2 ... ce quit conduit a une infinité de quotients partiels
distincts et le développement de W ne serait pas périodique contrairement
Uhypothése. Si € est impair on peut prendre ¢ = ¥V = ¢ = (A1 — Be1 W)
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comme générateur de G' et de G1. Si maintenant ¢ est pair, notons h = £/2,
considérons B, = Ap_1 — Bo_1W et notons C = N(B,) = A2_, — B_, f(X).
Il faut ensuite discuter suivant C. Si C est de degré non nul, B, n’est pas dans
G et on peut prendre € comme générateur de G modulo Qx et de G, au signe
prs. Si C = £c? avec c rationel, By est dans G et Brc™! est dans Gi. Dans les
autres cas, By est dans G et B2C~! est dans G,. En résumé on a :

PROPOSITION 3. — Awec les notations précédentes, soit £ la longueur
de la période du développement en fraction continue de /f(X) et notons
€= Py = A1 — B W.

1. Si ¢ est impair, € est un générateur de G modulo Q* et de G.
2. Si £ est pair, notons h =£€/2 et C = N(B) ; alors :
a. Si deg(C) est non nul, € est un générateur de G modulo Q* et de G.

b. Sideg(C) =0 avec C = £c? et ¢ rationnel, B, est un générateur de
G modulo Q* et Brc™! est un générateur de G.

c. Sideg(C) =0 avec | C | non carré dans Q, B est un générateur de
G modulo Q* et € = (3 est un générateur de G,.

2 - Le résultat principal
2.2. Enoncé

THEOREME — Soit f(X) = a®?X?¥ +... un polynéme non carré dans Z[X)
tel que le développement en fraction continue d’un élément W = aX¢ + ...
vérifiant W2 = f(X), soit périodique. Notons W = [ug, U1, .- -, Uz et Ar/By les
réduites du développement en fraction continue de W et considérons l’ensemble :

E={ne€Z|24,-1(n) ¢ Z, f(n) positif non carré }.

Alors il existe une constante C ne dépendant que de f telle que pour toutn € E,
la longueur de la période du développement en fraction continue de |/ f(n) soit

minorée par 1 + 2[log \/f(n)/log C] o [z] désigne la partie entiére de z.

L’idée de la démonstration est la suivante : on considere un générateur
©(X) du groupe des unités G et on montre que pour n € E et pour k =

1,2,...,kp = [log\/f(n)/logC] on peut associer aux ¢*(n) des meilleures
approximations de 4/ f(n) non congrues modulo les unités. La longueur de la
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LONGUEUR DU DEVELOPPEMENT EN FRACTION CONTINUE

période sera alors minorée par ky. On précise la minoration en utilisant les
propriétés particulieres des meilleures approximations de la racine carrée d’un
entier (positif non carré).

LEMME 1 — Soit ¢ = T + UW une unité fondamentale de G vérifiant
lpli < 1. Il existe une partition des entiers rationnels Z en un nombre fini de
classes Fj, j = 1,...,s et des polynémes TW UV € Q[X] d valeurs entiéres
sur F; tels que pour tout j € {1,2,...,s} :

a) le polynéme TU)(n) est premier a UY)(n) pour tout n € E; ;
b) la série p; = TU) + UDW est équivalente d ¢ (i.e. pjp! € Q*);
¢) En posant C; = Nig(x,w).ax))(¢;) on a Cj, # Cj, dés que j1 # ja.

Démonstration. On se rameéne a un représentant de ¢ tel que T et U
soient a valeurs entiéres sur Z en multipliant éventuellement par un rationnel.
Soit C = T?(X) — U*(X)f(X). Le nombre C est un entier non nul et pour
tout entier n le pged de T'(n) et de U(n) divise C. On obtient le lemme en
considérant les diviseurs d; de C' (en nombre fini) tels que

Fy = {n € Z t.q pged (T(n), U(n)) = d;}

soit non vide, en posant (TVU),UW) = (T,U )d]Tl et en remarquant que C' =

C;d.

On peut montrer que les classes F}; sont en fait des réunions de progressions
arithmétiques. Elles sont donc infinies.

Dans la suite, nous omettons 'indice j pour alléger ’écriture.

LEMME 2 — Sotent (F,T,U,,C) Uune des classes du lemme 1 avec
¢(n) =T(n) +Un)w (w?= f(n)) et C =T?*(n) - U*(n)f(n).

Pour tout n € F N E il existe un nombre premier p divisant C' tel que
(3) 2up(2T(n)) < v,(C)

ot v, désigne la valuation p-adique. En notant oF(X) = Tp(X) 4+ Up(X)W les
puissances de ¢ on a :

(4) v, (£(n)) = v,(T*(n))
(5) 0,(Te(n) = (k = 1)u,(2T(n)) + u(T(n)) pour k> 1
(6) 0, (Uk(n)) = (k = 1)y, (2T(n)) pour k> 1.
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Démonstration : D’apreés le lien mis en évidence dans la proposition 3 entre
l'unité formelle génératrice de G et 'unité ¢ = A,_; — B,_;W provenant de
la fraction continue formelle, nous avons deux cas a considérer suivant que
€ est ou non un générateur de G. Si ¢ engendre G on a ¢ = ae avec a
entier et donc 24,_;(n) = £2T(n) et C = +a®. Mais pour n € E, 24,_,(n)
n’est entier et il existe donc p vérifiant (3). Dans l'autre cas ¢ = £p?C~! =
+(T? + U?f + 2TUW)C~! et on a 24,_, = +2(T? + U2f)C~'. Pour n € E,
le nombre 2(T?(n) + U2(n)f(n))C~! n’est pas entier et en tenant compte de
T? - U?f = C on en déduit que 4T%(n)C~! n’est pas entier et il existe p tel que
2v,(2T'(n)) < v,(C). On peut considérer que p est indépendant de n dans F. En
effet, comme il n’y a qu’un nombre fini de p possibles, il suffit de partitionner

F.
Pour la deuxiéme partie du lemme, on écrit :
(7) T*(n) = U*(n)f(n) =C;

d’aprés (3), on a v,(U%(n)f(n)) = v,(T?(n) — C) = v,(T?%(n)) mais T(n) est
premier avec U(n) et donc v,(f(n)) = v,(T?(n)). Pour prouver (5) et (6) on
remarque que les entiers Tj(n) et Up(n) vérifient les relations de récurrence
linéaire
®) { Tey2(n) = 2T (n)T(n) — CTi(n)

Ukt2(n) = 2Uk41(n)T(n) — CUk(n), k>1.

En effet, a partir de p**! = ¢* on tire

(&)= (@ #) (&)
T Uf

et en écrivant que M = (U T ) est racine de son polyndme caractéristique

M? — 2TM — CI = 0 on obtient la relation (8). On peut alors montrer
(5) et (6) par récurrence. En tenant compte de (7) on a Ti(n) = T(n) et
Tz(n) = T*(n) + U*(n)f(n) = 2T%(n) — C. Ce qui montre (5) pour k = 1 et
k = 2. D’autre part, Uj(n) = U(n) et on veut v,(U(n)) = 0. Si v,(T(n)) > 0
on a v,(U(n)) = 0 car T(n) et U(n) sont des entiers premiers entre eux. Si
maintenant v,(T(n)) = 0 la relation (7)et v,(C) > 0 entraine v,(U(n)) = 0.
Puisque U,(n) = 2T(n)U(n) on a donc (6) pour k =1 et k = 2. Pour k > 2 les
relations (5) et (6) se vérifient facilement par récurrence a partir de (8).

LEMME 3 — Awvec les notations du lemme 2, considérons pourn € FNE
le pged dy , des entiers T,(n), Up(n) et posons

T = Ti(n)/dkn, Uk = Uk(n)/din
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Les entiers algébriques prn = Tk n + Uk nw du corps quadratiqgue Q(w) ont des
normes distinctes et sont donc non congrus deuz ¢ deux modulo les unités du
corps pour tout k > 1.

Démonstration : Soit n € F N E et p un nombre premier divisant
la norme C de ¢(n) tel que (n,p) vérifie (3). Il résulte de (5) et (6) que
Up(din) = (kK — 1)vp,(2T(n)) et donc la norme C} de ¢y, vérifie

up(Ch) = kup(C) — 2(k — 1), (2T(n)) -

vp(Ch,) = vp(C},) entraine (ky — ky)(vp(C) — 2v,(2T(n))) = 0 et donc k; = k.
Ce qui prouve le lemme 3.

LEMME 4 — Avec les notations des lemmes 2 et 3, soient p =T +UW
et n un entier de FN E. Si k est un entier vérifiant w > |C*|, la fraction
TinUpn = Ti(n)U; ' (n) est une réduite du développement en fraction continue
de W. De plus, en notant 4,0',0," = Tin — Upnw le conjugué de @y n, le nombre
99%,71801:11," n'est pas une unité du corps K, = Q(w) quels que soient les entiers
k. ki etn dans FNE.

Démonstration : La premiere partie résulte directement de la proposition
2 et du chapitre 10 de Hua [1982] affirmant que si ¢ et u sont des entiers tels
que [t* — wu?| < w alors t/u est une réduite de w. La seconde partie pour
k # k; résulte du lemme 3. Soient maintenant n € F'N E et p un premier
divisant C' = N(p(n)) tel que (n,p) vérifie (3). Posons 2a = 2v,(2T(n)) et
supposons p # 2. Il résulte du lemme 2 que p?* divise exactement 72(n) et f(n)
et que p?**! divise C. L'égalité T?(n)p~2*— f(n)p~22U?(n) = Cp~2* montre que
f(n)p~2* est un carré modulo p. Si on note O, l’anneau des entiers du corps
K, = Q(w), I'idéal (pOk,) est donc décomposé. On en déduit les égalités :

(T + Uw)Og, = p*P7™*Q,
(T — Uw)Og, =p*P"%Q,
ou vy = v,(C'), ou P, P’ sont les idéaux premiers distincts au-dessus de p et ou

Q est un idéal étranger a P.

Dans le cas p = 2, le lemme 2 entraine que 22~1) divise exactement T2 (n)
et f(n). D’autre part, vo(C) > 2v2(2T(n)) = 2a et donc 8 divise C27 21,
L’égalité
T2(n)22—2a _ f(n)22—2aU2(n) — 022—2a
montre que l'idéal 20y est encore décomposé. On en déduit
(T + Uw)Og, =2°71 P20,
(T _ Uw)OK" — 20-—-1P17—2(a—1)Ql;
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Il en résulte que les idéaux ¢}, ,Ok, et ¢r,Ok, sont distincts, ce qui équivaut
a dire goﬂc’ngo,:,}l n’est pas une unité de O, .

Démonstration du théoréme : Considérons I'un des ensembles F; définis au
lemme 1. Posons F' = F},C = C; et pour n € F N E, considérons 'entier

ko = [log (m) /logc] .

Avec les notations des lemmes précédents, il résulte des lemmes 3 et 4 que les
nombres

/ / '
(9) PlnsP2ny - Phony P1nsPons e+ s Phon

sont des meilleures approximations de w et qu’elles sont non congrues deux
a deux modulo les unités de I’anneau Ok, , on a donc ¢p(w) > 2k,. Si ¢p(w)
est impair, on en déduit immédiatement ¢p(w) > 2k + 1. Si €p(w) est pair, on
va montrer que : {p(w) > 2ko + 2. En effet, la proposition 2 nous dit que la

. . Ip(w .
meilleure approximation (, = |pr-1 — ga—1w| avec h = —E(——z, qui se trouve au

milieu de la période, vérifie (), = £(j¢ (¢ unité de Ok, ). Or, d’apreés le lemme
4, les meilleures approximations (i n))i<ick, (¥} ,))1<i<k, que I'on consideére ne
peuvent étre associées modulo les unités de Ok, a (5. Alors fp(w) > 2ky + 1 et
comme ¢p(w) est pair on a fp(w) > 2k + 2.

2.2. Un exemple

Dans le cas f(X) = a?X? + bX + c le développement en fraction continue
formelle est toujours périodique de longueur 1 ou 2. On a :

3
Vf(X) = [G:X+'2% ’w7 2(1X + ‘Z‘J

4a2c — b2

L’exemple F(X) = X? 4+ 9X + 16 avec n = 17™ donné par LOUBOUTIN [1989]

montre que la minoration obtenue est optimale puisque ¢p(y/f(17™)) = 1+ 2m
et que m = k.

Nous donnons ci-dessous un exemple explicite, avec deg(f) = 4, dans lequel
la longueur du développement formel est ¢ = 10. Si

FX)=X"+4X° - 6X* +4X +1, et W(X) = X2 +2X -5 +...,

on obtient facilement le développement en écrivant les quotients complets W,
sous la forme (By + W)C;! car on a les formules de récurrence classiques :

ur(X) = E(By + W)Cy', Biyr = wCi — By, Ciqn = (f(X) = Bi,)Ci
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La suite des quotients partiels est :
us(X) = (X +2)/18, uy(X) = ~9(X +3), us(X) = —(X* + 2X — 5)/54,
Ug = U4 . .. Ulo(X) = 2UO(X)

La suite des normes de la suite des meilleures approximations
Br = Ar—1 — BroaW, k> 1, est :
N(f) =1, N(1) = —24(X — 1), N(B) = —X/3, N(Bs) = —36X,
N(Bs) =-2(X-1)/9, N(Bs) =108, N(Bs) = N(Bs),...,N(6:10) =1.

L’élément suivant :

O(X) =405 = (X + 12X° + 45X* — 33X?% — 43)

—(X* +10X°% + 30X + 22X — 11)W
est un générateur de G ; nous posons p(X) =T(X) +U(X)W.
Déterminons I’ensemble E : Puisque C' = N(p) = 16.108 n’est pas un carré, on
a d’apres le paragraphe 1.3 :
€= =F:C™" = Ay — BBW

et donc 24y(n) = £2(T% + U2f)C1.

Pour tout entier n, 2A49(n) n’est jamais entier car n = 0 ou 1(mod 3)
implique T? + U f = 2 ou 1 (mod 3) et que n = 2 (mod 3) implique T2 + U?f
divisible par 9 mais non par 27. D’autre part, f(0) et f(1) sont carrés et f(n)

est négatif pour n = —1, -2,

—3,—4,-5. On a donc
E=7\{0,1,-1,-2,-3,—4,-5}.

En explicitant les résultats du lemme 1 pour ce générateur ¢ et en utilisant les
notations de ce lemme on a la partition suivante de F :

Fi={ne€E|n=0mod2etn=0oulmod 3}

avec TH =T, UM = U, ¢ = 2°.33
F,={n€ EF|n=0mod 2 et n =2 mod 3}

avec T® =T/3, UD =U/3, Cy =2°.3
Fs={n€E|n=1mod2etn=0oul mod 3}

avec T® =T/2, U® =U/2, C3 = 2.3
Fy={n€ F|n=0mod2etn=2mod 3}

avec TW =T/6, UY =U/6, Cy =2'.3
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Le théoréme donne la minoration :

tp(y/f(n)) 2 1+ 2[log / f(n)/log C],

avec C = maxC; = 2%3° mais la démonstration permet de 'améliorer suivant
que n appartient a Fy, F3 ou a Fy en remplacant C' par Cy,Cs ou Cj.
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