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In t roduc t ion 

1 

Ce volume es t issu d'un Séminair e intitulé "Courbes modulaires, courbes de 
Shimura et représentations galoisiennes", organisé par K. Ribet e t moi—même, 
en 1987-88 , à  l'Universit é d e Paris-Su d (Orsay) . I l s'agissai t d e comprendr e 
les outil s e t résultat s d e l'articl e d e K . Ribe t [Ribe t 1990a] , alor s sou s 
forme d e prépublication . Le s orateurs furen t H . Carayol , L . Illusie , R . Livne , 
J.-F. Mestre , J . Oesterlé , M. Raynaud, e t les organisateurs. Les trois premier s 
articles de ce volume ont pour origine des conférences d u Séminaire. Les autres 
articles offren t de s résultat s originau x obtenu s depui s lor s su r le s thème s 
abordés dan s l e Séminaire . 

Pour décrir e l e fi l conducteu r e t l a teneu r d u présen t volume , i l nous fau t 
brièvement décrir e l a substanc e d e l'articl e cité . I l s'agi t d e l a preuve , pa r 
B. Mazu r e t K . Ribet , d u résulta t suivant , conjectur é pa r Serr e [Serr e 1987] . 
On se donne un nombre premier £  impair e t une F^-représentation irréductibl e 
p d e Gal(Q/Q) , attaché e à  un e form e modulair e paraboliqu e d e poid s 2 , 
primitive d e nivea u N e t d e caractèr e trivial , vecteu r propr e de s opérateur s 
de Hecke . O n considèr e u n nombr e premie r p divisan t N mai s pa s N/p. O n 
suppose p ^  1  mod. ^ (Mazur ) o u N no n multipl e d e £ 2 (Ribet) . O n veu t 
prouver qu e s i p es t fini e e n p (c e qui, si p ^  £, signifie qu e p est no n ramifié e 
en p) , alor s p provien t auss i d'un e form e modulair e paraboliqu e d e poid s 2 , 
de caractèr e trivia l e t d e niveau N/p. 

Ce résulta t a  e n particulie r comm e conséquenc e qu e l a conjectur e d e 
Shimura-Taniyama-Weil, selo n laquell e tout e courb e elliptiqu e su r Q  es t 
quotient d'un e courb e modulair e XQ{N), entraîn e qu e l'équatio n d e Fermâ t 
XN + YN = ZN n' a pa s d e solutions e n entier s X , Y , Z no n nuls , pour n > 3 
(voir [Fre y 1987 ] e t également , pou r un e introductio n d e natur e élémentair e 
à c e cercle d'idées , l'articl e [Mazu r 1991]) . 

Nous n e voulon s pa s commente r ic i précisémen t l a structur e d e l a preuve . 
Celle-ci es t décrit e clairemen t dan s l'introductio n d e [Ribe t 1990a ] e t admi -
rablement résumé e dan s l'expos é [Oesterl é 1988] . Nous n'e n mentionnon s ic i 
que le s aspects qu i formen t l e fi l conducteu r d u volume . 

L'on procèd e e n deu x étapes . L a première , du e à  Mazur , trait e l e ca s 
où p ^  1  mod.£. O n not e T(N) l'algèbr e de s opérateur s d e Heck e su r 
les forme s parabolique s d e poid s 2  pou r TQ(N). O n peu t suppose r qu e p 
est l a (class e de ) représentatio n attaché e à  u n idéa l maxima l m  d e T(iV) , 
p : Gal(Q/Q) — • GL2(T(N)/m), pa r le s formule s 

tr/>(Frobr) =  Tr mo d .N 

det />(Frobr) =  r  mod .N 

pour tou t nombr e premie r r  n e divisan t pa s £N. 



INTRODUCTION 

On regard e alor s l a représentatio n d e Gal(Q/Q ) su r l'espac e Jo (A0[m] 
des point s annulé s pa r m  dan s Jo(N)(Q) , o ù JQ{N) es t l a jacobienn e d e l a 
courbe modulaire XQ(N). O n prouve facilement qu e cette représentation a  une 
semisimplifiée isotypiqu e d e typ e /9 , mais o n sai t e n outr e maintenan t qu'ell e 
est semi-simpl e don c égal e à  s a semisimplifié e [Boston , Lenstra , Ribe t 1991] . 
Prenons-en u n composan t simpl e V. L e point crucia l es t qu e V, puisque p est 
finie e n p , s e plong e dan s l a fibre  e n p d u modèl e d e Néro n d e Jo(iV) . Cel a 
découle de la propriété universell e des modèles de Néron s i p ^  £, puisqu'alors 
p est non ramifiée e n p, et l e lecteur trouver a à  la fin de l'exposé d e Raynau d 
la variant e qu i perme t d e traite r l e ca s £ =  p. L e mêm e expos é donn e l a 
description d u modèl e de Néron su r Z p d e JQ(N), ave c son action d e l'algèbr e 
de Hecke . U n outi l importan t es t l'accouplemen t d e monodromie , don t l a 
réalisation ^-adiqu e es t détaillé e dan s l e secon d expos é (Ilhisie) , d'aprè s 
Grothendieck. L e résulta t d e Mazu r découl e alor s d e l'action d e Heck e su r l a 
réduction modulo p de JQ(N). E n particulier, le module V a  une image trivial e 
dans le groupe <3 > des composantes connexe s de cette réduction, ca r l'action d e 
Hecke su r c e group e $  es t d e typ e Eisenstein . L'articl e d 'Edixhove n donn e 
une démonstratio n d e ce dernier fai t pou r p\N, p > 3  mais sans suppose r qu e 
p2 n e divise pas N ;  la méthode es t différent e d e celle de Mazur e t Ribet . Dan s 
un mêm e ordr e d'idées , l'articl e d e Lin g e t Oesterl é décri t l e sous-group e 
de Shimura , noya u d e l'homomorphism e Jo(N) — • Ji(N) (voi r [Ribe t 1983 ] 
pour l e lien entr e l e groupe d e Shimur a e t le s applications Jo(N) — • Jo(Nq) 
où q es t u n nombr e premier , q-fN). 

La contributio n d e K . Ribe t es t l e ca s o ù p = 1  mo d .£ et N premie r à  £ . 
Il commence pa r éleve r l e niveau d e l a représentatio n p , c'est-à-dire prouve r 
qu'il exist e pou r certain s (nombreux ) nombre s premier s q ^  1  mo d .£, un e 
forme paraboliqu e d e poid s 2  pou r T0(Nq)1 nouvell e e n g , qu i donn e lie u 
à l a représentatio n p (voi r auss i [Ribe t 1990b]) . Dan s l e présen t volume , l a 
contribution de F. Diamon d éten d ce résultat au x formes de poids supérieur : 
il utilise l a cohomologi e de s courbe s modulaire s plutô t qu e leu r jacobienne . 

Il s'agi t alor s d e travaille r ave c l a form e g obtenue , nouvell e à  l a foi s e n 
p et e n q. Ribe t introdui t u n corp s d e quaternion s ramifi é seulemen t e n p e t 
q e t l a courb e d e Shimur a C correspondan t a u nivea u M = N/p. Ceredni k 
et Drinfel d o n décri t l a fibre  spécial e d'u n modèl e propr e e t pla t d e C su r 
Zq. C'es t l a méthod e d e Drinfel d pou r établi r c e résulta t qu e vou s trouvere z 
exposée e n détai l (l a rédaction d e Drinfeld étan t trè s elliptique ) dan s l'articl e 
de Bouto t e t Carayol . D e cette description , Ribe t déduit , e t c'es t l à le point 
principal, qu e l a composant e neutr e (d u modèl e d e Néron ) d e l a jacobienn e 
de C , su r FQ, es t entièremen t torique , u n tor e don t l e group e de s caractère s 
est isomorph e à  celu i d e la partie ç-nouvell e d e la partie toriqu e d e J0(Mpq) 
sur F p . Note r l'échang e d e p e t q qu i es t fondamental . Renvoyon s à  [Ribe t 
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1990a] o u [Oesterl é 1989 ] pou r le s détail s d e l'ingénieu x aller-retou r ver s C 
qui permet d e conclure, mais mentionnons néanmoins qu'on ne peut conclur e à 
la fin qu e parce qu'on a  un résulta t d e multiplicité 1 , à savoir qu e Jo(Mpq)[m] 
est d e dimension 2  sur T(N)/m. Dan s la contribution d e Mazur e t Ribe t c e 
résultat es t généralisé au cas où l'on ne fait pa s d'hypothèse su r la ramificatio n 
de p en p, mai s des exemples montrent qu'un e restriction d u genr e (p, M) = 1 
est nécessaire . Cett e généralisatio n perme t d'étendr e l e théorème d e Ribet a u 
cas où p =  1  mod^ , £\N, P^N. 

Mentionnons pour fini r qu e c'est un e version de ce théorème de multiplicit é 
1, utilisan t l a cohomologi e cristalline , qu i d'aprè s l'annonc e d e [Jordan -
Livne 1989 ] ser t à  obteni r l a généralisatio n de s résultat s d e Ribe t au x 
poids supérieurs . Cependan t l'usag e d u théorèm e d e multiplicit é 1  n'est pa s 
toujours indispensabl e (cf . [Ribe t 1991] ) e t o n arriv e à  ramene r l e ca s de s 
formes d e poid s supérieur s à  celui  de s forme s d e poid s 2  (Ribet , courrie r d u 
1 e r juille t 1991) . Un e autr e généralisatio n consist e à  examine r l e ca s o ù p2 

divise N :  la conjectur e d e Serr e correspondant e es t prouvé e dan s [Carayo l 
1989]. 
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1. Résumé s de s article s 
M. Raynau d :  Jacobienne des courbes modulaires et opérateurs de Hecke 

Soit N u n entie r >  0 . Nou s considéron s l a courb e modulair e XO(N)Q d e 
niveau JV , défini e su r Q , e t s a jacobienn e JO(N)Q. I l y  a  a u moin s deu x 
façons naturelle s d'étendr e cett e variét é abélienn e su r Q  e n u n schém a e n 
groupes sur Z . On peut utilise r le modèle de Néron de JO(N)Q O U bien on peut 
d'abord, grâc e à Drinfeld , étendr e la courbe modulaire XO(N)Q e n un modèl e 
entier Xo(iV) , pui s introduir e l a jacobienn e d e c e modèle . Nou s comparon s 
ces deu x schéma s e n groupes . E n u n nombr e premie r divisan t exactemen t 
N l e modèl e d e Néro n a  un e réductio n semi-stabl e e t nou s calculon s l e 
groupe de s composantes connexe s de sa fibre  fermée. D e plus, nous rappelon s 
comment étendr e les correspondances de Hecke de Q à Z p . Pour terminer , nou s 
démontrons un analogue de la propriété universelle de Néron pour le s schémas 
en groupe s quasi-fini s e t plats , analogu e qu i es t valabl e pou r le s schéma s e n 
groupes semi-abéliens , pourv u qu e l a base n e soi t pa s tro p ramifiée . 

L. Illusi e :  Réalisation t-adique de Vaccouplement de monodromie, d'après 
A. Grothendieck 

Pour un e courbe propre e t plat e sur un trai t strictemen t local , dont l a fibre 
générale es t liss e e t le s seule s singularité s d e l a fibre  spécial e son t de s point s 
doubles ordinaires , o n explicite , à  l'aid e d e l a formul e d e Picard-Lefschetz , 
la réalisatio n ^-adiqu e ( £ ^  caractéristiqu e résiduelle ) d e l'accouplemen t d e 
monodromie défin i pa r Grothendiec k dan s (SG A 7  IX). 

J.-F. Bouto t e t H . Carayo l :  Uniformisation p-adique des courbes de 
Shimura : les théorèmes de Cerednik et Drinfeld 

Nous exposons, avec des démonstrations complètes et détaillées , la méthode 
de Drinfel d pou r prouve r le s résultat s d e Ceredni k su r l'uniformisatio n p-
adique des courbes de Shimura . L a construction, du e à Drinfeld , d'un e famill e 
universelle d e groupes formels  su r l e demi-plan analytiqu e rigid e es t détaillé e 
pour tou t corp s p-adique , e t l'applicatio n global e a u théorèm e d e Ceredni k 
est donné e pou r le s courbes d e Shimur a su r Q . 

B. Edixhove n :  L'action de Valgèbre de Hecke sur les groupes de compo­
santes des jacobiennes des courbes modulaires est "Eisenstein" 

Pour u n nombr e entie r T V > 1 , soi t XO(N)Q l a courb e modulair e su r Q 
paramétrant le s iV-isogénies cyclique s entre courbes elliptiques , e t JO(N)Q s a 
jacobienne. L'algèbr e d e Hecke agi t su r JQ(N)Q don c auss i su r so n modèle d e 
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RÉSUMÉS 

Néron JQ(N) su r Z . Soi t p u n nombr e premie r e t &N,P l e group e d e compo -
santes connexe s d e l a fibre  géométriqu e Jo(N)P d e Jo(N) e n caractéristiqu e 
p. Nou s démontron s qu e pou r p >  3 , l'action d e l'algèbr e d e Hecke sur 3>jv, p 

est "Eisenstein". 

S. Ling et J . Oesterl é :  The Shimura subgroup of JQ(N) 

Au morphism e nature l Xi(N) — • XQ(N) d e courbe s modulaire s corres -
pond pa r fonctorialit é d e Picar d u n homomorphism e Jo(N) — • Ji(N) entr e 
leurs jacobiennes . So n noya u S(iV) , appel é l e sous—group e d e Shimur a d e 
Jo(iV), es t fini.  Nou s déterminon s l a structur e d u group e £(iV) , ains i qu e 
l'action su r c e group e d e Gal(Q/Q ) e t d e l'algèbr e d e Hecke . Nou s étudion s 
également l e comportemen t d e c e group e pa r le s application s d e dégénéres -
cence. Cel a généralis e de s travaux antérieur s d e B . Mazu r e t K . Ribet . 

F. Diamon d :  Congruence primes for cusp forms of weight k > 2 

Soit /  un e form e primitiv e d e conducteu r JV , et soi t l u n nombr e premie r 
ne divisan t pa s N. O n considèr e le s nombres premier s d e congruenc e entr e / 
et de s forme s primitive s d e conducteu r divisan t NI e t divisibl e pa r £ . Pou r 
les formes d e poids 2 , Ribet a  calcul é ce s nombres premier s d e congruence e n 
étudiant certain s sous-groupe s de s jacobienne s de s courbe s modulaires . E n 
considérant, a u lie u d e jacobiennes, de s groupes d e cohomologie à  coefficient s 
dans de s représentation s tensorielle s symétriques , o n peu t généralise r se s 
résultats au x poid s plu s grands . 

B. Mazu r e t K.A . Ribe t :  Two-dimensional représentations in the arith-
metic of modular curves 

Soit p un nombr e premie r e t N u n entie r >  1  premier à  p. Soi t /  un e form e 
nouvelle d e poid s 2  pou r To(Np), e t soi t p l a représentatio n modul o p d e 
Gal(Q/Q) attaché e à  / . Nou s prouvon s qu e s i p es t absolumen t irréductible , 
et n'es t pa s d e niveau iV , alors p intervient ave c multiplicité 1  dans l'action d e 
Gal(Q/Q) su r le s points d'ordr e p de la jacobienne d e Xo(Np). Nou s donnon s 
des exemples montran t qu e ce résultat n e s'étend pa s a u ca s où l'on remplac e 
Np pa r Npr, r > 3 . 
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2. Résumé s e n anglais . English abstract s 
M. Raynaud : Jacobienne des courbes modulaires et opérateurs de Hecke 

Let N b e a strictly positive integer. We consider the modular curv e XO(N)Q 
of leve l iV , define d ove r Q  an d it s Jacobia n JQ(N)Q. Ther e ar e a t leas t tw o 
natural way s t o exten d thi s Q-abelia n variet y int o a  group-schem e ove r Z . 
We ca n us e th e Nero n mode l o f JO(N)Q o r w e can firs t exten d th e modula r 
curve XO(N)Q int o a n integra l mode l A r

0(iV), thank s t o Drinfeld , an d the n 
introduce it s Jacobian . W e compar e thos e tw o group-schemes . A t a  prim e p 
such tha t p\\N, th e Nero n mode l ha s semi-abelia n reductio n an d w e comput e 
the grou p o f connected component s o f the close d fiber . Furthe r w e recall how 
to exten d th e Heck e correspondences fro m Q  t o Z p . 

We en d thi s lectur e b y a n analogu e o f th e Nero n universa l propert y fo r 
quasi-finite fla t group-schemes , which i s valid for semi-abelia n group-schemes , 
when th e bas e i s not to o ramified . 

L. Illusi e : Réalisation C-adique de l'accouplement de monodromie, d'après 
A. Grothendieck 

For a  prope r an d flat  curv e ove r a  strictl y loca l discret e valuatio n ring , 
whose general fiber i s smooth and whose special fiber ha s only ordinary doubl e 
points as singularities, we describe, by means of the Picard-Lefschetz formula , 
the acidi c realizatio n (( ^ residua l characteristic ) o f th e monodrom y pairin g 
defined b y Grothendiec k i n (SG A 7 IX). 

J.-F. Bouto t et H . Carayol : Uniformisation p-adique des courbes de 
Shimura : les théorèmes de Cerednik et Drinfeld 

We expound , wit h complet e an d detaile d proofs , Drinfeld' s metho d fo r 
proving result s o f Cerednik' s o n th e p-adic uniformizatio n o f Shimura curves . 
Drinfeld's constructio n o f a  universa l famil y o f forma l group s o n th e rigi d 
analytic half-plan e i s detaile d ove r an y p-adi c field , wherea s th e globa l 
application t o Cerednik' s theore m i s given fo r Shimur a curve s ove r Q . 

B. Edixhovc n : L'action de l'algèbre de Hecke sur les groupes de compo-
s antes des jacobienne s des courbes modulaires est "Eisenstein". 

Let N be a positiv e integer an d X0(N)Q the modula r curv e ove r Q 
parameterizing cycli c isogenic s o f degre e i V betwee n ellipti c curves . Le t 
Jo(iV)Q b e th e Jacobia n variet y o f XO(N)Q. Th e Heck e algebr a act s o n 
JO(N)Q henc e also on its Néron model Jo(N) ove r Z. Let p be a prime numbe r 
and $/v,/ > th e grou p o f connecte d component s o f th e geometri c fibe r JQ(N)P 
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of Jo(N) i n characteristi c p. W e prove tha t fo r p > 3  the actio n o f th e Heck e 
algebra o n $ i s "Eisenstein". 

S. Ling et J. Oesterlé :  The Shimura subgroup of JQ(N) 

To th e natura l morphis m X\(N) —> Xo(N) o f modula r curve s corres -
ponds, b y Picard functoriality, a  morphis m Jo(N) —• Ji(N) betwee n thei r 
Jacobian varieties . It s kerne l E(iV) , calle d th e Shimur a subgrou p o f Jo(N), 
is finite. W e determin e th e grou p structur e o f S(AT ) togethe r wit h th e actio n 
of Galoi s an d th e actio n o f th e Heck e algebra . Thi s extend s previou s result s 
obtained b y B . Mazu r an d K . Ribet . 

F. Diamon d :  Congruence primes for cusp forms of weight k > 2 

Let /  b e a  primitive newform o f conductor iV , and le t £  be a  prime numbe r 
not dividin g N. W e conside r congruenc e prime s betwee n /  an d newform s o f 
level dividing N£ an d divisibl e by £. For weight 2  forms, Ribet compute d thos e 
congruence prime s b y studyin g som e subgroup s o f th e Jacobia n varietie s o f 
modular curves . Considering, instead of Jacobian varieties, cohomology group s 
with coefficient s i n symmetric powe r representations , w e generalize his result s 
to highe r weights . 

B. Mazu r e t K.A . Ribe t :  Two-dimensional representations in the arith­
metic of modular curves 

Let p b e a  prim e numbe r an d N a  positiv e intege r prim e t o p. Le t /  b e a 
new for m o f weight fo r T0(Np) an d p the mo d p representatio n o f Gal(Q/Q ) 
attached t o / . W e prov e tha t i f p i s absolutely irreducibl e an d i s no t o f leve l 
iV, then p occur s wit h multiplicit y 1  in th e actio n o f Gal(Q/Q ) o n point s o f 
order p o f th e Jacobia n o f X0(Np). W e give example s showin g tha t thi s doe s 
not exten d t o th e cas e where Np i s replaced b y Npr, r > 3 . 
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Jacobienne de s courbes modulaires 
et opérateur s de Hecke 

Michel RAYNAUD (*) 

ABSTRACT. Le t T V be a  strictl y positiv e integer . W e consider th e 
modular curv e XO(N)Q o f leve l TV , defined ove r Q  an d its jacobia n 
JO(TV)Q. Ther e ar e at leas t tw o natura l way s t o extend thi s Q-abelia n 
variety int o a  group-schem e ove r Z . We can use the Neron mode l of 
JO(N)Q o r we can first  exten d th e modula r curv e XO(TV) Q into an integra l 
model Xo (TV), thank s t o Drinfeld, an d then introduc e it s jacobian. We 
compare thos e two group-schemes. At a prime p such tha t p ||TV, the Nero n 
model ha s semi-abelia n reductio n an d w e compute th e grou p o f connecte d 
components of the close d fiber. Furthe r w e recall how to extend th e Heck e 
correspondances fro m Q  tout Zp . 

We en d this lectur e b y an analogue o f the Nero n umversa l propert y 
for quasi-finit e flat  group-schemes , whic h is valid for semi-abelian group -
schemes, whe n th e bas e is not to o ramified . 

Modele de Néron de JO(TV) Q e t schém a de Picard de XQ(N) 

Soient T V un entier >  0. 
Considérons l a courbe modulair e XO(N)Q. C'es t l e "module grossier" 

compactifié, associ é au champ des couples (12 , CN) formé s d'un e courb e el -
liptique E et d'un sous-schém a en groupes étal e CN d e E, cyclique d'ordr e 
TV. Alor s XO(TV) Q est une courb e propr e et lisse su r Q , géométriquemen t 
connexe. On note JO(TV) Q sa jacobienne, qui est don c une variété abélienn e 
sur Q. 

Comment prolonge r JO(TV) Q en un schéma e n groupe s su r Z  ? 
Une premièr e méthod e consist e à  considére r l e modèle d e Néro n 

Jo(TV) su r Z de JO(TV)Q . Alor s Jo (TV) es t un schéma e n groupes liss é et 
séparé su r Z, de fibre génériqu e JO(TV) Q e t c'es t l e "meilleur" possibl e 
dans le sens, où tout autr e prolongemen t liss e s'envoi e dan s Jo (TV). Cett e 
approche présent e u n inconvénient :  il n'est pa s évident d'interpréte r l a 
réduction d e Jo (TV) e n un nombre premier p, en particulier lorsqu e p divise 
le conducteu r TV . 

Une autr e méthod e consist e à  introduire d'abor d l e modèle Xo(N) d e 
-XO(TV)Q su r Z  que l'o n obtien t comm e sui t : 

On par t d e Xo(l) défin i comm e l a droite projectiv e su r Z, complétée 
de l a droit e affin e ayan t pou r coordonné e l'invarian t j . On dispose du 
morphisme fini  canoniqu e 

Xo(N)9 —>Хо(1)ъ, 

(*) Unit é Associé e au CNRS UR A D075 2 

S.M.F. 
Astérisque 196-19 7 (1991 ) 
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qui, au nivea u de s champs , consist e a oublier l a structure d e niveau CJV , et 
on défini t Xo(N) comm e étan t l a normalisée d e XQ(1 ) dans XO(N)Q. Pa r 
construction Xo(N) est don c une courb e relativ e su r Z , propre et normale, 
finie su r XQ(1). 

On not e d'abor d qu e Xo(N) est lisse au-dessu s d e l'ouver t d e Z où le 
conducteur N es t inversibl e comm e modul e grossie r associ é a u champ 
lisse compactifi é de s couple s (E,CN) comm e plu s hau t (o n doi t vérifie r la 
lissité à  l'infini pa r un e étud e locale , cf. [12] Appendice) . 

Soit maintenan t p un nombre premie r qu i divise strictemen t N et 
N' = N/p. Delign e e t Rapopor t ([3 ] cf. th . 6.9) ont montré qu e a u 
voisinage d e p, Xo(N) est l e module grossie r compactifi é associ é au champ 
(E, CN), o ù CN — CPCN' ave c CP u n sous-schém a e n groupes d e E, fini et 
plat, d e rang p. La fibr e au-dessu s d e p de XQ(N) es t constituée d e deux 
copies de XQ(N')FP (don c géométriquemen t irréductibles ) qu i se coupent 
transversalement au x point s supe r singuliers. E n particulier l a réductio n 
de Xn(N) en v est semi-stable . 

Lorsque p2 |iV, la fibre  en p de Xo(N) est plus compliquée , et certaine s 
composantes irréductible s apparaissen t ave c des multiplicités >  1 . Ce n'es t 
que grâce à l'interprétation modulair e donné e pa r Drinfel d e t étudié e dan s 
[7] que l'o n a  pu obtenir u n certain contrôl e su r Xo(N). E n effet, Xo(N) 
peut encor e êtr e défin i comm e l e module grossie r compactifi é associ é au 
champ de s couple s (J5 , CN) o ù CN es t u n sous-schém a e n groupes cycliqu e 
d'ordre N du schéma elliptiqu e E, mais tout e l a subtilité es t caché e dan s 
la définitio n d e cyclique . Dir e qu e CN est cycliqu e d'ordr e N signifi e 
maintenant que , localemen t pou r l a topologie plate , i l existe un e sectio n 
P de E, tell e qu e CN soit u n sous-schéma e n groupes d e E, ayan t pou r 
schéma sous-jacen t l e diviseu r [P] +  [2P ] +  •  • • + [NP]. Une propriété 
fondamentale d e ce champ es t d'être régulie r sur Z ([7] chap . 5) . Cela 
se tradui t d e la façon suivant e :  partons d'u n poin t ferm é x de Xo(N), d e 
corps résidue l kx au-dessu s d e Fp. I l lui correspon d un e courb e elliptiqu e 
(du moin s à  distance finie)  EX su r kx e t une structur e cycliqu e d e Drinfel d 
CN,X- Alor s l'anneau R de la déformation versell e du champ d e Drinfeld a u 
voisinage d e (EX,CN,X) es t un anneau régulie r complet , d e dimension 2, 
plat su r Z . De plus on obtient l e complété Ox,x d e l'anneau loca l de Xo(N) 
en x en passan t a u quotien t pa r le groupe fini  G des automorphismes 
exceptionnels d e (EX,CN,X)- L e groupe G est, comm e d'habitude , d'ordr e 
divisant 12. 

Ceci étant , à  la courbe Xo(N), o n peu t associe r u n foncteur e n groupe s 
sur Z , le foncteur d e Picard relati f d e XQ(N) su r Z ([4] et aussi [1 ] chap. 8) : 

P =  Pic Xo(iV)/Z 

dont l a formation à  l'avantage su r le modèle d e Néron, d e commuter au 
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passage au x fibres . Pou r tou t corp s premie r k , o n a  don c : 

Pu = PicXO(N)k/k 

THÉORÈME 1 . —  Le fondeur de Picard P est représentable par un 
schéma en groupes lisse sur Z  (non nécessairement séparé). 

Notons d'abor d qu e P es t formellemen t liss e su r Z  car , su r un e courb e 
relative, i l n' y a  pa s d'obstructio n infinitésimal e à  releve r u n faiscea u 
inversible en raison d e la nullit é d u H2 d'u n faiscea u cohérent . O n dispos e 
alors d'u n sous-foncteu r ouver t P ° d e P : la composant e neutre , qu i es t 
associée a u foncteu r de s faisceaux inversible s su r Xo(N) d e degr é nu l su r 
toutes le s composante s irréductible s de s fibre s ([1 ] chap . 9. 2 Cor . 13 ) e t 
P° a  se s fibres connexes . 

La difficult é d u théorèm e ci-dessu s dépen d d e l a complexit é de s singu -
larités de s fibres  d e XQ(N)/Z : 

— L à où N es t inversible , Xo(N) es t un e courb e projective et liss e 
et o n peu t invoque r Grothendiec k ([4 ] th . 3.1). . 

— A u voisinag e d'u n nombr e premie r p qu i divis e strictemen t l e 
conducteur iV , (i.e. p2 n e divis e pas N) le s fibres  d e Xo(N) son t géométri -
quement réduite s e t le s composante s irréductible s son t géométriquemen t 
irréductibles, l a représentabilit é résult e alor s d'u n résulta t no n publi é d e 
Mumford. O n peu t auss i invoque r Delign e ([2 ] chap. V Prop. 4.3). Un e 
autre méthod e consist e à  adapte r l a construction d e Weil des jacobiennes, 
étendue pa r Rosenlich t e t Serr e au x jacobienne s généralisée s ([12 ] chap . 
V). Pou r plu s d e détails , o n pourr a consulte r ([1 ] chap . 9.3) . 

— Lorsqu e p2 divis e l e conducteu r iV , l a fibr e e n p n'es t plu s 
réduite. Toutefoi s certaine s composante s son t encor e (géométriquement ) 
réduites ([7 ] p . 417 ) :  celle s qu i corresponden t à  un e structur e d e nivea u 
cyclique C'N d e degr é N qu i es t soi t d e typ e multiplicatif , soi t étal e 
(composantes contenan t l a point e 0  o u oo) . C e fai t join t à  l a normalit é 
de Xo(N) assuren t l a représentabilit é d e P° pa r u n schém a e n groupe s 
lisse e t sépar é ([1 ] chap . 9. 4 th . 2) . Comm e pa r ailleur s le s composante s 
irréductibles d e Xo(N)pp son t géométriquemen t irréductible s (s i N = 
pMN', ave c (p , NF) =  1 , chaqu e composant e irréductibl e d e XQ(N)FP s e 
projette homéomorphiquemen t su r -Xo(iV ,)Fp (cf . [7 ] prop. 13.4.5) , P es t 
recouvert pa r de s ouvert s qu i son t de s torseur s étale s sou s P° e t ceux-c i 
sont représentable s comm e o n l e voi t pa r descent e ([1 ] chap . 6. 5 th . 1) . 
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Comparaison de P e t d e JQ(N) 

On dispos e d'u n morphism e d e groupes nature l P > Z, donné pa r le 
degré tota l de s faisceaux inversibles . Soi t P so n noyau qu i est un sous -
schéma e n groupes ouver t e t fermé d e P, contenan t P°. Alor s P es t un 
prolongement su r Z de la jacobienne JO(AT)Q . 

D'après l a propriét é universell e de s modèles d e Néron, o n a don c un 
morphisme d e groupes canoniqu e : 

c : P >  Jo(N) 

qui prolong e l'isomorphism e nature l su r la fibre générique . 

THÉORÈME 2 . —  Le morphisme c induit un isomorphisme sur les 
composantes neutres, au voisinage de p, dans les cas suivants : 

i) p ne divise pas N. 

ii) p > 5. 
iii) En tout point fermé x de -XO(AT)FP, le groupe G des automor-

phismes exceptionnels considéré plus haut est d'ordre premier à p. 

Démonstration :  Si p n e divise pa s iV, on verra plu s loi n qu e P pp es t 
semi-abélien. L'assertio n i ) résulte alor s d u lemme suivan t : 

LEMME 3 . — Soit R un anneau de valuation discrète, de corps des 
fractions , de corps résiduel k et soit AK une K-variété abélienne, qui 
se prolonge en un R-schéma en groupes semi-abélien B. Alors B° est la 
composante neutre du R-modèle de Néron A de AK-

Considérons l e morphisme canoniqu e c : B° > A0 e t montron s que 
c'est u n isomorphisme . 

On peu t suppose r R strictemen t hensélien . Soi t n entie r premie r à  la 
caractéristique résiduell e p. Le noyau nB° (resp . nA°) d e la multiplication 
par n dan s B° (resp . A0) es t étale su r R et par suite c\nB° es t injectif . 
Considérons alor s H =  Ker(c) . V u ce qui précède n e contient pa s d e 
points d'ordr e n non nuls ave c (n,p) — 1. Comme B% est semi-abélien , 
donc extensio n d'un e variét é abélienn e pa r un tore, i l en est de même de 
tout sous-group e liss e connex e e t les points d e torsion d'ordr e premie r à 
p, d'u n te l groupe son t schématiquemen t denses . O n en déduit qu e Hk est 
fini e t don c c est quasi-fini . O n conclut pa r le Main theore m de Zariski , 
que c'es t un e immersio n ouverte . 

Vu c e qui a été rappelé su r G, ii) est un cas particulie r d e iii). D'autr e 
part, i l est démontr é dan s ([1 ] chap. 9.7) que c induit u n isomorphism e 
sur le s composante s neutre s lorsqu e le s singularité s d e Xo(N) son t ration -
nelles. Pou r étudie r l a rationalité d e la singularité d e XQ(N) en un poin t 
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fermé a; , on peut remplace r l'annea u loca l Ox pa r son complété Ox qui 
est don c u n quotient d'u n annea u régulie r Oy pa r un groupe fin i G. Soit 
/ : X' •  Spec(Ox ) un e désingularisatio n d e Ox e t soi t Y' le normalisé 
de X1 x

S p e c ( Q y Spec(Oy) g : Y1 > Spec(Oy) l a projection canonique . 
Notons 7 T le morphisme fin i nature l Y' > X'. Comm e Oy es t régulier , on 
a J ï 1 ( y , , O y / ) =  0 , comme o n le voit e n dominant Y' par Y" déduit de 
Spec(Oy) par un e suit e d'éclatement s d e point s fermés . Lorsqu e l e group e 
G es t d'ordre premie r à  p, le morphisme trac e réalis e Ox' comme facteu r 
direct d e 7r*(0y/). A fortiori H1(Xr, Ox') — 0  et donc Ox a  une singularit é 
rationnelle. 

Remarque :  en caractéristique 2  et 3, j'ignore si c est u n isomorphisme e n 
restriction au x composante s neutres . S i ce n'était pa s l e cas , cela laisserai t 
mal augure r d u contrôle de s quotient s elliptique s d e Jo(iV) e t donc d e la 
conjecture d e Manin [9] . 

Dans l a suit e o n considèr e u n nombr e premier p qu i divis e 
strictement l e conducteur N. O n not e simplemen t k le corps premie r 
Fp, R le localisé de Z en p , K = Q le corps de s fraction s d e i2, n = p un e 
uniformisante d e iî, X l a courbe modulair e XO(N)R, XO et X^ le s deu x 
composantes irréductible s d e Xk, de jacobiennes respective s JQ et JQQ, 
i G  le s points commun s au x deu x composantes , k{ le corps résiduel en Xi. 

Commençons pa r détermine r l a jacobienne Jk de Xk- L a normalisée Xk 
de Xk est la somme disjoint e Xo U X^ e t a pou r jacobienn e J q x  JQO . 

Notons .Ti 5o(resp. XiyOG) l e poin t d e Xk au-dessu s d e x^, situé su r la 
composante XQ (resp. X^). O n a une suit e exact e d e faisceaux d'unité s : 

(*) o —•q (uf) —. O*~ —- , U —  0 , 

où es t concentré e n les point s Xi , i E /. Plu s précisémen t l a fibre d e u 
en x{ s'insère dan s la suite exact e : 

0 •  fc* •  klo x fc? f00 — > W(x0 —  0 . 

Ainsi l e choix d'un e composante , pa r exemple Xo , perme t d'identifie r 
U(xi) à  fc*, via la première projectio n fc* 0 x  A;*^ •  U{xi). 

De la suite exact e (*) , on déduit l a suite exact e de cohomologie : 

0 > k* >K xklv •  UiU(xi) >  Pic(X* ) > Pic(Xk) •  0. 

Par restrictio n au x faisceau x d e degré 0 , on obtien t l a suite exact e : 

0 — A: * —• *S x Â£> —> TLiU(xi) —+ Jh(k) — • (  J0 x  ^ 0 0)(A:) — • 0. 
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On e n dédui t qu e J * es t extensio n d e l a variét é abélienn e J o x  pa r 
un tor e T  qu i s'insèr e dan s l a suit e exact e : 

(**) 0 •  k* >  fcj x Jfe ^ y UiU(xi) •  T(Jfa) •  0. 

Comme plu s haut , l e choi x d'un e de s composante s d e Xk détermin e u n 
isomorphisme : 

T(k) = IIiki*/k*, 
k* étan t plong é diagonalemen t dan s Hikf. 

Autrement dit , s i T{ désign e l e tor e restrictio n d e Weil de G m d e k{ à 
k, l e choi x d'un e composant e d e Xk fourni t u n isomorphism e canoniqu e : 

T «  ( n i T i ) / G m . 

Remarque :  le s corp s résiduel s de s point s supersingulier s d e X su r l e 
corps premier s Fp son t a u pir e de s extension s quadratique s d e Fp (cf . [7 ] 
12.5.4). 

Pour décrir e T , o n peu t auss i passe r à  une clôtur e algébriqu e k de k. L e 
groupe d e Galois 0 =  Gal(fc/fc ) opèr e su r l'ensembl e Xj , j ( E J, de s point s 
doubles d e X^. Pou r tou t j G  J, considéron s l e groupe libr e ZâF^ o © Zlx~jt00 

et soi t Zj l e noya u d e l'augmentatio n : 

( aj,o, a>j,oo) •  aj,o +  <Zjf,oo-

Il résult e alor s d e l a suit e exact e (** ) qu e l e group e M de s caractère s 
du tor e T  es t canoniquemen t isomorph e (ave c l'action d e Galois) , a u sous -
groupe d e ©Zj , noya u d e l'augmentatio n Ylj ai ,o-

Le choi x d'un e composant e (pa r exempl e XQ) fournit u n isomorphism e 
canonique entr e M e t l e group e DQ formé de s diviseur s d e Xo à  suppor t 
dans l a réunio n de s "XJO e t d e degr é nul . O n a  d e mêm e u n isomorphism e 
entre M e t -Doo - L'isomorphism e compos é DQ > Z>oo es t indui t pa r 
l'application Xj^ • —Xj,ooVj € J . 

Pour décrir e complètemen t l a jacobienn e d e Xk, o n devrai t encor e 
décrire l'extensio n d e J o x  pa r T . Identifion s comm e d'habitud e 
Jo e t JQ O à leu r variét é duale . Un e extensio n d e J o x  pa r T es t 
alors décrit e pa r de s morphisme s jo : M >  Jo e t : M > Joo. 
Ceux-ci devraien t s'obteni r e n composan t l'isomorphism e M « Do ave c 
l'application canoniqu e Do •  Jo(&) e t d e mêm e ave c l a composant e oo , 
mais je n e l'a i pa s vérifié . 

Reprenons l e morphism e canoniqu e c : P y J = Jo(iV) , provenan t 
de l a propriét é universell e de s modèle s d e Néron . Nou s avon s v u qu e c 
induit u n isomorphism e su r le s composante s neutres . Soi t {0 } l'adhérenc e 
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schématique dan s P de la section unité . C'es t u n sous-schéma en groupes 
étale d e P qu i rencontre P° suivan t l a sectio n unité , e t qu i mesure l e 
défaut d e séparation d e P. On en déduit immédiatemen t l a représentabilit é 
du quotien t J' = P/{0} e t le fait qu e c se factorise à  traver s J1 e t un e 
immersion ouvert e cf : J1 > J. 

Notons l e groupe de s composante s connexe s d e la fibre  Jk et celu i 
de J'k. On a donc un e injectio n <£ ' >  qui , en général, n'est pas un 
isomorphisme. 

Pour mesure r l e défau t d e surjectivité, o n peut remplace r R pa r u n 
hensélisé strict . D'aprè s l a propriété universell e d u modèle d e Néron J , 
l'application canoniqu e : 

J{R) > J(K) 

est un e bijection. Pa r ailleurs o n a évidemmen t un e bijection P\K) « 
J'{K) ~ J(K)- L e noyau d e P —> J' es t un i2-schém a e n groupe s 
étale et comme R est strictemen t hensélien , tou t iî-torseu r sou s c e group e 
est trivial . I l en résulte qu e P(R) • J\R) es t surjectif. L e défaut d e 
surjectivité d e c' provient don c d'u n défaut d e surjectivité d e P(R) > 
P(K). Comm e X possèd e un e sectio n (pa r exempl e l a pointe oo ) et qu e 
les sections globale s de Ox son t le s constantes , un élément d e P(R) (resp . 
P(K)) correspon d à  un faisceau inversibl e L sur X d e degré tota l zér o 
(resp. LK sur XK de degré 0)) ([4 ] corollaire 2.4). Un tel faisceau inversibl e 
LK su r XK ne se prolonge pa s nécessairemen t e n un faisceau inversibl e L 
sur X , car X n'es t pa s nécessairement régulie r au x point s double s d e l a 
fibre spécial e Xk. 

Plus précisément , e n un point doubl e ordinair e x de la fibre spécial e 
Xki à  extensio n résiduell e triviale , l'hensélis é d e Ox,x est isomorphe à 
l'hensélisé d e l'anneau R[[x,y]]/xy — 7r e e t son complét é es t isomorphe à 
R[[x,y]]/xy —  7r e où e est un entier >  1  bien détermin é :  "l'épaisseur " 
de l a singularité . C e complété es t auss i l'annea u de s séries d e Lauren t 
X ^ - ^ aiT*, ai G K, qu i convergen t dan s la couronne 0 < i ; ( T ) < e e t son t 
de valuation >  0. La correspondanc e entr e ce s deux réalisation s envoi e pa r 
exemple x sur T et y sur 7rc/T. 

L'anneau de s séries de Laurent , aprè s tensorisatio n pa r K es t principa l ; 
par contr e l'anneau R[[x, y]]/(xy — ne) a  ses deux branches mod. n qui son t 
des diviseur s d e Weil exactemen t d'ordr e e . Ce n'est qu e lorsque e  = 1 
que l'annea u loca l es t régulier , don c factoriel . Pa r descente fidèlement 
plate, o n en conclut qu e l e groupe d e Picard loca l d e Ox,x est cycliqu e 
d'ordre e . 

Dans l e cas de la courb e modulair e X e t aprè s hensélisatio n strict e 
de R, l'annea u loca l Ox,x en un point doubl e x es t le quotien t pa r l e 
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groupe G de s automorphisme s exceptionnel s d u modèl e d e Drinfel d qu i 
lui es t régulie r e t don c correspon d à  un e épaisseu r e  = 1 . Un argumen t d e 
norme montr e alor s qu e l'épaisseu r d e l a singularit é e n x n'es t autr e qu e 
le cardina l d e G (cf . [12 ] Appendice) . 

PROPOSITION 4 . —  Supposons R strictement hensélien. Soit "cej, j G  J, 
la famille des points doubles de Xj. et ej l'épaisseur de la singularité de X 
en ~x~j. Notons e le ppcm des ej, i E I. 

1) Le groupe <[>/<&' est annulé par e . 
2) Le groupe <£' est cyclique d'ordre e(]jrV - 1/ej). 

L'assertion 1 ) résult e d u fai t qu e pou r tou t diviseu r >  0  DK su r XK, 
CDK a  un e adhérenc e schématiqu e dan s X qu i es t u n diviseu r d e Cartier , 
comme i l résult e de s remarque s précédentes . 

Prouvons 2) . Le s composante s Xo e t Xo o d e Xk son t de s diviseur s 
de Wei l d e X ; eXo e t eXo © son t de s diviseur s d e Cartie r ; enfi n eXo = 
—eXoo ca r Xo +  Xo o =  (n). Parodian t l a constructio n d e Mumford , 
([10]), i l es t commod e d'introduir e de s multiplicités d'intersection s locale s 
fractionnaires entr e diviseur s d e Wei l e n posan t : 

(X 0 •  X 0 0 ) i j =  (l/ej)(ejX0 •  Xoo)*,. 

Dans l'annea u R[[u, v]]/(uv — ire' ) , (ejXo •  Xo©)*, es t l a multiplicit é 
d'intersection d u diviseu r d e Cartie r ejXo d'équatio n dison s u = 0 , ave c 
le cycl e XQ Q d'équation s v = n = 0 . Cett e multiplicit é d'intersectio n vau t 
donc 1 . D'o ù (X o •  Xoo)*. =  l / E 7 - On e n dédui t ( Xq •  Xoo) =  5 ,̂ - l / E 7 -

Ceci étant , l e groupe de s composantes connexe s de la fibre spécial e de P 
est isomorphe à  Z 2 , formé de s couples (ao, a^) d'entier s correspondan t au x 
degrés de s faisceau x inversible s su r le s composante s X o e t Xoo - L e sous -
groupe des composantes d e Pk est isomorphe à  Z et correspon d au x couple s 
vérifiant a 0 +ao o =  0 . L'adhérence schématiqu e dan s P d e {0 } correspon d 
aux diviseur s d e Cartie r verticaux . Ell e es t formé e de s multiple s d e eXo , 
dont l e degr é d'intersectio n ave c Xo o es t e(J>2j l / e i ) 5 d'o ù l e résultat . 

Remarque : Sur le corps premier F p , l'action d e Galois sur $  es t triviale , 
car l'actio n d e Galois sur P/P° es t triviale , le s composante s X o e t Xo o 
étant géométriquemen t irréductibles . 

Structure d e $ 

Soient Xj,j G  J le s points doubles de X^-, où k est une clôture algébriqu e 
de k. Considéron s l e groupe ©jZâf , ave c son actio n naturell e d e Galois. Le 
noyau d e l'augmentatio n canoniqu e b : QJTXJ > Z  s'identifi e a u group e 
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M de s caractère s d u tor e T , un e foi s choisi e l'un e de s deu x composante s 
Xo o u X 

Définissons u n produi t scalair e su r ®JTXJ e n posan t 

x j , x ji —  ^ïij'^ji 

où e j es t l'épaisseu r d e l a singularit é d e X e n x"j et Sjj» l e symbol e d e 
Kronecker. Noton s qu e c e produi t scalair e n e dépen d pa s d u choi x d'un e 
composante. 

Par restriction , o n e n dédui t u n produi t scalair e su r M , d'o ù un e 
inclusion naturell e compatibl e ave c les action s naturelle s d e Galois : 

M —> M* = Hom(M,Z) . 

THÉORÈME 5 . —  Le groupe avec son action de Galois, est isomorphe 
au groupe quotient M*/M. 

Ce théorèm e es t énonc é dan s SG A 7  I  chap . I X e t repos e su r plusieur s 
étapes. 

— Soi t AK un e -variét é abélienne , à  réductio n semi-stabl e su r 
R. Noton s A so n iï-modèl e d e Néron , e t M l e group e de s caractère s d u 
tore maxima l d e l a fibre  spéciale . Considéron s l a variét é abélienn e duale 
A'K d e AK, so n R-modèle d e Néro n A' , l e group e M* de s caractère s d u 
tore d e l a fibre spéciale . 

— Grothendiec k défini t u n accouplemen t canoniqu e d e monodro -
mie M x  M' > Z  (cf . th . 1 0 . 4 ) , no n dégénéré , e t l e group e de s 
composantes connexe s d e A * es t canoniquemen t isomorph e a u conoya u 
Hom(M,Z)/M' (th . 1 1 . 5 ) . 

— L e choix d'un e polarisatio n principal e d e AK ramèn e ce t accou -
plement à  la donnée d'une forme quadratique sur M, d'ailleur s positive non 
dégénérée, et s e décrit comme le quotient M/M* ave c M* =  Hom(Af , Z). 

Si d e plus , AK es t l a jacobienne canoniquemen t principalemen t pola -
risée d e l a fibre  génériqu e XK d'un e courb e X semi-stabl e su r R, l a form e 
quadratique es t cell e induit e pa r l e produi t scalair e décri t plu s hau t (th . 
1 2 . 5 ) . 

Ces diverse s assertion s conduisen t a u th . 5 . 
Ceci étant , l e pla n suiv i pa r Grothendiec k es t plu s imbriqué . L'accou -

plement d e monodromie n'es t pa s directement défin i a u niveau de s entiers , 
mais d'abor d a u nivea u ^-adiqu e ( £ premier , distinc t d e p) pa r voi e coho -
mologique. Quan t a u calcu l d e l a monodromi e dan s l e ca s d'un e courb e 
semi-stable, i l s e dédui t d e l a formul e d e Picard-Lefschet z (chap . XV) . 
Comme l'applicatio n précis e qu e Grothendiec k avai t e n vu e n e figure  pa s 
explicitement dan s l'expos é d e Deligne , l e détai l d e l a démonstratio n es t 
présenté ic i dan s l'expos é d'Illusie . 
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COROLLAIRE 6 . —  Soit n le cardinal de l'ensemble J des points singu­
liers de Xk- Pour toute partie H de l'ensemble J , posons en = TiheHeh-

Alors le groupe <$(&) est isomorphe au groupe : 

z/diZ e  z / d 2 z e  •  •  • e z / d n _ 2 z ®  z /dn _iZ. 

Avec dm = pgcd{en), pour H C J, card H = m , ceci pour m = 

1, • • •, n — l et 

dn-i = E eH. 

ifCJ,card(H)=n-l 

Démonstration :  Les éléments ai = x\ x z , i =  2 , - • • ,n formen t un e 
base d e M. L a matrice <  aj ,a , > pren d l a forme : 

'ci +  e 2 ex 
......... e1 

e1 ei +  e 3 ...... e1 

ei ...... ei +  e n 

On obtien t alor s l a structur e d e $  à  l'aid e de s facteurs invariant s d e 
cette matric e (cf . [1 ] chap. 9.6 , Prop. 10 pour un e autre démonstratio n 
combinatoire). O n trouvera égalemen t u n calcu l d e $  d û à  Rapopor t e t 
Mazur pou r N =  p dan s ([8] , Appendix). 

Par exempl e lorsque X es t régulier , on a =  =  Z/nZ. 

Opérateurs d e Hecke 
Soit £ un nombre premie r tel que (£,N) =  1 . Nous allons défini r un e cor -

respondance Tt sur la courbe Xo(iV) , puis lui associer un endomorphisme , 
noté encor e T^ , de J 0(iV). E n fai t nou s allon s simplemen t prolonge r l a 
correspondance d e Hecke d e XO(N)Q à  Xo(N) au-dessu s d e Z localisé en 
p, propriét é bie n connu e de s spécialistes (cf . [3 ] IV 3.19) . 

Nous allon s construir e de s flèches finie s : 

XQ(£N) 

a 

Xo(N) 

ß 

Xo(N) 

au-dessus d e R = ( Z localisé e n p). 
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La courb e modulair e Xo(iV) , à  distanc e finie,  es t associée a u cham p 
dont le s points à  valeu r dan s u n schéma S au-dessu s d e Z localisé e n p 
sont le s couples (25 , Civ), où E est une .S-courb e elliptiqu e e t CN est u n 
sous-schéma en groupe s pla t d e 25 , "cyclique" d'ordr e N. Plus précisémen t 
si N = pN' avec (p , iV') = 1 , CN =  CPCN'-> OÙ CN' est , localemen t pou r l a 
topologie étal e su r 5  isomorphe à  (Z/N'Z)s e t Cp est fini  et plat d'ordr e p . 
De mêm e XQ(£N) es t associé e a u cham p de s couple s (2? , CgCjv), où CICN 
est cycliqu e d'ordr e €iV , ave c CN comme plu s hau t e t Ci es t cycliqu e 
d'ordre £. 

Le morphism e d'oubl i d e Ci au niveau de s champ s : 

(E, CICN) 1 — • {E, CN) 

induit su r le s module s grossier s le morphisme 

a : X0(£N) —• X0(N). 

Ce morphism e es t fin i ; il factorise l e morphisme hn i canoniqu e 

X0(£N) > X0(l) = Droit e projective. 

On défini t d e même /3 à partir d u morphisme d e champs : 

(E,CICN) 1—> (E/CI,CICN/CI). 

Soit W£ l'involutio n d e XQ(£N) associé e au morphisme d e champs : 

(E,CiCN) • (E/Ci,[tE/Ci].CN), 

(où iE désigne le noyau de la multiplication pa r £ dans 22) , alors /3 = a we, 
donc es t lu i aussi fini . 

Les morphisme s a e t /3 sont étale s au-dessu s d'u n ouver t d e Xo(N) 
dense su r le s fibres ;  ils peuvent êtr e ramifiés à l'infini e t au-dessu s 
des point s possédan t de s automorphismes exceptionnels. 

Soit C un faisceau inversibl e su r X0(N). Alor s «*(£ ) es t un faiscea u 
inversible su r Xo(£N). L'applicatio n a* induit u n morphisme d e groupes 
Pi CA' 0(A ;)/z y PlQ-Xo{iN)/TL qu i commute au x changements d e base, et 
donc un morphisme i : Jo(N) > Jn(£N). 

Si Ai est un faisceau inversibl e su r Xo(£N), s a norme relativemen t à  /?, 
Nor^(A<) es t définie, ca r les courbe s modulaire s son t normale s ([6 ] 6.5) , 
et es t un faisceau inversibl e su r Xo(N). Cett e opératio n d e norme exist e 
plus généralemen t aprè s tou t changemen t d e base liss e S su r Z, car u n 
tel changemen t conserv e l a normalité. Prenan t S = Jo(£N), e t pour Ai 
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le faiscea u inversibl e universe l d e Poincaré, o n obtient u n morphisme de 
groupes : 

j : J0(£N) —> J0(N). 

Par définitio n l a correspondanc e d e Heck e relativ e à  £  sur l a 
jacobienne Jo(N) est Pendomorphisme :  = ji (cf . [8] p. 88). 

Nous allon s décrir e Tt su r le tore de la fibre spécial e de Jo(iV). 
Pour simplifier , £  étan t fixé,  noton s X' = Xo(£N), J1 = JQ(£N). 

Soient T  (resp . T" ) le tore d e Jk (resp. J£) , M (resp . M') so n groupe 
des caractères . 

L'application T  •  T", induit e pa r i , provient d e la contravariance de 
Pic appliqué e a u morphisme a * : Xf

k > Xk- Elle s'insèr e don c dan s un 
diagramme commutâ t if : 

1 1 IIk* T 1 

1 k* II x---------xk*x'' T' 1 

où x parcourt le s point s singulier s d e Xk-
L'application T  >  T' , correspon d dualemen t à  u n morphism e 

i* : M' » M. Pou r l e décrire , o n passe à  un e clôture algébriqu e k 
de k et on considère l e diagramme commutatif , à  lignes exacte s : 

0 M' ©Zx' Z 0 

0 M ®Tx e z o, 

où l'application vertical e centrale envoie x! su r a(xf) e t où e et e1 désignen t 
les augmentation s canoniques . 

Passons a u morphisme s T > T indui t pa r j . I l es t associ é à 
j * : M •  M\ 

Au morphism e fini  /3 : X1 >  X, entre schéma s normau x es t associée 
une applicatio n d e norme. Ell e induit un e application d e norme su r la fibre 
spéciale, (applicatio n qu i n'es t pa s du type usuel , car /3k : X'k • Xk n'est 
ni u n morphisme d e schémas normaux , n i localement libr e a u voisinag e 
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des point s double s ramifiés) . O n peu t néanmoin s précise r l a norm e e n 
notant qu'ell e est induit e par l a norme classiqu e sur les courbes normalisée s 
X'k > Xk e t que , vu la nature particulièr e de s singularités, on a  des suite s 
exactes : 

1 O *X'k OX' k II K* x' 1 

1 O*Xk O xK IIk *x 1 

La norm e indui t u n morphism e d e l a premièr e lign e dan s l a seconde . 
On doi t précise r l'applicatio n qu i apparaî t dan s l a dernièr e colonne . Ell e 
envoie k*, dan s fc* avec x = /?(x') . Pa r hensélisatio n strict e d e X e n rc , on 
se ramène a u ca s où k* = auque l ca s apparaî t l'élévatio n à  la puissanc e 
n x / , o ù nx> es t l'indic e d e ramificatio n d e X1 su r X e n x1. S i e x (resp. ex>) 
est l'épaisseu r d e l a singularit é d e X (resp . X1) e n x (resp . x')y o n a 
nx' = ex/ex'- Finalement , o n voi t qu e l a norm e d e X' ver s X, envoi e k*, 
dans k* pa r l a norm e résiduell e à  l a puissanc e nx/. 

Passant à  un e clôtur e algébriqu e d e k e t au x groupe s de s caractères , o n 
trouve qu e j * s'insère dan s l e diagramm e commutati f : 

0 M ©Zx Z 0 

0 M' O ZX' c' z 0 

où l a flèche  vertical e médian e envoi e x su r 
x' >x nx,x'. 

Finalement, indui t u n endomorphism e d e T , associ é a u morphism e 
i*j* : M > M , qu i s'insèr e dan s l e diagramm e commutati f : 

0 M ®Tx 
fff 

Z 0 

i*j* 

0 M ©Zx ff Z 0 
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où la flèche médiane es t l'application composé e : 

x------- E 
ß(z') = x 

n--x' 

x1 

I ï *(x'). 

En term e d e champs, o n peut l a décrire ainsi . Soi t (E,CN) l e couple, 
défini à  isomorphisme prè s qu i correspond a u poin t supe r singulier x. Alors 
son imag e pa r j * es t 

E 
Ci 

{E/Ci, iE/d •  CJV), 

où d parcour t le s l + 1  sous-groupes cyclique s d'ordr e t d e iE et où l'on 
regroupe le s terme s d u second membr e pa r classe s d'isomorphismes . S i la 
classe d e (E/d,iE/CiCN) correspon d a u point ell e apparaî t ave c la 
multiplicité n-gt. 

Finalement l'imag e d e x par es t la somme : 

E 
Ci 

(E/Ct, CN). 

Variante sur la propriété de prolongement des modèles de Néron 

PROPOSITION 6 . — Soit R un anneau de valuation discrète de corps des 
fractions K, de corps résiduel k de caractéristique p > 0. On suppose que 
Vindice de ramification absolu e = v{p) de R est < p — 1  (en particulier 
p = 2  est exclu). Soit A un modèle de Néron semi-abélien sur R, d'une 
K-variété abélienne Ajç. Alors pour tout R-schéma en groupes quasi-fini 
et plat G, l'application canonique : 

Hom Ä _^ r (G, A) — • HomK-gr(GK,AK) 

est bijective. 
Si de plus on part d une immersion &K •  AK, son prolongement 

G •  A est une immersion. 

Exemple :  Prenons pou r A l e modèle d e Néron d e JO(N)Q e t soi t p 
un nombr e premie r qu i divis e strictemen t N. Soi t GK un sous-schéma en 
groupes fini  de AK, annul é par p, associé à une représentation d e Gal(Q/Q ) 
dans &7 2(FJ t )oo). Supposon s qu e GK soit fini  e n p , c'est-à-dir e s e prolonge 
en u n schéma e n groupes G fini  sur Z localisé e n p. Alors s i p > 2, G se 
plonge clan s A au-dessus d e Z localisé e n p. 
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Démonstration :  Partons d'u n morphism e d e groupes uK : GK •  AK-
Quitte à  divise r G pa r l'adhérenc e schématiqu e d u noya u d e uK. O n peu t 
supposer qu e uK es t un e immersion , e t o n doi t alor s montre r qu e G es t 
un sous-schém a e n groupe s d e A . 

On peu t suppose r R hensélie n e t s e borne r a u ca s o ù G es t annul é pa r 
une puissanc e d e p, soi t pn. 

Comme R es t hensélien , G es t extensio n d'u n group e étal e G? " pa r 
sa composant e neutr e G0 qu i es t u n group e fini  e t pla t à  fibre  spécial e 
radicielle. 

De mêm e H = pnA es t extensio n d'u n group e étal e i ï " pa r s a 
composante neutr e H°. 

Montrons d'abor d qu e l'injectio n UK - GK •  P

nAx indui t u n 
morphisme su r le s composante s neutre s u° : G0 • H°. 

Comme e < p — 1 , l'application d e restrictio n : 

Homjî_p r(G', G1') — > HomJFTR_pr(G/^r, G'K), 

de la catégorie des Jî-schémas en groupes finis,  dans celle des iiT-schémas en 
groupes finis,  es t pleinement fidèle  ([11 ] cor. 3.3.6). Il suffit don c de montre r 
que UK envoi e (G°)K dan s (H0)K, O U encore, qu e l e morphisme compos é 
(G°)K —> HK > HK es t nul . Or , d'aprè s l e théorèm e d e monodromi e 
de Grothendieck ([5 ] chap. IX prop. 5.6), l'action d e Gsl(K/K) su r HK es t 
non ramifiée , d e sort e qu e HK s e prolonge en un iî-schém a e n groupes fini 
étale H". Toujour s e n raison d e la pleine fidélité  qu e l'on vien t d e rappeler , 
(G°)K > HK se prolong e e n u n R-morphisme G0 —• H". Comm e H" 
est étal e e t G0 connexe , c e morphism e es t nul , don c UK envoi e G°K dan s 
nK. 

Ceci étant , grâc e a u morphism e G > H° > A Y o n construi t l e 
diagramme commutâ t if à  ligne s exacte s : 

0 G0 G G"""'' 0 

N A E G" 0 

où J5 , extension d'u n group e étal e pa r u n group e lisse , es t lisse . L a flèche 
UK :  GK > AKI indui t un e rétractio n EK — • AK qui , d'aprè s l a 
propriété universell e usuell e de s modèle s d e Néro n s e prolong e e n u n 
morphisme E •  A. L e morphism e compos é G —• E y A es t l e 
prolongement cherch é u d e UK- Le fai t qu e u soi t un e immersio n s e voi t 
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par restrictio n au x parties finies  de G et H et résult e encor e d e l'énoncé 
de pleine fidélité  (cf . [11 ] 3.3.6) . 
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REALISATION SADIQU E 
DE L'ACCOUPLEMEN T D E MONODROMI E 

D'APRÈS A . GROTHENDIEC K 

Luc ILLUSI E 

On explicit e l'argumen t d e Grothendiec k dan s (SG A 7  I X 12.7 ) pou r 
déduire l a parti e relativ e à  £ ^  p d e so n théorèm e 12. 5 de l a formul e d e 
Picard-Lefschetz d e (SGA 7 XV). Voi r Sait o [5 , §1] pour u n exposé voisi n et 
divers compléments . 

Je tiens à remercier vivemen t le rapporteur pou r de judicieuses critique s et 
suggestions. 

Je remerci e égalemen t Mm e Le Bronnec pou r l a parfaite saisi e du manus-
crit. 

0. Notations (cf. (SGA 7  I §0) et (SGA 7  IX §12) ) 
S :  un trait strictemen t loca l 
s (resp . rf) : le point ferm é (resp . générique) d e S 
p : l'exposant caractéristiqu e d e k(s) 
v :  la valuation de S 
m :  l'idéal maxima l d e S 
rj : un point géométriqu e génériqu e 
t :  un nombre premie r ^  p 
7 = Gal(^ ) 
te : I — > 2^(1) la ^-composante de Phomorphisme canonique I —• Yi ^p ' (1) 

A : l'anneau (o u l'anneau de s entiers d'un e extensio n finie  de Q .g) 
X :  un 5-schéma propr e et plat, à  fibres  géométriques connexe s de dimension 
1, liss e hor s d'u n ensemble fini  E de points fermé s d e Xs ;  on suppose qu'a u 
voisinage d e chaque poin t x E E, X est , localement pou r l a topologie étale, 
5-isomorphe a u sous-schém a d e A| = s [  t1,t2]  d'équatio n ¿1̂ 2 = ÛI , avec 
ax G  tu, ax 7 ^ 0; on note ex = v(ax) 
Y :XS 

A :  le modèle de Néron d e Picj^/77 ; A0 s a composante neutr e 
T :  le tore maxima l d e A°s (= Pic^,, (SG A 7 IX 12.1.12)) 
Z(^) :  localisé stric t d u schéma Z en le point géométriqu e x 

Sommaire 

1. Cycles évanescent s e t formule d e Picard-Lefschet z 
2. Applicatio n à  l'accouplement d e monodromie 
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1. Cycle s évanescent s e t formul e d e Picard-Lefschet z 
1.1. Pou r o r G  S , noton s Bx l'ensembl e de s deu x branche s d e Y e n x 

(composantes irréductible s d e Yj») , e t définisson s Z(x) , T'{x) pa r le s suite s 
exactes (duale s l'un e d e l'autre ) 

(i.i.i) 0 —> Z 11  1B* — • Z(x) — + 0, 

(1.1.2) 0 —- » Z'(*) — » z ß x Z  —22• 0, 

où (1 ) (resp . (2) ) es t l'applicatio n diagonal e (resp . somme) . I l peu t êtr e 
commode d e choisir , pou r chaqu e x  G  S, u n ordr e su r Bx : ceci détermin e 
une base 6' =  (1 , —1) de Z'(x) , nou s noterons èx l a base d e T(x) duale de 6'. 

(1.1.3) A(x) =  I(x) <g > A, A'(x) = Z'{x) ®  A 

Nous noteron s y  l e normalis é d e Y = X S , et , pou r x G  S, i^x ) celui  d e 
Y(x), e t x  =  {^1,^2 } =  (Y(x))x l'ensembl e de s deu x point s d e Y^ au-dessu s 
de x. 

Rappelons quelque s résultats de Deligne (SG A 7  XV) su r l e complexe i?\I> A 
relatif à  X —• S . 

1-2. O n a 

(1.2.1) i î 2 #A =  0  pou r 2 V 0, 1 ;  i?°* A =  A . 

Le triangle canoniqu e 

(1.2.2) A —• m A —• №A —• 

donne lie u à  u n isomorphism e 

T>!№A R&A, 

et l e complexe i ï$ A es t concentr é su r E (i.e. R$A\Y — E = 0) . 
1.3. Soi t x  €  S . O n a 

(1.3.1) Hi(Y, # W A) =  0  pou r i£l,2. 

Pour i  = 2 , on a  u n isomorphism e trac e 

(1.3.2) Tr : H*(Y,kkkh№A) ^ A ( - l ) . 
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Pour i = 1 , il existe u n uniqu e isomorphism e 

(1.3.3) Hx(Y,R*A)^A(x) A (x) 

rendant commutati f l e diagramm e 

(1.3.4) 

H°(Y(X),rrA)r 
d 

H l { Y , № h ) r r 

r 

A B X 

(î.i.i) 
A(x), 

r 

où l a flèche vertical e d e gauch e es t l'isomorphism e évident , e t d le compos é 

H°(Y(X),A) d H°(UX,A)ee d H°(U X ,№A)d fd f d H 1 ( Y, R Y A) 

avec Ux : = Y{x) - {x} (dan s le s terme s d e (SG A 7  XV 3.1.2 , 3.3.3) , (1.3.3 ) 
identifie H^ÇV, R^A) a u quotien t primiti f d u H° d e la quadrique x). L a bas e 
6X d e Hx(Y,R&A) défini e vi a (1.3.3 ) es t pa s définitio n l e cycl e evanescent 
en x. 

La suit e (1.1.1 ) s'identifi e à  un morcea u d e la suit e exact e d e cohomologi e 
de (Y(x),x) à  valeur s dan s R^fA : 
(1.3.5) 

0 H°(UX,RVA)ggg H°(U X,RVA)ggg d HÌ(Y i x ) ,R*A)g jg 0 
(1.2.1) s d s (1.3.3) 

0 A. AB* A(x) 0. 

1.4.1 Soi t l ë E . L'accouplemen t nature l 

(1.4.1) / f ^ ( A ) * x  Hl(Y(x),ssqdR*A) —• A ( - l ) , (a , 6) iqqq— Tr(ab) 

est un e dualit é Darfait e entr e module s libre s de rane r 1 . 
On a d'autre par t un accouplement nature l entr e SIf ( Y ( X ) , A ) D = S H S U Y ( X H A ) S S 

et H ° ( Y ( x h A ) , q q 

(1.4.2) H2

X(Y(X), A ) xs H°(H(X),A) — * A ( - l ), (a,6 )  ̂Tr(aqqqdò),dgdd 

qui es t un e dualit é parfait e entr e module s libre s d e rang 2 . 
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LEMME 1.5 . — (a ) La transposée de la flèche d de (1 .3 .4 ) pour les accou­
plements ( 1 . 4 . 1 ) et (1 .4 .2 ) est d'(l), d' désignant la flèche composée 

d': R^(A)X H l(U x ,RVA)qq = H 1(U x ,A)qq -d 
H 2

X(Y ( X ),A)ww 

(où la première flèche est la restriction), en d'autres termes on a 

Tr(d'(l)a -  6 ) =  Tr( a •  db)ddd 

pour a G Д 1Ф(Л)Ж(1), ò 6 H°(Y(X),A). 
(b) Notons i : {x} — > Y( x)gjg l'inclusion. La flèche d de (a) est egale au 

compose 

R^(A)X 

(i) R1*(A)X 
(2) Я^(У ( х ) ,ДФЛ)gg (3) H2

X(Y,X),A) 

où ( 1 ) est la flèche canonique ( 1 .2 .2 ) , (2 ) l'effet sur H1 de l'isomorphisme 
inverse de 

ùRi1 ЯФ(А) Я Ф ( Л ) Х 

(venant de ce que R$(A)\UX = 0), et ( 3 ) le bord de la suite exacte de 
cohomologie du triangle 

i*Ri'A — • i+RiRVA — y i*RilR<&A 

déduit de ( 1 . 2 .2 ) . 
(c) L'isomorphisme 

(1.5.1) A'(x) — > Д 1Ф(Л)Х(1)ggg 

transposé de (1.3.3) via l'accouplement (1.4.1 ) (et l'accouplement naturel entre 
A(x) etA'(x)) rend commutatif le carré 

(1.5.2) 

A'(x) (1.1.2) AB* 

RlV(A)x(l) 
d'(i) 

Я2(У ( Х ),Л)(1), 

où la flèche verticale de droite est le transposé de l'isomorphisme 
H°(Y(X\,A) —• ABx via l'accouplement ( 1 .4 .2 ) . 
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(d) La suite (1.1.2 ) s'identifie à un second morceau de la suite exacte de 
cohomologie de (Y( x),x) à  valeurs dans R^A : 
(1.5.3) 

0 H^Y^R*A)(ffl) —- H\U x t R9iA)(l)ff -i H*(Yix),R*Aff)(l) —»fff 0 

0 — • 
(1.5.2) 

A'(x) ABx A y 0 . 

(la flèche vertical médiane étant duale de celle de (1.3.5 ) via l'accouplement 

entreH°(Ux,RVA) = i ï ^ Y ^ A ) etHX{UX,R9A)(ss1) =  H x(t/»,A)(1) —^- f 
H*{Y(x),A)(l) donné par (1.4.2); . 

L'assertion (c)  découl e d e (a) , e t (d ) s'e n déduit . Prouvon s (a) . I l s'agi t 
de voir qu e lorsqu'on identifi e H1 (Ux,A)(l) a u dua l d e H°(UX,R^!A) pa r 
l'accouplement 

.ff1(t/x,.RtfA)(l)®2y0(17*,.RtfA)rryr 
cup—produit H (Ux , Ru A(1) - T r d r d 

A,dd 

et i ?V(A)*(l) =  ^(Y^^R^f A(l) a u dua l d e Hl(Y(xhRVA) pa r (1.4.1) , 
alors l a transposé e d e d : H°(UX,RVA) —• H^(Y(x), R^fA) es t l a flèche  d e 
restriction i3 r l (y ( a . ) , i?*A)(l) — • H1^, i î*A)(l) , e n d'autre s terme s qu'o n 
add 

-Trd(ab) = Tr(a -  db) 

pour a G  fl rl(y(a.),JR*A)(l), 6  G  H°(UX,RVA), l e produi t a & désignant pa r 
abus p(a)fe , o ù p(a ) G  H^Ux, R$A) es t l a restriction d e a . O r o n a 

sss—d(ab) = a - db, 

par le s formule s standar d relian t cup-produi t e t cobor d (cf . R . Godement , 
Théories de s faisceaux , Herman n 1958 , p. 255) , d'où (a) . 

Prouvons (b) . Noton s j : Ux Y^x) l'inclusion . O n dédui t d e (1.2.2 ) u n 
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"diagramme de s 9 " (su r Y^) 

i+RÏ'A ûRrRVAdd i*Ri lR$Ass 

A RVA R&A 

Rj*j*A RjJ*R$Aji i 0. 

Il s'agi t d e voi r qu e le s composé s 

H^RVA) —y H\Rjtj*;mkR^A) A  H\RUj*A) H2(nRrA) 

et 
Hi^RVA) —• ^(R^A) -Zll* Hl(i*RilR9A) H 2(i*RrA)hklh 

sont opposés . Or cel a résulte du lemme suivant, don t l a vérification es t laissé e 
au lecteu r : 

LEMME 1.5.4. —  Soient A une catégorie abélienne, D(A) sa catégorie 
dérivée, et 

A' B' a 

A B c 

A" B" C" 

un diagramme des 9 de D(A) (triangle distingué de triangles distingués associé 
à une suite exacte courte de suites exactes courtes de complexes). On suppose 
que C" =  0  (donc A" B" et C C). Alors les composés 

B —• B" -^-> sA" —• A'[l] et B — • C  A C ' —• Asss'[l] 
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sont opposés. 

1.6. Considéron s l a partie central e d e la suite exact e d e cohomologie de 
i?I\Y, — ) appliqué e à  (1.2.2)(1 ) ("suit e exact e de spécialisation") 

(1.6.1) 
o — • H1 (y, A ) ( i) -2+ H\Y,mA)(i) xvxvxvxm* e Ì Ì 1 $ ( A ) X ( I ^ 

# 2 ( y , A ) ( l ) H 2 ( Y , mA)<x<(l) —+<x<0. 

La flèche  (1 ) es t composé e d e l a restrictio n H1 (Y, R^A)(1) —• 

0 i î 1 ( ^ ( ^ ) ^ * A ) ( 1 ) et de la  somm e de s flèches canonique s H1^^, i?*A)(l ) 
i î 1 (Y( x ) , i î$A)( l ) . L a flèche  (2) est composée d e la somme de s flèches 

bord (3 ) envisagée s e n 1. 5 (b ) et d e la flèche  naturell e ©ff^(y,A)(l ) — • 
H 2 ( Y , A)(l ) (oubl i de s supports). I l résulte d e 1.5 (b ) que l'on a u n carr é 
commutatif 

(1.6.2) 

ei?1$(A)x 
A B 

ei? 1$(A) x(i) 
(2) i W , A ) ( l ) , 

Tr-1 

où B est l'ensemble de s composantes irréductible s de y, Tr : H 2 ( Y , A)(l ) —> 
A^ l'isomorphism e trace , la flèche verticale d e gauche l a somme de s isomor-
phismes (1.5.1) , e t l a flèch e horizontal e supérieur e composé e d e la somm e 
des flèches  canonique s A'(x) —• A B X e t des flèches évidentes A B X —• A B 

(i.e., avec  le s conventions d e 1.1, envoyant 6'x sur CXl — CX2, o ù CXi es t la 
composante contenan t X{). 

Notons qu'o n a  un isomorphisme canoniqu e 

(1.6.3) H2(Y,RV Axx)(l) ^> H2xxv(Xrf,A)(l)xx —— f A 
xTr 

Les A-module s libre s i f 1 ^,-R#A)(1) ( ~ H1^, A)(l)), ©  i ^ A ^ l ) , 

H2(Y, A)(l ) son t duau x respectivemen t d e ^ ( Y . R ^ A ) (~ H1(XJJ, A)) , © 

i î x ( y , i?^A), i î 0 ( y , A ) vi a les accouplements naturel s donné s pa r (a, b) i—• 
Tr(ab). Comm e l e conoyau d e la flèche  (2) de (1.6.1) es t un A-module libr e 
(de rang 1 ) d'après (1.6.3) , la suite transposé e 

(1.6.4) H1 {y, mis) 
ci/ 

- © Hl(wY,R*A) 
(2)' 

•H°(Y,A),w 
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est exacte . I l résult e d e 1. 5 (a ) e t (b ) qu e l a flèch e (2) ' es t composé e d e l a 
restriction H°(Y,A) —> ®H°(UX,A) (o ù Ux := Y( x ) -  {x}) e t d e l a somm e 
des flèche s bor d H°(UX,A) = H°(U X ,№A)qq i ^ (Y, i î#A ) d e (1.3.5) . O n 
a pa r suit e u n carr é commutâ t if 

0 H l ( Y , № A ) q d q 
(2)' 

H°(Y,A)q 

(1.6.5) 

© A(x) A(x)q 

où l a flèch e vertical e d e gauch e es t l a somm e de s isomorphismes (1.3.3) , cell e 
de droit e l'isomorphism e nature l (dua l d e l'isomorphisme trac e figuran t dan s 
(1.6.2)), e t l a flèch e horizontal e inférieur e composé e d e l a flèch e évident e 
AB > 0 A B x e t d e la somme des flèches canoniques ABx > A(x) (1.1.1) . La 
flèches (1) ' es t somm e de s flèche s d'oubl i de s supports . Noton s qu e l a flèch e 
A > R^A donn e u n carr é commutati f 

(1.6.6) 

H1 (Y, A) ®H X (Y ,A)qq 

sp 

H^Y.R^A)qq 
gh 

© i^(Y,iî#A),q q 

où la flèche verticale de gauche est injective, e t celle de droite un isomorphism e 
(car #£(Y,i î$A ) =  0 , et d :  #*(Y,iî$A) — • H%(Y,A) es t injecti f d'aprè s 1. 5 
(b)). E n particulier , l'imag e d e (1) ' es t contenu e dan s H1 (Y, A). 

On pourrait -  mai s nous n'en auron s pas besoin - interpréte r (1.6.4 ) comm e 
un morcea u d e l a suit e exact e "d e cospécialisation " (défini e pa r l e triangl e 
transposé d e A —• R^A —• R$A pa r applicatio n d e iîHom(— ,K) o ù K es t 
un complex e dualisan t su r Y). 

1.7. Rappelon s enfi n que , pou r x  G  S e t a  G  I, l e morphism e variatio n 
en x 

Var(a)x :  R^(A)X — • Hl(Y,mAgdqdj) 
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est donn é par 

(1.7.1) Var(a)x(a) — —exte(a)(a6x)6x 

(SGA 7  XV 3.3.5) (cf . §0 , 1.3 et 1.5 pour le s notations; (a6x) G  A ( - l) est la 
coordonnée d e a par rapport à  6'x). Il est commode d'introduir e 

Nx : R^iAUl) — HÏIYRVA)ddd 

("logarithme d e la monodromie e n a:"), défini pa r la formul e 

(1.7.2) Nx(U(<r)a) =  Var(a)x(a) 

pour a G  R1$(A)X et a £ I. O n a un carré commutati f 

/î1$(A)ddx(l) 
(1.5.1) 

A'(x) S' 

f 

/î1$(A)x(l)wfs (1.3.3) 

A A(x) ^X^X • 

Il résult e d e ce qui précède e t d e la factorisatio n d e a — 1  : H1 {XJJ, A ) —> 
JÏ 1 (X^, A) en somme de s Var(o)x (SG A 7 XIII 2.4.6 ) qu'i l exist e u n uniqu e 
homomorphisme 

N : H^Xîfdd, A)(l)( = H ^ m A X l ) ) s f s —+ H^X^As) (= H\Y,Rddd*A)) 

("logarithme d e la monodromie" ) 

(1.7.3) N(ti(a)a) = (a - l)as 

pour a G H1(Xrf, A) e t a G  /, e t que N ren d commutati f l e carré 

H1(Xyf,A)(l) = H1(Y,R*dgdA)(l) 
(i) 

(y, R$A) £ri(y,/?*A) 

(1.7.4) AT 

i î 1 (Xjf, A) = fi"1 (y, R$A) (i)' 

(y, R$A) 

© £ri (y,/?*A),dd 
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avec les notations de (1.6.1) e t (1.6.4). 

2. Applicatio n à l'accouplement d e monodromie 
2 .1. Soi t B l'ensembl e de s composantes irréductible s d e Y. S i B = 

{ C i , . . . , C n } , l e noyau d e l'application somm e TB — • Z a pou r bas e les 
Ci - d ( 2 < i < n). C'est don c l'imag e d e l'application ©  Z '(x) — • ZB 

envoyant 6'x sur CXl —  C X 2 , avec le s notations d e 1.1 , CXi désignan t l a 
composante irréductibl e correspondan t a u point X{. Nous définiron s M par 
la suit e exact e 

(2.1.1) 0 — • M — • ©  Z'{x) —> TB — • Z  —> 0, 

où le s flèches sont celle s qu'o n vien t d e considérer. C'es t don c u n Z-modiûV 
libre d e ran g fini.  Pa r transpositio n (pou r le s dualité s évidente s su r Z , TB e t 
les Z^ x ) , on obtient un e suit e exact e 

(2.1.2) 0 — y 2 — y l B — • 0  Z (ar) —y Mv — • 0, 

où Z B — y Z (x) es t composé de s projection s ZB —> ZB" et ZBx — > Z(x ) 
(1.1.1). 

Par analoed e avec  fSG A 7  IX 12.4.5") . notons 

(2.1.3) u : M <g>z M — • Z 

l'accouplement défin i pa r l'homomorphism e compos é 

M Z(x) Z(x)ee «5; 

Z(x)et ©ee Z(x) Z(x)eeet 

avec les notations de §0 et 1.1 (le signe diffèr e d e celu i de (loc. cit.) , où il est 
supposé pa r ailleurs qu e ex = 1 pour tou t x). En d'autres termes , u est l a 
forme bilinéair e symétriqu e induit e su r M pa r l a forme quadratiqu e —T,ex6^ 
sur ©Z'(x) . Ell e es t donc défini e négative ; e n particulier, es t injectif e t 
u* ® Q est un isomorphisme. 
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2.2. Le s considération s d e 1. 6 montren t que , s i l'o n identifi e H 2 ( Y , A)(l ) 
à A B pa r l'isomorphism e trace , et , pou r x  E  E , R1$(A)UOOX(1) à  A'(x) pa r 
l'isomorphisme (1.5.1) , alor s M  (g ) A apparaî t comm e noya u d e (2 ) dan s l a 
suite exact e d e spécialisation (1.6.1 ) : 

R^(A)X(1)SFS R^(A)X(1)SFS (2)çç 
H\Y, A)(l ) 

(2.2.1) 

c 

M (g ) A 

0 0 

Dualement, M v ®  A apparaî t comm e conoya u d e l a flèche  (2) ' d e l a suit e 
exacte d e cospécialisatio n (1.6.4 ) : 

H l {Xf i ,A)hj © HJi(Y,mA)jj 
(2)' 

H°(Y,A) 

(2.2.2) 

fhf 

M v ® A 

0 0 

La flèche c ' es t transposée de c. Enfin, pa r définitio n d e u*, il résulte de (1.7.4 ) 

37 



L. ILLUSIE 

que l'on a  un diagramm e commutati f 

H\X^A){1)III 
C 

M ® Ak 
v© Z(x)(g>Ghfhhhm 

(2.2.3) N 

H \ X ^ A ) k l h l 
c'^^ 

M® A 

H\X^A)yo 

M® A 

© Hl(Y,R*A). 

2.3. Soi t T l e tore maximal d e P i c^ / 5 (cf . §0) . Rappelons (SG A 7  IX 12.3 ) 
comment o n identifie M , défin i pa r (2.1.1) , au group e des caractères d e T, ou , 
dualement, T  à  M v <g > G m , M v étan t défin i pa r (2.1.2) . Soi t TT : Y • Y l a 
projection canonique . Considéron s l a suit e exact e d e faisceaux (étales ) su r Y 

(2.3.1) 0 —• GmY — • 7r *Gmr — • ©  1{x) ® Gm •  0. 

Par définition , T  apparaî t comm e noyau (o u conoyau ) dan s l a suite exact e d e 
cohomologie correspondant e 

0 - * G m - » Z B ® G m - * ©  Z(x)(g>G m —  P i C y / 5 - ^ P i c ~ , 0 

(2.3.2) 
T 

o 0 

Comme le début d e (2.3.2) , jusqu'à ©Z(:r)(g>G m, se déduit d u début d e (2.1.2 ) 
(jusqu'à ©Z(x) ) pa r tensorisatio n ave c G m , o n a  don c canoniquemen t 

(2.3.3) M v ®  Gm ^ T. 

Par applicatio n d u foncteu r d e Tat e Te e t tensorisatio n ave c A(—1) , o n e n 
déduit u n isomorphism e 

(2.3.4) M v <g > A Te(T) <g > A ( - l ), 
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et Mv (g ) A apparaît comm e conoya u dan s l a suit e exact e déduit e d e (2.3.2 ) 

0 •  A  •  AB • e A(X) 

\ 

H1 (Y, A) 

(2.3.5) M v ® A 

0 0 

Rappelons que , d'aprè s (1.6.6) , l'image d e la flèche c' figurant  dan s (2.2.2 ) 
est contenu e dan s .H" 1 (Y, A) C  H1 (Y, RM A) = H^Y^A). 

LEMME 2.4 . —  On a c' = -7 ' :  M v ®  A  — • H1 (Y, A). 

Il suffi t d e montrer qu e les flèches composées , qu'o n noter a encor e c ' e t 7' , 
de ©A(x) dan s H1 (Y, A) sont opposées . Soit can :  ©if* (Y, A) — • -H" 1 (Y, A) la 
flèche canonique . L a flèche  c ' (resp . 7' ) s'obtien t e n composan t can ave c un e 
somme d e flèches 

4 ( r e sp . 7 ; ) : A ( x ) — , ^ ( y , A ) 

(cf. (1.6.6)) . Noton s 

dx (resp .<5X) :  ABx —+ H]. (Y, A ) 

la composé e d e c'x (resp . 7̂ . ) avec  l a projectio n canoniqu e ABx —• A(x) 
(1.1.1). Noton s i : {x} — • Y( x), j : Ux = Y(x) — {x} — • Y( x) le s inclusions , 
et 7 T : Y(x} —• Y(x) l a projectio n d e l a normalisée . S i l'o n identifi e ABx à 
H°(UX,A) d e la façon évidente , 6X es t u n opérateu r bor d dan s l a suit e exact e 
de cohomologi e associé e a u triangl e distingu é 

(*) i^RrA — • A  — • Rj*j*A —• 

(cf. (1.3.4) , (1.6.6)) . D'autr e part , Y'X es t u n opérateu r bor d dan s l a suit e 
exacte d e cohomologi e associé e a u triangl e distingu é 

(**) i*Ri'A — • 7r*7r*i*RrA —• A(x) — 
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variante d e (2.3.1) . Or (*) et (**) s'insèren t dan s u n diagramm e de s neuf (o ù 
7r*A = A^ x ) 

i*RvA A i*RvAmp 

7r*7r*i*JRrA 7T*A Rj*j*ùA 

A(x) A(x) 0. 

Les opérateu r dx e t 8X qu i s'e n déduisen t son t don c opposé s (1.5.4) . 
2.5. Soi t 

(2.5.1) 7 : i î 1 ( X 7 7 , A ) ( l ) ( = i î 1 ( y , i ? * A ) ( l ) ) — > M ® A 

la transposé e d e la flèche composé e d e 7' (2.3.5) e t de la flèche canonique de 
H1 (Y, A) dan s i ï ^ Y , iZtfA). Comm e le s flèches c et c' figurant dan s (2.2.1 ) et 
(2.2.2) son t transposées , i l résulte d e 2. 4 qu e 

(2.5.2) 7 = —c. 

2.6. Rappelon s maintenan t l a définition d e l'accouplement d e mono-
dromie U£ envisagé par Grothendiec k dan s (SG A 7  IX 9.1.2). Posons , comm e 
en (SG A 7  IX 2.5.3) , 

(2.6.1) 

U = T£(Arf) <g> A = H\X^ A)(l ) 

V = U1 = partie fixe  de U 

W = partie toriqu e d e U = TAT) (g ) A. 

Rappelons qu e le s quotient s successif s d e la filtration U D V D W sont libre s 
sur A  et que, pou r l'accouplemen t canoniqu e 

U®Uww(-1) — • A , (a , 6) 1— >Tr(abhio), 

on a le théorème d'orthogonalité (SG A 7 IX 2.5.2 ) 

(2.6.2) U®U(-1)^MJ 
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d'où 

(2.6.3) (U/V)v = W(-l). 

Considérons, comm e dan s (SG A 7  IX 9.2) , l a factorisation naturell e 

(2.6.4) 

U u/v 

N 

LT(-l) > W(-l) 

de N (défin i pa r ( 1 .7 .3 ) ) . Le s flèches horizontales d e ce carré sont transposées . 
Lorsqu'on identifi e W(-l) à  M V ® A pa r (2 .3 .4 ) , l'inclusio n W(-l) <^> U(-l) 
est donné e pa r l a flèche  Y d e (2 .3 .5 ) (plu s précisément es t composé e d e Y e t 

de l'inclusio n d e H1 (Y, A) dan s H1 (Y, R^fA) = U). Dualement , l a projectio n 
U —• U/V s'identifi e alor s à  7  (2 .5 .1) , e t l e carré (2 .6 .4 ) s e récri t 

(2 .6 .5 ) 

U 
7 

M ® A 

N 

U(-l) M v (8 ) A 

La flèche  (p* correspon d à  u n accouplemen t 

(2.6.6) <p : (M (g ) A) (g) (M (g ) A) —• A . 

Pour A  = Z¿, (p es t l'accouplemen t not é u¿ par Grothendiec k dan s (SG A 7  IX 
2.5 .3) . Comm e 7  =  -c (2 .5 .2 ) e t Y =  - c 7 (2 .4 ) , l a commutativit é d e (2 .2 .3 ) 
et (2 .6 .5 ) entraîn e : 

THÉORÈME 2 .7 . —  Avec les notations (2 .1 .3 ) et (2 .6 .6 ) , on a 

(p — u (g) A. 

C'est, ave c le signe opposé, la partie relative à £ du résultat d e Grothendiec k 
(SGA 7  I X 9 .1 .2 ) . 
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Remarque 2. 8 :  La formul e d'orthogonalit é (2.6.2 ) résult e immédiatemen t 
de (2.2.3 ) e t (2.4) . En effet , pa r définitio n U1 =  Ke r TV. Donc, pa r (2.2.3 ) (e t 
l'injectivité d e u*®A), U1 = Kerc . Mais, d'après (2.4) , Ira d = W(-l). Donc , 
comme c  et c' sont transposées , Kerc es t l'orthogonal d e W( — 1). Notons auss i 
que, d'aprè s (1.6.1) , on a 

U1 = H1(Y,A)(l). 

Remarque 2. 9 :  O n a  N2 = 0 , e t l a filtration (U D V D W) ®  Q es t 
la filtration de monodromi e d e U ®  Q, caractérisé e pa r N{U ®  Q) C 
W ( - 1 ) ® Q , N(V®Q) = 0 , et N :  (C7/V)®Q ^  W ( - 1 ) ® Q , cf . [2 , 1.6, 1.7] . 
Le logarithm e N d e l a parti e unipotent e d e l a monodromi e e t l a filtration 
de monodromi e son t défini s plu s généralemen t pou r tou t (^-représentatio n 
p : I —> GL(H) don t l a restriction à  u n sous-group e d'indic e fin i Ii d e I  es t 
unipotente. U n accouplemen t H' ® H" — y donn e lie u à  u n accouplemen t 
entre les gradués associé s pour le s filtrations d e monodromie correspondantes . 
Changeant le s notations de § 0, supposons en particulier qu e X soi t un schém a 
propre e t pla t su r 5 , d e fibr e génériqu e lisse , d e dimensio n relativ e rz , e t 
prenons H = Hn(Xrf,Qe). D'aprè s l e théorèm e d e monodromi e locale , l a 
représentation H de I est quasi-unipotente , i.e. vérifie l a conditio n ci-dessu s 
(SGA 7  I 1.3) . L a filtration de monodromie , centré e e n n , 

H = M2nH D - • • D MnH D • • • M0H D M-±H = 0 , 

est dan s l'intervall e [0,2n] , i V envoie Mi dan s M t -_ 2 ( - l ) , e t N* :  grJf+iHFS***  
gr^iH^—i). D e plus , l a dualit é d e Poincar é 

H ® H — • Q*sf(-n), (a , b) i—•< a, 6 >:= Tr{ab)ZZZ*  

permet d'identifie r gr^_{H(~n) a u dua l d e gr^f+iH. E n particulier , pou r 
i =  n , o n trouv e u n accouplemen t 

(2.9.1) un : gr̂ nH®gsswqr̂ nHqqqq<< — Q, , qq(a, 6) ^< a,Nnb >, 

qui généralis e l'accouplemen t (2.1.3) . Ce t accouplemen t es t symétriqu e :  en 
effet, 

< a , Nnb ss> = ( - l ) n <  Nna, b > (pa r [2 , 1.6.9] ) 

=< b,Nna > . 
On peut s e demander s'i l provient d'u n accouplemen t défin i sur Q  (voire sur Z) 
et ayan t un e propriété d e positivité (o u négativité, suivan t le s conventions- • •) 
analogue à  cell e satisfait e pa r (2.1.3) . J'ignor e c e qu'i l e n es t e n général . 
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Dans l e cas semi-stable, o n peut toutefoi s précise r l a question. Supposon s 
que X soi t régulier , e t qu e la fibre spécial e Y soi t u n diviseur à  croisement s 
normaux réduit , somm e d e diviseur s lisses . Grâc e à  Rapoport-Zin k [3] , on 
dispose alor s d'un e suit e spectral e "d e Steenbrink" (cf . [6]) 

(2.9.2) E[* = H'+TFRGRZFDSRVQIR) = • i T ( ^ , Q , ) , 

où 
E~r'q+r = © Hq-r-2k{Y(r+2SFSFSk+1\^tSF{-r SFHFF*k)), 

K>0 
K>-R 

y(™) désignan t l a somme disjoint e de s intersections m k m des composantes 
de Y. Cette suit e spectrale dégénère en E2 s i S est localisé stric t d'un e courb e 
lisse su r u n corp s fin i (pou r de s raisons d e poids , grâc e à  l a conjectur e d e 
Weil [1], [2]), ou s i 5  es t localis é stric t d'un e courb e liss e su r u n corp s d e 
caractéristique nulle (grâce à Steenbrink [6]) , et il est plausible qu'elle dégénère 
en E2 san s hypothèse supplémentaire . O n conjecture d e plus que la filtration 
aboutissement es t la filtration de monodromie. C'es t l e cas si n <  2  ([3, 2.13]), 
ou s i S es t localisé stric t d'un e courb e liss e sur un corps fin i (d'aprè s Delign e 
[2, 1.8 , 3.3.1]). C'es t auss i l e cas si S es t localisé stric t d'un e courb e liss e sur 
un corp s de caractéristique null e e t X es t project if sur 5, d'après Steenbrin k 
[6, 5.9] (dont l'argumen t es t corrigé par Saito dan s [4]). 

Admettons qu e (2.9.2 ) dégénèr e e n E2 e t qu e la filtration aboutissement 
soit l a filtration de monodromie . I l es t alor s facil e d e décrir e gDr2nH e t 
Nn : gr2nH gr0H(—n). O n a (en degré tota l n) 

W2nE1 = E~n>2n = Я°(У("+ 1>, Q / ( - n ) ) , 
W0E1 = E?'° = Я ° ( У ( п + 1 \ < & ) , 

d'où 

gr2nH = W2nE2 = Ker( i ï 0 (y( -+ 1 ) , <M-n)) Q —1 - HQF2{Y^\ (-+1), <M-n)) Q Q, ( - n + 1))) 

gr0H =W0E2 =Coke r (#°(y(Q"),WQFQQ̂ ) 
QFQ 

fro (y(»+i) j Q / ) ) j 

où d* (resp. d* ) est une somme alterné e d'homomorphisme s d e Gysin (resp . 
de restriction) . Le s opérateurs e t d * on t de s description s combinatoire s 
simples, qui permettent d e définir su r gr2nH(DDn) et gr0H un e Z-structure na-
turelle. I l est plausible que l'accouplement un (2.9.1 ) provienn e par extensio n 
des scalaire s à  d e la restriction à  un sous-réseau d e la forme quadratiqu e 
± £ a G A # 2 su r Z A , où A = y( n + 1 ) ( fc) . C'es t c e qui est suggéré pa r l'analogu e 
transcendant [6] . 
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Introduction 
Soit A  une algèbr e d e quaternions indéfini e d e centre Q . Il lui corres-

pond un systèm e projectif, indexé par les sous-groupes compacts ouvert s U 
de A (A/)*, d e courbes de Shimura Su . * c e sont de s courbe s algébrique s 
(complètes si A est un corps gauche) , définies su r Q , don t le s composante s 
connexes absolue s son t définie s su r des extensions cyclotomique s d e Q . 
L'exemple l e plus conn u d'un e tell e situation es t le cas où A est déployé e : 
les courbe s obtenue s alor s son t le s habituelles courbe s modulaires . O n a 
étudié depui s longtemp s l a réduction modul o p de ces dernières, e t l'o n 
sait bie n qu e la nature d e cette réduction dépen d d e l'exposant e n p du ni -
veau, c'est-à-dir e d e la composante Up en p du sous-groupe U (supposan t 
pour simplifie r qu e celui-c i s e décompose e n un produit) :  en particulier 
— prenan t U assez peti t pou r évite r quelque s problème s technique s lié s à 
la -non-représentabilité — notre courb e a  bonne réductio n e n p si Up est 
maximal, c'est-à-dir e s i p ne divis e pa s le niveau. O n renvoi e à  [De-Ra ] et 
[K-M] pour l'étud e d e la mauvaise réduction , dan s le s cas où Up n'es t pa s 
maximal :  cette réductio n es t décrit e e n termes d'u n problèm e d e module s 
(où interviennen t le s fameuses baise s de Drinfeld) , leque l perme t e n parti-
culier l'étud e d e la fibre  spécial e e t de la singularité obtenue . Dan s le cas 
d'une algèbr e A  plus générale , en une place p où A est déployée, l a situa-
tion es t formellemen t isomorph e à  celle rencontrée dan s l e cas de s courbe s 
modulaires :  la courbe d e Shimur a a bonne réductio n lorsqu e Up es t maxi -
mal, e t les cas d e mauvaise réductio n son t décrit s d e façon analogu e au 
cas modulaire ; tou t cel a s e généralise mêm e a u cadre plu s généra l des 
courbes associée s à  des algèbre s de quaternions su r des corp s totalemen t 
réels ([C a 1]) . 

Toute autre es t la situation que l'on rencontre en une place p?? où Valgèbre 
A est ramifiée :  dans c e cas, supposan t qu e Up es t maxima????l, Ceredni k a 
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découvert qu e la courbe de Shimura Su admettai t e n p une uniformisation 
p-adique, c'est-à-dir e qu e Su ®  Q P étai t l a réunio n d e (forme s tordue s 
galoisiennes de ) quotients à la Mumford d u "demi-pla n p-adique " pa r de s 
sous-groupes d e Schottk y d e PGL(2, Q p ) ;  ces dernier s sous-groupe s son t 
liés à  l'algèbr e A  déduit e d e A  e n échangean t le s invariant s locau x au x 
places p e t o o (i.e . A  es t défini e e t déployé e e n p). O n peu t ensuite , s i 
besoin est , utilise r cett e uniformisatio n pou r décrir e l a fibr e spécial e e n p, 
laquelle apparaî t don c comm e l e quotien t pa r u n group e fin i d'u n graph e 
de droite s projective s (cett e fibr e es t e n généra l singulière) . 

Cerednik a obtenu son résultat pa r une habile méthode indirecte, dont le 
principe es t de considérer a  priori la courbe de Mumford, e t de la compare r 
à l a courb e d e Shimur a e n étudian t d e par t e t d'autr e l'actio n d u group e 
fondamental :  cette méthode, qui repose sur des travaux antérieurs d'Ihara , 
est proch e — ce qui ne saurai t surprendr e —  de celle utilisée par Kazhda n 
pour traite r d e l a conjugaiso n de s variété s d e Shimura . 

Deligne e t Kazhda n on t vit e remarqu é qu e l e résulta t d e Ceredni k 
laissait soupçonne r l'existenc e d'un e famill e universell e d e groupes formels 

sur l e "demi-plan " rigid e -  analytiqu e QQP =  P 1 ( Q p ) —  P 1 ( Q P ) ; c'es t l à 
le théorèm e fondamenta l qu e Drinfel d a  alor s s u démontre r :  de manièr e 
un pe u plu s précise , i l a  prouv é qu e £ÎQ p ®Z£ r —  o ù $1 Qp est u n schém a 
formel su r Z p don t QQP es t l a fibr e génériqu e —  paramétrai t un e famill e 
de groupe s formels , d e dimensio n 2  e t d e hauteu r 4 , muni s d'un e actio n 
de l'ordr e maxima l d u corp s d e quaternion s D d e centr e Q p , e t d'un e 
"rigidification". L e théorèm e loca l d e Drinfel d es t d'ailleur s valid e auss i 
bien e n dimension supérieur e (o ù QQP es t remplac é par P n ~ 1 ( Q p ) priv é d e 
tous ses hyperplans rationnels :  on obtient alor s un espace de modules pou r 
des groupe s formel s d e dimensio n n e t d e hauteu r n 2 , muni s d'un e actio n 
de l'ordr e maxima l d u corp s gauch e d'invarian t 1/n) , ains i qu e pou r le s 
QK =  PX(K) —  PX(K) (o ù K es t u n corp s loca l no n archimédien ) e t leur s 
analogues e n dimension supérieure . La méthode utilisé e par Drinfel d pou r 
démontrer so n théorèm e repos e su r l a théori e d e Dieudonné-Cartie r :  elle 
consiste à effectuer d'ingénieuse s construction s algébriques sur les modules 
de Dieudonn é de s groupe s formel s considérés , leu r associan t d e cett e 
façon de s structure s qu e l'o n sai t (d'aprè s Deligne ) êtr e représentable s 
par l e schém a forme l f ÎQ p ®Z p

r , pui s à  montre r qu e l'o n obtien t ains i u n 
isomorphisme d e foncteurs . 

Une foi s prouv é l e théorème local , Drinfel d parvien t asse z facilemen t à 
en déduir e l e résulta t origine l d e Ceredni k :  on sai t e n effe t qu e Su pa -
ramétrise un e famille d e variétés abéliennes , dont i l compare le s complété s 
formels au x groupe s formels classifié s pa r fÎQ„®ZI? r. L e théorème d e Drin -
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feld révèl e donc , e n quelqu e sorte , l a structur e profond e d u résulta t d e 
Cerednik. Outr e cela , ce théorème local permet d e définir naturellemen t u n 
système projectif d e revêtements étale s E n d e £ÎQ p(g)Qpr :  ces revêtements , 
un peu mystérieux , permetten t d'uniformise r p-adiquemen t le s courbes Su 
en un e plac e p o ù A  es t ramifié e e t o ù Up n'es t pa s maximal , un e situa -
tion qu i n'étai t pa s abordabl e pa r le s méthode s originelle s d e Cerednik . 
On peu t égalemen t applique r l e théorèm e loca l à  d'autre s ca s qu e celu i 
des courbe s d e Shimur a su r Q , e t obteni r d'autre s résultat s d'uniformisa -
tion p-adiqu e :  par exemple , uniformise r le s courbe s d e Shimur a définie s 
sur de s corp s totalemen t réel s (ca s d'ailleur s déj à trait é dan s l'articl e d e 
Cerednik) ;  le s spécialiste s d u suje t saven t e n princip e commen t l e faire , 
mais nu l à  notr e connaissanc e n e l' a encor e écrit . D e même , Rapopor t 
et Zin k savent , partan t d u théorèm e loca l e n dimensio n supérieure , uni -
formiser de s variété s d e Shimur a associée s à  certain s groupe s unitaires . 
Signalons enfi n qu e Drinfel d sai t uniformise r se s "Module s elliptique s II " 
par le s revêtement s S n . 

Drinfeld a  expos é so n théorèm e dan s u n trè s bre f articl e ([D r 2]) , 
très concentr é e t difficilemen t abordable ; notr e bu t ic i es t d'explique r 
la méthod e qu'i l utilise , e t d e donne r de s démonstration s détaillées . L e 
présent travai l es t divis é en trois chapitre s bien distincts . Le premier trait e 
du demi-pla n no n archimédien , d e ses différents aspect s (rigide-analytiqu e 
ou formel) , de s diver s problème s d e module s qu'i l représente . L e secon d 
chapitre constitu e à  l a foi s l e coeur e t l a parti e l a plus substantiell e d e ce t 
article :  le théorème loca l y est énonc é e t prouvé . L'essentiel d e la méthod e 
utilisée pa r Drinfel d dan s cett e preuv e nou s a  ét é expliqu é pa r Thoma s 
Zink, qu i nous a  fai t à  Strasbourg d e nombreux exposé s sur l e sujet. Notr e 
dette à  so n égar d es t difficilemen t estimabl e :  nous lu i exprimon s ic i tou s 
nos remerciements , dan s l'espoi r qu e notr e rédactio n l e satisfasse . Aprè s 
avoir longtemp s hésité , nou s avon s fai t l e choix , peut-êtr e discutable , d e 
ne rédige r c e théorèm e loca l qu e dan s l e ca s d u "demi-plan" , c'est-à-dir e 
en dimensio n 1  (sur u n corp s p-adique arbitraire , toutefois ) ;  ce choix nou s 
permet d e raccourci r quelqu e pe u no s diagrammes , e t d e mieu x explicite r 
les différent s ca s qu i s e présenten t (toutefoi s le s idée s nécessaire s à  l a 
démonstration e n dimensio n supérieur e son t pou r l'essentie l similaires) . 
Le troisièm e e t dernie r chapitr e enfi n trait e d e l a situatio n global e :  nous 
y énonçons , commenton s e t prouvon s l e théorèm e d e Ceredni k (dan s l e 
cas o ù l e corp s d e bas e es t Q) . 
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Chapitre I :  Le "demi-plan" non archimédien . 

Soient K un corps loca l non archimédie n e t C le complété d e la clôture 
algébrique d e K. L e "demi-plan " no n archimédien $ 1 sur K es t défin i 
ensemblistement pa r Q = P X(C) -  P 1 (•#")• 

Nous rappelon s tou t d'abor d a u §1 la construction d e l'arbre I  associ é 
à PGL(2, K) [Se ] e t d e sa réalisatio n géométriqu e IR. Pui s (§2 ) nous 
définissons un e applicatio n A  : Q —* Iç& qu i perme t d e décrire la structure 
d'espace analytiqu e rigide , au sens de Tate [T a 1], de Q par recollemen t de s 
images réciproque s pa r À des arête s d e l'arbre. Cett e descriptio n donné e 
par Drinfel d [D r 1] a été repris e en détail (e n dimensio n quelconque ) par 
Deligne et Husemôller [De-Hu] . Pour le s bases de la géométrie analytiqu e 
rigide, on peut consulte r [B-G-R ] et [Fr-VdP]. 

Nous définisson s ensuit e (§3 ) u n modèle formel , a u sens d e Raynau d 
[Ra 1] , de l'espace analytiqu e rigid e Q. C'est u n schéma forme l Q  au -
dessus de l'anneau de s entier s de K qu e nou s construison s égalemen t par 
recollement d e schémas formel s GHKVN correspondants au x arête s [s,s' ] de 
l'arbre / . Ce modèle forme l fu t introdui t pa r Mumford [M u 2 ] dans son 
article sur l'analogu e no n archimédie n d e l'uniformisation d e Schottky de s 
surfaces d e Riemann. 

Le § 4 explique l a description fonctoriell e donné e pa r Deligne (no n pu-
blié) de s schémas formel s ^[s,^ ] e n terme de s réseaux adjacent s corres -
pondants au x sommets s e t s' de /. Pa r recollement d e ces réseaux en 
des faisceaux constructibles , o n obtien t au §5 la description fonctoriell e de 
Q qu'utilis e Drinfel d [D r 2] . On trouver a un autre compte-rend u d e cette 
description dan s l'articl e récemmen t par u d e Teitelbaum [Te] . 

Pour clor e ce chapitre (§6) , nous décrivons l'action d u groupe PGL(2, K) 

sur l e schéma forme l Q et sur le foncteur correspondant . 

1. L'immeubl e deN PBGL(2,K). 
(1.0) Soien t K u n corps loca l no n archimédien , O l'anneau de s entier s 

de K e t 7 r une uniformisant e d e O. Soient k = O/wO le corps résiduel , 
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p l a caractéristiqu e d e k e t q so n ordre . O n not e C l e complét é d e l a 
clôture algébriqu e d e K e t |  |  l a norm e su r C normalisé e pa r |7r | =  q'1. 
La valuatio n v es t donné e pa r :  v(x) = logq \x\. 

(1.1) U n réseau M d e K2 es t u n sous-0-modul e libr e d e rang 2  de K2. 
Deux réseau x M e t Af ' son t homothétique s s'i l exist e À  G  te l qu e 
M' =  AM . O n not e S l'ensembl e de s classe s d'homothéti e d e réseau x e t 
[M] la class e d'u n résea u dan s S, 

L'immeuble d e PGL(2,K) es t l e graph e /  don t S es t l'ensembl e de s 
sommets e t te l qu e s = [M] es t join t pa r un e arêt e à  s' s'i l exist e u n 
représentant M ' d e s' te l qu e wM ^ Mf ^ M. Ains i I es t u n arbr e don t 
chaque somme t a  q + 1  voisins :  les arêtes issue s d u somme t s = [M] son t 
en bijection.ave c le s droite s d e M/IÏM, autremen t di t ave c P 1(fc). 

(1.2) Le s point s d e l a réalisatio n géométriqu e lu d e /  s'identifien t au x 
classes d e proportionnalit é d e normes su r l e iiT-espac e vectorie l K2 (cf. 
[G-Iw]) : 

a) A  u n somme t s = [M] correspon d l a class e d e l a norm e |  \M don t 
la boul e unit é es t M. S i (e i , e 2 ) es t un e bas e d e M e t s i v = a\e\ +  a 2 e 2 , 
on a 

\v\M = sup{|ai| , | a 2 | } . 

b) S i s e t s' son t deu x sommet s adjacent s e t s i s =  [M ] e t s' =  [M 7], 
avec 7r M C  M1 C  M , i l exist e un e bas e (e i , e 2 ) d e M tell e qu e (ei ,7re2) 
soit un e bas e d e M'. Pou r v = a\e\ +  a 2 e 2 , o n a 

\v\M = sup{|ai| , | a 2 | } , 
\v\M' = sup{ |a! | ,g |a 2 | } . 

A u n poin t x =  ( 1 — t)s +  te' ,  0  <  t < 1 , situé su r l'arêt e joignan t s ets' 
correspond l a class e d e l a norm e |  | t défini e pa r 

\v\t = sup{ |a i | ,g f | a 2 | } . 

On a 
M = {v e K2, \v\t < A } pou r qx <\<q, 

M' = {v e K2, \v\t < A } pou r 1  < A  < q*. 

c) Réciproquement soi t |  | une norme sur K2. Pou r A  réel >  0 , l'ensembl e 
MA =  {v e K2, \v\ < A } es t u n résea u d e K2. O n a  M\> C  M\ s i \' < A 
et Mq-i\ =  7TMA , donc [M\] pren d a u plu s deu x valeur s dan s S lorsqu e A 
varie. 
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Si [ MA] = s est constant, c'es t qu e | | correspond à  s. 

Sinon [ MA] = s ou s' pour deu x sommet s adjacent s s et s'. Quitte à 
remplacer l a norme |  | par une norme proportionnelle , o n a [MA] = s pour 
q* < A  < q et [ MA] = s' pou r 1  < A  < q\ ave c 0  <  t <  1 . Alors |  | 
correspond a u point x = (1 — t)s + ts' de l'arête joignan t s et s'. 

2. L'espac e analytique rigide Q. 
(2.1) On notera  i =  P ^ C J - P ^ A " ) . S i l'on identifi e P X(C) à l'ensemble 

des classe s d e C*-homothéti e d'application s if-linéaire s no n nulles de 
if 2 dan s C , P*(if) correspon d au x applications d e if-rang un . Ainsi Q 
s'identifie à  l'ensembl e de s classes d e C*-homothétie d'application s if -
linéaires injectives d e if 2 dan s C 

(2.2) E n composant un e application if-linéair e injectiv e z :  K2 —+ C 
avec la norme su r C, on obtient un e norme |  \ z sur K2 : 

\v\z = \z{v)\ pou r v G if2. 

Ceci défini t un e application A  : Q —» 

A (classe de z) = classe de \ \z. 

On peu t vérifie r qu e l'image d e A est JQ . 
(2.3) Soien t s = [M] et s' = [M' ] deux sommet s adjacent s d e I et 

(ei> ̂ 2) une base de M  telle que (ei, 7re2) soit un e base de M'. Identifion s 
Q à  C — if en choisissant pou r représentan t d'u n point d e Q l'application 
z tell e que z(e2) =  1  et z{ex) = C £ C — if - Alor s on a 

A- 1(S) =  {CGC,|C l <  1 }- | J {CGC, |C-a | <  1}, 
modjrO 

A_1(:r) = {C € C, |C| = q~*} si a; = (1 - *) * + ts',0 < t < 1 , 
A-1(S') = { C G C , | C l < g - 1 } - I J {^C,\C-b\<q-1}, 

modir2 O 

A" 1 ([s, s'}) = {C G  C, |C| < 1} - ( J { C G  C, |C - «I < 1} 
a e O — i r O 

modffO 

- u  { c g c , i c - M ^ -1 } . 
be*o 

modïr2 O Autrement di t A  x (s) [resp . A  1(« /)] es t le disque ferm é d e rayon 1 
[resp. q"1] centré en 0 privé des q disques ouvert s de rayon 1  [resp. g - 1 ] à 
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centres TÏT-rationnel s qu'i l contient , tandi s qu e À  1(]s, s'[) es t l a couronn e 
ouverte d e peti t rayo n q"1 et gran d rayo n 1  centrée e n 0 . 

Démonstration. —  Le s normes |  \z =  | C a i + A 2 | E* |  \t =  s u P{| a i | 5 <Z*l A 2|} 
sont proportionnelle s su r K2 s i e t seulemen t s i |  \z =  q~f\ \t. Cett e égalit é 
est satisfait e s i e t seulemen t s i ell e l'est pou r ai =  1 , c'est-à-dire s i 

(*) |C +  A 2 \ =  sup{ g * , |a2 | } pou r a2 G  K. 

Si 0  <  t < 1 , o n a  \a2\ ^ q t pou r tou t a2 G  K, don c (* ) équivau t à 
ICI = 9 - *. 

Par contr e s i t =  0 , (* ) équivau t à  |£ | =  1  e t | £ +  a2\ =  1  pour tou t 
a2 G K te l qu e \a2 \ = 1 , ou encor e |£ | <  1  et | £ —  a\ > 1  pour a G  O. 

De mêm e s i t =  1 , (* ) équivau t à  |£ | = ç " 1 e t | £ + a2\ = q~x pou r tou t 
a 2 G  K te l qu e | a 2 | =  g"" 1, o u encor e |£ | <  g"" 1 e t | £ —  6 | >  q"1 pou r 
6 G 7T0 . 

L-1 (s) L-1 (]s,s'[) A ~ V ) 

i ^ u r e 1 : A"1 ([s, s']), g  = 2 . 

52 



UNIFORMISATION p-ADIQUE 

(2.4) Le s ensembles À ""1(5), À _ 1 ( 5 7 ) e t À _ 1 ( [ 5 , 5 ' ] ) on t des structure s 
naturelles d'espace s analytique s rigide s défini s su r K; c e sont de s sous-
ensembles affinoïde s connexe s de Pj^, c'est-à-dire le s complémentaires dan s 
PX

K d'u n nombre fin i d e disques ouverts . D e plus À"" 1 (s) e t À"" 1 (s7) son t 
des ouvert s d e À"1 ([s, s']). 

Plus généralement , s i T est un sous-arbre fini  de /, À _ 1 ( T ) es t un sous-
ensemble affinoïd e connex e de P̂  ; il est obten u pa r recollemen t suivan t la 
relation d'incidenc e défini e pa r T  des À - 1 ([s , s']) e n les À - 1 ( 5 ) , pou r [s , s'] 
arête d e T e t s sommet intérieu r d e T. 

Ainsi Q = U^"" 1^)» P o u r T sous-arbre s finis  d e JT, est mun i d'un e 
structure naturell e d' espace analytique rigide défin i su r K; c'es t u n sous-
espace analytiqu e connex e d e P]ç. 

(2.5) D'aucun s aimen t s'imagine r intuitivemen t Q comme l e bord d'un 
voisinage tubulair e d e /05 . 

L-1 (s) L-1 (]s,s'[) 
A - V ) 

Figure 2. 

3. L e schéma forme l O 
(3.1) S i M es t un réseau d e K2, l a fibre générique d e la droite projective 

P(Af) au-dessu s d e O est canoniquement identifié e à  PX

K. D e plus, s i M\ 
est u n réseau homothétique , l'homothéti e d e M à  M\ défini t u n uniqu e 
0-isomorphisme entr e P (M ) e t P(Mi ) induisan t l'identit é su r les fibres 
génériques. I l est donc légitim e d e noter P 5 , où s =  [M] est le somme t 
de I correspondan t à  M", cette droit e projective au-dessus de O munie de 
l'identification d e sa fibre  génériqu e à  P .̂ 
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Les points de A""1(^) sont exactemen t ceu x de s point s d e P]^(C) qu i 
ne s e spécialisent pa s en un point fc-rationnel  d e la fibre spécial e d e Ps. 
On noter a Qs l'ouver t d e P5 complémentair e de s point s rationnel s d e la 
fibre spécial e e t Qs l e schéma forme l complét é d e Qs l e long d e la fibr e 
spéciale. Le s bijection s canoniqu e PX

K{C) = Ps{Oc) — Ps{Oc) induisen t 
une bijectio n À - 1 (s) = Vts(Oc)\ plu s précisémen t l'espac e analytiqu e 
rigide À" 1 (s) es t la fibre génériqu e (a u sens de Raynaud) du schéma forme l 
Qs. S'agissan t d'u n schéma forme l affine , cel a veu t simplemen t dir e que 
l'algèbre d e Tate correspondan t à  À _ 1 ( s ) es t r(f25) ®o K. 

(3.2) U n sommet s' de I adjacen t à  s défini t u n point fc-rationnel  d e 
la fibre  spécial e d e Ps :  si s = [M] e t s' = [M' ] ave c TTM C  M' C M, c e 
point es t défini pa r l'application M —• M/M* ~ k. Le (9-schéma P[ s,5'] 
obtenu pa r éclatemen t d e Ps e n ce point es t également l'éclat é d e P5>, en 
le point défin i pa r s. Sa fibre générique, identiqu e à  celle de Ps e t P5/, est 
canoniquement identifié e à  P} .̂ 

On notera l'ouver t d e P[ S î < s'] complémentair e de s points rationnel s 
de l a fibre  spécial e à  l'exception d u point singulie r e t f2[ 5,5'j l e complété 
formel d e î^[ s,5'] l e long d e la fibre  spéciale . L'identificatio n d e la fibre 
générique d e P[5,s'] avec P]^ induit un e bijection À - 1 ([5 , s']) = fî[ 5,s'](C?c) ; 
en particulie r le s point s d e la couronn e À " 1 ( ]5 , 5 7 [) SOn t ceu x qu i se 
spécialisent a u point singulie r d e la fibre  spécial e d e P[5>5']. E n effet, en 
reprenant le s notations de (2.3), les coordonnées naturelles le long des deux 
composantes d e la fibre  spécial e son t C  et Ç/ir (modulo l'idéal maximal) , 
le point singulie r correspondan t su r l'un e à  l'annulation d e la réduction d e 

et su r l'autr e a u fait qu e Ç/w adme t pou r réductio n 00 . 

O[s,s'] 

coord. C 

{0} s' 

• {00} <- + s 

coord. C/71" 

Çlst 

Figure 3. 

On peu t ic i encor e dir e plu s précisémen t qu e l'espac e analytiqu e rigid e 

54 



UNIFORMISATION p-ADIQUE 

À *([£ , s7]) es t la fibr e génériqu e d u schéma forme l Q[SiS']- D e plus les 
applications canonique s induisen t de s immersion s ouverte s d e iïs e t fi s> 
dans correspondan t su r les fibres générique s (o u sur les points à 
valeur dan s Oc) au x inclusion s de X"1(s) e t X~1(s/) dan s À _ 1 ( [s ,s ' ] ) . 

(3.3) Plu s généralement , s i T es t un sous-arbre fin i d e J, on obtient , 
par recollemen t suivan t l a relation d'incidenc e défini e pa r T de s schéma s 
formels e n les Qs pou r [s, s'] arête d e T et s sommet intérieu r d e T, 
un schém a forme l QT don t l a fibre génériqu e es t canoniquemen t identifié e 
à à - ^ t ) . 

Si T  C  T" , l'immersio n ouvert e QT C  QT' induit su r les fibre s 
génériques l'inclusio n A - 1 ( T ) C  À~ 1 (T / ) . O n construit ains i u n schéma 
formel Q = [JT QT don t l a fibr e génériqu e es t Q ; e n particulier o n a 
Q(Oc) =  ^- La fibr e spécial e de Q est un arbre de droites projective s su r 
k se coupant e n leurs point s fc-rationnels,  dua l d e l'arbr e I. 

4. L e foncteur Q  à la Deligne. 
Nous décrivons, en suivant Deligne , les foncteurs su r la catégorie Compl 

des (9-algèbre s séparée s complète s pou r l a topologie 7r -adique qu i sont 
représentés pa r le s schéma s formel s QS et fi^/j. 

( 4 . 1 ) DÉFINITION . —  On note Fs le foncteur qui, à R € Ob Compl, 
associe l'ensemble des classes d'isomorphie de couples (Cya), où C est un 
R-module libre de rang un et a : M C un homomorphisme de O-modules 
vérifiant la condition : 

/ \ ( pour tout x G Spec(iî/7ri?), V application 
\ a(x) : M/nM —• C ®R k(x) est injective. 

( 4 . 2 ) P ropos i t i on . —  Le foncteur Fs est représenté par le schéma 
formel QS. 

Démonstration. —  L a conditio n su r a impliqu e qu e a(u) es t un 
générateur d e C pou r tou t u G  M — 7rM , e n particulier l'applicatio n 
a ®  id# :  M ®o R C est surjective. Ains i JF ^ es t un sous-foncteu r 
du foncteu r Ps : droite projectiv e formell e su r O définie pa r s = [M], 

Pour décrir e c e sous-foncteur, choisisson s un e base (ei ,e2) d e M, c e 
qui détermin e u n repère projecti f { 0 , 1 , oo} d e Ps. L e couple es t 
déterminé à  isomorphisme prè s par l e rapport oi{e\)/a{e2) =  C  G  R. Ainsi 
Fa s'identifi e à  un sous-foncteur d e la droite affin e formell e Ps —  {oo} . 
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La conditio n sur a. s'exprime e n terme de l'image £  de £ dans R/TTR : 

quel qu e soit a G  £  — a ne s'annule e n aucun poin t d e Spec(i ?/7rfî), 
autrement di t C*~a es t inversibl e dans R/nR. Ains i i 7^ es t le sous-foncteur 
de Ps —{00} qu i représente l'ouvert complémentair e des points fc-rationnels 
de la fibre spéciale , c'est-à-dir e Qs. 

(4.3) DÉFINITION . —  On note le foncteur qui, à R G 
OhCompl, associe l'ensemble des classes d'isomorphie de diagrammes 
commutatifs : 

TVM M1 M 

ос/TT HK Oí 

c с 
C! 

с' 
C 

où C et C sont des R-modules libres de rang un, OL et OL' des homomor-
phismes de O-modules, c et c' des homomorphismes de R-modules, véri­
fiant la condition : 

(*) { pour tout X G Spec(i?/7i\R), on a 
Kei{a(x) : М/тгМ —• C®R k(x)} С M'/TVM 
Кет{а'(х) : M'/жM' -± С <g>Ä k(x)} С тгМ/тгМ'. 

(4.4) PROPOSITION . —  Le foncteur F[s,s'] est représenté par le schéma 
formel Q[SiS>]. 

Démonstration. —  Soi t (ei,e2 ) un e bas e de M tell e qu e (ei,7re2 ) soi t 
une bas e de M1. L a condition (* ) implique qu e o:(e2) engendre C et o/(ei ) 
engendre £ . Identifion s C avec R en posant otie^) — 1 et C ave c R en 
posant o/(ei ) =  1 . Soient £  = cv(ei)  e t 77 = 0 /(7^2). La commutativité du 
diagramme entraîn e c = r], c' = Ç et Çrj = n. 

Ainsi l e choix d e (ei,e2) perme t d'identifie r F[Si8/] à  un sous-foncteu r 
du schém a forme l Sp f (0{C, rç}/07  —  n") - Ce même choi x identifi e 
Spf (C?{C, f/l/Crç—^ à  l'ouvert d e P[s,s

f] complémentair e des points à l'infini 
£ = 00 et 77 = 0 0 des deu x composante s d e la fibre spéciale . 

La conditio n (* ) s'exprime e n termes de s image s £  et 77 de £ et 77 dans 
R/irR : quel qu e soit a £ k — {0} , £  — a e t 7 7 — a son t inversible s dan s 
R/TTR. Ains i -F]^' ] es t le sous-foncteur d e P[s,5'] — ({ C = ° ° } U  —  °°}) 
qui représent e l'ouver t complémentair e de s points fc-rationnels  de s deux 
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composantes d e la fibre spécial e Spec(fc[Ç , RJ\/ÇRJ) à  l'exceptio n d u poin t 
singulier £  = RJ = 0, c'est-à-dire 

(4.5) L'immersio n ouvert e Qs «— * est , avec le s identification s 
faites ci-dessus , l a restriction d e l'immersion ouvert e Spf((9 {C, C- 1 } ) *—> 
Spf(0{CJ Vy/C7) —  7 r ) - Fonctoriellement , l a flèche  Fs — • i^s'] définie en 
associant à  a : M —• C le diagramme commutâ t if 

7rM M ' M 

C 
7Г 

C id C 

oc 

identifie Fs a u sous-foncteur d e F[Si8i] consistan t e n les diagramme s o ù c' 
est inversible . 

De mêm e l'immersio n ouvert e Qsr •  ^[s,sf] e s ^ l a restrictio n d e 
l'immersion Sp f (0{rj, rç -1}) «— • Spf(C ?{C? f/l/C7? —  7 r ) - Fonctoriellement, en 
associant à  o/ : Af7 —• £' le diagramme commutati f 

7rM M1 M 

MJM id HL 

ce' 

7Г 
L% 

on identifi e i< V au sous-foncteur d e F[s^ consistan t e n les diagrammes où 
c es t inversible . 

5. L e foncteur Q à la Drinfeld . 
Au moye n de s foncteur s Fs e t i^s' ] ci-dessu s définis , o n obtient don c 

une descriptio n "modulaire " d e chacun de s ouverts affine s Qs e t rî[ 5)S/j 
qui composen t l e schéma forme l Q. La variante du e à  Drinfeld, qu e nou s 
allons maintenant exposer , permet d e décrire directement Q au moyen d'u n 
unique foncteu r F défin i su r la catégorie Nilp de s (9-algèbre s o ù l'image 
de 7 r est nilpotente. 

Si B est une (9-algèbre , nou s noteron s J3[I1 ] le quotient d e l'algèbre de 
polynômes B[X] par l'idéa l engendr é par X2 — 7r :  c'est don c un 2?-modul e 
libre de rang 2 , engendré par 1  et un élément I I (l'image d e X), qu i vérifi e 
I I 2 =  7r . L'algèbre B[II ] es t munie d'un e graduatio n à  valeurs dan s Z/2Z , 
telle qu e le s élément s de B soien t d e degré 0, et II de degré 1. 
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5.1 DÉFINITION . —  Soit B e ObNilp, et S =  SpecB . On définit 
F(B) - parfois aussi noté F (S) - comme l'ensemble des classes d'isomor-
phie de quadruplets (77, T ^ , r) constitués comme suit : 

(i) 7 7 est un faisceau en O[II]-modules plats, (Z/2Z) -gradué, constructi­
ble, sur S muni de la topologie de Zariski. 

(ii) T est un faisceau en Os[Tl] modules, (Z/2Z) -gradué, tel que les 
composantes homogènes To, T\ soient des faisceaux inversibles sur S. 

(iii) u est un homomorphisme 0[TI]-linéaire de degré 0 de 77 vers T, tel 
que u ®o Os • ®o Os —> T soit surjectif. 

(iv) r est un isomorphisme K-linéaire du faisceau constant K2 vers le 
faisceau 77 0 ®o K. 

Ces données sont de plus astreintes à vérifier les conditions suivantes : 

[Cl] Notons Si C S le lieu d'annulation du morphisme H : Ti —» T 2-+i 
(i = 0 ,1 ) ; alors la restriction r]i\Si est un faisceau constant de fibre 
isomorphe à O2. 

[C2] Pour tout point géométrique x de S, notons T(x) = T ®B k(x) ; 
alors l'application rjx/Ur}x —> T(x)/HT(x) induite par u est injective. 

[C3] (A 2 Vi)\Si = 7r-''(A 2(ir 'r£ 2))| 5 i (pour i = 0, 1). 

Complétons cett e définitio n pa r quelques remarque s : 
(a) I l est clai r qu e la définition ci-dessu s d e F(S) vau t no n seulemen t 

pour S affine , mai s auss i pou r tou t O-schém a S o ù l'imag e d e TT es t 
nilpotente (i.e . un (O/TV71 O)-schéma). 

(b) D e la platitud e d e 7 7 comme C?[II]-module , e t d e l'existence d e r , 
on dédui t qu e les composantes homogène s 77 0 et 77 1 sont de s faisceaux e n 
(9-modules plat s don t toute s le s fibres  sont (fibres ) d e rang 2 . L'action d e 
Il défini t de s applications injective s •  • • ̂ o—-»771-̂ -»770 •  • •  d e composé 
n 2 =  7T. 

(c) L a donnée d u triplet (r],T,u) revien t à  la donnée d'u n diagramm e 
commutatif e t périodiqu e d e période 2  : 

GDG DD DG 

FS DUI UQ 

To 
UQZZZ 

To 

(d) Ut i l i san t r , o n défini t c o m m e sui t de s sous- fa i sceaux No e t JV i d u 
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faisceau constan t K2

S : 

Ni = r-x(n <g> Q)_1 

Ni =  r - x ( n <g> Q) _ 1(»7i) =  ж-L¨¨1 г(»7i) = ж - ^ т ) ) . 

Ce son t de s sous-faisceau x e n 0-module s d e ran g maxima l (de s 
"réseaux") isomorphe s respectivemen t à  77 0 e t rji. E n chaqu e poin t 
géométrique x d e 5, on a les inclusions : 

N0iX C  NUx CGG  Tr îVo,REEF* C  K2, 

d'où u n simplexe (somme t o u arête) d e l'arbre. Plu s précisément , o n voit 
en utilisan t l a condition [C2 ] que : 

- S i II|Tb(:r) es t inversible, alor s NojX = NiyX. D e plus l a condition d e 
normalisation [C3 ] nous donn e :  A NUx = TT"1 /\\02). 

- S i U\Ti(x) es t inversible , alor s Ni^x =  7r _1iVo,a:- D'aprè s [C3 ] on a 
dans c e cas : A2 N0,x = /"\{02). 

- I l rest e l e ca s où II|Tb(a; ) e t n |Ti(x ) son t toute s deu x nulles . O n 
trouve alor s (utilisan t l a surjectivité de s U{ ®oOs) qu'o n obtien t un e arête 
[N0yX § NliX g  7T-lN0,x], ave c : 

2 2 2 2 
/\N0,X = /\G(02) e t j\NUx = Tr- 1 /\(02). 

(5.2) Notr e bu t es t d e prouver l a : 
Proposition. —  Le foncteur F est représentable par le schéma 

formel Q. 
Pour cela , nou s allon s défini r pou r chaqu e somme t s (resp . pou r 

chaque arêt e [s , s']) un morphism e d e foncteurs Fs —• F (resp . -F ^s'] —+ 
F), d e faço n compatibl e au x recollements , c'est-à-dir e au x morphisme s 
d'immersions ouverte s Fs «—• FGG[s,s'] e t Fs'GJGJ[s,s'] et FsG D'où un morphisme de 
foncteurs Q —* F, dont nou s montrerons ensuit e qu'i l est un isomorphisme. 

Commençons pa r remarque r qu e tout somme t s d e l'arbr e peu t êtr e 
représenté par un réseau M C  K2 te l que l'on ai t ou bien f\2 M = /\2(02), 
ou bie n /\2 M =  7T -1 G G/ \ 2 ( 0 2 ) ; un te l représentan t M es t unique , e t les 
deux possibilité s s'excluen t mutuellemen t :  cela défini t un e partition dan s 
l'ensemble de s sommets, entr e sommet s pair s (représenté s pa r M vérifian t 
A 2 M =  f\G(02)) e t sommet s impair s (admettan t u n représentant M te l 
que /\2 M =  7T" 1 /\2(G02)). Note r qu'u n somme t voisi n d'u n sommet pai r 
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(resp. impair ) es t impair (resp . pair) . Nou s supposeron s toujour s dan s 
la suit e le s représentants M de s sommets choisi s d e manière à  vérifie r 
/\2 M = /\2(02) o u 7T"1 /\2(02). D e même , nou s orienteron s toujour s le s 
arêtes [s, s'] d e sorte qu e s soi t impai r e t s' pai r :  d'où deux réseau x 
M e t M' qu i vérifient : / \ 2 M = TT" 1 /\2(02), / \ 2 M' = /\2(C2), e t 
7rM C M' C  M. 

(5.3) L e plus simpl e es t d e défini r le s morphismes Fs F. Distinguon s 
deux cas , suivan t qu e s est pai r o u impai r : 

5.3.1. —  Définition de Fs —* F pour s = [M] impair. [/\2 M = 

7T-1 a2
 o 2 ] . 

La donné e d'u n poin t d e FS(B) correspon d à  la donnée d'u n faiscea u 
inversible C sur S = Spec B e t d'un morphism e ex : M —» £ , CMinéaire , 
tel qu e l'applicatio n a(x) : M/ttM — > C ®£ k(x) soit injectiv e e n chaque 
point x de S. 

On fai t alor s correspondr e à  ce point l e point d e F(B) défin i pa r l e 
diagramme suivan t : 

Ï]O = M 
n=id 

li= M. 
n = 7T 

7]Q = M 

u0=oc 

T0 = C 
n=id 

U i — o c 

Ti = £ n=7R 

U O — Oc 

T0=C 

et pa r l'isomorphisme r : K2 M_ (8) K qu i correspond à  l'inclusio n 
M c—> K2. I l est immédiat d e constater qu e toute s le s conditions d e l a 
définition (5.1 ) son t satisfaites . 

5.3.2. —  Définition de Fs, -+ F pour s' = [M'] pair (/\2 M' = 

A 2(o 2)). 
A u n poin t d e Fst(B), représent é pa r a' : M' — * o n associ e 

maintenant l e point d e F(B) défin i pa r l e diagramme : 

vo = M! 
n = 7T 

y m = M' 
n=id 

7?0 = M! 

U0=OC' 

T0 = C 

LI 1 — o c ' 

n = 7T (»7i) = ж 

U 0 = O c ' 

n=id T0 = C 

et pa r l'isomorphisme r : K2 M 7 ® K qu i correspond à  l'inclusio n 
M' K2. 
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(5.4) Le cas d'une arête. 

Il nou s rest e à  défini r F[SyS^ —> F pou r un e arêt e [s , s7]. Supposon s 
l'orientation, e t de s représentant s M e t M1 choisi s comm e expliqu é e n 
(5.2). L a donné e d'u n poin t d e F[SySt](R) correspon d à  l a donné e d'un e 
classe d'isomorphi e d e diagramme s commutatif s vérifian t le s condition s 
(*) d e (4.3 ) : 

7rM Mf M 

oc I n oc' OC 

c c ¨% c' I 

On voi t qu e S =  Speci î es t l a réunio n d e deu x fermé s So et .Si , o ù .So 
(resp. .Si ) es t l e lie u de s point s o ù c 7 (resp . c ) s'annule . Noton s U G Si 
[resp. U1 C  So] l'ouvert o ù c ' (resp . c ) es t inversible . 

Sur ZY , le poin t d e SFSSSSFSSS que nou s considéron s provien t d u poin t d e Fs 

défini pa r a : M — • £. L a constructio n (5.3.1 ) lu i associ e alor s l e poin t 
suivant d e F{U) : 

M 
id 

M 
7T 

M 

oc oc oc 

c id c 7T 
££ 

r défin i pa r l'inclusio n M «—» K2. 

Ou, c e qu i revien t a u mêm e e n utilisan t l'isomorphism e c' :  C C, 
le poin t défin i pa r l e diagramm e : 

oc¨LYHY£££ 

M 
id 

M 
7T 

M 

ocLOLY 

c' 

a 

C 
c 

MI¨¨ 

M£O£ 

(*) 

Noter qu e (c 7) 1cx es t u n prolongemen t à  M  d e l a flèch e ex' : M' —> C1 

(il n'es t défin i qu'au-dessu s d e IX). 
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De même , au-dessu s d e W , l e poin t considér é correspon d a u poin t d e 
Fsf défin i pa r a' : M' — • C. O n doi t alor s lu i associe r l e poin t d e F(Ur) 
défini pa r : 

M' 
7T 

M' 
id ML 

O c ' o c ' o c ' 

gdg ffff 
id 

fh 

(avec r défin i pa r l'inclusio n M' «—>> K2). 

Soit encor e (utilisan t c : C-—*C) : 

M' 
7T 

M' 
id Mi 

o c ' 

Mi 
fhfh c 

fhfhfhfh 
o c ' 

c 
Mi 

(**) 

où c  1ctf prolong e à  M' l a flèche  ot/ir :  7 r M •  C. 

Enfin, l e complémentair e d e l a réunio n 14 U I4r es t éga l à  l'intersectio n 
J =  S o H  S\. O n vérifi e immédiatemen t qu'o n peu t défini r u n poin t d e 
F(J) pa r l e diagramm e : 

M' M 
7T 

M' 

a' 

gg 

o c 

gggj C 
c 

o c ' 

hfh 

(* * *) 

avec r  correspondan t encor e à  l'inclusio n M' • K2. 
Nous avon s ains i troi s point s d e F à  valeur s respectivemen t dan s le s 

schémas ZV , e t J , e t décrit s pa r le s troi s diagramme s (* ) (** ) e t (*** ) 
ci-dessus. I l nou s fau t maintenan t explique r commen t il s s e recollen t e n 
un poin t (r/,T , u,r) d e F (S). 

Le plu s simpl e à  défini r es t T : On prendr a su r S tou t entie r TQ =BGJGJ 

Ti =  £ , le s morphismes I I étan t donné s pa r c' e t c . 
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Passons ensuit e à  l a définitio n d u faiscea u 7 7 : Parton s d u faiscea u 
sur l a réunio n disjoint e So JJ S±, qu i es t constan t d e valeu r M su r Si 
et constan t d e valeu r Mr su r So . So n imag e direct e pa r l e morphism e 
So I I S i — • S, qu e nou s noton s 0 , es t tell e qu e s a restrictio n à  J soi t 
constante d e valeu r M © M1. Nou s définisson s alor s l e faiscea u TJ0 (resp. 
rji) comm e l e sous-faiscea u de s section s d e <t> qui , au-dessu s d e J , son t à 
valeurs dan s l e sous-modul e M', plong é dan s M © M' pa r l'applicatio n 
m! — • (m', m7) (resp . dan s l e sous-modul e M , plong é pa r m  — + (m,7rm)). 
Les morphisme s I I :  77 0 —• 771 et rj\ —> 7/ 0 s'obtiennen t pa r restrictio n à 
partir de s morphisme s d e </ > dans <f> défini s respectivemen t pa r : 

M id M 

M' 
7Г 

M1 

et 

M 
7Г 

M1 id 

M 

M'. 

Si l'on préfère , l a définitio n d e 7 7 es t résumé e pa r l e diagramm e suivan t : 

*7o 
П 

»7i 
П 

*7o 

M id M 7Г M 

M' M 

id 
7Г 

M' 

id 

M' 

7Г 

M' 
id 

id 

M' 

restriction à  IÀ 

Si-

restriction à  J 

S0 

{ 

restriction à  Uf 

On noter a e n particulie r qu e T]Q\SQ es t constan t d e valeu r M' e t qu e 
771 |5i es t constan t d e valeu r M . 

L'isomorphisme r : K2~—>Tfn ®o K es t celu i défin i pa r le s inclusion s 
(compatibles) d e M e t M' dan s K2. 

Enfin, l e morphisme u0 es t donn é pa r af su r So = W U  J e t pa r (c')~1a 
sur IA. D e même , ui es t éga l à  a su r Si = IÀ U J e t à  c _ 1 a ' su r ZY'. 

Il es t bie n clai r qu e nou s avon s ains i construi t u n poin t (77 , T,tx,r) d e 
F (S), d'o ù l e morphisme I 7 ]^ '] — • F cherché . D e plus , notr e constructio n 
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met e n évidenc e l e fai t qu e ces morphismes s e recollen t suivan t les 
morphismes Fs F et Fs> —+ F définis e n (5.3) . 

D'où u n morphism e d e foncteur s :  Q —» F. 

(5.5) I l nous rest e à  voi r qu'o n a  ains i obten u u n isomorphisme d e 
foncteurs :  autremen t dit , qu'un poin t arbitrairemen t donn é d e F(R) 
provient toujour s d'u n (unique ) poin t d e Q(R). 

Supposons don c fix é u n te l poin t (77 , T, r ) G F(R). O n associ e alor s à 
chaque arêt e [s , sf] d e l'arbre, qu e l'o n peu t suppose r représenté e pa r deu x 
réseaux M et M1 vérifian t 7rM ^ M' ^  M et les convention s d e (5.2) , un 
sous-ensemble S[ SÎS/J d e S = Speci ? défin i comm e sui t :  c'est l e Heu de s 
points x où son t vérifiées , ave c le s notation s d e l a remarqu e (d ) d e (5.1), 
les inclusion s : 

M' C  N0,x e t M C NliX. 

Si l'o n préfèr e distingue r le s cas , e n utilisan t toujour s cett e remarque , 
cela revien t à  : 

cas o ù n|T 0(ar) es t inversibl e :  NQ^X =  NifX = M 
cas o ù II|Ti(x ) es t inversibl e :  No,x = 7rNiiX =  M' 
cas o ù aucu n n'es t inversibl e :  No,x = Mf,N\^x = M. 

Vérifions que S[ 5ÎS/J est un ouvert de Zariski de S : Il suffit pou r cel a 
de vérifie r qu e le s intersection s S[ 55<s/] H SQ e t H  Si son t de s ouvert s 
de Zariski , respectivemen t dan s So et Si. L'intersection S[ S)<S>] fl So es t le 
lieu de s point s d e .S o qu i vérifien t : 

JV0,X =  M' e t NljX — M o u TT^M' . 

Or le faisceau 77 0 est constant su r So, e t donc iV 0 est localement constant . 
La premièr e conditio n défini t don c u n sous-ensemble à  la fois ouver t et 
fermé A C So. Sur l'ouvert d e A o ù II|Ti es t inversible, o n a alor s 
automatiquement NijX =  7 r ~ l M ' . Autremen t dit , l e complémentaire de 
^[s,^] &o dan s A es t conten u dan s SQHSI. C e complémentair e es t défin i 
dans So H Si pa r l a condition iV 1 > x ^ M, laquelle es t fermé e (auss i bien , 
d'ailleurs, qu'ouverte ) ca r l e faisceau NijX es t localemen t constan t su r Si. 

Il e n résult e qu e S o H  S[5)5/] est ouver t dan s S o ;  on vérifi e d e mêm e qu e 
Si H  S[5îS,] es t ouver t dan s Si . Et donc S[ s>5/] es t ouver t dan s S. 

Utilisant toujour s l a remarqu e (d ) de (5.1) , o n voi t qu e les S^/j 
recouvrent S . Si [s, s'] et [s, s"] son t deu x arête s distincte s d'intersectio n 
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s, alor s S[SiS*] H  S[s, 5"] es t l'ouvert S s , lieu de s point s qu i vérifien t iV o x — 
N\yX =  M; o n remarquera qu e Ss peu t auss i êtr e défin i dan s o u 
dans AS[ 5,5"] pa r la condition :  II|Tb(:r ) inversible . D e même, pou r deu x 
arêtes [s , s'] e t [s" , s7] d'intersectio n s' , l'intersection S ^s 'j ( 1 S[s// )S/j es t 
l'ouvert Ss' "constitué " de s point s x qui vérifient iV 0 j X =  7rNiyX =  M', 
et qu i peu t auss i êtr e défin i dan s S ^s'] o u dans S[sn^ pa r l a condition : 
U\Ti(x) inversible . 

Le diagramm e compos é suivan t défini t u n point d u foncteur F[SjS'] à 
valeurs dan s : 

gdg M' M 

7TÍVi ddg dgdg 

I 

xv n 
r I 

xvx 
n 

I 

xvx 

xv 

Ti n 
UQ 

To 
n 

Til 
TÍ 

Il es t clai r qu e les point s ains i obtenu s s e recollen t :  Su r Ss pa r 
exemple, o n obtien t l e poin t d u foncteu r i 7^ défin i pa r l e compos é 
M = Ni -̂ -»771 •  Ti. O n obtient don c pa r ce recollement u n point de 
îl(iî) , et il est facile de vérifier qu'i l a pour image le point initia l (77 , T, u, r). 
On vérifi e égalemen t san s pein e qu e c'es t l e seul antécéden t possible . 

6. Actio n du groupe PGL(2, K). 

(6.1) L e group e GL(2,K) agi t naturellement , vi a so n quotien t 
PGL(2,K)y su r l'arbr e /  :  u n élémen t g G  GL(2,K) transform e l e 
sommet [M] (resp. l'arêt e [[M] , [M']]) e n le sommet [gM] (resp . l'arêt e 
[[gM),[gM'}]). 

On a  d'autre par t un e actio n évident e d e ce même group e PGL{2, K) 
sur l'ensemble Q  = P1(C) — P1(K). I l est clai r que l'application À  : Q —• 
est équivariante , d'o ù i l résulte qu e le groupe opèr e en fait pa r automor-
phismes d e la structure rigide-analytiqu e d e Q : cette actio n permut e les 
différents ouvert s affinoïde s défini s a u §2. On voit san s pein e qu e toute s 
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les construction s de s §§1- 4 son t équivariantes , e t qu e notr e actio n pro -
vient d'un e actio n su r l e schéma forme l fî . Cett e dernièr e adme t un e évi -
dente descriptio n e n terme s de s foncteur s à  l a Delign e :  pour s = [M] e t 
g s = [g M], o n a  u n morphism e d e foncteur s : 

Q • vvFs * Fgs 7 

donné pa r :  g •  (C,a) = (£,/3) , o ù /3 désigne l e compos é 
g~* et 

gM • M • C. D e même , pou r s' = [M'] te l qu e [s, s'] 
constitue un e arête , l e morphism e g : F[8,s

f] —+ F[gs,gs'] e s ^ donn é pa r : 
g • ( £ , £ ', c,c ' \a,a') =  (£ , c , c ' ,a o g'1,a' o  g-1). 

Il es t u n pe u moin s éviden t d'exprime r cett e actio n d e PGL(hj2, K) su r 
Q e n terme s d u foncteu r F à  l a Drinfeld . Un e tell e descriptio n es t fourni e 
par l a propositio n suivant e : 

(6.2) PROPOSITION . —  L'action d'un élément g de GL(2,K) sur le 
foncteur F est donnée par la formule suivante : 

g . (77, T, i/, r) =  (r /M, T[n], vvu[nlvvffddUnorovvĝ ), 

où n désigne la valuation de det(g), et [n] le décalage de n (modulo 2) de 
la graduation de (77 , T, w). 

Remarquer qu e l e décalag e effectu é assur e qu e l a conditio n d e norma -
lisation [C3] d e l a définitio n (5.1 ) es t satisfait e pou r l'image . E n effet , 
notons r\ l e compos é : 

r i :  Kvv2 ̂ K 2 ^ ^ ®ovnvv K - ^ [ n ] 0 ®o K. 

Le lie u d'annulatio n d u morphism e I I :  T[n] 2- — * T[nvv] t-+i es t 5V , ave c 
V = i + n (mo d 2), au-dessus duque l o n a  : 

2 2 2 
f\ri[n]i =  A w = 7r -^/\vnvIT'r<22)) = 

2 
= TT- 2'- 7 1 /\(Ui+nr02) = 

2 2 
= 7T- ' / \ ( n i + n r p - 1 0 2 ) =  TT- * / \ ( n V x 0 2 ) . 

Il es t clai r alor s qu e l a formul e d e l a propositio n défini t bie n u n 
morphisme d e F dan s lui-même . Pou r montre r qu e c'es t bie n celu i qu e 
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nous voulons , vérifion s pa r exempl e que , pou r s = [M] e t g G  GL(2, K), 
le diagramm e suivan t es t commutati f : 

Fgs(B)lk 

F g s(B)ll 

F(B)lk 

F(B)^l 

(cette vérificatio n ser a d'ailleur s suffisante , ca r l a réunio n de s image s de s 
Fs constitu e u n ouver t dense) . 

Partant d e G  FS(B), o n a  :  g • (£, a) — (C,<x o g~l). O n peu t 
exprimer dan s un e mêm e formul e le s deu x ca s (5.3.1 ) e t (5.3.2 ) :  l'imag e 
de (C,a) dan s F(B) es t donné e pa r l e diagramm e suivan t : 

T]e = M 
n = 7r n=i d 

> Ve+l = M  > f]e = M 

Te = £ n = 7T Te+i =  Cwfs 
n=id Te-n = C 

où e  =  logq[/\
2 M : /\2 O2] désign e l'exposan t d e l'indic e (virtuel ) d e O2 

dans M (o n n e suppos e plu s ic i M normalis é pou r qu e e  G  {0,1}) . L a 
"rigidification" r  es t l e compos é d u morphism e K^——^rje ® K associ é à 
l'inclusion M C  K2 e t d e U~e : rje (g ) K-^rjo <g > K. 

De même , l'imag e d e (£,c * o g~x) correspon d a u diagramm e : 

rje-=n ùp= gM 

ocog 

je-=n ùp= hk 

n = 7T RÇÉ-n+ipu =  gM n=id 
Ve-n = 9K 

n = 7 

ocog 

T' — r 

ocog 

n=id 
± е-п *~ 

et à  r 7 =  K2-—*r)Q ®  A' obten u comm e l e compos é d e K2 ~ Ve-n (associ é 
à l'inclusio n g M «- > il"2) e t d e ïl~e+n. 

On voi t alor s que, via l'isomorphisme g :  M-^qM* l e point (/7' , T', v!', r ') 
s'obtient bie n à  parti r d e (77 , T, r ) comm e prédit pa r l a proposition (6.2) . 
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Chapitre II :  Le théorème de Drinfeld 

On suppos e désormai s qu e le corps loca l K es t de caractéristique zéro. 
On considèr e dan s c e chapitre certain s groupe s formel s p-divisible s 

munis d'une actio n de l'anneau de s entiers OD d'un corp s de quaternions D 
de centre K : les O n-modules formels spéciaux de hauteur A: (défini s a u §2) . 
Sur un e clôtur e algébriqu e k de fc, ils forment un e seul e class e d'isogénie ; 
on choisi t l'u n d'entre eu x noté 3> . Le théorème d e Drinfel d (énonc é 
précisément a u §8) établi t qu e l e schéma forme l Q®oOnr paramètr e les 
(Démodules formel s spéciau x X d e hauteur 4  munis d'un e quasiisogéni e 
de hauteu r zér o />:<!>— » X. 

Autrement di t le foncteur G , sur la catégorie Nilp de s (9 n r -algèbres 
B o ù 7 r est nilpotent , qu i à  B associ e l'ensembl e G(B) de s classe s 
d'isomorphie d e tel s couple s (X, p) au-dessu s d e B, es t isomorph e a u 
foncteur H représent é pa r Ù®oOnr. L e foncteur H es t la restriction à 
Nilp d u foncteu r F classifian t le s quadruplets (77 , T, iz, r) défini s a u §5 
du chapitr e I . Il s'agit don c d e construire u n isomorphisme d e foncteurs 
£ : G —• H, en particulier d'associe r à  (X, p) u n quadruple t (77 , T, u, r). On 
pose T = Lie(X ) ;  la difficulté es t de trouver l e faisceau constructibl e rj et 
l'application u : r} —+ T. 

Plutôt qu'ave c l e groupe p-divisibl e X lui-même , o n travaille ave c so n 
module d e Cartie r (-Dieudonné ) M. Cec i revien t a u mêm e grâc e à  la 
théorie d e Cartier (brièvemen t rappelé e a u §1) , don t l e grand avantag e 
ici es t d'être valabl e quell e qu e soi t l'algèbr e d e base B. L'actio n de 
sur X perme t a u §2 de munir M , ainsi qu e T  =  Lie(X) , d'un e Z/2Z -
graduation e t d'un opérateu r I I de degré 1  tel que I I 2 = 7r . Les habituel s 
opérateurs F et V sont égalemen t d e degré 1  et l'identification d e T ave c 
M/VM es t compatible à  la graduation e t à l'action d e II. 

On di t que l'indic e i E Z/2Z es t critique s i II est nul su r T t-, autremen t 
dit s i IIMj C  VM{. Su r A: , il existe toujour s a u moins un indice critiqu e i ; 
alors M{ mun i d e l'opérateur V"1!! es t un "cristal unité " e t les invariant s 
MY~ n formen t u n O-module libr e de rang un . Posan t ru = M^ n , on 
établit asse z facilemen t a u §5 une bijectio n naturell e entr e G{k) e t H(k). 
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Le tou r d e forc e d e Drinfel d résid e dan s l'extensio n d e cett e bijectio n 
à tout e algèbr e B d e Nilp. Un e constructio n ingénieus e expliqué e a u § 3 
permet d e défini r (77 , T, u) su r toute bas e B. O n explicit e le lien entre cett e 
construction d e 7 7 et le s M.Y n a u §4 . Aprè s avoi r défin i de s filtrations 
convenables, o n montr e a u § 6 que 7 7 es t u n faiscea u constructibl e a u sen s 
7r-adique. L'introductio n d'un e rigidification , l a quasiisogéni e p :  $ — • X, 
permet a u § 7 d e récupére r l'isomorphism e r  :  K2 - — ® o K e t d e 
montrer qu e 7 7 es t constructibl e a u sen s strict . L e morphisme d e foncteur s 
£ : G —* H es t alor s bie n défini . 

Il n e rest e plu s qu' à compare r le s théorie s d e déformatio n (§10 ) e t à 
montrer qu e f  indui t de s bijection s su r le s espace s tangent s (§11 ) e n le s 
points géométrique s d e G e t H. U n dernie r argumen t d e représentabilit é 
relative (§12 ) perme t enfi n d e conclur e qu e £  es t u n isomorphism e ! E n 
complément, o n décri t a u § 9 les action s naturelle s de s groupe s C?L(2 , K) 
et D* su r tout e l a situation . 

Pour clor e ce chapitre o n construi t a u §13 , à l'aide de s points d e torsio n 
du (^-modul e forme l spécia l d e hauteu r 4  universe l su r Q<g>oOnr, u n 
système projecti f d e revêtement s étale s E n d e l'espac e analytiqu e rigid e 
Q ®K Knr don t l e group e d e Galoi s es t l e complét é profin i 0*D d e 0*D. 

1. Théor i e d e Car t i e r de s O-module s formels . 
Rappelons brièvemen t le s résultat s d e l a théori e d e Cartie r de s dé -

modules formels . Pou r l e ca s plu s familie r de s groupe s formel s (O = Z p ) , 
le lecteu r pourr a consulte r M . Lazar d [La ] ou Th . Zin k [Z i 3] ; c'est c e ca s 
qui servira dans la démonstration d u théorème de Cerednik . L e cas généra l 
est trait é dan s M . Hazewinke l [Ha] . 

(1.1) I l exist e u n uniqu e foncteu r Wo de l a catégori e de s (9-algèbre s 
(commutâtives) dan s elle-mêm e te l que , pou r tout e O-algèbr e B, o n ai t 
ensemblistement Wo(B) = B^ e t que , pou r tou t n > 0 , l'applicatio n 
Wn '• Wo(B) —y B défini e pa r 

n n — 1 
wn{a0,aua2,...) =  a% + Tïa\ H  h  7 r n a n 

soit u n homomorphism e d e (9-algèbres . 

Ce foncteu r possèd e u n endomorphism e CMinéair e r défin i pa r 

r(a0,au . . . ) =  (0 , a 0 , a i , . . . ) 

et u n endomorphism e d e (9-algèbre s a te l qu e 

wna = wn+i ,  pou r n > 0 . 
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Ces endomorphisme s vérifien t le s relations : 

GT = 7 T 
Tx.y=T{x°y) ,HF x , y e W a ( B ) . S 

Pour a G  -B, on not e [a] = (a , 0 ,0 , . . . ). O n a  : 

[ab] = [a] • [b] 

°M = [a«). 

Si B es t un e fc-algèbre,  o n a  : 

ff(ao,ai,a2,...) =  (ag, a\,a\BBH,...) 

Ta = GT = 7T. 
Lorsque O = ZP, Wo es t l e foncteur de s vecteur s d e Witt. 
(1.2) Pou r tout e 0-algèbr e B, o n considèr e l a (9-algèbr e no n commu-

tative Wn(B)\F,V\ o ù F  e t V vérifien t le s relations : 

Fx =axF 

xV = Vax 
VxF=rFHx 

FV =  7 T.V 

L'anneau de Cartier Eo(B) es t l e complét é d e cett e algèbr e pou r 
la topologie définie pa r le s idéau x à  droit e engendré s pa r le s Vn, dit e 
topologie V-adique. 

Tout élémen t d e Eo(B) s'écri t d e manièr e uniqu e 

E 
m,n>0 

Vm[am,n]FFHn 

HF a>m,n £ B,F 

soumis à  l a conditio n :  pou r tou t ra,  a m , n =  0  pou r n asse z grand . 
L'application : 

( a 0 , a i , . . . ) i- + E 
n>0 

Vn[an]FDGn 

est u n homomorphism e d e O-algèbre s qu i identifi e Wo(B) à  so n imag e 
dans Eo(B). Pa r suite , tou t élémen t d e Eo(B) s'écri t auss i d e manièr e 
unique 

E 
m>0 

Vmxm + x0 + E 
n>0 

ynF
n 

Y5 XSDDGD e Wo(B), 
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soumis à  l a conditio n :  yn —» 0  dans l a topologie r-adique lorsqu e n —• oc. 
(1.3) Pou r a G  O, o n prendr a soi n d e distingue r l'élémen t a =  a. l 

provenant d e l a structur e d e (9-algèbr e d e Wo(B) e t Eo(B) d e l'élémen t 
[a] représentant multiplicati f d e l'élément a.l d e JE ?. Pour tou t n > 0 , on a 
w n (a ) =  a  e t u> n([a]) =  a 9 . 

En particulie r 
^n(7T -[7r]) =  7 r ( l - 7 r 9 n - 1 ) . 

Il existe une unité e de Wo(B), provenan t d e Wo(O), don t les composantes 
fantômes son t 

WN(£) = l - 7 T « N + 1 - \ 

telle qu e 
7T - [ 7 r ] = T £ = VeF. 

(1.4) U n O-module formel su r un e (9-algèbr e B es t u n group e forme l 
lisse X su r B mun i d'un e actio n d e (9 , c'est-à-dire d'u n homomorphism e 
d'anneaux i : O —> End(X) , tell e qu e l'actio n induit e su r l'espac e tangen t 
Lie(X) coïncid e ave c cell e provenan t d e l a structur e d e S-modul e d e 
Lie(X). 

Un O-module de Cartier su r B es t pa r définitio n u n Eo(B)-module à 
gauche M te l qu e 

(i) M/VM es t u n ^-modul e libr e d e ran g fini, 

(ii) V es t injecti f su r M , 

(iii) M es t sépar é e t comple t pou r l a filtration  T^-adique . 

Un te l modul e es t souven t qualifi é d e rédui t dan s l a littérature . L e 
résultat fondamenta l d e l a théori e d e Dieudonné-Cartie r es t l e suivan t 
([Zi 3] 4.23 ; [Ha ] 26.3 ) : 

T H É O R È M E . —  La catégorie des O-modules formels sur B est équiva­
lente à celle des O-modules de Cartier sur B. 

De plus, si M est le O-module de Cartier associé au O-module formel 
X, on a M/VM = Lie(X). 

Si B1 es t un e J5-algèbre , le module d e Cartie r d u O-modul e forme l XB> 
déduit d e X pa r changemen t d e base est M' =  EO{B')®E0{B)M complét é 
de Eo(B') ®EA(B) M pou r l a topologie y-adique. 

(1.5) Soi t M u n O-modul e d e Cartie r su r B. Nou s diron s qu e de s 
éléments 71,...,7< * d e M formen t un e V-base d e M s i leur s image s 
7i, . . . ,7 d mo d VM formen t un e bas e d u B-modul e libr e M/VM. Tou t 
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élément d e M s'écri t alor s de manière uniqu e Y2m>o ^2i=i ^ m [ c m , » ]7T ave c 
Cm,i G  B. 

En particulie r l e choix des 7,- détermine un e famille CMJIJ (M G  N; 
3 £  {!»••• ? d}) d'élément s d e S tel s que 

d 

nu) =  EE ^m [ c m , I ) J ] 7 « , j = i,...,d. 
m>0 ¿=1 

Réciproquement, étan t donné e une famille c m ? î- j ( m G N; z, j G  { 1 , . . ., <2} ) 
d'éléments d e Wo(B), i l existe un (9-modul e d e Cartier M , unique à  iso-
morphisme près , e t une V^-base 71 , . . . , 7 <j d e M vérifian t le s relations 

d 

(*) niù =  EE VMCRN,IJII, j  =  1,... , d. 
m>0 ¿=1 

Ce modul e possèd e l a présentatio n 

0 -» E0(B)d^UE0(B)d-^M—+0 

où, notan t l a base canoniqu e d e Eo(B)d, (p et yj sont le s applications 
J5,o(-B)-hnéaires définie s par 

<p(£i) = li 
d 

vb{eô) = F(SJ) - J2J2Vrnc^iJ^' 
m>0 ¿=1 

(1.6) I l sera plu s commod e pou r l a suite d'utilise r un e formulation u n 
peu modifié e de s relations (*) . Le choix d'un e V-bas e 7, - de M détermin e 
une famill e d m , i , j {jn G N*; iyj G  { 1 , . . ., d}) d'élément s d e B tel s que 

d 

7T7J = [7T] 7i + ^ VTn[dm,ijhi , j =  1 , • • •  ,  ^ 
m>l ¿=1 

Réciproquement, étan t donné e une famille d m , t , i (m G  N*; F, j G  { 1 , . . . , d} ) 
d'éléments d e Wo(B), i l existe u n 0-modul e d e Cartier M , unique à  iso-
morphisme près , e t une V-base 71 , . . . , 7 ^ d e M vérifian t le s relations 

d 

(**) 7T 7j =  [TT]JJ
 VTndm,ijli ,  J  =  1 , • • • ,d. 

m>l 2=1 
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Sachant qu e n — [7r] = VeF, où e est un e unit é d e Wo(B), e t que V est 
iniectif su r M% on a alor s 

F 7 i =e-1V~1 

d 

\m>l i-1 

Vmdm,i,jYi 

m>l 
E 
1 = 1 

ym-1 am-1 E-1 dm,i,j,Yi 

d'où le s relations (* ) avec cm9ij 
dmE-1 dm + 1,i,j. 

2. Théori e d e Cartie r des Op-module s formels . 
(2.1) Soien t D un corps d e quaternions sur K e t 0£> so n anneau des 

entiers. Soien t K' un e extensio n quadratiqu e no n ramifié e d e K contenu e 
dans Z), Of l'anneau de s entiers de K' et a l'automorphisme d e conjugaiso n 
de K' sur K. Soi t enfi n I I un élément d e OD te l que I I 2 = 7 r et lia = aaH 
pour tou t a 6 K'. 

Un Oo-module formel SUT un e (D-algèbr e B est un (9-module formel X 
sur B mun i d'un e actio n i : OD —* End(X ) prolongean t l'actio n d e O. 
Un (9jr >-module formel es t dit spécial s i l'actio n d e O' fait d e Lie(X) un 
B ®o O'-module libr e de rang un. 

Si B est une O'-algèbr e e t X un C?£)-module formel su r J5 , le ^-module 
LiefX^ es t Z/2Z-erradué r>a r l'action d e O' : 

(Lie(-Y))o =  {m E Liepf); i(a)m = am, a  G O7 }, 
(Lie(A"))i = {m e Lie(X) ; i{a)m = aam, a G O'}. 

Alors X es t spécia l s i chaque composante d e Lie(X) es t un B-module libr e 
de ran g un. 

(2.2) Munisson s l'annea u d e Cartie r E Q { B ) d e la Z/2Z-graduatio n 
définie par 

àegV = deg F = 1, 
deg[6] = 0 pour b E B. 

Remarquons qu e le sous-anneau Wo(B) d e Eo{B) es t contenu dan s la 
composante homogèn e de degré 0, en effet tou t élémen t d e Wo(B) s'écri t 
Y:n>oVnK]Fn,anGB. 

On appeller a 0[U]-module de Cartier gradué su r B u n (9 -module de 
Cartier Z/2Z-gradu é M =  M 0 © M± mun i d'u n endomorphisme Eo(B)-
linéaire I I de degré 1  tel que I I 2 = 7r . D'après c e qui précède, M 0 et Mi 
sont automatiquemen t de s sous-We>(i?)-module s d e M. 
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On dir a que M es t spécial, s i M0/VMi e t M\/VMQ son t de s B-module s 
libres d e ran g un . 

T H É O R È M E . —  Si B est une O'-algèbre, la catégorie des O D-modules 
formels sur B est équivalente à celle des 0[Tl]-modules de Cartier gradués 
sur B. 

De plus, un OD-module formel est spécial si et seulement si le 0[n] -
module de Cartier correspondant est spécial. 

Démonstration. — {cf. T . Zin k [Z i 2] , Sat z 2.2) . Remarquon s tou t 
d'abord que , lorsque B es t un e O'-algèbre , le s structures d e (9-algèbre s d e 
Wo(B) e t Eo(B) s e prolongen t e n structure s d e O'-algèbres . E n effe t O' 
est engendr é su r O pa r le s racines {q2 —  l)-unièmes de l'unité ; pour £  G  O' 
tel que Çq _ 1 =  1  on dispose du représentan t multiplicati f [£ ] dans Wo(B) 
de l'imag e d e £  dan s B e t l'applicatio n Q H-> [Ç] est u n isomorphism e de s 
groupes de s racine s (q2 —  l)-unième s d e l'unit é dan s O' e t dan s Wo(B); 
il exist e don c u n uniqu e homomorphism e d e O-algèbre s j : O1 —» Wo(B) 
te lquej (C) =  [C] . 

On a  not é a auss i bie n l'homomorphism e d e conjugaiso n d e O' su r O 
que l'endomorphism e d e Frobeniu s d e Wo(B). L'homomorphism e j es t 
compatible à  cr , en effe t aC =  Cq dan s O'et a[C] =  [Çq] dans W0(B), pa r 
suite j(aa) = aj(a) pou r tou t a G  O1. 

Ainsi tou t Eo (B)-module, e n particulie r tou t 0-modul e d e Cartie r M 
sur B, es t mun i d e deu x structure s naturelle s d e O'-modul e vi a j e t ja. 
On noter a simplemen t am e t ^am , a € O', m € M, ce s structures . 

D'après (1.4 ) la catégorie des (9^-modules formels su r B es t équivalent e 
à cell e de s O-module s d e Cartie r M su r B muni s d'un e actio n i : OD —• 
End(M) prolongean t l'actio n d e O. E n particulie r il s son t muni s d'un e 
action d e O' vi a i , d e sort e qu'o n a  un e décompositio n d u O-modul e M 
en M = M0 © Mi o ù 

M 0 =  { m G  M |  i(a)m =  a m , a  G  C?'} , 
Mi =  { m G  M |  i(a)m =  ' a m , a G  O'}. 

Les opérateur s V , F, [6] sont de s homomorphisme s d e (9-modul e d e degré s 
respectifs 1,1, 0 ca r 

aV = Vaa 

Fa = aaF a e O', b € B. 

a[b] = [6 ]a 
Réciproquement l a donné e d'un e Z/2Z-graduatio n d u (9-modul e M , 

telle que degV = deg F =  1  et deg[6 ] = 0  pour 6  G -B, équivaut à  la donné e 
d'une actio n d e O1 compatibl e à  l'action d e O. 
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Donner un e actio n de On revient à  donner d e plus l'actio n d e II; o n 
notera simplemen t I I l'endomorphisme d e Eo{B)-module d e M défini pa r 
¿(11). Puisque I I 2 =  7r dans On, l'endomorphisme I I de M vérifie égalemen t 
I I 2 =  7 r (où 7r est défini pa r la structure d e O-algèbre d e Eo(B)). C'es t 
un opérateu r d e degré 1  car Il(a ) =  ^all pou r a G O'. 

Enfin le s graduations su r l'algèbr e d e Lie d'un C^-modul e forme l X et 
sur so n modul e d e Cartie r M sont définie s toute s deu x pa r l'actio n d e Of, 
elles son t don c compatible s : 

(Lie(X)) 0 =  MQ/VMI, 

(Lie(X))i =  M1/VM0. 

Par suit e M est spécial s i et seulement s i X est spécial. 

(2.3) Soi t M  un 0[II]-module d e Cartier gradu é spécia l su r B. Soi t 
(7o,7i) une X^-bas e homogène (7 0 G Mo,71 G  Mi) d e M . Tou t élémen t de 
M s'écri t d e manièr e uniqu e 

X=Y1 (^ M[CM,0]70 +  ^ M [ < W ] 7 l ) , Cm%i G  B. 
m>0 

Puisque V est de degré 1  et [c m 5 Î ] d e degré 0 , la décomposition d e x en 
composantes homogène s x G Mo et a:i G M\ est donnée pa r 

XQ = Ko ho +  VTn[cm,rnhrn 
M>0 

XI = [C 0 )l]7L + Yl Vm\.Cm^+ï\y^+î 
M>0 

où m est la classe de m dans Z/2 Z = {0,1} . 

En particulie r l e choix d e la T^-base homogèn e (70,71 ) de M détermine 
des élément s a m ? î- ( m G N; i = 0,1) d e B tels qu e 

n 7 o = Kohi + Yl y mK,o]7^7+T, 
M>0 

n 7 l =  Klfrû + Yl Vm[arn,l]lrn. 
M>0 

On en déduit 
n 2 =  Ko-ao,i] mod VM. 
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Or o n a  I I 2 =  7 r et 7r = [n] mod VM , d'o ù 

Réciproquement ; 

PROPOSITION. —  Soit B une O'-algèbre. Etant donnés des éléments 
^m,i(^ €  N  ; i; =  0,1 ) de B tels que ao,o-ao,i =  ir, il existe un 0[TÏ]-module 
de Cartier gradué spécial M sur B, unique à isomorphisme près, et une 
V-base homogène (70,71 ) de M vérifiant les relations 

ri7o =  [ao,ofr i +  Yl ^ m[ am,o]7^+T' 
m>0 

II71 =  [a 0fi]70 +  y m [ a m,l ]7m. 
m>0 

Démonstration. —  L a connaissance de s formules donnan t l'actio n d e I I 
permet d e déterminer celle s donnant l'actio n d e I I 2 =  TT (sachan t qu e II es t 
un endomorphism e d e Eo(B)-module, don c commut e à  V e t au x [a m , 2 ] ) . 
Puisque ao,o-«o, i =  ^  o n trouv e de s élément s dmii(m G  N* ; i = 0,1 ) d e 
B tel s qu e 

7r7 i =  [II]Yi + ] T Vm [d ro,,-]7^+7 ,  «  = 0,1. 
m>0 

D'après (1.6) , i l exist e u n O-modul e d e Cartie r M  su r 1? , uniqu e à 
isomorphisme près , e t un e V-bas e (70,71 ) d e M  tell e qu e ce s relation s 
soient vérifiées . Poson s 

ao,o, ao,1 = II 

Mi RR E 
m>0 

Vmx -v Xm G W0(B) i 0,1 

Alors Mo e t M i son t de s sous-Wo(5)-module s d e M tel s qu e M — 
MQ ©  Mi. Pa r constructio n le s opérateur s II , V e t [b] (b G  B) son t d e 
degrés respectif s 1, 1 e t 0 . Pa r suit e 7 r — [w] : M  — • FM es t d e degr é 0 
et, puisqu e V es t injecti f su r M et F = e~1V~1(n —  [K]) O Ù e es t un e 
unité dan s Wo(B) (1.3) , F  es t d e degr é 1 . Ains i M  es t u n (9[II]-modul e 
de Cartie r gradué . I l es t spécia l puisqu e M0/VM1 es t libr e d e bas e 7 0 e t 
Mi /VM 0 libr e d e bas e 71. 

(2.4) Soien t B' un e B-algèbr e e t M ' =  E0{B')®EA(<B)M l e modul e 
de Cartie r su r B1 dédui t d e M  pa r changemen t d e base . Alor s M' es t 

76 



UNIFORMISATION p-ADIQUE 

un (9 [n]-module d e Cartie r gradu é su r B' ;  l'imag e (7 ,̂7^ ) dan s M' d e 
(70 ? 7i ) es t un e V-bas e homogèn e d e M1 vérifian t le s relation s 

Il7< =  K . i W + 1 + E ^m[«m,.-]'̂ +î+r >  i = 0 , 1, 
m>0 

où le s ^  sont le s images dan s B' de s élément s a m ? 2 d e S . 

3. Cons t ruc t io n d e (r/ M >2M , ^ M ) . 
(3.1) Pou r tout e C^-algèbr e 1? , on considèr e l a O'-algèbr e no n commu-

tative Wo(B)[V,II] o ù I I e t V vérifien t le s relations : 
uv =  v n 
Ux = xU 
xV = Vax ,x e W0{B) 

n 2 =7T . 

On noter a E'0(B) l e complét é d e cett e algèbr e pou r l a topologie définie 
par le s idéaux à  droite engendrés par le s Vn. U n élémen t d e E'a(B) s'écri t 
de manièr e uniqu e 

J2 V™*™ +  J2 t o r n i i , Xm,x'm €  W0(B). 
ra>0 m> 0 

On muni t E'0(B) d e l a Z/2Z-graduatio n défini e pa r 

degx =  0  ,  x G Wa(B), 
deg V =  degli = 1 . 

Tout 0[IÏ]-modul e d e Cartier gradué sur B es t en particulier u n Ef

0(B)-
module gradu é (pa r oubl i d e l'action d e JP) . 

(3.2) S i M es t u n Wo(#)-module , o n noter a Ma l e W0(B)-module 
obtenu pa r restrictio n de s scalaire s vi a a : Wo(B) —• Wo(B). S i M 
est u n E'a(B)-mod\ile, Ma es t encor e u n E'a(B)-module e t V défini t u n 
homomorphisme J5^(J3)-linéair e d e Ma dan s M. S i M = M0 © M\ es t 
gradué, Ma = M% © Mf l'es t égalemen t e t V : Ma —• M es t d e degr é 1 . 

Pour tou t i?k(JB)-modul e M , o n défini t u n £^(J3)-modul e N(M) pa r 
la suit e exact e 

M a - ^ M ©  M< r ^-> iV(M) > 0 
m 1— • (Vm, —Ilm) . 
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Si M es t gradué , N{M) l'es t égalemen t ave c 

N(M)i =  pM(Mi e  Mf )  «  = o , 1. 

Remarquons que , lorsqu e V es t injecti f su r M , l'applicatio n C* M es t 
injective. 

Ainsi N es t u n foncteu r covarian t exac t à  droit e d e l a catégori e de s 
iï^(i?)-modules dan s elle-même . D e plus , s i l a suit e d e i J ^ i ? )-modules 

0 M' —> M —> M" — • 0 

est exact e e t s i V es t injecti f su r M"y l a suit e 

0 -+ N(M') —  N(M) - + N{M") -> 0 

est exacte . 

(3.3) O n noter a /3^ f (m, m') =  ((m , m')). 
L'application E'0(B)-linéaire canoniqu e M* 7 — • N(M) défini e pa r 

m H— • ((0 , m)) es t injectiv e lorsqu e V es t injecti f su r M. 
L'application 

M ©  M° —• M/VM 
(m, m') i  •  m (mo d VM) 

définit un e surjectio n canoniqu e N(M) —• M/VM. 
Enfin l'applicatio n 

M@Ma —>M 
(m, ra') i—• Ilm +  Vm 

définit un e applicatio n E'A(B)-linéaire (d e degr é 1 ) canoniqu e 
XM :N(M)->M. 

LEMME (3.4) . —  Si B est une K-algèbre, XM est bijective. 

Démonstration. —  S i B es t un e if-algèbre , l a famill e de s application s 
wn défini t u n isomorphism e d e O-algèbre s Wo(B)—»SN ;  en particulie r 
7r es t inversibl e dan s Wo(B). Puisqu e I I 2 =  7r , i l e n résult e qu e f i es t 
inversible dan s EF

0{B). 
Alors l'applicatio n M —• N(M) défini e pa r m  H -» ((ra,0)) es t bijectiv e 

et, puisqu e A M ( ( ^ 0 ) ) =  Ilm , À  M es t égalemen t bijective . 
LEMME (3.5) . —  Soient B une O'-algèbre sans torsion et M 

un O'-module de Cartier sur B. Soient B K =  B ®o K et MK = 
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M®EA(B)Eo(BDDDKGD)• Alors l'application canonique M —• MK est injective 
et V est injectif sur MK/M 

Démonstration. —  Soi t 7 » une V-bas e d e Af . S i 

FHF 
FH 

a'm,i e BKDD, a'm,i e BK,DG 

est u n élémen t d e M, so n imag e dan s MK s'écri t 

xK D= a'm,i e BK,VFFH 

où 7t ,/r es t l a V-bas e d e M/ ^ imag e d e 7 , e t a m î ï ; jR: l'imag e d e a m , i dan s 
Si x/ ^ =  0 , o n a  cim^K =  0  pour tou t m , i; d'où , puisqu e es t san s 

torsion, a m i =  0  e t x =  0 . 
De plu s s i 

Vm[a'mti)7i 

LUL 
V m [ a ' m t i ) 7 i , K H D H 

a'm,i e BK, 

est u n élémen t d e MK, o n a 

F x ' =HD 
GJG 

^ m + 1 [ a ' m ) i ] 7 ^ . G S G S 

Si F x 7 G  M, o n a  t- G -B pour tou t m , i ; donc x ' G  M 

LEMME (3.6). —  Soient B une O'-algèbre sans torsion et M un 
0[Tl]-module de Cartier sur B. Alors Inapplication À M • N(M) —* M est 
injective. 

Démonstration. —  D'aprè s (3.5 ) o n a  un e suit e exact e d e E'0(B)-
modules 

0 — • M — » MK -> MK/M FJ-+ 0 

et V es t injecti f su r MK/M. Pa r suit e (3.2) , l'applicatio n canoniqu e 
N(M) —• N(MK) es t injective . L e diagramm e commutati f 

N ( M ) G 
GGD 

M 

N{MK) 
DGD 

MK 
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et l'injectivit é d e \ M K (3 -4 ) montren t qu e \ M es t injective . 
LEMME ( 3 . 7 ) . —  Soit B —* B' une surjection de O'-algèbres de noyau 

I. Soient M un O-module de Cartier sur B et M' = M®Ea^B^Eo{B'). 
Soient {ji} une V-base de M et 

Mi = <  J2VTnlamÀ7i î  «m, i e I 

Alors on a des suites exactes de Eo(B)-modules 

0 —  M / - » M - * M ' - + 0 

et de Er

a{B)-modules 

0 - > N(Mj) -+ N(M) — N(M') —  0. 

Démonstration. —  U n élémen t ]T^ m ; Vrn[arnji]'Yi d e M  a  un e imag e 
nulle dan s M's i e t seulemen t s i le s a m ^ on t un e imag e null e dan s B', d'o ù 
la premièr e suit e exacte . L a deuxièm e résult e alor s d e ( 3 . 2 ) . 

PROPOSITION ( 3 . 8 ) . —  7 7 existe une et une seule façon de définir, 
pour toute O'-algèbre B et tout 0\U]-module de Cartier gradué spécial M 
sur B, une application LM =  M — • N(M) telle que 

(i) si B —> B' est un homomorphisme de O'-algèbres et si M' = 
M®E^B^EoiBle XXBXXWWWdiagramme 

M L M > N(M) 

M' Lm' ) N(M') 

est commutatif. 
(ii) on a F — À  M °  LM -

Démonstration. —  a ) Supposon s tou t d'abor d qu e B es t une (^'-algèbr e 
sans torsion . Alor s À M es t injecti f ( 3 . 6 ) , i l s'agi t don c d e vérifie r qu e 
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81 

F(M) C  \M(N(M)), O Ù XM(N(M)) = UM + VM es t u n so\is-E'A(B)-
module de M. 

Soit (70,71 ) une T^-base homogèn e d e M. Tou t élémen t d e M s'écri t 
M70 +  K hi mod VM\ a{ G  B . Or FVM = TT M = II2M e t 
F[ai]n =  [af ]F7i, i l suffit don c de vérifier qu e Fj{ G  UM + VAf, î = 0 ,1. 
On a  VeF = 7 r — [71-] , où 5 est une unité de Wo(B) (1.3) et V est injectif 
sur M  ; il revient don c au même de montrer que 

(TT - [7r]) 7i G  Ve(UM + VM) = V(UM + VM). 

On a 
IÏ70 = [ao,ofr i +  Vx0 

II71 = [ao,i ]7o + Vxx 

où ao, o et a0 , i son t de s éléments d e B tel s qu e «0,0-̂ 0,1 = T T et x0 G  Mo , 
#1 G Mi. Par suite 

(TT - [TT])7 O = (n 2 - [TT])7 O = [ao9o]Vx1 +  UVx0. 

Or 
UVXQ = VUx0 

[ao^Vxx =  ^ f a o ^ H ^ 1 ] ^ €  F[a 0 ,o]Mi, 
mais [a 0,o]7i =  II70 — Vx0, don c [a 0,o]Mi C  T1M + VM. O n a ainsi montr é 
que ( TT - [7r ])7o G V(UM + VM). 

De mêm e on a 

(TT - [TT]) 7I =  [a0,i]Vx0 +  UVx± 

et o n conclut sachan t qu e [a 0 , i]M 0 C  IIM + VM. 
Remarquons qu e LM est additif e t vérifie : 

LM{ax) = aaLM(x) , a G WA(B),x G  M, 
LM(Vx) = ((Ux,0)). 

En effe t 

\MLM{O>X) =  F(ax) = ^aFx = ^ Û À M ^ M ^ ) =  \M{A aLM{%)) 
\MLM(VX) = FVx = U2x = XM((Ux,0)). 

b) Soien t J  un idéal de B, B7 = B / J et M' = M®E<D(B)E0CBC(B'). Pou r 
montrer l'existenc e d e LM ' rendan t commutati f l e diagramme (i) , il fau t 
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et i l suffit , d'aprè s (3.7) , que LM{MI) C  N(Mj). U n élémen t d e M j peu t 
s'écrire 

# =  fcoho +  [cifr i +  Vy 

avec c o e t c i 6  /  e t y  G  Mj. Alor s o n a 

LM(X) = [cQ

0]LM(jo) + № M( 7 I ) +  ( (ny ,0)) . 

Il es t clai r qu e chacu n de s terme s d u secon d membr e a  un e imag e null e 
dans iV(M') , d'o ù LM(x) G  iV(Mj). 

c) Soien t maintenan t B un e £>'-algèbr e quelconqu e e t M u n 0[IT] -
module de Cartie r gradu é spécial sur B. Soien t (70,7i ) un e base homogèn e 
de M e t a m ^ le s élément s d e B tel s qu e 

1170 =  [a 0,o]7i +  ^2 ^ m K , o ] 7 m + i 
m>0 

1171 = [ao ,i]7o +  E  r K i ] T m . 
m>0 

Soit S  =  0'[Xb',b G  J5]/X a o 0 . X a o j  —  7r, o ù le s Xb son t de s variable s 
indépendantes indexée s pa r b E B. Soi t M l e 0[n]-modul e d e Cartie r 
gradué spécia l su r B d e bas e homogèn e (70,71 ) vérifian t 

Hfi =  [*«.J7H- 1 + E  VmlX°~JWi+i-
m>0 

Alors S  es t un e (^'-algèbr e san s torsio n don t 5  es t u n quotien t vi a 
Xb 1— • 6 et M  es t dédui t d e M  pa r changemen t d e base . D'aprè s a ) e t b) , 
il exist e d'unique s application s L ~ :  M  — * N(M) e t L M :  M — * N(M) 
rendant commutati f l e diagramm e 

L~ 
M —  iV(Af ) 

M L m >  N(M) 

telles qu e À  JTÏL~ = F et XMLM = 
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d ) S i B —* B' e s t u n h o m o m o r p h i s m e d e C*'-algèbre s e t s i M' = 
M®E0DGD(BDDHD)HEO(VJFJB'), l a c o n s t r u c t i o n p r é c é d e n t e fourni t u n d i a g r a m m e c o m -
m u t a t i f d e O'-algèbres 

B B 

B' B' 

o ù B e t B' s o n t s a n s tors ion . L a c o m m u t a t i v i t é d u d i a g r a m m e 

M 
LM 

N(M) 

M ' 
LM' 

N(M') 

se dédui t pa r passag e au^quotien t d e l a commutativit é d u diagramm e 
analogue relati f à  M e t M'. Celle-c i résult e d e l'injectivit é d e \  ~ t e t d e 
la commutativit é de s diagramme s : 

N(M) 
M 

M 

N(M') 

M' 
M' 

M 
F 

M 

M' 
F 

M' 

L a p r e u v e d e l a p r o p o s i t i o n (3.8 ) e s t d o n c a c h e v é e . 
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Remarque (3.9) . L'applicatio n LM '• M —• N(M) ains i défini e es t 
additive e t vérifi e 

LM{P>X) — aaLM(x) 
LM(Vx) = ((Uxy0)) a e w0(B), x e M. 

En effe t cec i es t vra i dan s l e cas où B es t san s torsio n comm e o n l'a 
remarqué e n a) ; c'est don c vrai dans le cas général par passage au quotient . 

Une applicatio n L : M —• N(M) additiv e e t vérifian t 

L([a]x) = [aq]L(x) 
L{Vx) =  ((ILc,0) ) a E  B , x G  M , 

est complètemen t déterminé e pa r la donnée de ¿(70) e t £(71). En effet un 
élément quelconqu e d e M s'écri t d e manière uniqu e 

x = [aofr o + [«îfridgsgs + Vy 

avec a 0, ai E B et y E M. On définit L en posant 

L(x) =  №(ssgg70 ) + K]sgsgsX(7i ) + ((ggsgsny ,0)). 

De plu s pou r qu e XML = F, il suffit qu e X M = Fji pou r i = 0,1 . 
En effe t o n a alor s 

XML(x) = [aq

0]F<y0 + [a?]F 7i +  U2y 
= F([a 0]7o + [ax] 7l + F?/ ) =  F(x). 

L'essentiel es t donc d e montrer qu'i l exist e de s éléments yi de N(M) 
tels qu e XiaiVi) = Fji- Cec i peu t s e vérifier dan s le cas "universel " o ù B 
est san s torsio n e t XM injectif, c e qu'on a  fait e n a). 

Remarque (3.10) . Notons égalemen t qu e LM commut e ave c II . En effet 
il suffi t encor e un e foi s d e le vérifier dan s l e cas o ù B est sans torsio n et 
après compositio n ave c XM ;  or on a XMLM = F et auss i bie n F qu e XM 

commutent ave c II. 
De plu s LM es t de degré 0, car F et XM sont tou s deu x de degré 1. 
DÉFINITION (3.11) . — L'applicatio n M © Ma —> N(M) donné e par 

(x,x') 1— • I M W + ((^',0) ) défini t un e applicatio n ipM : N(M) —> N(M). 
En effe t (Vx, —Ilx) 0  puisque LM(VX) = ((ILz,0)) . 

L'application <pM est additive de degré 0 , commute ave c II et vérifi e 

VMM =  * 0¥>Afjff (w) , a e k Wa(B),jfjffy £N(M). 

84 



UNIFORMISATION p-ADIQUE 

En particulie r (pM es t O  [II]-linéaire. 

PROPOSITION ( 3 . 1 2 ) . —  Soit B —• B' une surjection de O'-algèbres 
de noyau I tel que I2 =  0  et ni =  0 . Soient M un 0[Tl]-module de 
Cartier gradué spécial sur B et M1 = M®Ea{B)^o{B'). Alors le noyau 
de l'application canonique N(M) — y iV(M') est annulé par (p\f. 

Démonstration. —  Soi t (70,71 ) un e V-bas e homogèn e d e M. Tou t 
élément d e M / =  Ker( M M') s'écri t ( 3 .7 ) : 

x =  [«ofr o +  [ai]7 i +  Vx' ,  a , G  /, x' G  M/. 

De plu s o n a  N(Mj) = Kei(N(M) N(M')). O r 

^ M ( ( * , 0 ) ) =  LM(x) 

= K ] L M ( 7 o ) +  № M ( 7 I ) +  ((n *',0)) 
= ((IIx ',0)) 

car a g =  a\ = 0 . De mêm e e n écrivan t : 

= K ]7o +  Kfr i +  Vx" ,  aj G  / ,  G  M/, 

il vien t : 

¥&((*,<>)) =  ( ( n V ' , 0 ) ) =  ( ( * * " , < ) ) ) =  0 , 

car 7 r M j =  0 . E n effe t s i #  G  Afj, o n a  : 

x =  ̂̂ m[ûm,t]7i »  am,i G  /, 
m, » 

7TX = Y V™"K[arn,ihi' 

Mais 7r [a] =  0  s i a  G  /, puisqu e : 

7r[a] =  ([7r ] + ^ F ) [ a ] 
= [ira] + Ve[a*]F . 

On conclu t sachan t qu e ipM((0,x)) =  ( ( # , 0 ) ) . 

DÉFINITION ( 3 . 1 3 ) . —  A  tou t (9 [Il]-module de Cartie r gradu é spécia l 
M su r i? , o n associ e u n (9 [II]-module gradué rjM défin i pa r 

rjM = N(MfM = { z E N(M)/<pM(z) = z} 
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et un e application O [II]-linéaire d e degré zér o UM *)M —* M/VM, e n 
composant l'injectio n r? M •  N(M) ave c l'application canoniqu e N(M) —> 
M / V M (3.3) . 

De plus , s i B' es t une B-algèbre e t M' =  M®E^B^Eo(B'), l'appli -
cation canoniqu e M —> M1 indui t un e applicatio n O [II]-linéaire d e degré 
zéro rjM —» r)M', telle qu e le diagramme 

î^^ 
U M 

M/VM 

1M> 
hlhlll 

M'/VM' = (M/VM) O s В' 

soit commutatif . 
PROPOSITION (3.14) . —  Si B' est le quotient de B par un idéal 

nilpotent annulé par une puissance de n, l'application canonique rjM — • 77 , 
est bijective. 

Démonstration. —  La proposition es t vrai e s i I2 = 0 et TZI = 0, e n effe t 
N(M) —» N(M') es t surjectif (3.7 ) e t 1  — (pM es t inversible su r le noyau 
(3.12). L e ca s généra l s'e n dédui t pa r récurrence . 

4. Calcu l des composantes homogène s de rjM. 

(4.1) Dan s c e paragraphe B es t une O'-algèbre tell e qu e nB = 0  et 
M =  M 0 © M i u n (9[II]-module d e Cartie r gradu é spécia l su r B. Un indic e 
i E Z/2Z es t dit critique s i l'application I I : Mi /VM,_i — • M;+i /VM ; est 
nulle, autremen t di t si IIM2 C  VM{. 

Si B est intègre, l'u n a u moins de s deu x indice s 0  ou 1 est critique. En 
effet Mi/VMi-i es t un B-module libr e de rang 1  (i = 0,1 ) e t le composé 
II o  II =  7 T es t nul. 

LEMME (4.2) . —  Si i est un indice critique et x E Mi, on a 
LMx = ({V-lYlx,0)). 

[V 1Iix est bien défini puisque IlMj C VMi et V injectif]. 
Démonstration. —  O n sai t déj à qu e si x = Vx' , o n a LM ^ =  ((IIx' , 0)) 

et ILr ' =  V _ 1 I L r , puisqu e II V =  VII . De plus, pou r o  G  5, o n a 
LM[O]% =  [aq]LMX e t V _ 1 I I [ a ] ^ =  [a q r]V'" 1nx. Puisqu e tou t élémen t de 
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Mi es t d e l a form e [a]ji + Vxf', i l suffi t d e démontre r l e lemm e lorsqu e 
x = Ji. 

Soit, comm e e n (3.8) , B un e (^'-algèbr e san s torsio n don t B es t u n 
quotient e t M u n relèvemen t d e M e n un 0[II]-modul e d e Cartie r gradu é 
spécial su r B. Soien t 7, - relevan t 7; , o n a 

Il7i =  [âi]yi+1 + Vxi 

avec ài E B et ôti E Mi. Puisqu e i es t critique , l'image a z d e a z dan s B es t 
nulle e t 

117; =  Vxi 

où X{ est l'imag e d e Xi dans M 2 . 
Il s'agi t d e montre r qu e LMJÎ =  ((#* 50)). Pa r définitio n LMH es t 

l'image d e £jjj7i - Reprenon s l e calcu l d e L~ji effectu é e n (3.8 ) e n 
supposant pou r simplifie r le s notations i =  0  : 

VeFqfo =  (II 2 -  [*]) % 
= [â0]Vxi + TvvvlVxhho, Xi e Mi. 

De plu s 
[50]Vxi =  Vhd[agvv]xi 

et _  _ 
[â0]x1 e UM0 +dfh VM0 

donc i l exist e û0,v0 E M0 tel s qu e 

[â 0 ]^xi =  VTL [â0]txo +hhh V2[àod)v0. 

Comme F =  À  ~L ~ , i l vien t : M M 7 

XMLM^° = n(e~1xo + £-1[à0]ûo) +ggV^e"1[à0]v0^ 

d'où étan t donn é Pinjectivit é d e : 

LM^0=={(£ l£o + egkgkgk 1[â0]gkkû0j

ae 1[a0]So)). 

L'image d e e dan s Wo(B) es t 1  car nB =  0 ; e n effe t Te =  7 r — [w] =  7 r = 
r < r l , don c e = a l = l. L'imag e d e â 0 dan s B es t nulle . D'o ù : 

LMJO =cc (Or0,0)c). 
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LEMME (4.3). —  Si i est un indice critique, l'application 

p : N(M)i —• Mi/VMi-i © Mf 

((ra, m')) i—v (ra, V- 1 I I r a + ra') 

est un isomorphisme Wo (B)-linéaire. 
[On note rn la classe de m modulo V. On remarquera que V_ 1 ITra + 

ra' = y - U M ^ m ' ) ) ] . 
Démonstration. —  On définit l'applicatio n inverse 

p-1 : Mi/VMi-i wv<<v© Mf — • N{M)i 

(ra, ra") «—• (<<<(ra,-V^IIra + m")). 

L'application p~x es t bien défini e :  env effet, pou r m G  M 2-, V _ 1 ITra 
est défin i e t l'applicatio n m \—> ((ra , — V_ 1 iTra)) d e Mi dan s N(M)i es t 
nulle su r W j -i ca r Vrai i— • ((Vrai,—lirai)) =  0 . Ces applications son t 
clairement Wo{B)-linéaires e t inverses l'un e d e l'autre, d'o ù le lemme. 

LEMME (4.4) . —  Sii est un indice critique, Vendomorphisme P^PMP~X 

de Mi/VMi^i ffi  Mf induit par cpM via l'isomorphisme p est donné par 

fxpMp-hhhxhjfjffffhh{m,jjjm") = (ccc<m",HLHV-1Tlm"). 

Démonstration. —  Cel a résult e immédiatemen t de s définitions d e cpM 

et p et du lemme (4.2 ) : 

(0, m " ) £ ^ ( ( 0 , ra"))^((rn",  0cc))h-^(râcc", V ^ I I r a " ) 

(m, 0)£—>((ra, -V ^ U m ^ ^ L M c c m +  ( ( - V ^ I I r a, 0) ) =  0 

On e n déduit : 
PROPOSITION (4.5) . —  Si i est un indice critique pour M, l'applica­

tion V ~ 1 X M induit un isomorphisme O-linéaire 

rjMi=N(M)y-^Mrln. 

Plus précisément rjM . =  | ( ( ra ,0) ) / r a G  M ^- 1 " ! et la restriction de 

y _ 1 À M à Ï]m . est l'application ((ra,0) ) »— • ra. 

Lorsqu'il exist e u n indic e no n critique , o n utiliser a le s résultats sui -
vants : 
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LEMME (4.6). —  Si l'application II :  Mj/VMj-i —• Mj+i/VMj est 
un isomorphisme, l'application 

X M : N(M)j -  M i + 1 j f j f 

((m, m')) i —• Ilmjfgfffffhh + F m ' 

est un isomorphisme Wo(B)-linéaire. 
Démonstration. —  D'aprè s l'hypothès e su r II , tou t élémen t d e Mj+ i 

peut s'écrir e Il m +  Vm', don c XM est surjectif . 
Montrons que XM est injectif. Soien t m, m' G  Mj tel s qu e Il m +  Vm' = 

Alors Il m G  VMj, i l exist e don c m " G  Mj-i te l qu e m  =  Fm" . 
De plu s Il m +  Vm' = V(IIm " +  m') = 0 , don c m' =  - I lm 7 ' . Ains i 
((m, m')) =  (Vm" , - I Im") ) =  0 . 

LEMME (4.7) . —  Sous Vhypothèse de (4-6), Vendomorphisme XM^PMX~1 

de Mj+i induit par cpM via l'isomorphisme ci-dessus est égal à V _ 1 I I . 
Démonstration. —  O n noter a qu e j + 1 est nécessairemen t critique , 

puisque I I 2 =  0  su r M/VM. Pou r m ,m ' G  Mj, o n a  : 

^gsgMcccccccc((
m'mxgx')) = LMgggm +  ((m',0) ) 

XM<PM((m,xgx m')) = Fm +  Ilm' 
À M ( ( m , xxxxhgm')) = Ilm + Vm' 

( y - 1 n ) A M ( ( m , m') ) =  V^Trm + Ilm' = Fm +  Ilm ' 

d'où l'assertion . 
PROPOSITION (4.8) . —  Sous l'hypothèse de (4-6), l'application XM 

induit un isomorphisme O-linéaire 

(y-1n)A,v,vvM((m, m')) = V^Trm 

De plus le diagramme : 

Ilm + Vmgg id MX"'" 

Ilm + Vmg 

Ilm + Vm 
n 

Ilm + Vm 

Ilm + Vmd 
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est commutatif. 

Démonstration. —  L'isomorphisme résult e des deux lemmes précédents . 
La commutativit é d u diagramme d e celle du diagramme : 

Mj+i 
v-3II 

Mj+1 

Ал/ 

N(M)j 
П 

ruru 

N(M)j +1 

puisque V 1 I I MV~ n = id. 

5. (9JR >-modules formels spéciaux su r un corps algébriquement 
clos. 

Dans ce paragraphe, on suppose que B = L est un corps algébriquemen t 
clos de caractéristique p. On not e W = WQ(L) e t K le corps de s fraction s 
de W . L'annea u W  est d e valuation discrèt e comple t d'uniformisant e 7r et 
de corp s résidue l Ly il est mun i d'u n automorphism e a te l qu e Wa — O. 

Si X es t un O-module forme l (lisse ) su r L, son modul e d e Cartier M 
est u n W-module libr e de rang fini.  O n appelle hauteu r d e X l e rang de 
M su r W. 

PROPOSITION (5.1) . —  Si X est un OD-module formel spécial, sa 
hauteur est multiple de 4-

Démonstration. —  Pou r M ; C M" deux W-module s fibres,  o n notera 
[M" :  M'] l a longueu r d u W-modul e M"/M'. Pa r hypothès e o n a 
[Mo :  VMi] = [M i : VM0] =  1  et V es t injectif, don c M 0 e t M\ ont 
le mêm e ran g r  su r W et M = M 0 © M\ est de rang 2r . On a I I 2 = 7r, 
donc II est injectif et 

r -  [M 0 :  TTM 0] =  [M 0 :  I I M I] +  [IIM I :  N 2 M 0 ] 

= [M 0 :  N M I] +  [M I :  IIMo]. 

Des inclusion s 
UVMQ 

C VM± 

c N M I 
Mo 
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on dédui t l'égalit é 

[M 0 :  VMi] + [VM1 : YIVM0] = [M 0 :  IIMi] + [UM1 :  ITFMo]. 

Or 
[IIMi :  UVMQ] =  [M i :  VM0] =  [M 0 :  VM{\ = 1 

et 
[VMi : UVMo] = [M i :  n M0 ] , 

d'où 
[Mi :  ITMo] = [M o :  IIÀfi] , 

en particulie r r  es t pair , d'o ù l a proposition . 
PROPOSITION ( 5 .2 ) . —  Il existe une seule classe d'isogénie de (Dé­

modules formels spéciaux de hauteur 4-

Démonstration .  — O n sai t qu e la classe d'isogénie d u 0-modul e forme l 
X es t déterminé e pa r l'isocrista l ( M ® w ^ 7 V). Celui-c i es t bie n détermin é 
par l'isocrista l (M 0 ® w /C , F i l - 1 ) , puisqu e M i ®w s'identifi e via II à 
M 0 ® w A: . 

Or (Mo(8>w^ , F I T - 1 ) es t u n isocrista l unité :  si i es t critique , M z es t u n 
réseau stabl e par V I T - 1 dan s Mi®y\?K, et VII-1 es t bijectif . Puisqu e L 
est algébriquemen t clos , un te l isocristal est unique à isomorphisme près ; il 
existe une base e\, e2 d e M 2 su r VV telle que VTI _ 1 ei =  e± et VU~1e2 — e2. 

Remarque (5.2') . L e O-modul e forme l X es t isogèn e à  l a somm e d e 
deux (9-module s formel s d e dimensio n 1  e t d e hauteu r 2 . Autremen t di t 
l'isocristal ( M & w ^  V) es t d e dimensio n 2  e t d e pent e 1/2 . 

PROPOSITION ( 5 . 3 ) . —  O n a  E n d ^X ~  M 2 (A') . [O n not e E n d ^X = 
E n d c ^ X ® Q] . 

Démonstration. —  Le s correspondances X  i— • (M®w /C, V) i— • (M 0 ®w 
/ C ^ I I " " 1 ) induisen t de s isomorphisme s 

E n d ^ X =  E n d D ( M ® w /C , V) =  E n d ^ ( M 0 ® W /C , VTI" 1). 

Enfin E n d x ( M 0 ® w VU'1) ~ M2(K) ,  puisque (M 0 ® w VIx" 1 ) est 
un isocrista l unit é d e ran g 2  :  un endomorphism e /C -linéaire d e M o ®w ^ 
commute à  l'applicatio n a"1 -linéair e VU"1 s i e t seulemen t s i s a matric e 
dans l a bas e ei,e2 es t à  coefficient s dan s Ka = K. 

On suppos e dorénavan t qu e X es t u n (^-modul e forme l spécia l d e 
hauteur 4 . Alor s 

[Mi :  n M0 ] =  [M 0 :  ITMi] =  1 . 
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En particulier , s i i es t critique , o n a  TIMi = VM{. 

(5.4) Rappelon s que , pou r tout e 0-algèbr e JB , on not e B[U] l'algèbr e 
commutative Z/2Z-graduée engendré e pa r B e n degr é 0  e t u n élémen t I I 
de degr é 1  tel qu e I I 2 =  7 r (1.5). 

On associ e à  X u n triplet (77, T, M) O Ù 
(i) 7 7 es t u n 0[U]-module gradué , 
(ii) T es t u n L[IT]-modul e gradu é don t le s composante s homogène s To 

et T i son t d e dimensio n 1 , 
(iii) u : rf T es t un e applicatio n (9[II]-linéair e d e degr é 0 , 

en posan t 7 7 = TJM, T = M/VM e t e n définissan t u pa r compositio n d e 
l'inclusion TJM C N(M) e t d e l'applicatio n ((771,771') ) n m d e N(M) dan s 
M/VM. 

P R O P O S I T I O N (5.5) . —  Les composantes homogènes 77 0 €¿771 d e 77 sont 
des O-modules libres de rang 2 et l'application 7 7 ®o L —* T est surjective. 

Démonstration. —  S i i es t critique , o n a  vu e n (4.5 ) qu e 77* - s'identif e à 
My~*u e t Ui : m —• T{ à l'application composé e MY~lu Mi —» Mi/VMi-x. 
L'endomorphisme cr-linéair e V~xII :  Mi —• M{ es t bijectif , autremen t 
dit (Mi^V"1!!) es t u n crista l unit é su r L et L es t algébriquemen t 
clos. Pa r suit e MY n es t u n (9-modul e libr e d e ran g 2  e t l'appli -
cation MY~ n ®o W  — • Mi es t bijective , e n particulie r l'applicatio n 
MY~ n <S>o L —• Mi/VMi-i es t surjective . 

Si j n'es t pa s critique , o n a  d'aprè s (4.8 ) u n diagramm e commutati f 

jgj n 
Vj+i 

ljl 

Ti 
n 

Tj+i 

jlj 

où les fleches  horizontale s induites pa r II sont de s isomorphismes , e t j + 1 
est critique, d'où l a proposition . 

PROPOSITION (5.6). —  L'application rj/Un—> T/HT, induite par u, 
est injective. 

Démonstration. —  Pou r vérifie r qu e rji/Tlr}i_i —> Ti/HTi-i es t injectif , 
on distinguer a troi s cas . 
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1er cas : i critique et i —  1  non critique — O n a  alor s Il77 t-_i =  rji e t 
l'assertion es t évidente . 

2e cas : i et i — 1  critiques — O n a  u n diagramm e commutati f 

My-lu 
n My-

= 

My-lu n 

I 

My-lu 

My-lu n=olllh 
Ti. 

Si x G  MY -1II a  un e imag e null e dan s T; , i l exist e y  G  M^-i te l qu e 
x =  Vy. Mais , de lia: =  Vx, o n déduit Tly == Vy, autremen t di t y G  M^i U 
et x = Ily. 

3e cas : i non critique et i — 1  critique - L e diagramm e commutati f 

n=olllh 
n 

n=oll 
n 

rii-i 

n=oll 

n=oll 
n=o 

n=oll 

n=oll 
n 

U i - l 

Ti-! 

montre qu'i l s'agi t alor s d e vérifie r qu e l'applicatio n 77i_i/7r77i_ i — • T;_i 
induite pa r w2_ i es t injective . D e plu s U{-i :  77̂— 1 —> Tz_i s'identifi e à 
MY_X n —  Mi-!/VMi. 

Si x G  M^1ljI a  un e imag e null e dan s Mi-x/VM; , i l exist e y G  M» te l 
que x  =  Vy . D e lia ; =  Va; , o n dédui t Il y =  Vy ; e n particulie r l'imag e 
y d e y dan s M2/VM2_ i es t nulle , ca r Il y =  x  =  0  e t I I :  M2/VM2_i — • 
Mi-i/VMi es t u n isomorphisme . Don c i l existe z  G  Af,-_i te l qu e y  = Vz . 
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Mais encor e une foi s d e Ну — Vy, o n dédui t Hz = Vz; d'o ù z G  M ^ * 1 1 

et x =  7TZ. 
P R O P O S I T I O N (5.7) . —  Le triplet ( r / , T , w ) détermine X à isomor­

phisme unique près. 
Démonstration. —  I l suffî t d e montre r qu e Mo , Mi , П et V son t 

déterminés pa r (ry,T , г*). 
Si i es t u n indic e critiqu e e t a l'automorphism e id ® a d e гц ®o W , 

l'inclusion гц С М г- induit u n isomorphism e (77 ; ®o VV,cr ) ~  ( М г , П У - 1 ) . 
De plus , s i 

H =  Ke r {гц ®o W  Ц < < 8 > 1 >Т г} , 

l'isomorphisme ci-dessu s identifi e ? i à  Щ _ 1 et cr(7ï) à  ПМ Г _1. Ainsi l e 
diagramme 

n n 
М Г_1 j Mi j  M 2 _i 

v v 
s'identifie a u diagramm e 

o(H)incl j r/ ; ®0 W i  a ( W ) . 
incloCT - 1 7ГОСТ - 1 

DÉFINITION (5.8) . —  U n triplet (77, T, u) es t di t admissible s'i l vérifi e le s 
conditions (5.5 ) e t (5.6) . U n indic e г G { 0 , 1} es t di t critique pou r (77 , T, w) 
si П : Т г — • T2+i es t nul . 

LEMME (5.9) . —  Un triplet admissible (77, T, гг) es£ déterminé à 
isomorphisme unique près par (77̂ , Т г, гг,-) ^огг г г critique. 

Démonstration. —  Noton s i7 =  Кегггг. On a  7Г77Г- С H С 77̂; et H ф rji 
d'après (5.5) . 

Si i — 1 n'est pa s critique , o n a  ПТГ_1 = Т г, donc Пт7Г_1 = 77,, d'après 
(5.6). Pa r suit e l e diagramm e 

Vi 
n 

rji-i 
n 

fq 

U i 

Ti 
o 

U i - l 

Ti-! 
n 

Ti 

U i 
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s'identifie a u d iagramm e 

+Ti 
7T 

+Ti 
id 

+Ti 

Ui 

Ti 
Ti 

Ti 

Ui 

id 
Ti. 

Ui 

De plu s l a conditio n (5.6 ) impliqu e dan s c e ca s H =  Trrji. 

Si i —  1 es t critique , o n a  I l r / i - i ^ rji ; sino n o n aurai t U{ =  0  c e qu i 
contredirait (5.5) . D e même , puisqu e i es t critique , o n a  Urji ^  *7»—i ? 
donc 7r ?7j ^  IIr7i_i . Alors , d 'aprè s (5.6) , U{ e t i / ^ - i I I - 1 induisen t de s 
isomorphismes 

rji/Urfi^ ®k L-^-+Ti e t n ^-i/TTT/i ® f c L - ^ T 2 _ i . 

On a  dan s c e ca s H = n ^ - i ^  7rrji et l e d iagramm e 

*7* 
n 

+Ti 
n 

+Ti 

+Ti 

Ti 
0 +Ti 

+Ti 

0 
T 

Ui 

s'identifie a u d iagramm e 

(Mi 
7T 

H 
incl 

(Mi 

7Ji/H ®k L 
+Ti0 (Mi (Mi (Mi o 

rji/H <g)k L 
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où le s flèches  verticale s son t le s application s canoniques . 
Remarquons qu'o n reconnaî t s i i — 1 est o u n'es t pa s critiqu e selo n qu e 

H 7 6 7TTJÍ OU H = 7TTJÍ ; la démonstratio n d u lemme est don c complète . 
PROPOSITION ( 5 . 1 0 ) . — Tout triplet admissible (i7,T,ix) est iso­

morphe au triplet associé à un OD-module formel spécial de hauteur 4-
Démonstration. —  Soien t i un indice critique, a l'automorphism e id (gio-

ie T)i ®o W  e t H = Ke r {ni ®  id : rji ®o W  - > Ti}. Comme (Mi ®w a;, L — • T f 
est surjectif , o n a  TT (?7Í ®e> W ) C W C ^ n ; /7i ®o W  ; de mêm e pou r +Ti+Ti 

Définissons l e diagramm e 

(Mi ®w a;,fg 

n 

V 
Mi 

n 

V 
(Mi ®w a;, 

comme éga l a u diagramm e 

a{H) inci 

inclocT 1 

rji ®o W 7T 

7TOCT 1 

<r(w). 

Ainsi V es t a  1 linéaire, I I es t linéaire , n 2 =  TT et 

[Mi :  VM,-_i] : [Mi_i :  VM<] (Mi ®w a;,(Mi ®w a;, [M¿_! : nMi] =  1 , 

donc (Af , II , V) es t l e modul e d e Cartie r d'u n 0£>-modul e forme l spécia l 
de hauteu r 4 . 

L'indice i es t critiqu e pou r M" , la composant e homogèn e d'indic e i d u 
triplet admissible associ é à  M es t 

+Ti+Ti+Ti ,M¿/VAf f_i,can.)+Ti ®w a;,+Ti +Ti®o W/W,can ) ^)(7/¿,T¿,w¿), 

par suit e c e triplet est isomorph e à(i ®w a;, (77 ,7». 

On peu t résume r le s proposition s précédente s e n u n seu l énonc é : 

T H É O R È M E ( 5 . 1 1 ) . — Sur un corps algébriquement clos de caractéris­
tique p. la correspondance (Mi ®w a;,f_i,can.) réalise une équivalence de catégo­
ries entre d'une part le groupoïde des OD-modules formels spéciaux de 
hauteur 4 e^ de leurs isomorphismes, d'autre part le groupoïde des triplets 
admissibles et de leurs isomorphismes. 

LEMME ( 5 . 1 2 ) . — Soit (n,T,u) le triplet admissible associé à un 
+Ti -module formel spécial de hauteur 4 de module de Cartier M. Alors, 
quel que soit i+Ti e {0,1},+Ti l'isocristal (Mi ® w / c m - 1 ) est canoniquement 
isomorphe a (Vi ®o / C a " 1 ) . 

Démonstration. — Pou r i critique +Ti, (Mi ®w a;, m - 1 ) est u n crista l unité , 
autrement dit +Ti vu-1 est un e application+Ti a - 1 -linéaire bijective d e +Ti Mi dans 
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Mi, d e plu s rji s'identifie à +Ti €40,1} (4.5) Il résult e alor s d u théorèm e d e 
structure de s cristaux unités€40,1} ([Zi 3 , Satz 6 .26) que (Mi, vu-1) s'identifie 
à €40,1}+Ti €40,1} , a  fortior i l'isocrista l +Ti (Mi ® w / C €40,1} s'identifie à 
(rji ®o £,cr 1 ) . 

Par ailleur s I I indui t de s isomorphisme s d'isocristau x : 

(Mi®wa;,+Ti €40,1} (M t- + 1 (Mi ®w a;, F i l " 1 ) , 
(Mi ®w a;,+Ti+Ti im+i ®o /C, a *) ; 

lesquels sont compatible s aux isomorphismes précédents lorsque 0 et 1  sont 
tous deu x critiques . 

DÉFINITION ( 5 . 1 3 ) . —  Soien t X e t X' deu x C^-module s formel s 
spéciaux d e hauteu r 4  su r L. O n appell e quasiisoqénie entre +Ti+Ti+Ti+Ti+Ti X e t X1 

un 
élément d e Homo n +Ti (Mi ®w a;, +Ti K inversibl e dan s Horner (X',X) ®o K. 
Autrement dit , s i a es t un e quasiisogéni e de(Mi ®w a;, X dan s X' i l existe +Ti+Ti n > 0 
tel que +T 7+TiTna soit un e OD-isogénie de X dan s X ' .+T i On dir a qu e a es t d e 
hauteur 0 si h (7Tna) (Mi ®w a;, 

PROPOSITION 5 . 1 4 . — boxent (V,T, u) et 0 / , T ' X ) Zes triplets 
admissibles associés à X et X'. On a alors un isomorphisme canonique : 

Quasiisog (X,Xf) ~ Iso m K (Mi ®w a;, K +Ti+Ti+Ti 

Démonstration. —  Soient +Ti M e t Mf les modules d e Cartie r de+Ti X e t X'. 
On a , d'aprè s ( 2 . 2 ) , u n isomorphism e canoniqu e : 

Quasiisog (X,X') — Isom ((M(g)w/C,lO (M' (g) W /C,F)), 

où le s isomorphisme s d'isocristau x d u membr e d e droit e doiven t êtr e 
compatibles à  l a graduatio n e t à  l'actio n d e I I ; ils son t don c déterminé s 
par leu r actio n su r l a composante homogèn e d e degr é 0 , plus précisément , 
on a  : 

Isom ((M ® w /C , F ), (M' ® w /C , V)) 

= Iso m i(M0 ® w (Mi ®w a;, (M¿ ®w +Ti+Ti+Ti+Ti 

On conclu t grâc e a u lemme ( 5 . 1 2 ) . 

PROPOSITION ( 5 . 1 5 ) . — Supposons 0  critique pour X. Alors, dans 
Visomorphisme précédent, les quasiisogénies de hauteur 0  correspondent 
aux isomorphismes r+Ti (Mi ®w a;, K Wo ®<D K tels que : 

Wo '• r(Vo)] 0 si 0  est critique pour X', 

foi :  I l r M ] 1 si 1  est critique pour X'\ 
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autrement dît, tels que+Ti+Ti +Ti+Ti+Ti 7T — 1 A 2 n v €40,1} si i e {0,1}+ est critique 
pour X'. 

Démonstration. Une quasiisogéni e es t d e hauteu r 0  s i e t seulemen t 
si l'isomorphism e ex : M ® w €40,1} €40,1} /c correspondant es t te l qu e 
[M' : a(7cnM)] M : 7TnM] pour n te l qu e a(7TnM) C M' , autrement 
dit s i [M' :  a(M)] = 0 . Puisque Mi :  UMo] = M 0 :  ÏÏMi = 1 , e t d e 
même pou r M', il revien t a u mêm e d e demande r +Ti+Ti M' : a(Afo)] =  0 ou 
[Mí : n a (Mo) =  1 . 

Puisque 0  es t critiqu e pour€40,1 } X, M 0 s'identifie à E3 ®o W . Si 0  es t 
également critiqu e pour +Ti X', M'0 s'identifie à fío €40,1} et [M' : o(Af0)l = 
Wo •(»№)]• Si 1  est critiqu e pou r €40,1} c'est €40,1} qui s'identifi e à ríi €40,1} 
et [M[ : Ua(Mo)] = [n i :  nr(no)]. 

(5.16) Soi t k un e clôtur e algébriqu e d e k€40,1} €40,1}+Ti Choisissons u n O u -
module forme l spécia l $  d e hauteu r 4  su r k te l qu e 0  soi t critiqu e pou r 
<& (un te l modul e es t uniqu e à  isogéni e prè s d'aprè s (5.2) ) e t fixon s u n 
isomorphisme : nr(no)] : nr(no) 

Un +Ti -module forme l special+Ti X de hauteur 4  sur un corp s L extensio n 
de k est di t rigidifié s'i l es t mun i d  une quasiisogéni e d e hauteu r zero 
p : $L - * X. 

Un triole t admissible +Ti ( 7 7 , 7 » + T i sur L es t di t rigidifié s'i l es t mun i d'u n 
isomorphisme r  +Ti: K2-^T]0 (8 )0 K+Ti tel qu e [ n < :  n V ( 0 2 ) ] = 2 SÍ 2 €{0 ,1}+Ti est 
critique pou r 77 , autrement dit€40,1 } A 2 = 7V~i €40,1} n v €40,1} si i es t critique . 

D'après c e qu i précède , si€40,1} €40,1} est associ é à +Ti X, une rigidification +Ti P 
de X  correspon d à  un e rigidificatio n r  de€40,1} (*7,T,ti), et o n a  : 

T H É O R È M E (5.17). — Soit L un corps algébriquement clos extension 
de k. La correspondance (X,p) (v,T,u,r) réalise une bijection entre 
l'ensemble des classes d'isomorphie de+Ti+Ti OD -modules formels spéciaux de 
hauteur 4 rigidifiés sur L et celui des classes d'isomorphie de triplets 
admissibles riaidiñés sur L. 

Rappelons (1.5.2) que c e dernie r ensembl e s'identif e à Û(L). 

6. Filtration de N (M) et +Ti 
(6.1) Dan s c e paragraphe , B es t un e (^'-algèbre tell e qu e TTB = 0  e t 

M u n 0[U] module d e Cartie r gradu é spécia l sur€40,1 } B. De plu s o n suppos e 
que i e {0,1} est u n indic e critique , autremen t dit€40,1 } TIMi C VMi. Nous 
noterons pou r simplifie r N = N(M), €40,1} et 77 = €40,1} 
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Considérons le s filtrations de+Ti N{ e t AT¿_! par le s sous-0-module s 

V2nMi ((0, V2nMi)) C Ni 
y2n-l Mi ((0, y2n-l Mi)) C Ni-! 

pour n > 0 . Soient €40,1} Ni/V2n Mi et iVt-l,n €40,1} y2n-l Mi. Pour 
3 e {0,1}, on poser a e = 0 si j = iet e +Ti 1 si j i -  1, de sort e qu e 

+Ti+Ti +Ti +Ti T/"2n-£ A4,-. 
LEMME (6.2). Pour tout r > o , on a y(V rAf<) €40,1}n-1M/] 
Démonstration. Pour m  G  M¿, on a 

¥>((0,V*m)) ( (Vm,0) )+Ti ( ( o . n ^ - ^ ) ) , 

mais lira €40,1} C VMi, donc €40,1} m = yr-1 Um e VrMi. 

Ainsi €40,1} induit u n endomorphism e (9 -linéaire de+Ti+Ti €40,1} Dans la suite , o n 
notera €40,1} €40,1} Kj,n/<P (z) = z}. 

LEMME (6.3). On a Nj = firn €40,1} et r)j — limrj^n. 

Démonstration. — Considérons la suit e exacte de ö-modules définis-
sant +Ti 

(6.3.1) 0 •  Mf_! OC Mj €40,1} Ni 0. 
YsiïÊTm €40,1} (Vra, -Ilm) . 

Puisque V es t injectif, o n a+Ti+Ti+T €40,1} n (0 , T/"2n-e €40,1} €40,1} d'où u n 
système projectif d e suites exacte s : 

0 Mj-i Mj Mj/ T/-2n-e Mi TV- o, 

et, en passan t à  la limit e projective, une suit e exacte : 

0 Mj-i Mj lini Mj/ yin—e Mi um €40,1} 0. 

Mais M est complet pour la topologie+Ti+Ti V-adique, d'o ù Mj €40,1} lim Mj/ y2n—e Mi 
et Nj = li m : nr(no)] 

L'assertion correspondant e pour+Ti+Ti *1j s'en dédui t e n prenan t l e noya u d e 
l-cp. 

(6.4) Nous considérerons dans la suite de ce pararaphe+Ti+Ti +Ti+Ti+Ti+Ti+Tin-1M/] 
comme des foncteurs su r la catégorie des B-algèbres :  pour une telle algebre 
Br, M(Bf) €40,1}+Ti €40,1} €40,1} est un +T 0[U] module de Cartier gradu é 
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special sur B' et Nj €40,1} +Ti m,+Ti €40,1} +Ti €40,1} €40,1} sont obtenu s a  parti r 
de Af(B') par le s constructions précédente s ; les flèches  de transition son t 
définies d e manière évidente , compte-ten u d u fait qu e (p a  été construit d e 
manière compatibl e a u changement d e base. 

LEMME (6.5). Le fondeur €40,1} est représentable par un schéma 
en O-modules affine sur+Ti B dont le schéma sous-jacent est l'espace affine 
de dimension 2n + 1  - e sur B. 

Démonstration.+Ti Soit (7o,7i) une K-bas e homogene de+Ti M et soi t 
Mi,(0) le sous-foncteu r e n ensembles de€40,1} Mj défini pa r 

+Ti+Ti €40,1} {[afri ;a G  B'}. 

La suit e exact e (6.3.1) définit un e application naturell e : 

€40,1} x Mj yln—e Mi -^i,ri-

Cette applicatio n es t bijective . 
En effet , soien t ra, m! €40,1} on a  m = rao €40,1} avec rao €40,1} +Ti+Ti et 

rai €40,1} d'où ((ra,ra ) ) = ((ra0,m' + lirai))€40,1} dans Nj. 
De plus , soien t rao et £q € Af i f ( 0 ) , ra' e t i' e Mi, tels que ((ra 0 , m')) et 

Wo,?)) aient mêm e image dans+Ti TV- • d'après (6.3.1), il existe rai e Mj-i 
tel que 

rao + Vmi n-1M/] 
m' —  lirai+Ti = £' (mod y2n-e Mi). 

De l a première égalit é résult e nécessairement€40,1}+T mx = 0, d'où l'assertion . 
Par ailleur s le s application s 

B' Mj,(o) +Ti+Ti 

a+Ti [ahj 

et 
jçj/2n—e MJ y2n-e Mi(B') 

+Ti+Ti E 
0<fc<2n-e 

*o(JV)o [afc]7i-fc 

sont fonctorielle s e t bijectives . O n obtien t ains i un e bijection fonctoriell e 
entre ^2n+l-e+Ti et TV-

LEMME (6.6). ie fondeur rjj n est représentable par un schéma en 
O-modules affine de présentation finie et étale sur B. 

Démonstration. En effe t €40,1} = Ke r €40,1} €40,1} €40,1} est l'imag e 
réciproque de la section nulle de €40,1} par 1  — (p et cett e section, qui coïncide 
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via l'isomorphism e précéden t ave c l a section null e d e €40,1} +Ti €40,1}+Ti+Ti est une 
immersion fermé e d e présentation finie. Ainsi€40,1} €40,1} TV- est égalemen t 
une immersio n fermé e d e presentation finie. 

Pour montre r qu e €40,1} est étale su r B reste à vérifier que , si B' B" est 
une surjection d e 5-algèbres défini e pa r u n idéal de carré nul , l'applicatio n 
€40,1} €40,1} €40,1} €40,1} est bijective . Or , dans le diagramme a lignes exactes : 

0 y2n-£ Mi(B') Nj(B') €40,1} 0 

O€40,1}c €40,1} €40,1}7 

0 y2n—e Mi (B") NAB") Nj,n(B") o, 

a e t B sont surjectif s (3.7) , donc 7 est surjecti f e t <p est nilpoten t su r Ke r y 
puisqu'il l'es t su r Ke r /3 (3.12) don t Ke r 7 es t un quotient. 

En d'autre s termes,+Ti €40,1} est u n faiscea u constructibl e pou r la topologie 
étale su r Spec(B ) e t sa formation es t compatibl e au changement d e base . 
Notons S =  Spec(J5 ) e t soit €40,1} le fermé d e S o ù i — 1  est critique . O n a 
plus précisémen t : 

PROPOSITION (6.7) . 
(1) €40,1} est un faisceau lisse (D sur s en 0/7Tn -modules libres de rang 2. 
(2) *7«-i,n est constructible sur €40,1} et n  : *7i-i,n €40,1} est injectif. de 

plus : 
(2a) *7i-i,n €40,1} est lisse et n €40,1} est un isomorphisme.+Ti 
(26) €40,1} Si-! est lisse et €40,1} n?7t-_i,n Si-! est lisse en O/TT-

vectoriels de rang 1 . 
Démonstration.€40,1} Compte-tenu d e ce qui précède, pou r vérifie r la€40,1} 

lissité de s faisceau x ci-dessus , il suffit d e s'assure r qu e le cardinal d e leur s 
fibres e n le s point s géométrique s d e S es t constant. O n peut donc , pou r 
démontrer l a proposition, supposer que€40,1} B = L est un corps algébriquemen t 
clos d e caractéristiqu e p. 

(i) D'après (4.3), on a un isomorphism e 

€40,1} €40,1} €40,1}€40,1} Mi/V 2 n MiFDF 

(1) lisse = localement constant pour la topologie étale. 
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tel qu e l'endomorphisme+Ti +Ti ie Ni n corresponde à 

(m, m" ) +Ti+Ti+Ti+Ti+Ti 

D'où u n isomorphism e : 

rii.n ^ (Mi/V 2 nMi)n-1M/]n 

Identifions €40,1}€40,1} €40,1} {rii ®o W,a); alors V2 s'identifie à 7T.a 1 et 
y2n Mi à €40,1} €40,1} W ;  d'o ù 

Vi,n — T)ï 7T t]i +Ti (ö/nnylk. 

(2) L'application n : Ni-! Ni est injectiv e e t €40,1} n V 2 " €40,1} €40,1} 
V 2 n M i d f d g €40,1} M,-, don c n : •JV.-i,» €40,1} est injective . A  fortior i 
l'application n €40,1} €40,1} induite su r le s invariant s sous€40,1 } <P est 
miective. 

(2a) mm 1 n'es t pa s critique , o n a  d'après€40,1} (4.6) un isomorphism e : 

Ni-un ~ Mi/V 2 n Mi+Ti+T 

tel qu e €40,1} corresponde à €40,1} d'où u n isomorphism e 

€40,1} €40,1} (Mi/V2n Mi) v~1u n-1M/]n-1M/] 

(2b) Si i — 1  est critique , o n a  comm e e n (1 ) u n isomorphism e 

+Ti+Ti €40,1} ( M i ^ / V ^ ^ M i ) + T i €40,1} 

De plu s l e diagramm e 

€40,1} 
n 

V 
Mi 

n 

V 
Mi-! 

s'identifie à 

+Ti+Ti €40,1} 
n 

noa"1 

T)i ®o W 
n 

Iloer-1 
rji-i +Ti+Ti 

Les inclusion s UV271'1 Mi V2nMi C nM 2 _i C Mi sont cr-invariante s e t 
se déduisent e n tensorisan t par€40,1} W des inclusion s *nr]i €40,1} C r?¿. D'où 

€40,1} ^ nr7¿_i 7T r/¿; 
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de plu s o n a dan s c e cas [rji : n?7¿_i] = 1 , donc 

n-1M/] ÎI»7«-i,n O/TT. 

Remarque 6.8 . Les calcul s précédent s montren t d e plu s que , pou r 
3 e {0,1} et m > ra, les application s canoniques +Ti+Ti +Ti+Ti +Ti+Ti 0/7Tn 

rÌ3,n 
sont de s isomorphismes,+Ti Ainsi l e système projectif+Ti €40,1} définit u n faisceau 
-K-adique €40,1} La propositio n (6.7 ) se réécrit : 

PROPOSITION (6.9). 
(1) Vi est un faisceau w-adique lisse en O-modules libres de rang 2. 

(2) Vi-i est un faisceau ir-adique constructible en O-modules libres de 
rang 2 et n €40,1} Vi est injectif, de plus : 

(2a) Vi-i €40,1} est lisse et n €40,1} est un isomorphisme. 
(26) Vi-i Si-! est lisse et (7]i/Ur)i-1) Si-! est lisse en O/TT vectoriels 

de rang 1 . 

7. Rigidifîcation * 
(7.1) Soient B un e A:-algèbr e e t +Ti+Ti X un Ory-module formel spécia l 

de hauteu r 4 su r B. On appell e riqidification de +Ti+Ti X la donné e d'un e 
quasiisogénie d e hauteu r zér o p :€40,1} €40,1} €40,1} où ®B est dédui t pa r 
changement d e base du+Ti 0£>-module forme l $  chois i su r k e n (5.16) . 

Par définition , un e isogénie a :€40,1} $ 0 - f X est u n homomorphism e d e 
C?£>-modules formel s don t l e noya u es t représentabl e pa r u n schém a e n 
groupes fini  localement libr e sur B. O n dit que a es t de hauteur h si Ker a 
est d e degr é €40,1} sur B. 

Sur €40,1} la multiplicatio n pa r 7 r es t un e isogéni e d e hauteu r 4  d e $ 
dans lui-même ; pa r changemen t d e base , i l e n es t d e mêm e su r B d e 
la multiplicatio n pa r 7 r de &B dans lui-même . E n particulier , <&B est 7r -
divisible e t le (9-module Hom ^o€40,1} €40,1} est san s torsio n ([Zi 3], 5.31). 

Par définition , un e quasiisogénie+Ti+Ti+ P ®B -+ X est un élémen t d e 
Homoo :$B,x) €40,1} K te l que 7Tnp soit une isogénie pou r n entie r suf -
fisamment grand . Noter , d'aprè s c e qui précède, que+Ti+Ti+Ti 7Tnp détermine p sans 
ambiguïté. O n dit que p est de hauteur zér o si +Ti+Ti+Ti 7Tnp est d e hauteur 4n . 

On montr e qu'u n homomorphisme +Ti+Ti ex : $B X est un e isogénie s i et 
seulement s i i l exist e u n entie r m  e t u n homomorphisme€40,1} +Ti+Ti 3 : X 
tel qu e 3 o a+T 7T azi 3i, Satz 5.25). Par suite , u n élément€40,1 } P de 
Homo/- €40,1} €40,1} K est un e quasiisogéni e s i e t seulemen t s i i l adme t 
un invers e dan s Homo D €40,1} +Ti €40,1} 
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Signalons égalemen t u n résulta t d e T . Zink€40,1 } ([Zi 3], Satz 5.1 5 o u [Zi 1]) : 
Lorsque B es t noethérien , u n homomorphism e ex :+Ti+Ti+Ti+Ti +Ti— X est un e 
isogénie d e hauteu r h s i e t seulemen t s i pou r tou t idéa l premie r p d e 
B l 'homomorphisme+Ti €40,1} €40,1} Xk(p) déduit d e a pa r restrictio n 
à un e clôtur e algébriqu e HP) du corp s résidue l k(p) = Bp/pBp est un e 
isoffénie d e hauteu r h. 

Notons S = Spec(J3 ) et, pou r 3 €  {0,1} , Sj l e ferm é d e S au-dessu s 
duquel j es t critiqu e pou r X. 

Supposons tou t d'abor d qu'i l exist e u n indic e i€40,1} €40 ,1} tel qu e S = Si 
(schématiquement), autremen t di t i es t critiqu e pou r X. et considéron s 
les faisceaux 7r -adiques +Ti associés à TiX au paragraph e 6 . 

PROPOSITION (7.2). Supposons S = Si et X rigidifié. Alors : 
a ) Le faisceau -K-adique rji est constant sur S. 
(2) Les restrictions à S — Si—i et à Si—i du faisceau ir-adique construc­

tible +Ti+Ti sont constantes. 
(3) A une rigidification P de X est associée un isomorphisme de fai­

sceaux r K2 no ®o K tel que n-1M/] Si TlirO2] j pour j e {0,1}. 
Rappelons qu e 0  es t u n indic e critiqu e pou r $  e t 

qu o n a choisi une identification d e : nr(no)] avec O2 D'après l e lemme suivant , 
l'isogénie 7Tnp : $ B ^ X induit u n homomorphisme de faisceaux 7r -adiques 
7rnr +Ti *7o, d'où u n homomorphism e r = K2 rio : nr(no)] K. 

LEMME (7.3). Soit a : X X' un homomorphisme de OD-

modules formels spéciaux de hauteur 4 sur S. Supposons que i e {0,1} 
fresp. j] est critique pour X fresp. X1] mu S. Soit 77 fresp. ni le faisceau 
-K-adique Z/2Z •qradue associe a X fresp. X'I à Vaide de la filtration V

rMi 
[resp. VrM\ I. Alors a induit un homomorphisme naturel de faisceaux TT-
adiques de Vi dans ri-

Le problème es t que la construction d e Y; donc de 77, 
n'est pa s fonctoriell e e n X: cependant c e lemm e établi t un e fonctorialit e 
partielle et en tout ca s la fonctorialite de N n-1M/] K. 

Pour tout +Ti n > 0+T, on a  d  aprè s (4.3) des isomorphisme s 

€40,1} €40,1}€40,1} Mi V 2 n Mij 

N'-fgh €40,1}€40,1} M' V 2 n M ' j j 

tels qu e l'endomorphism e <p de s premier s membre s correspond e à  l'appli -
cation 

m, m+ +Ti+Ti V ^ U m " ) D G F 

sur le s second s membres . 
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Notons e — \j - i\ L'application naturell e de +Ti Mi dans M ; induite pa r 
I F or commute a V et n elle défini t don c un e applicatio n d e +Ti+Ti dans 
AT'- qui commute à  (p e t pa r conséquen t un e application d e 'Hi.n dans F2n-1 
Lorsque n varie , ces applications son t compatible s entr e elle s et définissen t 
un homomorphism e d e +Ti dans y-

Lorsque 3T h montrons qu e ce t homomorphism e s e factorise à  traver s 
F2n-1M/]F2n-1 Cette assertio n s e vérifie su r le s fibres,  o n 

peut don c suppose r qu e S es t l e spectr e d'u n corp s algébriquemen t clos . 
Il y  a  alor s deu x ca s : 

a i n'est pa s critiqu e pour F2n-1M/] X'. Alors I I indui t u n isomorphism e d e fdsf 
dans tí*F2n-1M/] il n' y a  rie n à  vérifier . 

b) t es t critiqu e pou r X'. On a  alor s de s isomorphisme s 

N'- ~ M'JVMU : nr(no)] F2n-1M/]F2n-1M/]F2n-1M/DG]Mj 

tels qu e l'endomorphism e <p de s premier s membre s correspond e à  l'appli -
cation défini e comm e précédemmen t su r le s second s membres . Pa r suit e 
l'application de F2n-F2n-1M/] dans F2n-1M/] induite pa r Ha s e factorise e n l'applicatio n 
induite pa r a d e NÍ9n dans N'- [remarquez qu e a(V2nMi) C V2nM¡ c 
F 2 n - 1 M / ] suivie de 1 application induit e pa r n d e N'-

x г, n 
dans N'-xcv Ces ap -

plications commuten t à  cp e t définissen t don c de s application s : nr(no)]yty 
et F2n-1M/] F2n-1M/] dont l e compos é es t l'applicatio n : nr(no)] : nr(no)] induite pa r 
Ile*. En faisan t varie r n , o n obtien t l a factorisatio n cherchée . 

Reprenons l a démonstratio n d e l a propositio n (7.2) . E n tou t poin t 
géométrique s  d e S , l'homomorphism e r s indui t su r le s fibres  e n ~s es t 
un isomorphisme , comm e o n l' a v u lor s d e l'étud e d e l a situatio n su r 
un corp s algébriquemen t clo s (5.14) ; pa r suit e r : K2 

F2n-1M/]F2n-1M/] est 
un isomorphisme . E n particulie r l e faisceau F2n-1M/] F2n-1M/] K est constan t ;  i l e n 
est d e mêm e d e PO 

F2n-1M/]DFFK puisque I I : 
F2n-1M/] n-1M/]n-1M/ induit u n isomorphism e 

*7o F2n-1M/] F2n-1M/] F2n-1M/] ce qu i s e vérifi e égalemen t su r le s fibres. 
Le faiscea u 7r-adique r? z- est liss e su r S e t 

F2n-1M/] F2n-1M/] est constant , don c rji 
est constant . E n effet , o n peu t pou r l e vérifie r suppose r S connexe ; alor s 
dfd correspond à  un e représentatio n d u group e fondamental F2n-1M/]F2n-1M/] Hi {S, s) dans 
n-1M/]n-1M/] O2 et 

F2n-1M/] K à l a représentatio n dan s K2 qui s'e n déduit ; cett e 
dernière étan t triviale , l a représentatio n dan s Q¿ l'est également . 

De même , puisqu e le s restriction s à S — Si-i et à Si-i du faiscea u 7T-
adique rji-i sont lisse s e t qu e rji-i ®oGK est constant , ce s restrictions son t 
elles auss i constantes . 

Enfin le s propriété s d e l'isomorphism e r : F2n-1M/] K2 

F2n-1M/] F2n-1M/] K relativement 
aux faisceau x constants F2n-1M/] ^ik-F2n-1M/] se vérifien t su r le s fibres  e n u n poin t 
géométrique, o n le s a  établie s e n (5.15). 
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Remarque (7.4). On noter a qu e l a constructio n de s faisceau x Vj et d e 
risomorphisme r  associé s à X,CSSP commutent a  tou t changemen t d e bas e 
de B à  un e i?-algèbr e B'. On l' a v u e n (6.6 ) pou r c e qu i concern e WrO2} et 
cela résult e d e l a démonstratio n d u lemm e pou r r . 

On a  d'ailleur s utilis é implicitemen t cett e propriét é a u cour s d e l a 
démonstration lorsqu'o n s'es t ramen é a u ca s o ù l a bas e es t u n corp s 
algébriquement clo s pou r calcule r le s fibres. 

Considérons maintenan t l e ca s généra l (san s suppose r S =  5¿) et 
regardons m comme u n foncteu r su r le s J3-algèbre s (et no n plu s comm e 
un faiscea u 7r -adique). 

PROPOSITION (7.5). Supposons X rigidifié. Alors pour 3 G {0,1} : 
(1) Vj est un faisceau constructible pour la topologie de Zariski sur S, 

en O-modules libres de rang 2. 
(2) La restriction de Vj à Si est un faisceau constant. 
(3) A une rigidification P de X est associée un isomorphisme de 

faisceaux r : K
2 

Vo F2n-1M/] tel que [Vj \sj WrO2} = j> 
De plus la formation de WrO2} à partir de (X,p) commute a tout 

changement de base de B à une B-algèbre B . 
Démonstration. —  Lorsqu e l'u n de s indice s i e {0,1} est critiqu e su r 

S tou t entier , ce s assertion s résulten t de s assertion s analogue s (7.2) pour 
les faisceau x 7r -adiques %3 

compte-tenu d u fai t qu e Vj [Br) = fatten F2n-
B' (6.3). En particulie r (7.5.2) résult e d e 

(7.2.1). 
La constructibilit é d e n dans l e ca s généra l s'e n dédui t pa r réductio n 

au ca s où B es t rédui t c e qui ne modifi e pa s ri (3.14), puis a u ca s où B es t 
intègre, don c l'u n de s indice s critiqu e su r S tou t entier , pa r recollemen t 
des composante s irréductible s grâc e a u lemm e suivant . 

LEMME (7.6). Soient 3 et gf deux idéaux de B tels que IiM2F2n-1M/] = 0 . 
Soient ii, ¿ 2 etii2 les immersions fermées dans S des sous-schémas définis 
respectivement parF2n-1 h, I2 e t h + I 2 . F 2 n - 1 On a alors une suite exacte 

0 - + 7 7 ¿1*̂ 1*7 © ¿2.¿2*7 ¿12*¿i2*7 

de préfaisceaux sur S. 

Démonstration. Pour tout e 2 ?-algèbre F2n-1M/] soient WrO2} = B'/hB', 
B'2 

= B ' /I 2 B ' F 2n-1 et B'12 = B'Kh(1+ I*)B'. De l a suit e exact e : 

0 - » B' -» B[ x B'2 -+ B'12 0 
(a, 6) M o - 6 
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on dédui t un e suit e exact e d e module s d e Cartie r : 

0 — • MB' — » M 5 ¡ X MB'2 —• MB'12 — • 0 

et d e module s d e Cartie r modifié s : 

0- +N(MB') —N(MB>) X N{MB,2) ^ N ( M B , J - + 0 . ) 0 

En prenan t l e noya u d e 1  — (p, on e n dédui t l a suit e exact e : 

0 ->F2n-1M/] - r,(B[) X n(B'2) -  77(^2 ) 

d'où l e lemme. 

Enfin o n noter a qu e l'isomorphism e r : K2 

F2n-1M/] F2n-1M/] K associ é à  l a 
rigidification p grâce au lemme (7.3 ) lorsque 0 et 1  sont tou s deux critique s 
sur S n e dépen d pa s d u choi x d e l'indic e critiqu e i € {0,1} ; par suit e le s 
isomorphismes r\s0 et r\s1 

se recollen t e n u n isomorphism e r défin i su r S 
tout entier . 

8. L e théorèm e d e Drinfeld . 
Rappelons qu e l'o n a  chois i un e clôtur e algébriqu e k d e k, 

F2n-1M/] oD-
module forme l spécia l $  d e hauteu r 4  sur k te l qu e 0  soi t critiqu e pou r $ 
et u n isomorphism e O2 ~  77 * n-F2n-1 On not e F2n-1M/] l'hensélisé stric t ( = extensio n 
non ramifié e maximale ) de O de corps résidue l k. 

DÉFINITION (8.1) Soit Nilp la catégori e des WrO2} -algebres où l'imag e 
de 7T est nilpotente. On défini t u n foncteu r G sur Nilp en associan t a 
B e Ob Nilp l'ensemble G(B) des classe s d 'isomorphic de couple s 

F2n-1M/] 
consistant e n : 

1) u n C^-module forme l spécia l X d e hauteu r 4 su r B. 
2) un e quasi-isogénie d e hauteu r zér o WrO2}Bb/B WrO}Bb/B 

Toutefois dan s cett e définition , i l convien t d e prendr e ÖD-module 
formel dan s u n sen s un pe u plu s généra l qu e précédemment :  on demand e 
seulement qu e Lie(X ) soi t u n B-modul e projectif . Localemen t pou r l a 
topologie de Zarisk i su r B, o n retrouve le s O^-module s formel s défini s a u 
paragraphe 2 . 

Le résulta t fondamenta l d e Drinfel d es t l e : 
T H É O R È M E (8.2). 

F2n-1M/]F2n-1M/] G est représentable par le F2n-1M/] 
schéma formel F2n-1M/]F2n-1M/] 
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DÉFINITION (8.3) . Soit Nilp la catégori e de s O-algèbre s o ù l'imag e 
de 7T est nilpotente . O n défini t u n foncteu r G su r Nilp e n associan t à 
B G  Ob Nilp l'ensemble G(B) des couple s formé s 

1) d'u n fc-homomorphisme xb : k —  B/TTB 

2) d'un e class e d'isomorphi e d e couple s F2n-1M/] consistant e n : 
(2.1) un L/^-module formel special X d e hauteur 4  sur B. 
(2.2) un e quasi-isogéni e d e hauteu r zér o p : tb+Q WrOb/B 

Si B -+ B' est u n morphism e d e Nilp, o n défini t d e maniere évidente 
une applicatio n G(B) G(B') en associan t a F2n-1M/] son compos e ave c 
B/TTB B'/TTB' et a u coupl e (X,p) le coupl e (XB, >PB, 

F2n-1M/] 
qui s'e n 

déduit pa r extensio n de s scalaire s d e B à  Bf. 

Le foncteu r G n'est autr e qu e l e foncteu r dédui t de F2n-1M/] G par restrictio n 
des scalaire s d e çynr à O. En effet , i l revien t a u mêm e d e s e donne r u n 
fc-homomorphisme ip : k B/wB ou u n 0-homomorphismeF2n-1M/] F2n-1M/] F2n-1M/] B 
faisant d e B un e FDGG algèbre BÛ e Ob Nilp, et u n element de G(B) 
correspond à  u n coupl e form é d e Y et d'u n élémen t d e G(Bih). 

Du théorèm e 8-2 : on dédui t pa r restrictio n de s scalaire s l a variant e : 
T H É O R È M E 8.4 . Le foncteur G est représentable par le O-schéma 

formel F2n-1M/]F2n-1M/] 
Notons H l a restrictio n à  l a catégori e Nilp d u foncteu r F su r Nilp 

défini e n (1.5.1) . On a  montr é e n (1.5.2 ) qu e F es t représentabl e pa r l e O-
schéma forme l fi: par suit e H est représentabl e pa r l e F2n-1M/] -schéma forme l 

WrO2}Bb/B 
Pour b e Ob Nilp, on défini t un e applicatio n F2n-1M/] :G(B) ^H(B) en 

associant a u coupl e (X, p) le quadruplet (rìx .Tx .ux .rrx^)) F2n-1M/] où, s i M  es t 
le modul e d e Cartie r d e X su r B. o n a  : 

i ) 
F2n-1M/] F2n-1M/] vu comm e faiscea u su r Spec(B ) :  si B' es t un e 5-algèbr e 

et s i M' = MB>, on a F2n-1M/] F2n-1M/] 
F2n-1M/] 

2) Tx = Lie(X ) = M VM; 
3 ux : F2n-1M/] F2n-1M/] est lhomomorphism e d e faisceau x te l qu e ux WrO 

UM> 
F2n-1M/] ̂ N(M') -» M'/VM' = (M/VM) ®BB' (cf. (3.13)) ; 

4) r(*,p) F2n-1M/]F2n-1M/] est l'isomorphism e associ é à  l a risridification p de 
X. 

Les propositions F2n-1M (7.5), (5.5) et (5.6) montrent qu e l e quadruplet 
vérifie le s condition s d e l a définition F2n-1M/] (1.5.1) et défi -

nit don c bie n u n élémen t d e H(B) = F B). 
De plus , s i B ^B' est u n morphism e d e Nilp, le diagramm e : 
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G(B) F2n-1M/] H{B) 

G(B') 
F2n-1M/] 

H(B') 

est commutatif . Cel a résult e d u fai t qu e l a constructio n d e 
F2n-1M/] et r(X,p) F2n-1M/] 

partir d e (X,p) commute a u changemen t d e bas e (cf. (6. 6 et (7.4) Ainsi 
les F2n-1M/] définissent un e transformatio n naturell e F2n-1M/] G-+H. 

Le théorèm e (8.2) est conséquenc e d e l'énonc é plu s préci s : 
THÉORÈME (8.5). La transformation naturelle F2n-1M/] : G H est un 

isomorphisme de fondeurs. 
Nous poursuivron s l a démonstratio n d e c e théorèm e dan s le s para -

graphes 1 0 à  12 . 
Notons H l e foncteur su r Nilp dédui t d e H pa r restrictio n de s scalaire s 

de 
F2n-1M/] à o. Pour B e Ob Nilp, un élémen t d e F2n-1M/] consiste e n l a 

donnée d'u n fc-homomorphisme ift : k -+ B/TTB et d'u n élémen t d e 
F2n-1M/] = F(B). Il es t clai r qu e H es t représentabl e pa r l e O-schém a 
formel Í2® nOnr

F2n-1M/]. 
On défini t pa r restrictio n de s scalaire s un e transformatio n naturell e 

F2n-1M/] : G —* H en associan t a u coupl e F2n-1M/] où a  E F2n-1M/] le coupl e 
F2n-1M/] («)) Le théorèm e (8.5 ) impliqu e alor s : 

T H É O R È M E (8.6). — La transformation naturelle F2n-1M/]F2n-1M/] est un 
isomorphisme de fondeurs. 

On prendr a soi n d e note r qu e l'application F2n-1M/]F2n-1M F2n-1M/] : G(B^) -> H(B+) = 
F(B) dépend d e la structure d e F2n-1M/] -algèbre d e 

F2n-1M/] en particulier l a Z/2Z-
graduation d e 

F2n-1M/] et Tx associés à X dépend d e sa structure d e O'-algèbre. 

9. Actio n de s groupe s GL(2,K) et D*. 

(9.1) Le morphisme de Frobenius. 
On not e Fr : k -> k l 'homomorphisme d e Frobeniu s Fr(x) 

F2n-1M/] 
et Fro b : F r - W B P DFGHG le morphism e d e Frobenius . C'es t un F2n-1M/]F2n-1M/] k-
homomorphisme d e 0£>-module s formel s d u On-modu l e formel F2n-1M/] F2n-1M/] Fr"1® 
déduit d e <fr pa r extensio n de s scalaire s via F 2n-1 M /] F 2n-1 M Fr-1 (souvent not é F2n-1M/] 
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dans <ï> . P lus précisément , c'es t un e isogéni e d e hau teu r 2  (égal e à  l a di-F 

mension d e <&). 
Si M $ est l e orni - module d e Cart ie r gradu é de F2n-1M/] 

F2n-1M/] sur K, celui d e 
F2n-1M/]F2n-1M/ s'identifie à Mg fil, déduit d e F2n-1M/] par restrictio n de s scalaire s 
via G : WO(K) -+ WO(K) et décalag e d e l a graduat io n (ca r l 'actio n 
de O1 via F2n-1M/] est inchangée) . Le morphism e d e Frobeniu s correspon d à 
l 'homomorphisme F2n-1M/] linéaire d e degr é zér o V : Mg[l] F2n-1M/] 

Puisque 0  es t critiqu e pou r F2n-1M/] est critiqu e pou r F2n-1M/] et l'identifi -
cation mF2n-1M/] 

F2n-1M/] F2n-1M/] Mg [1] induit un e identificatio n : 

F2n-1M/] = M v~1u 
FrZ1®,! 

M v~1u 
$,0 =Cs^oFrob")) 

d'où un e identificatio n 
F2n-1M/] ®O K = (m ®O K)[\]. Le morphism e 

de Frobeniu s correspon d don c à  l'isomorphism e if-linéair e d e degr é zér o 
Il : {m ®O K)[l] —• m ®O K. 

(9.2) Action de GL(2,K) sur le foncteur G. 

Soit v l a valuation de K normalisé e par F2n-1M/] v(ir) = 1 . Via l'identificatio n 
(5.14) : GL(2,K) = GL(r}<s,fi <8>o K) 

F2n-1M/] (End o 
F2n-1M/] un élémen t g d e 

GL(2,K) définit un e quasiisogéni e d e de hauteu r 2n s i v(detg) =  n . 
Ainsi o 1 o Frob n 

F2n-1M/] F2n-1M/] est un e quasiisogéni e d e hauteu r zéro . 
On défini t un e actio n d e GL(2,K) sur l e foncteu r G en posant , pou r 
B G  Ob Nilp et F2n-1M/] représentant u n element de G(B) : 

9 ' (V>;-X\p) 
F2n-1M/] (IPOFR"N-

F2n-1M/] F2n-1M/] o Frob n )) . 

On not e Fr : 
F2n-1M/]F2n-1M/] le relèvement d u Ar-homomorphism e Fr : K - > K R T 

en u n (9-homomorphisme . 
T H É O R È M E (9.3). — L'action de GL(2,K) sur le foncteur G corres­

pond à Vaction sur le schéma formel Û®nÔnr définie par Vaction naturelle 

de PGL(2, K) sur M et Vaction 9 >-> Fr — v(det g) sur Onr. 

Démonstration. — D'aprè s (1 .6.2), cet te dernièr e actio n es t décrit e su r 
les élément s d e H(B) par : 

9 • ( V » ; r / , T , « , r ) 
F2n-1M/] (V>o Fr-n:n [n],T[n], Cs^oFrob"))DGH 

Il s'agi t don c d e vérifier, F2n-1M/] si F2n-1M/] F2n-1M/] = (77 , T ,u , r ) ,F 2n-1 M / qu'on a  : 

F 
B^oFr—n ( X ^ o ^ C s ^ o F r o b " ) ) F 2 n - 1 M / ] (r)[n],T[n],u[n], U^rg-1). 

Le décalag e d e l a graduat io n de F2n-1M/] ( 7 7 , 7 » associe a X selon qu 'o n utilis e 
la s t ruc tur e d e fc-algèbre F2n-1M/ B^ ou B\j)Q Fì—n provient d u changemen t pa r FDG 
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de l'actio n d e O' 
F2n-1M/] Mx via W0(k) alors qu e l'actio n d e OF2n-1M/]' via F2n-1M/] est 

inchangée. 
Pour calcule r l a rigidification , convenon s d e note r 

F2n-1M/] F2n-1M/] ®o F2n-1M/] ®o K e t r  :  xjjA {m ®o K) ri ®o K 

les isomorphismes définis , compte-tenu d e l'identificatio n K2 

F2n-1M/] ®oK, 
par a-1 et r su r le s composantes d e degré zéro e t étendu s pa r conjugaiso n 
par n aux composante s d e degr é 1 , d e tell e sort e qu'o n ai t q o ï l = 
n o f 1 [1] et r  o n n or[l] . 

Puisque l a quasi-isogéni e 

g"1 o Frobn : 
F2n-1M/]F2n-1M/] 

correspond vi a Cs^oFrob" 

(77$ ®o K)[n] n n 

rj® ®o K g-1 

F2n-1M/] F2n-1M/] 

la quasi-isogéni e 

Cs^oFrob")) (g-1 oFrob n ) 
F2n-1M/] o Fr~n® -+ X 

correspond via Cs^oFro à : 

rbJria> ®o K)[n) n n 

F2n-1M/] ®o K) g-1 

F2n-1M/] ®o K) r rj ®a K, 

ou encore , en faisant commute r FHGD n n à  g'1 et r e t e n décalan t l a graduatio n 
de n , via F2n-1M/] 

F2n-1M/] à : 

V>*(*7$ ®o K) g-1 

V>*(*7<i> ®o K) r rj ®o K n n 

(r}®o K)[n]. 

Le résultat cherch é s'obtien t e n prenant l a composant e d e degré zér o e t 
en composan t ave c l'identificatio n fixée K2 

F2n-1M/] ®o K. 

(9.4) Action de D* sur le joncteur G. 
Soit ND/K : D* F2n-1M/] la norm e réduit e :  tou t élémen t de F2n-1M/] D* s'écrit 

g = n n 

• gQ ave c g0 
e Oh et n = v (ND/Kg). 

Pour g e F2n-1M/] notons F2n-1M/] le (9n-modul e forme l qu i coïncid e avec F2n-1M/] X en 
tant qu e (9-module , mai s o ù l'actio n d e aF2n-1M/]F2n-1M e o D 

sur ^X est identiqu e à 
l'action d e g 1ag su r X. 
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L'action d e F2n-1M/] sur O associe à o-1 une quasi-isogéni e OD-equi variant e 
g-1 : F2n-1M/] de hauteur —2n s i t> (ND/Kg) = n. Ainsi F2n-1M/] oFrob" : 
Fr-n® O—•O est un e quasi-isogéni e Oc -équivariante d e hauteur zéro . O n 
définit un e actio n d e D* sur l e foncteu r G en posant , pou r B G  ObNilp 
et F2n-1M/] représentant u n élémen t d e GB) : 

g • O ; X, p) = (tbo Fr-n. 9X 
F2n-1M/] (g-1 o Frob n )) . 

T H É O R È M E (9.5). L'action de D* sur le foncteur G corres­
pond à l'action sur le schéma formel Q®o F2n-1M/] définie par l'action 9 ^ 
Fr -v(ND/Kg) Cs^oFrob")) d à r a 

Démonstration. — Noton s tou t d'abor d qu e F2n-1M/] agit trivialemen t car , 
si g G 

F2n-1M/] l'application o - 1 : X -» SX est u n isomorphism e de F2n-1M/ (X,p) sur 
»7* ®o K poip* (g-1)). 

Reste à  vérifie r qu e l'actio n de F2n-1M/] n sur G correspond à  cell e d e Fr~x sur 
»7* ®o K autrement di t que , si F 

B^h (X,p) (rj,T,u,r), 
F2n-1M/] 

F 
Cs^oFrob")) ( n X po W* F2n-1M/] oFrob)) 

F2n-1M/] (rj,T,u,r). 

Soient Mx et F2n-1M/] les orni -modules de Cartier gradués surF2n-1M/] B^ associés 
a X et 

nX. Alors 
F2n-1M/] coïncide ave c Mx en tan t qu e Wo (k)[v,m-

module, mai s Taction de a  G F2n-1M/] O' via F2n-1M/] sur Mnx doit êtr e identiqu e 
à cell e d e n F2n-1M/] aia) sur Mx, donc Mnx = Mx\l. Par suit e l e 
triplet sur B associé à n x est (ri,T,u)[l] si B est muni e d e l a structur e 
de fc-algèbre F2n-1M/] et (77,T,u) si B es t muni e d e l a structur e d e fc-algèbre 
B^oFr-1 • 

La quasi-isogeni e 

n - 1 oFro b : F2n-1M/] F2n-1M/] 

correspond vi a Cs^o 

(»7* ®o K)[l] n 77$ ®o K) K n - 1 

77$ (»7* ®o K)[l 

c'est-à-dire à (»7* ®o K)[l] Par suit e l a quasi-isogéni e 

»7* ®o K)[ A I - 1 o Frob) 
F2n-1M/]F2n-1M/] F2n-1M/] 

correspond vi a ÇB^ à 

(»7* ®o K)[l](»7* ®o K)[l](»7* ®o K)[l] 
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et vi a F2n-1M/]F2n-1M/] à r . 

10. Théori e d e déformation . 
On travaill e dan s l a catégorie F2n-1M/] Nilp ES! F2n-1M/] -algebres où l'imag e d e 

7T es t nilpotente . On appell e extensio n infinitésimal e u n homomorphism e 
surjectif B' -> B dont l e noyau es t nilpotent . 

PROPOSITION (10.1). — Soit B1 -> B une extension infinitésimale. 
Soient B'0 = B'/irB' et B0 = B/wB. Soient X' 

F2n-1M/] On-module formel 
spécial de hauteur 4 sur B' et X = X'B. Supposons X muni d'une rigidifi­
cation p, c'est-à-dire d'une quasi-isogénie de hauteur zéro P ' $B0 (»7* ®o K 
Alors : 

(i) X' est Tr-divisible (i.e. 7T : X ' ^ X ' H J mwriïrmzEJttDl 
(a) p se relève de manière unique en une riqidification de X', c 'est-à-

dire en une quasi-isoqénie de hauteur zéro P': 
F2n-1M/] X B'o-

Démonstration. — (i) Soit n te l qu e ot = nnp soit un e isogénie . Puisque 
F2n-1M/] est 7r-di visible, a o 7T est un e isogenie. F2n-1M imbibi Oí O 7 T = 7 T O ft, donc 
7T : XBO XB0 est auss i un e isogeni e ([Zi 3], 5.10). Pax déformation , i l en 
est de mêm e d e 7T : X' F2n-1M/] X' mmF2n-1M/] 5.121. 

(Ü) Par recurrence, on peu t suppose r qu e I 
F2n-1M/] Kei(B' — B) est d e 

carre nul . L  isogenie a = irnp : F2n-1M/] XBQ ne s e relèv e peut-êtr e pas , 
mais /3 — na irn+1 p se relèv e toujour s if Zi 31, 4.47Ì en un e isogéni e 

B 
F2n-1M/] ->X'B,; donc / > se relèv e e n P' F2n-1M/] F2n-1M/] De plu s c e relèvemen t 

est uniqu e d'aprè s l a rigidit é de s groupe s p-divisible s ([Zi 31, 5.30). 
Ainsi o n peu t oublie r le s rigidification s pou r étudie r l a théori e d e 

déformation. D e plu s i l n' y a  pa s d'automorphisme s infinitésimaux , pa r 
rigidité. 

PROPOSITION (10.2). — Soient B' -» B et B" -» B deux extensions 
infinitésimales. Alors l'application canonique 

G(B' x B B") - G(B') XG(B) G(B") 

est bijective. 

Démonstration. — O n repren d mutatis mutandi s la démonstratio n 
usuelle dan s l e cas de s groupe s j9 -divisibles ([Zi 3], 5.40). Soient X' et X" 
des déformation s su r B' et B" respectivement d e X donné su r B. Alor s 
il exist e un e e t un e seul e déformatio n X de X> et X" simultanément su r 
B'xB B" ; son F2n-1M/] -module d e Cartie r gradu é es t M ~ = MX' XMX 

MX"' 

Pour X e G(B) et C -+ B une extensio n infinitésimale , noton s Gx 
XCV 

l'image réciproqu e d e x dan s G(C) et Hx F2n-1M/] l'image réciproqu e d e XCV 
dans H(C). 

113 



J.-F. BOUTOT ET H. CARAYOL 

COROLLAIRE 10.3 . — Soit B' -+ B une extension infinitésimale 
dont le noyau I est de carré nul et soit B[I] la B-algèbre BOI avec 
P = 0 . Alors : 

(i) Gx mmF2n-1M/] est un groupe abélien, 
(a) si GJB') est non vide, c'est un GX{B[I)) -ensemble homogene 

principal. 
Ces structures sont canoniques. 

Démonstration. — C'es t un e conséquenc e classiqu e d e la commutatio n 
de G au produit fibre , énoncé la plupart d u temps pour de s anneaux locau x 
artiniens, mai s valabl e dan s c e context e (cf. Schlessinge r [Se], Artin FAI). 
La structur e d e group e es t défini e pa r l'homomorphism e 

B[I] 
F2n-1M/] B[I] B\I] 

(b + i) 
F2n-1M/] (b + j) b + i+i 

dont o n déduit , compte-ten u d e ( 1 0 . 2 ) , un e applicatio n : 

GX(B[I]) x Gx (B[I]) GX(B[I)). 

De même , o n dédui t d e l'isomorphism e 

B' xBB' B' xBB[I] 

F2n-1M/] a Xfe 6 + (c — a) 

une bijectio n 

GX(B') X GJB') >GX(B') X GX(B[I]) 

induisant l ' identit é su r l e premie r facteur ; d 'o ù l a s t ruc tur e d'espac e 
homogène principa l lorsqu e GAB') ± 0 . 

Le f o n c t e u r F 2 n - 1 H, étant représentable , commut e égalemen t a u produi t 
fibre d 'extension s infinitésimales ; d'où , sou s le s hypothèses d e (10.3) , un e 
s t ruc ture d e group e su r Hx (BI\) et d'espac e homogèn e principa l sou s 
ce group e su r HJB') lorsque HJB') est no n vide . La faço n don t ce s 
structures son t définie s impliqu e qu e le s application s F2n-1M/] : GX(B[I]) 

HX(B[I]) et F2n-1M/] : GJB') HJB') leur son t compatibles . 
PROPOSITION ( 1 0 . 4 ) . Si HJB') 

F2n-1M/] alors Gx (B') 
F2n-1M/] 

Démonstration. — Soien t F2n-1M/] représentant x G G(B) et M l e 
0[U] -module d e Cart ie r gradu é de F2n-1M/] X sur B. On s e ramèn e aisémen t pa r 
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localisation a u ca s o ù M/VFGM est u n jB-modul e libre . Soien t alor s (7o,7i) 
une y - b a s e homogèn e d e M e t 

U7i = [°o,¿] Ttzt "T F2n-1M/] 

m>0 
ym [ûm,i] USERS (i =  0,1 ) 

les équation s d e définitio n d e M. F2n-1M/] Pour releve r X e n X ' sur B' i l suffi t 
de releve r le s ß"m.i E B en de s a'mA e vérifiant toutefoi s ao,o '«0,1 = 7T 
(2.3). 

Le foncteu r F2n-1M/] associe a (X,p) entre autr e l a class e d'isomorphism e d e 
T = MIV M muni d e n. L'image (7o,7i) 

F2n-1M/] 70, 7 l est une base homogene 
de T telle qu e n7o = ao,o7 i et F2n-1M/] = oo,i7o - Si HJB') est no n vide , i l 
existe 

F2n-1M/] SUI B' relevant F2n-1M/] donc il existe ao,o et «0,1 E B' relevant 
«0,0 et «0,1 tels qu e ao,o «0,1 = 7T. 

Nous somme s maintenan t e n mesur e d'établi r l e résultat essentie l d e ce 
paragraphe : 

PROPOSITION (10 .5 ) . Pour que F2n-1M/] :G -+ H soit un isomorphisme, 
il suffit qu'il en soit ainsi en restriction à la catégorie des k-algèbres. 

Démonstration. Soit Nilpn la sous-catégori e pleine d e Nilp formé e 
des F2n-1M/] -algèbres telle s qu e l 'imag e de 7Tn soit nulle , e n particulie r Ni lp ± D G 

est l a catégori e de s fc-algèbres. Supposons pa r récurrenc e qu e 
F2n-1M/] Nilpn 

est 
un isomorphisme . Soien t B' G Ob Nilpn+i et B = B'/TTnB' I = irnB'. 
Alors B e t B[I] G Ob NilPn, donc 

F2n-1M/] et 
F2n-1M/] sont bijectifs . I l résult e d e 

ce qu i précèd e qu'alor s F2n-1M/] est bijectif . 

11. Espace s tangents . 
Notons m avec s2 — 0 le s nombre s duaux . Pou r x G G(k), l'espace 

tanerent à G en x es t F2n-1M/] = {x' G G(k[e]) d'image x dan s G(k)}. Il résulte 
de la proposition (10.2 ) qu e F2n-1M/] est canoniquemen t u n fc-vectoriel  e t qu e 
l'application tangent e (x) : %(x ) »7* ®o K)[ induite pa r df est fc-linéaire. 
On s e propose d e montre r dan s c e paragraphe : 

PROPOSITION (11.1). Quel que soit x e G(k), l'application 
tangente dffs (x) 

F2n-1M/] F2n-1M/] F2n-1M/] est bijective. 
Pour démontre r l a proposition, i l faudra no n seulement calcule r l'espac e 

tangent 
F2n-1M/] mais égalemen t identifie r l'applicatio n tangent e F2n-1M/] sdf tJx) pour 

en vérifie r l'injectivité . 
Soit 

F2n-1M/] un représentan t d e x e t soi t M l e 0[U] module d e Cartie r 
gradué d e X sur k. D'aprè s (10.1) , déforme r 

F2n-1M/] revient à  déforme r x , 
autrement di t a  deformer M. Ains i 
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to (x) = {déformation s d e M e n u n 0[U] -module d e Cartie r gradu é M' 

sur k[e}}. 

11.2 Rappelons tou t d'abor d commen t calcule r le s déformation s de s 
modules d e Cartie r de s groupe s p-divisible s (cf. [No], [Z i 3] 5 .41) . Si M' 
est un e déformatio n d e M au-dessu s d e k[s], on a  un e suit e exact e : 

0 ^  M £ M' —> M  —•o 0, 

où F2n-1 += eoo 
»=0 V'[e](M/VM) *o(JV)o *o(JV)o *o(JV)o 

Cette suit e exact e s e scind e e n relevan t M e n : 

M = {me M'\ il existe l ave c Vem € FM' 
e-i 

i=0 

V ' [ £ ] ( M / M ) } . 

Ce relèvement d e M e n M  prolong e le relèvement éviden t d e FM e n FM' 
venant d e FM' n  ME F2n-1M/] on l'obtien t e n remarquant qu e l'action d e V 
sur M/FM es t nilpotente . 

Le scindale ainsi défin i es t Wo(k)[F] -equivanant ;  pa r contre , notan t 
V l'actio n d e V su r M' , on a VM C M © \[e](M/VM). La structur e d e 
M' est déterminé e pa r l'applicatio n fc-linéaire B : VM/TTM -» M/VM 
telle qu e V'm =  F  m + [emVm) pour m € M . Réciproquement un e tell e 
application défini t un e uniqu e deformation M' d e M. 

LEMME ( 1 1 . 3 ) . L'espace tangent 
F2n-1M/] s'identifie canoniquement à 

l'espace des applications k-linéaires de degré zéro 0: VM/TTM M/VM 

telles que 811 = 113. 
A une telle application correspond le module M' = M e MEF2n-1M/ où 

V'(m,0) = (Vm, (Vm)). 
Démonstration. — Dan s ce cas M e t M son t munis de plus d'une actio n 

de F2n-1M/] donnée équivalent e à  la graduation et à l'action d e II , e t l a suit e 
exacte est compatible à  cett e action. Comme l'action de F2n-1M/]F2n-1M/]F2n-On commute 
a Wo (k[e]) [F,n on a F2n-1M/] M C  M;dfgg en d'autre s terme s le scindag e 
est compatible à  la graduation et à l'action d e II . Pa r ailleurs celles-c i 
sont déterminée s sur F2n-1M/] F2n-1M/] par leu r valeu r sur F2n-1M 

M/VM. Ainsi l e scindag e 
M ' =  M® M£ détermine graduatio n e t actio n d e II su r M' en fonction d e 
celles su r M. De plu s M' est u n 0[U] module d e Cartie r gradu é su r ke] 
si e t seulemen t s i V est d e degr é 1  et commut e a  II , autremen t di t s i B 
est d e degr é 0 e t commut e ma 

LEMME ( 1 1 . 4 ) . 
F2n-1M/] Si M possède un seul indice critique Vespace 

tangent %(x) est de dimension 1. Plus précisément, si i est critique et 
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i + 1 non critique, on a nécessairement F2n-1M/] = 0 et F2n-1M/] s'identifie à 
l'espace des applications k-linéaire Pi : Mi+i/nMiDFF ^Mi V M i + 1 . G H H 

(ii) Si M possède deux indices critiques, l espace tangent t-â(x) est de 
dimension 2. Plus précisément, 

F2n-1M/] s'identifie à l'espace des couples 
d'applications k-linéaires Pi : VMI+1 /TTMÌ Mi/VMiSFF+1(i = 0,1) . 

Démonstration. (cf. [Zi 2], 3.10) . Les condition s suivante s son t 
équivalentes : 

a) l'indic e i est critiqu e pou r M , 
b) l'application II : Mi/VM i + 1 G G D 

M i + 1 / V M i f g est nulle , 
c) l'application II : VMi/TcMi+iGG VMÍ+JTTFGMÍ est nulle . 

En effe t i l y  a  inclusio n entr e sous-module s d e mêm e indic e dan s Mi 

ou F2n-1M/] si et seulemen t s i i l y  a  égalité ; l'assertio n résult e don c d e 
l'équivalence entr e le s condition s IIM, = VMi e t wMi = nVMi. 

Ainsi dan s l e premie r cas , le s relation s ILS; =  / 3 1 + 1 n sont satisfaite s s i 
et seulemen t s i A-+i = 0 ; alors qu e dans l e second ca s elle s sont satisfaite s 
quels qu e soien t A) e t /3 l 

LEMME(11.5). Supposons i critique pour M. Alors i est critique 
pour M1 si et seulement si ft+i =  o . 

Démonstration. Supposons F2n-1M/] = o et montron s qu'alor s i es t 
critique pou r M' autrement di t F2n-1M/] C V'M . Vérifions l e séparémen t 
pour chacu n de s facteur s d e DFG F2n-1M/] Me,i. 

On a F2n-1M/] C V'M£A. F2n-1M/]F2n-1M/] = [é\{Mi/VM i + 1)dfg VrMeii+1 et 
II es t nu l su r (»7* ®o K)[l] 

D'au t re pa r t I IM; C VMi. E n effe t pou r m G Mi, on a n(m,0) = 
(nm,0); or i l exist e mi e Mi tel qu e I l m = Vrrii et, puisqu e A+i =  0 , 
on a (Vmu0) = V(mu0). 

Réciproquement supposon s i critique pou r M'. Soient m  e t rai  dan s 
Mi tels qu e lira =  Vrrti 4 irMi+x. On a  n(ra , 0) = (lira , 0) = ( V m i , 0 ) ; 
mais (Vmu 0) ne peu t apparteni r à F2n-1M/] VM' que s i / W ^ m i ) = 0 , d 'o ù 
ft+i =  o . 

L E M M E (11.6). Supposons i critique pour M'. Alors on a (»7* ®o K)[l] 

M r l n . 

Démonstration. Pour m e Mi et n e M£ìi , o n a V(m,n) + 
(Vm.Vn), car F2n-1M/] = 0 . Par ailleur s II(ra, n) = (lira , un). Ainsi (ra,n ) G 

(»7* ®o K)[l] si e t seulemen t s i ra F2n-1M/]F2n-1M/] et n G M •V" 1 !! 
e.i 

Mais M vdv 
e.iGF 

= o . En effe t M.i 
F2n-1M/] 3 F

2n-1M/] nbv {Mi+j / V M i + j + 1 ) J H J est N -
gradué, de même qu e ^£,¿+1 ; l'application V : M£¿ M e , j +i est d e degr é 
1 pou r ce s graduations , alor s qu e n est de degr é 0 . Ainsi n F2n-1M/] est te l 
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que Vn = Un si e t seulemen t sighh uno = 0  e t Urij = Vnj_1 pour j > 1 . 
De plu s Tinj = 0  pou r 3 pair, ca r i es t critiqu e pou r M. O n e n déduit F2n-1M/] 

F2n-1M/] = 0 , donc 
F2n-1M/] = 0  e t Vrij-2 = F2n-1M/] = 0 , don c nj-2 = 0  ; d'o ù 

n =  0 . 

Soit (»7,r,«,r) F2n-1 un triplet admissible rigidin é (5.8 e t 5.16 ) représentant 
(»7* ®o K Soient 

F2n-1M/] ®o k et u : n T l'applicatio n fc-linéaire  déduit e d e u. 

LEMME (11.7). (i) Si (i7,T,u ) possede un seul indice critique i, 
Ve space tangent FG F2n-1M/] est de dimension 1 et s identifie a l espace des 
applications k - linéaire s Si : Ker Ui 

F2n-1M/] 
fii) Si (n,T,u) possède deux indices critiques, l'espace tangent F2n-1M/] (£(*)) 

est de dimension 2 et s'identifie à l'espace des couples d'applications Jfe-
linéaires Si : Kevui Ti (¿ = 0,1) . 

Démonstration. Soient (n'T',u') une déformatio n d e (r?,T, u) au-
dessus d e k[e], r}' = F2n-1M/] <g)o k e t u1 : ri' T1 l'applicatio n fc-linéaire  déduit e 
de u'. L'application 

F2n-1M/] est u n isomorphism e e t l e diagramme : 

rf 

F2n-1M/] 

T' 

ri 

U 

T 

détermine un e applicatio n fc-linéaire  d e degr é zér o S : Kevu —> eT = 
Ker(T' - + T ) telle qu e IL5 =  SU. Réciproquement un e tell e applicatio n 
détermine à  isomorphism e prè s un e déformatio n d e (77, T, U) et l a rigidifi -
cation r  d e r ? définit un e rigidificatio n d e nr. 

Si i es t u n indic e critique , le s application s n :  Ti -+ Ti+ i e t n  : 
Vi Vi+i sont nulles ; pa r contr e s i i n'es t pa s critiqu e c e son t de s 
isomorphismes. Ains i s'i l y  a  un seu l indice critique , I I identifi e 6{ et <5¿+i ; 
s'il y  a  deu x indice s critiques , 6i e t 6{+i sont indépendants . 

Remarque (11.8) a ) La dimensio n de s espace s tangent s es t évident e 
sur 1  interpretation géométrique d e m k comme represente par u n arbr e 
de droite s projectives . Le s point s d'intersectio n d e ce s droite s projective s 
sont précisémen t ceu x o ù i l y a  deu x indice s critiques . 

b) O n notera qu e Si = 0 si et seulement s i l'isomorphism e li yrìi induit 
un isomorphism e Ker u\ Ker Ui. 
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Soient M ' une déformation d e M, correspondant à ( A ) , A ) , et F2n-1M/]F] 
correspondant à (¿0,61), la déformation de »7* ®o image de M ' par F2n-1M/] 

LEMME (11.9). Supposons i critique pour M'. Alors Pi = 0  si et 
seulement si Si = 0. 

Démonstration. —  Puisque i est critique pourF2n-1M/] M e t M ' , le diagramme : 

r\'i 

F2n-1M/] 

F2n-1M/] 

F2n-1M/] 

F2n-1M/] 

Ti 

s'identifie d 'aprè s (4.5 ) au diagramm e : 

(M/) F2n-1M/] 
Mi 

F2n-1M/] 

M ' i / V M U F G G Mi/VMi-iFG. 

De plu s (M¡) y ' - ' n = M\ v
- 1 n d'après (11.6). Ains i l e diagramme : 

m Vi 

F2n-1M/] 

TÍ 

Ui 

Ti 
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s'identifie a u diagramm e : 

MÍ/TTMÍ MÍ j-K MÍ 

M ' J V ' M U D F D M i / V M i - x . F D F 

On a 6i = 0 si e t seulement si l ' isomorphism e »7* ®o K)[ induit une 
bijection Ke i Ui—•Ker Ui 11.8 . Vu le s identification s ci-dessus , c'es t l e 
cas s i e t seulemen t s i o n a V MU n Mi F2n-1M/] ( V M i - i ) F Etant donn é l a 
description d e V en fonctio n d e Pi (11-3), ceci équivau t à Pi = o. 

(11.10) L a propositio n (11.1 ) résulte de s lemme s précédent s : 
Si i es t l e seu l indic e critiqu e pou r F2n-1M/] les espace s tangent s %(x) et 

DFD (»7* ®o K) sont d e dimensio n 1 . On a F2n-1M/] - 0  (11.4 ) et i es t crit iqu e pou r 
M' 11.5 . Enfin F2n-1M/] est infective 11.9 , donc bijective . 

S'il y  a  deu x indice s critiques , le s espace s tangent s son t d e dimensio n 2 . 
Les deu x sous-espace s d e dimensio n 1  d 'équatio n Bi+i = 0  d e % ( x ) 
(i = 0,1 ) sont caractérisé s d e manièr e équivalent e pa r l a conditio n :  i 
crit ique pou r M' (11.5). De plu s t-Ax) est miectiv e e n restrictio n a  ce s 
sous-espaces (11.9) et ceux-c i son t d ' image s distincte s dan s t-ÏT F

2n-1M/] donc 
DF (x) est encor e bijective . 

12. Fin de la démonstration. 
On achèv e dan s c e paragraph e l a démonstra t io n d u théorèm e d e Drin -

feld. D 'aprè s (10.5), il suffi t d e montre r qu e F2n-1M/] G -> H est u n isomor -
phisme e n restrictio n à  l a catégori e de s fc-algèbres.  Nou s nou s restreignon s 
désormais à  cet t e catégorie . 

On a  établ i précédemmen t qu e l 'applicatio n (»7* ®o G(k) H(k) 

indui te su r le s point s géométrique s es t bijectiv e (5.17 , de mêm e qu e le s 
applications tangente s DFGD en chacu n d e ce s point s ( î i . i ) . Il suffi t pou r 

conclure d e montre r qu e F2n-1M/] est représentabl e pa r u n morphism e d e typ e 
mmF2n-1M/] 

D É F I N I T I O N (12.1). Pour n et m entier s > o , on défini t l e sous -
foncteur Gn m de G qui , à  un e fc-algèbre  B, associ e l 'ensembl e de s classe s 
d ' isomorphic de couple s »7* ®o K)[ comme e n (8.1), tel s qu e : 
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1) 7Tnp : ®B X est un e isogénie , 
2) Ker 7 T > C <$>B 7 T n + m . 

On not e ic i ( 7 T n + m ) le noya u d e F2n-1M/] dans F2n-1M/] La conditio n 2 ) 
(»7* ®o K)[l](»7* ®o K)[l] 

2') i l exist e un e isogéni e (3:X F2n-1M/] telle que (37rnp _ 7 r n + m ) 

PROPOSITION (12 .2 ) . Quels que soient n et m, le foncteur Gn,m 
est représentable par un k-schema projectif 

Démonstration. Soit A l 'algèbr e d e $ ( 7 T n + m ) sur La donné e d u 
couple (X,o) sur un e fc-algèbre B est équivalent e à  cell e d u noya u Z de 
7cnp. L'algèbre Oz est un e B-algèbre localemen t libr e d e ran g q4n quotient 
de F2n-1M/] Donc F2n-1M/] est u n sous-foncteur d u schéma d e Hilbert Hilb (»7* ®o K)[l] 
paramét ran t ce s algebres, lequel es t un fc-schéma  projectif . 

De plu s l'inclusio n d e F2n-1M/] dans Hil b (A,q4n) est représentabl e pa r une 
immersion fermée . E n effe t l a conditio n qu e Z soi t u n sous-schém a e n 
OD -modules d e $B F2n-1M/] est fermée . 

Dire pa r exempl e qu e Z es t stabl e pa r multiplicatio n signifi e qu e l a 
flèche 

Ltz :  Z x  Z $ ¿ ? ( 7 T n + m ) X ®B ( 7 T n + m ) ®B ( 7 T n + m ) 

se factoris e à  traver s l ' immersio n Z c - * < & B ( 7 T n + T n ) Autrement dit , sur les 
algebres de fonctions , l 'homomorphism e 

u z : AB 
AB ® b AB Oz ®B Oz 

annule l e noya u Jz de l a surjectio n A B Oz. Les B-module s Jz et 
Oz ®B Oz sont localemen t libre s d e ran g fini  e t leu r formatio n commut e 
à tou t changemen t d e bas e B -» B'. La conditio n / 4 (Jz) = 0 définit bie n 
u n ferm é d e Spec (B). 

On vérifi e d e mêm e qu e l 'appartenance à  F2n-1M/] Z de l 'élémen t neutr e e t d e 
l'inverse son t de s conditions fermées , ains i qu e la stabilité d e Z pa r l 'actio n 
de O n . 

Il es t clai r que , pou r n < n et m < m ' , le foncteu r F2n-1M/] est u n sous -
foncteur d e F2n-1M/] De plu s : 

L E M M E (12 .3) . Pour toute k-algèbre B, on a 

G(B) = U 
n,m 

F2n-1M/] (B). 

Démonstration. Soit F2n-1M/] représentant u n élémen t d e F2n-1M/] G(B). Par 
définition P :  $B X est un e quasiisogénie, don c i l existe u n entie r n te l 
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que 7Tnp soit un e isogénie. Pou r cet t e isogénie , i l existe u n entie r m  e t une 
isogénie ß:X $B tels que ßnnp = 7 T n + m ([Zi 3], Satz 5.25). 

L E M M E (12 .4 ) . Pour X e Gn¡)Tn(Jc), l'application tangente 

(»7* ®o K)[l] (x) tâ(x) est bijective dès que n > n et m >  m . 
Démonstration. —  L'applicatio n tangent e e n x es t évidemmen t injec -

tive puisqu e F2n-1M/] est u n sous-foncteu r d e G. Montron s qu'ell e es t sur-
jective. 

Soient F2n-1M/] représentant x et F2n-1M/] une déformatio n d e F2n-1M 
F2n-1M/] au-

dessus d e m . Par hypothès e 7Tnp est un e isogéni e d e xgh F2n-1M/] sur X. Alors 
F2n-1M/] se relèv e e n une isogénie d e F2n-1M/] F2n-1M/] X1 ([Zi 31,4.47) et, d 'aprè s l a 
rigidité de s groupes 7r -divisibles, cet t e isogéni e es t nécessairemen t 7T n +V-

De plu s o n suppos e Ker(?r n p) C $ ( 7 T n + m ) , F 2 n - 1 M / ] aut rement di t i l exist e un e 
isogénie ß de X sur telle que 37Tnp= 7 T n + m . s g d Alors 7T/3 se relève e n une 
isogénie ß' de X' gm F2n-1M/] telle qu e / Î , 7 r n + V F2n-1M/]F2n-1M/] aut rement di t 
ker F2n-1M/] C * ( 7 T n + m + 2 ) . 

Ainsi F2n-1M/] représente u n élémen t d e fghh Gn'm> (k[e\) pourvu qu e n' > 
n + 1 et m' > m +  1 . 

(12.5) Noton s £n,ra le morphisme d e Gn m dans ii f obtenu e n composan t 
l 'inclusion d e Gn%rn dans G avec C'est u n morphism e d e typ e fin i ca r 
G n^m est u n schém a d e type fin i su r k. 

Pour y € H(k) il existe , d 'aprè s (5.17 ) e t (12.3) , u n uniqu e F2n-1M/]jhj x E G(k) 
tel qu e y = É(x ) et de s indice s ny e t rriy tels qu e x e ^ riy , 7 7 l y F2n-1M/] Pour 
n =  n v +  1 F2n-1M/] et m = m . +  1 , l 'apphcat ion tangent e e n a: a sn,m est 
bijective, d 'aprè s (11.1) et 12.4). Ainsi F2n-1M/] est étal e a u voisinag e d e x ; 
mieux, puisqu e 1  application induit e pa r Sn,m sur le s points géométrique s 
est mjective , c  est un e immersion ouvert e a u voisinag e d e x. Aut remen t 
dit , i l exist e u n voisinag e ouver t Vy d e y dans H au-dessu s duque l Sn,m 
est u n isomorphisme . 

Pour n' > n e t m' > m, F2n-1M/] le morphism e F2n-1M/] restreint à F2n-1M/] induit 
encore de s biiections su r les points géométrique s e t les espaces tangent s en 
ces points , c'es t don c égalemen t u n isomorphisme. Ains i o n a  F2n-1M/] Gn',rn'\Vy = 
Gn m j et, d 'aprè s (12.3), GVV — Gn^m I Vy ; au-dessus de F2n-1M/] le morphism e 

F coïncide ave c F2n-1M/] c'est u n isomorphisme . 
Il e n es t d e mêm e a u voisinag e d e chaqu e poin t d e F2n-1M/]F2n-1M H, donc F2n-1M/] est u n 

isomorphisme. 

Remarque (12.6). On montrerai t facilemen t pa r de s raisonnement s 
analogues que , pou r tou t n , i l exist e m te l qu e F2n-1M/]F2n-1M/] Gn m* F2n-1M/] Gn m pour 
m' >  m. F2n-1M Le sous-foncteu r Gn de G défini pa r l a seul e conditio n qu e 
7Tnp soit un e isogéni e es t don c représentabl e pa r u n fc-schéma  projectif . 
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Géométriquement Gn es t représent é pa r u n sous-arbr e fin i d e l'arbre infin i 
de droite s projective s représentan t G au-dessu s d e k. 

13. Constructio n d'u n systèm e d e revêtement s d e ft (g)/r J^nr 

(13.1) Puisqu'il représent e l e foncteu r G de (8.3) , l e schém a forme l 
MnêOoô n r est mun i d'u n 0£>-modul e forme l "universel" , not é X. Pou r tou t 
entier n > 1 , on not e 7Tn l'endomorphisme d e X au-dessu s d e Q®nOnr qui 
traduit l'actio n d e 7Tn G 0 D . En chaqu e poin t géométriqu e s d e (»7* ®o K)[l 
(c'est-à-dire, d e s a fibr e spéciale) , l a restrictio n d e 7Tn à l a fibre Xs est 
une isogénie , don t l a hauteu r es t constante e t égal e à  4ro . Utilisan t alor s 
des résultat s d e Th . Zm k F2n-1M/] F2n-1M/] OU (10.1), on e n dédui t qu e 7Tn est un e 
isogenie : par suit e so n noyau , qu e nou s noton s F2n-1M/] est représentable par 
un schéma formel en groupes, fini et localement libre sur F2n-1M/] U®0O

nr 

, de rang 
q4n. Il est clai r d'autr e par t qu e F2n-1M/] Xn 

est muni d'une actio n d e (0D/7TnöD). 
Remarquons auss i que le module des différentielles F2n-1M/] Q1 

gh /n®ao
nr est annule 

par 7Tn : il suffit e n effe t d e le vérifier su r l a section nulle , e t cel a résulte d e 
la définitio n d'u n O/3-module formel ; en effet, 7Tn doit opére r su r Li e (X) 
via l e morphisme structural , e t i l en résult e que , localement su r (»7* ®o K)[ 
l'algèbre affin e de Xn est engendré e pa r deu x "coordonnées " x\ e t X2 
vérifiant de s équation s F i ( x 1 , x 2 )DFGD = 0  ( i =  1  ou 2) , avec : 

Fi = 7TnXi + (terme s d e degr é > 2 ) . 

On a  don c bien , su r l a sectio n null e : 7Tndxi = 0 . 
On peu t exprime r essentiellemen t l a mêm e chos e e n disan t qu e Xn 

est "formellemen t étal e au-dessu s d e (»7* ®o K) en dehor s d e l a fibre 
spéciale "([Eli). 

(13.2) Noton s alor s F2n-1M/] Vespace riqide associ é à Xn, c'est-à-dire s a fibre 
générique a u sen s d e Raynaud ([Ra 11). D'après c e que To n vien t d e voir , 
FDG est un revêtement fini étale de F2n-1M/] F2n-1M/] (l'espace rigide sur J^nr déduit 
de M par extensio n de s scalaires) . fibre e n (0D /wnOD) -modules. O n a 
des inclusion s 

F2n-1M/] F2n-1M/] où Xn-x apparaît comm e l e sous-espac e de s 
points d e Xn tués pa r TT71"1. Nous noteron s Xn-i/2 l'espace intermédiair e 
constitué de s point s d e Xn 

tués pa r F2n-1M/] 
On sai t d'autr e par t qu e l e cardina l de s fibres  d e Xn 

est éga l à 9 4 n , 
c'est-à-dire a u cardina l d e (öD0/ir

nOD). Il es t immédia t d'e n déduir e qu e 
ces fibres  son t de s (0D0/n

nOD) -modules libres de rang 1  (tout élémen t d e 
Xn — Xn_i/2 en constitu e un e base) . 

Considérons alor s le complémentaire : F2n-1M/] déf Xn — Xn_1/2 , constitué de s 
points d e Xn "exactement tué s pa r 7Tn". Il résult e d e tou t c e qu i précèd e 
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que F2n-1M/] constitue un revêtement étale galoisien de F2n-1M/] J£nr , de groupe de 
Galois ( 0 D / n n O D y . G Pour n variable , le s En forment u n système projectif. 
via l'isogéni e 7r qu i indui t de s morphisme s : F2n-1M/] F2n-1M/]fdfffqq —• Xn, 

F2n-1M/] —• S n ; le group e d e Galois de c e systèm e es t l e complét é profin i Oh 
de 0*D. 

Il es t impor tan t enfi n d e note r qu e le s revêtement s qu 'o n vien t d e 
construire son t équivariants relativemen t à  l 'actio n d e GL(2 , K) considéré e 
en (9.3 ) :  i l es t clai r e n effe t qu e cet t e dernièr e s e relèv e e n un e actio n su r 
le (9 /3-module universe l X , d'o ù un e actio n su r (»7* ®o K)[l] 

(13.3) Quelques remarques. 

(a) Utilisan t pa r exempl e de s résul tat s d e Elki k ([El]) , o n peu t montre r 
que l a catégori e de s revêtement s étale s fini s d e Q®K Knr est équivalent e 
à cell e de s revêtement s étale s fini s d e F2n-1M/] Knr. La constructio n ci -
dessus défini t don c u n systèm e d e revêtement s étales , encor e noté s (»7* ®o 
de F2n-1M/] J^nr 

(b) O n remarquer a qu e cet t e constructio n d e s » est d e na tu r e puremen t 
rigide-analytique :  bie n qu e l 'o n sach e "abstra i tement " qu e F2n-1M/] doit 
provenir d 'u n certai n schém a forme l F2n-1M/] ce dernie r n  es t pa s construi t 
(il faudrai t pou r cel a défini r c e qu'es t un e "bas e d e Drinfeld " dan s l a 
présente s i tuat ion) . 

(c) L'art icl e [Ca 2] indique un e méthod e qu i perme t d e calcule r pa r voi e 
globale —  c'est-à-dir e e n utilisan t l e théorèm e d e Cerednik-Drinfel d —  l a 
cohomologie de s revêtement s F2n-1M/] : cel a fourni t un e réalisatio n géométriqu e 
à l a foi s d e l a correspondanc e d e Jacquet-Langland s (entr e représentat ion s 
de GL(2,K) et D*) et d e cell e d e Langlands (entre représentat ion s d e 
GL(2,K) et d u group e d e Weil WK). 
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Chapitre III : Le théorème de Cerednik-Drinfel d 

0. Introduction e t notations . 
0.1 . —  O n suppos e fixé  dan s t ou t e l a sui t e u n corp s d e quatern ions 

A , indéfini , d e centr e Q . Cel a défini t u n group e réducti f su r Q , no t é A * 
("le g roup e mult ipl icat i f d e A " ) te l qu e l 'o n ai t , pou r t o u t e Q-algèbr e R : 

A*(Ä) = (A<g)Ä)* (et don c A*(Q ) =  A*) . 

Le group e A*(R) , en part icul ier , es t alor s i somorph e à G L ( 2 , R ) . Un te l 
i somorphisme é tan t fixe , A*(R) opère don c su r l e "double " demi-pla n d e 
Poincaré : 

^ ± =  p 1 ( C ) - P 1 ( R ) . F 2 n - 1 M / ] 

Soit d ' au t r e p a r t U C A * ( A / ) u n sous-group e compac t ouver t d u 
groupe de s poin t s d e A* à valeur s dan s le s adèle s finies.  O n associ e alor s à 
ces donnée s l a courbe de Shimura, noté e Su, défini e su r Q , don t l 'ensembl e 
des po in t s complexe s es t décri t pa r l a formul e suivant e : 

Su(C) =  A * ( Q ) \ [ t t ± x  A*(f\f)/U]. 

Le quot ien t qu e l 'o n vien t d 'écrir e n 'es t d 'ai l leur s rie n d ' au t r e , ains i 
que To n vérifi e facilement , qu e l a réunio n d 'u n nombr e fini  d e quot ient s 
r , - \ w du demi-pla n d e Poincaré 7i pa r de s sous-groupe s a r i thmét ique s 

F2n-1M/] (i.e. commensurable s à A* Z pour un e structur e entièr e arbitraire) . 
C'est e n par t icul ie r un e surfac e d e R i e m a n n compac te , mai s e n généra l 
disconnexe. S a Q-s t ruc tur e a  ét é défini e pa r Shimura , d a n s l e cadr e d 'un e 
théor ie beaucou p plu s général e pou r laquell e nou s renvoyon s à  [De] . Nou s 
nous bo rnon s à  décrir e ic i (a u §1 ) u n problèm e d e modules , défin i su r Q , 
représentable p a r Su- De s s i tua t ion s plu s générales , o ù A  es t un e algèbr e 
de qua te rn ion s d e centr e u n corp s to ta lemen t réel , on t é t é décrite s dan s 
[Mi] e t [Br-La ] (cas to ta lemen t indéfini) , ains i qu e dan s [Ca 1] (cas de s 
courbes) . 
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0.2. —  Noton s 6 le produit de s nombre s premier s o ù A est ramifiée. Les 
méthodes développée s t an t dan s Mi et [Br-La] que dan s [Ca 1] avaient 
pour b u t de décrire l a reduction de Su en u n nombre premie r n e divisan t 
pas 6. Ici a u contrair e notr e bu t est d 'étudier l a courb e Su en u n nombr e 
premier p (fix é un e fois pou r toutes ) divisant 6. 

Le group e A*(Qp) = a ; est l e group e multiplicati f d u corps Ap = 
A ®  Q p . Il possèd e u n uniqu e sous-group e compac t maxima l not e US 
(consti tué de s unités d e l 'uniqu e ordr e maxima l d e F2n-1M/] Ce sous-group e 
maximal es t filtré  pa r une famille décroissant e (up n>0 de sous-groupe s 
distingués, ou p désigne l e sous-groupe de s unités qu i sont congrue s à  1 
modulo la puissanc e nieme de l'idéa l maximal . Nou s supposeron s toujour s 
que not r e sous-group e U C  A*(A/ ) se décompos e comm e u n produi t 
U = Un Up, o ù Up C A * ( A > ) est u n sous-group e compac t ouver t 
arbi t ra i re . 

0.3. — Sous s a forme originelle , l e théorème d e Cerednik décrit , dan s 
le ca s où n = 0 (c'est-à-dire dan s l e cas où U es t "maxima l e n p " ) , une 
uniformisation p-adiqu e d e Su ®  Q » en terme s d e quotients a  la Mumfor d 
([Mu 2] ) du "demi-plan" non-archimédien »7* ®o K)[ La démonst ra t io n 
modulai re d e Drinfeld qu e nous allon s expose r ic i permet d e retrouver c e 
résul ta t , tou t e n comparan t l a famill e universell e d e variété s abélienne s 
por tée pa r Su à l a famill e universell e d e groupe s formel s por té e pa r Í2. 
Il e n résult e alor s aisément , pou r n >  0 , une uniformisatio n d e Su ®  Q p 

en te rme s de s mystérieu x revêtement s F2n-1M/] de F2n-1M/] que l e théorèm e loca l 
fondamental perme t d e définir . 

0.4. — Nous nou s plaçon s dan s l e cas où n =  0 . Nous commençon s par 
rappeler (§ i ) quel es t le problème d e modules sur Q, et don c sur DF Puis 
nous définisson s a u §3 un problèm e d e modules su r Zp qui l e "prolonge " 
naturel lement . C e prolongemen t es t possibl e parc e qu e la "s t ructur e d e 
niveau" es t concentré e e n dehor s d e p (car n = 0 ) , F 2 n - 1 et qu'ell e gard e don c 
un sen s e n caractérist ique p . L a seule chos e q u on ajoute e n passant d e QP 
à Z p est une condition, e n caractérist ique p , por tant su r le groupe forme l 
de l a variét é abélienne , conditio n identiqu e à  cell e qu e nous avon s déj à 
rencontrée pou r l e foncteur qu e représente Q. 

Puis o n montr e qu e le foncteu r prolong é es t représentabl e pa r un Zp-
schéma e n courbes propr e (mai s no n lisse) Su d e fibre  génériqu e S t / ® QP ; 
pour prouve r c e résul tat, o n a besoin d e montrer qu e le s variétés abélienne s 
considérées son t canoniquemen t munie s d 'un e polarisatio n principal e com -
pat ible à  une involution positive bie n choisi e (qu e nou s allon s bientô t défi -
nir) d e A  :  c'es t l 'obje t d u §4 . Auparavant, o n a  prouv é a u § 2 que tou s 
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les F p-point S de Su sont dan s l a mêm e class e d'isogéni e :  c'es t l à un e 
différence fondamental e ave c l e cas où p n e divis e pa s S. 

Alors o n es t e n mesur e d'énonce r (au §5) le théorèm e d e Cerednik -
Drinfeld e t se s différente s variantes . O n l e prouv e a u §6 au moye n d u 
théorème loca l fondamenta l d u chapitr e II . 

0.5. —  Fixon s dan s tout e l a suit e u n ordre maximal not é OA  dan s A 
(rappelons qu'il s son t tou s conjugués , ains i qu'i l résult e d u théorèm e d 'ap -
proximation forte) . O n impos e qu'i l soi t stable par Vinvolution canonique 
x • x de A (cela n 'é ta i t pa s impos é dan s [Br -  La i ni dan s fMil): que 
cela soi t possibl e s e voi t localemen t à  chaqu e plac e (l a donnée d 'u n ordr e 
maximal globa l OA est equivalente à l a donnée , pou r toute s le s place s 
finies v, d 'u n ordr e maxima l loca l F2n-1M/] F2n-1M/]F2n-1M/] dans Av = A  ®  Qv, 
ces donnée s locale s é tan t astreinte s à  coïncide r presqu e pa r tou t ave c celle s 
provenant d 'u n ordr e globa l fixé  arbitraire) . 

Une involution positive x —• x* de A  s'obtient , ains i qu'i l es t expliqu é 
dans (loc . cit .) , e n conjuguan t l 'involutio n canoniqu e pa r u n élémen t 
t G  A* dont l e carr é t2 est u n élémen t négati f d e Q  : 

x* =  t-lmxt. 

Dans l e cas présent, i l sera util e d e faire u n choix plu s préci s d e t. C e choi x 
résultera d u lemm e facil e suivant , qu e l'on laisse a u lecteu r : 

L E M M E . — On peut choisir t tel que : t <=OA; t2 = -6. [Il suffi t d e 
remarquer qu e F2n-1M/] est u n corp s neutral isan t pou r Al . 

Nous supposeron s dan s l a suit e qu e t es t ains i fixé,  e t don c auss i 
l ' involution positiv e F2n-1M/]hfdh noter qu e cett e dernièr e stabilis e 1  ordre 
C'A-

Pour termine r cet t e list e d e notat ions , nou s noteron s W l 'ordr e OA 
vu ave c s a s t ruc tur e d e F2n-1M/] -module à  gauche , et V = W <g > Q (un 
A-module à  gauche) . Nous nou s intéresseron s sur tou t au x différente s 
complétions Wi = W ® Il (vues comm e de s OA F2n-1M/]F2n-1M/]F2n-1M/]JHH et 
aux Ve F2n-1M/]F2n-1M/ (des A^-modules) . On noter a qu e le group e AutAf (Vt) 
s'identifie à A * F2n-1M/] F2n-1M/] F2n-1M/] un élémen t g agissan t pa r multiplicatio n à 
droite pa r g x. 

Enfin, nou s utiliserons , pou r A un e variét é abélienne , le s notat ion s 
s tandard : An pour désigne r l e groupe de s points d e ro-torsion, Te(A) pour 
le modul e d e Tate et VeU) pour T * ( A ) ® Q . On dénoter a enfi n pa r Tf(A) 
le produi t de s modules d e Tate pou r tou s le s nombres premier s £, et Vf (A) 
le produi t restrein t de s V df(A). 
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1. L e problèm e d e module s su r C ; polarisations . 

1.1. —  U n problèm e de modules représentable pa r Su es t décri t dan s 
[Mi] e t [Gi ] dans l e ca s plu s généra l o ù A  es t un e algèbr e d e quaternion s 
indéfinie su r u n corp s totalemen t réel . Dan s l e ca s particulie r qu i nou s 
intéresse ici , on obtien t : 

THÉORÈME ( 1 . 1 ) . —  La courbe Sxr/ C représente, si U est assez petit 
(voir plus loin), le Joncteur M. u : Sch/C —• Sns défini comme suit : Pour 
S 6  Sch/C, Adu(S) est l'ensemble des classes d'isomorphie de triplets 
(Ay ¿,77 ) tels que : 

(i) A est un schéma abélien sur S de dimension relative 2. 

(ii) t :  (9A —• Ends A est une action de OA sur A. 

(iii) V est une structure de niveau U sur A. (voir ci-dessous). 

Remarque :  On appell e parfois l e couple (A, ¿ ) une "fauss e courb e ellip-
tique". Dan s l'introductio n d e [De-Ra] , o n explique pourquoi l a réductio n 
de tels objets , en un nombre premier ne divisant pas <5 , se comporte comme 
celle de s courbe s elliptiques usuelles . 

1.2. —  Commençon s par rappeler , d'aprè s [Bo] , commen t défini r un e 
"structure d e niveau £/ " : 

(a) Dan s l e ca s particulie r o ù U = U(N) es t l e sous-group e de s unité s 
de (C? A <8 > Z) qui son t congrue s à  1  modulo un entie r iV , une structur e d e 
niveau U (o u N) es t l a donné e d'un isomorphism e OA-linéaire : 

u: AN ~W ®(Z/NZ). 

(b) Dan s l e ca s général , o n choisi t u n quelconqu e entie r N te l qu e 
U(N) C  U. Une structure de niveau U est alor s la donnée, localement pour 
la topologi e étale , d'un e class e v modul o U d'isomorphisme s v comm e ci-
dessus. [O n vérifie sans mal que cette définitio n es t indépendant e d u choi x 
de N]. 

(c) Pou r S l e spectr e d'u n corp s algébriquemen t clos , o n peu t encor e 
voir un e tell e structure de niveau comm e la donnée d'une class e V modulo 
U d'isomorphisme s : 

v : T/(A) ^ W ®ï. 

Il est même possible de se placer plutôt, comm e expliqué dans [De] , dan s 
la catégorie des variétés abélienne s à  isogénie près, e t d e voir les structures 
de niveau comm e des classes modulo U d'isomorphismes Vf (A) ~  W(g)A/ . 
C'est d e cette dernièr e faço n qu e l'on décri t l e plus simplement l'actio n d u 
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groupe A * ( A / ) su r l e système projectif des Su -  o u si l'on préfère, l'actio n 
des opérateur s d e Hecke. 

1.3. —  Remarque sur la condition iCU assez petit" : C'est l a condition 
qui assur e qu e le s structures de niveau U son t asse z rigide s pour élimine r 
les automorphisme s no n triviaux . I l suffi t pa r exempl e (voi r [Bo] ) que U 
soit conten u dan s U(M) pou r M u n entie r >  3 . Lorsque U es t d e la forme 
Up-Up, i l suffit évidemmen t de supposer Up asse z petit pou r que U le soit : 
dans l a mesur e o ù le théorème d e Ceredni k qu e nous voulon s prouver es t 
"invariant" pa r l e remplacement d e Up pa r u n sous-groupe , nous pourron s 
toujours dan s l a suit e suppose r qu e l a conditio n est satisfaite . 

1.4. —  L e problèm e d e module s qu e nou s venon s d e décrir e es t e n 
fait défin i e t représentabl e su r l e corp s Q, e t l'o n peu t l e prendre comm e 
définition d e la Q-structure sur Su - Dans [Mi ] et [Bo] , on explique comment 
il se prolonge et défini t u n schém a en courbes propre e t liss e au-dessus d e 
Z [377] , où N es t un entie r te l que U (N) C  U. Ici au contraire notre objecti f 
est d'étudie r c e qu i s e pass e e n p (rappelon s qu e p\6). Nou s définiron s 
donc dan s l a suit e u n problèm e de modules au-dessus d e Z p , qui s'avérer a 
représentable pa r u n schém a en courbe s propre e t pla t (mai s non liss e !) . 

1.5. —  Polarisations. 

Rappelons (cf. loc . cit.) que , pou r chaqu e triple t ( A , ¿,17 ) comm e plu s 
haut, un e *-polarisatio n es t un e polarisatio n À  de A tell e que , e n chaqu e 
point géométriqu e s d e 5 , Pinvolutio n d e Rosat i correspondant e su r 
E n d 0 ( A S ) induis e sur OA (vi a ¿) Pinvolution *. Il revient a u même d'exiger 
que, pou r tou t d 6  C?A , le  diagramme suivan t soi t commutati f : 

A 

A • A* 

i(d*) i(d)* 

x 
A • A* 

PROPOSITION (1 .5 ) . —  Soit S un schéma de caractéristique 0  et 
( A , ¿,77 ) G  Adu(S). Alors il existe sur A une * -polarisation principale. 
Une telle polarisation est unique. 

Preuve :  O n s e ramèn e aussitô t a u ca s o ù S = Spec(C) . Dan s loc . 
cit. (cf. pa r exempl e [Mi] , Lemma 1. 1 o u [Bo ] §8) , o n avai t montr é 
l'existence d'une *-polarisation , e t so n unicité à  un nombr e rationnel près . 
Ce qu e nou s avon s e n plu s ici , c'est l a possibilit é d e l a choisi r principal e 
(et, évidemment , u n te l choi x es t unique) . Cel a résult e clairemen t d u 
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lemme suivant, compt e ten u d e l'existence d'u n isomorphism e OA F2n-1M/] 
Tt A ~ We : 

L E M M E (1.6). — Pour tout nombre premier £. considérons Vensemble 
des applications bilinéaires antisymétriques : 

xjj :W£ xWe •  Z¿, 

qui vérifient : 
Vd G  0 A t ijj(dx,y)= Y (x,d*y). 

Cet ensemble constitue un ~L£-module libre de rang 1, et tout générateur 
FG de ce module définit une auto-dualité parfaite sur W£. 

Preuve d u lemme :  (cf. la preuve d u lemme 1. 1 de [Mi]). Soit Y comme 
dans l'énonc é d u lemme . S e rappelant qu e We peut êtr e identifi e a »7* ®o 
on peu t écrir e : 

»7* ®o K)[ = <p(x y) 

où cp es t la forme linéair e <p(u) = V>(l ,u) . On peu t exprime r <p a u moye n 
de l a trace réduit e £r , par l'expression : 

(p(u) = tr(dotu ) = tr(dout), 

avec do un élémen t d e A, . L'antisymétrie d e F2n-1M/] se tradui t pa r l'identit é 
DGFG = -(p(u), et u n bre f calcu l montr e qu e cel a équivau t encor e à  : 
do = do 9 soit do 

F2n-1M/] On e n déduit qu e le lemme résulter a d u : 
Sous-lemme (1.7). L'application 

F2n-1M/] : Wi x  We Qe définie par : 

si eis ^ 0 F2n-1M/] = tr(ty*x) 
si t I S sdf F2n-1M/] F2n-1M/] (ty*x) 

prend ses valeurs dans le, et induit sur W£ une autodualité parfaite. 

Ce sous-lemm e se vérifie immédiatemen t :  dans le premier cas F2n-1M/] on 
peut suppose r que OAn-1M/] = M2 (Ze), et i l est bien connu qu e la trace y défini t 
une aut o dualité parfaite . Or l'involutio n *  défini t u n automorphism e d e 
»7* ®o K)[ et no s hypothèses sur t entraînent qu e t G F2n-1M/]fg d'où l e résultat 
dans c e cas . Dans l 'autr e ca s F2n-1M/] F2n-1M/] est Tordr e maxima l d  un corp s 
de quaternion s e t t une "uniformisante" d e cet ordre ; or il est bien conn u 
dans c e cas que la trace me t en dualit é C A , et F2n-1M/] OA . Le sous-lemme en 
resuite. 

Remarque :  O n noter a qu e l a validit é d u lemm e 1 , e t don c d e l a 
proposition 1 , dépend entièremen t d u choix très particulie r qu e nous avon s 
effectué d e l'élément i , e t don c d e l'involution * . 
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2 . A p p l i c a t i o n d u t h é o r è m e d e T a t e - H o n d a . 
Le prochai n paragraph e ser a consacr é à  étendr e l e problème d e module s 

précédent Mu (avec U = U?UP) en u n problèm e d e module s Mu défini 
au-dessus F2n-1M/] zP. La propositio n suivante , qu e nou s plaçon s ic i pou r l a 
commodité d e l 'exposition, signifier a qu e tous le s points à  valeur s dan s DF 
sont dan s l a mêm e class e d  isogenie . 

PROPOSITION 2 . — 7 7 n'y a qu'une seule classe d'isogénie de couples 
M2(QP) où A est une variété abélienne de dimension 2 sur F p munie 
d'une action t de l'ordre F2n-1M/] En particulier, la varieté A est isogène au 
produit de deux courbes elliptiques supersingulières. L'algèbre E n d ^ (A) = 
EncW F2n-1M/] (g) Q des endomorphismes d'un tel couple (dans la catégorie "à 
isogénie près ") est isomorphe à l'algèbre de quaternions A déduite de A en 
changeant les invariants en p et à l'infini (c'est-à-dire que A est définie, 
non ramifiée en p, et que A£ 

est isomorphe à Ai pour tout £ T¿ p,oo). 
La preuv e d e cett e propositio n es t un e applicatio n s tandar d d u 

théorème d e Tate-Honda . 

(a) O n commenc e pa r montre r qu e A es t isogèn e a u produi t d e deu x 
courbes elliptique s supersingulière s : 

- L e group e p-divisibl e ApOO de A n e possèd e pa s d e part i e étal e (e t 
donc, pa r duali té , pa s de part ie multiplicative ) ;  en effet , s i la composant e 
étale étai t no n triviale, ell e serai t d e dimension 1  ou 2. Mai s F2n-1M/] ne saurai t 
y opérer , ca r i l n 'exist e pa s d 'homomorphism e d'algèbre s : »7* ®o K)[ ni 
A p - M 2 ( Q P ) . Cet te contradictio n prouv e don c qu e Ap<x> est isogen e 
au produi t d e deu x copie s d u group e p-divisibl e d 'un e courb e elliptiqu e 
supersingulière. 

- O n appliqu e alor s l e théorème d e Tate-Hond a (cf. [Br ] Bui [Ta 21) : Si 
A n 'es t pa s isogène a u produit d e deux courbe s elliptique s (nécessairemen t 
supersingulières d 'aprè s c e qu i précède) , ell e es t simple . Supposon s l a 
définie su r un e extensio n finie F , de Fp, et noton s 7T l 'endomorphisme 
de Frobeniu s F2n-1M/] De la s t ructur e du group e p-divisible , o n dédui t qu e 
l 'élément F2n-1M/] est une uni te du corp s Q TT : parc e qu e cet te uni te est d e 
valeur absolu e 1  à chaque place , c'es t un e racine de l 'unité :  qui t te à  étendr e 
le corp s F2n-1M/] on peu t don c suppose r qu e 7T = vgg G Q. Mais alor s A serai t 
une courb e elliptiqu e supe r singulier e ! Cet te contradictio n prouv e qu e A 
est bien , comm e annoncé , isogèn e a u produi t d e deu x courbe s elliptique s 
sup ersingulièr es. 

(b) I l e n résult e qu e En d (A) es t isomorph e à  l 'algèbr e »7* ®o K)[ où 
H désign e l e corp s d e quaternions sur Q qu i s e ramifi e exactemen t e n 
p e t oo. L'unicité à  isogéni e prè s d 'u n coupl e (A,i) signifie qu e tou s le s 
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plongements A c—• M2(H) sont conjugues , e t cel a resuit e d u théorèm e d e 
Skolem-Noether. 

(c) Plac e pa r place , o n vérifi e qu e A ® A est isomorph e à M2(H). Cela 
prouve a  l a foi s 1  existence d  un plongemen t A GH  M2(H), et l e fai t qu e 
l 'algèbre F2n-1M/] (A) (laquelle s'identifi e a u commutan t d e A dan s M2{H)) 

est isomorph e à  A . 

Remarque : Pou r A comm e ci-dessus , et l 7 6 p , on voi t qu e Vt{A) 

est u n A^-module isomorph e à Vf (car d e dimensio n 4  su r Qp), mun i 
d 'une actio n (Af-linéaire) de l 'algèbr e En d 0F2n-1M/] (A). Or i l es t clai r qu e 
EndA, Vi) s'identifie naturel lemen t à  l'algèbr e F2n-1M/] opposée a F2n-1M/] (opérant 
pa r mult ipl icatio n à  droite) . Le choi x d' isomorphisme s VA A) ~ Vf e t 
A ~  Au t 3 F2n-1M/] détermine don c u n isomorphisme , pou r chaqu e M2(QP)JH 

A* ~  A7P , d'où u n isomorphism e : 

A ®  A? M2(QP)L2n-1M/] F2n-1M/] 

3 . L e p r o b l è m e d e m o d u l e s a u - d e s s u s d e Zp . 

3.1 . —  Nou s nou s plaçon s dan s l a si tuation o ù le sous-groupe compac t 
U es t d e l a form e um?, i.e. es t "maxima l e n p ", e t nou s allon s dan s c e 
cas é tendr e l e problème d e modules précéden t e n un problèm e d e module s 
défini au-dessu s d e F2n-1M/] (ou, c e qui revient exactemen t a u même , au-dessu s 
du localis é ZGP) de Z e n p). Commençons pa r remarque r que , dans cett e 
situation, i l existe u n entie r N premier a p te l que Ion ai t : U(N) C  U (cf. 
§1.2). De c e fait, i l résulte qu e la notion d e s t ruc ture d e niveau 17 , rappelé e 
au §1 garde u n sens en caractérist ique p . Cel a va nous pe rme t t r e d e défini r 
u n problèm e d e module s Mu au-dessus d e Zp, dans le s mêmes terme s qu e 
celui qu e nou s avon s défin i e n caractérist iqu e 0  ; l a seul e différenc e es t 
l ' in t roduct ion d 'un e conditio n supplémentair e por tan t su r le s point s d e 
caractéris t ique p . 

D É F I N I T I O N . — Si S est un Zp- schéma, Mu(S) est l'ensemble des 
classes d'isomorphie de triplets (A,¿,i/) tels Que : 

(i) A est un schéma abélien sur S de dimension relative 2. 

(u) F2n-1M/] Ends(A) est une action de F2n-1M F2n-1M/] sur A. 

On impose la condition suivante, pour chaque point géométrique s = 
Spec k(s) de caractéristique p de S : Notons ZI2> l'anneau des entiers de 
l'extension quadratique non ramifiée de F2n-1M/] Cet anneau se plonge dans 

OAC (plongement bien défini à conjugaison près). On exige que l'action 
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de S-p sur Lie ( As ) se décompose comme la somme des deux plongements 
i-r> Fp — Fp 2 k(s). 

(On dit alors que le couple (A,L) est "spécial"). 
(ni) v est une structure de niveau U sur A. 

3.2. Quelques remarques sur la condition "spéciale". 

(a) O n voi t qu e l a conditio n por t e e n fai t su r l e complét é forme l d e 
A à  l'origin e -  o u s i l 'o n préfèr e su r l e group e p-divisibl e Av<*° ;  c e n'es t 
rien d ' au t r e qu e l a conditio n qu e nou s avon s déj à rencontré e a u chapitr e 
précédent :  Dir e qu e A es t un e C ? A-variété spécial e équivau t à  dir e qu e l e 
groupe forme l associ é es t u n O ' ^ - m o d u l e forme l spécia l (chap. II §2.1) . 

(b) Supposon s qu e S soi t u n 7 ( 2 ) 
£-p -schema (une conditio n qu e I o n 

peu t toujours , qui t t e à  effectue r u n changemen t d e bas e étale , suppose r 
satisfaite). L e O c - m o d u l e Li e (A) es t alor s mun i d 'un e actio n d e l 'annea u 
zL2) 

*-P 
z ( 2 ) isomorphe à z<2) Z ( 2 ) 

£-p Cet te actio n décompos e Lie(A ) e n l a 
somme direct e d e deu x O c - m o d u l e s proiectif s Li e (A) ©  Li e (A), d e tell e 

sorte qu e z(2) c oAp 
opère su r l e premie r vi a l e morphism e s t ructura l 

zL2) 

B-p 

- Os, et su r l e secon d vi a l e compos é d e c e morphism e pa r l a 
conjugaison d e F2n-1M/] La conditio n "spéciale" , tell e qu'ell e es t reformulé e 
dans l a variant e ci-dessus , signifi e qu e l e ran g d e chacu n d e ce s deu x O5 -
modules es t éga l à  1  e n chaqu e poin t géométriqu e d e caractérist iqu e p d e 
S. Cel a a  auss i u n sen s e n u n poin t d e caractéristiqu e 0 , e t l a conditio n es t 
alors au tomat iqu e fear, pour l 'uniqu e représentatio n A - w  M 2 ( Q P ) , F2n-1M/] 

vrai qu e l 'action d e 7(2) 
£-p 

A p fai t interveni r chacu n de s deux plongement s 
Z P

2 ) M2(QP) 

Parce qu e l e ran g d'u n Os-modul e projecti f es t localemen t constant , 
on voi t que , pour S connexe, la condition est satisfaite dès qu'elle l'est 
en un seul point géométrique. E n particulier , la condition est automatique 
pour S un Z p-schéma plat (e n effet , ell e es t satisfait e e n le s point s d e 
caractéristique 0) . Autrement dit , elle est satisfait e pour tou t coupl e (A, £) 
qui "provien t d e la caractéristique 0". Elle est don c nécessaire si l'on veu t 
que M  u soi t représentabl e par u n schém a pla t su r Z p . 

3.3. Représentabilité. 
Pour établi r l a représentabilit é d u foncteu r M(/ , nou s auron s besoi n 

de l a propositio n suivante , qu i généralis e l a propositio n 1 . L a notio n d e 
*-polarisation s e défini t comm e a u §1 (cf. auss i ([Bo ] §8))-
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PROPOSITION 3.3 . Soit (A, ¿,17) e Mu(S); pour S un quelconque 
zp -schéma. Alors il existe sur A une *-polarisation principale, et cette 
dernière est uniquement déterminée. 

Nous allon s provisoiremen t admettr e c e résultat -  don t l a démonstra -
tion fer a l'obje t d u prochai n paragraphe . E n l'utilisant , nou s allon s com -
mencer pa r prouver l e : 

T H É O R È M E (3.4). Le foncteur Mu défini précédemment est 
représentable - si Up 

est assez petit - par un zP -schéma projectif Su de 
fibre générique Su ®  QP . 

Remarque :  On peu t montrer , pa r exempl e e n utilisan t l e théorème d e 
Cerednik qu e nous allon s prouver , qu e Su es t plat su r Z p . 

Preuve du théorème 
(a) L a proposit io n qu i précèd e défini t u n morphism e d e foncteur s d e 

Mu ver s l e foncteur "variété s abélienne s principalemen t polarisées" . Pou r 
prouver l a représentabili t é de Mu pa r u n schém a quasi-projectif , i l nou s 
suffit d e prouve r qu'i l es t relativemen t représentabl e au-dessu s d u cham p 
modulaire d e Siegel . Mai s cec i es t un e conséquenc e facil e d e la théori e de s 
schémas d e Hilbert . 

(b) L a projectivit é résultera , compt e ten u d u critèr e valuati f d e pro -
preté, d u lemm e suivan t ("potentiellemen t bonn e réduct ion" ) : 

LEMME (3.5). — Soit V une Tp-algèbre de valuation discrète de corps 
des fractions noté L, et soit x = (A, i,v) un point de M[/(L) . Alors il 
existe une extension finie L' de L et un point x = (A,ï,T7) de Mu à 
valeurs dans la clôture intégrale Vf de V dans L', tel que l'image de x 
dans Mu(L') coïncide avec celle de x. 

La preuv e d e ce lemme es t s tandar d :  D'après l e théorème d e réductio n 
semi-stable, i l exist e un e extensio n finie  L' d e L tell e qu e l e modèl e d e 
Néron d e AL* adme t t e comm e fibre  spécial e un e extensio n d 'un e variét é 
abélienne pa r u n tor e T. 

O N COMMENC E pa r MONTRE R QU E Test trivial : E N EFFE T F2n-1M/] y opèr e pa r 
fonctorialité d u modèl e d e Néron . S i T  n 'es t pa s trivial , F2n-1M/] est u n Z -
module d e ran g 1  ou 2  mun i d 'un e actio n d e F2n-1M/] ce qu i es t visiblemen t 
impossible. 

Donc l e modèle d e Néron es t un schém a abélie n A su r V . Par fonctoria -
lité, i l est mun i d 'un e actio n t de C?A , qu i vérifie l a condition "spéciale " e n 
ver tu d e l a remarqu e (3.2.b) . Quan t à  l a s t ructur e d e niveau , ell e s 'éten d 
de faço n unique , e t tou t cel a prouv e l e lemme . 
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4 . P o l a r i s a t i o n s [Preuv e d e l a p r o p o s i t i o n ( 3 . 3 ) ] . 

4.1 . —  Commençon s par établi r l 'existenc e d 'un e *-polarisatio n (no n 
nécessairement principale ) lorsqu e l a bas e es t F p . 

LEMME (4.1). — Soit A une variété abélienne sur F2n-1M/] munie d'une ac­
tion de 

F2n-1M/] Alors il existe sur A une * -polarisation. Une telle polarisation 
est unique a multiplication près par un rationnel positif. 

Preuve : Il suffi t d e montre r l'existence , e t l'unicit é à  u n scalair e 
(g R*+ ) près, d'u n élémen t d e NS(A) ®  R, contenu dan s l e côn e positi f 
des polarisations , te l qu e l'involutio n associé e d e End(A ) ®  R  induis e 
l'involution *  sur A . 

D'après l e §2, 4 es t isogèn e a u produi t d e deu x courbe s elliptique s 
supersingulières. I l en résult e qu'o n peu t identifie r En d (A)®R à l'algèbr e 
M 2 (H) , et NS(A)® R au sous-espace des éléments d e M 2 (H) qui sont fixés 
par 1  involution z —• tz [où z —* z provient d e l'involutio n canoniqu e d e 
H]. Avec cett e identification , l'involutio n "d e Rosati" de M 2(H) •"««•1111«« 
à u n élémen t symétriqu e (0 = t0) est donné e pa r : 

z —> 3*z3-\ 

Supposons chois i d e plu s u n isomorphism e entr e F2n-1M/] A (8 ) R et M 2 ( R ) i e 

sorte qu e l 'involutio n positiv e *  correspond e à  l a t ransposi t io n m — • m . 
L'act ion d e 0 A sur A défini t u n plongemen t i : M 2 ( R ) M, (H), 
lequel es t conjugu é pa r u n certai n a e GL2(H) au plongemen t éviden t 
M 2 ( R ) M 2 ( H ) (autrement di t :  t (m ) = OLVÍIOL ) . 

La conditio n pour qu e l 'involution associée à  / 3 , symétrique , induise su r 
A l 'involutio n *  s'écri t alor s : 

Vra G  M 2 (R) : o^moL 1 = /^(cmic*- 1)/?- 1 

soit : 
(d'1 f3i-â-1)m(t-â(3-1 c) A = m. 

Elle es t satisfait e s i e t seulemen t s i B est d e l a form e : 

/3= Xafâ (A G R*). 

De plus , /3 appartient a u côn e positi f de s polarisation s s i e t seulemen t 
si A G R + * (pour tou t ceci , voi r ([Mu 1] , §21)), et l e lemme e n résulte . 

4.2. Le lemme suivant est crucial. 

LEMME (4.2). —  Soit X un qroupe formel de dimension 2 et de 
hauteur I sur un anneau local artinien B de corps résiduel F„. Supposons 
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X muni d une action i de Vanneau F2n-1M/] = o A p , telle que la condition 
"spéciale" soit satisfaite. On considère alors Vensemble des morphismes 

symétriques X^+X* de X dans son dual de Cartier, qui sont compatibles 
WMUMiMinihiwm autrement dit tels que le diagramme analogue à celui de 

1.5 commute (si Von préfère : des polarisations formelles). Alors cet 
ensemble est un F2n-1M/] -module libre de rang 1, dont les générateurs sont des 

isomorphismes X—>X*. 

Admet tons provisoiremen t c e lemme et expliquon s commen t l a propo -
sition (3.3 ) en résulte . 

(i) Dan s l e ca s particulie r d e l a bas e So F2n-1M/] Spec F p , le lemme (4.1) 
affirme l 'existenc e d 'un e polarisation , qu'i l s'agi t d ' "a jus ter " pou r l a 
rendre principale . Comm e dan s l e cas de la proposition (1.5) , la possibilit é 
d'effectuer ce t a justement s e contrôle plac e par place : en £ ^  p , on procede 
exactement comm e dan s l e ca s d u corp s c , en faisan t usag e d u lemme 
(1.6) ; tandis que , pou r £ =  p , on remplac e l e lemme 1-6 par l e lemme 
ci-dessus. 

(") On pass e ensuit e a u ca s o ù l a bas e S es t l e spectr e d 'u n annea u 
art inien d e corp s résidue l F p . La possibilit é d e déforme r l a * - polarisatio n 
principale qu i existe au-dessu s d u poin t ferm é d e S résult e alors , e n vert u 
du théorèm e d e Serre e t Tate , d u lemme précédent . Pa r passage à  la limite , 
cela règl e auss i l e cas où la bas e es t l e spectr e d 'u n annea u loca l comple t 
de corp s résidue l Fr 

in Le ca s généra l s e ramèn e aisémen t a u ca s o ù S es t d e typ e fin i 
sur z p . Il résult e alor s d e c e qu i précèd e qu e l e problèm e pos é adme t 
une solutio n uniqu e a u voisinag e forme l d e chaqu e poin t géométriqu e 
algébrique. Utilisan t l 'unicité , o n voi t qu e ce s solution s locale s formelle s 
sont algébrique s e t s e recollent . 

4.3. —  I l nou s rest e à  prouve r l e lemme (4.2) . Drinfel d utilis e ic i une 
mé thode trè s originale , don t l e principe es t de vérifier c e lemme dan s l e cas 
particulier d 'u n certain group e forme l M2(QP) puis d'utilise r l e théorème d e 
représentabil i té (chap. II , §8 ) pour l e prouve r e n général . 

Commençons pa r défini r <& : noton s £  "le " group e forme l su r F „ de 
dimension 1  e t d e hau teu r 2 , e t choisisson s u n isomorphism e E n d ( £ ) ~ 
O A P - On peu t choisi r un e "polarisatio n formelle " ßo : £ •  £* (comme 
dans l 'énonc é d u lemme) , e t l ' involution d e Rosat i associée s  identifie alor s 
à l ' involutio n canoniqu e d e F2n-1M/] (pour fixer  le s idées , o n pour r a voi r £ 
comme l e groupe forme l d 'un e courb e elliptiqu e supersingulière , e t prendr e 
la polarisat io n formell e associé e à  l a polarisation principal e d e la courbe) . 
On considèr e alor s l e produi t F2n-1M/] £ x£ de deu x copie s d e F2n-1M/] sur leque l136
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on fai t agi r F2n-1M/] de l a faço n suivant e :  u n élémen t u e F2n-1M/] agit (via 
l ' isomorphisme F2n-1M/] = F2n-1M/] (GFH) par w  sur le premier facteur , e t par tut 1 

sur l e second (rappelon s qu e l'élément t G A * est un e "uniformisante " d e 
A P ) . De cett e façon , l a conditio n "spéciale " es t remplie :  <3> est don c bie n 
un F2n-1M/] -module forme l spécial , a u sens d u chapitre précéden t (note r qu'ic i 
les deu x indice s 0  et 1  sont critiques) . 

Vérifions qu e le lemme (4.2 ) es t vrai pou r <I > :  util isant le s identification s 
ci-dessus entr e S e t £*, et entr e FDS et End (£ ) , o n voit qu e l 'ensemble des 
polarisations formelle s compatible s à  l 'involution *  s'identifie à  l 'ensembl e 
des matr ice s : 

D ß 

7 S G M 2 F2n-1M/] qui son t a  symétri e hermit ienn e : 

a 0 

7 H 
Oí 

0 
1 
6 , e t qu i vérifient, pou r u G F2n-1M/] la relatio n : 

ex 

7 
D 
S 

DF 
tu+t-1 

u 
tut 1 

DF 

7 
ß 
6 

Utilisant le s formule s : F2n-1M/] = t~lüt = tût-1 = tut , on voi t qu e les 
conditions précédente s son t équivalente s à  : a = 6 = 0 , /3 = 7 G Z p . 

L'ensemble cherch é es t donc bie n u n F2n-1M/] -module libr e d e rang 1 , engendr é 

par exempl e pa r 0 

n 
u 
0 

. Nou x fixons u n te l générateu r A0 
M— —(QP) 

c'est-à-dire un e "*-polarisatio n formell e principale" . 

Remarque :  on sait , d 'aprè s l e chap.IL§5 que End F2n-1M/] est isomorph e 
à M2 ( Q P ) - Cet isomorphism e peu t ic i s e réalise r vi a l e plongemen t d e 

M 2 
F2n-1M/] dans M2(AP) ««Giga défini pa r : a 

c 

F 
d 

a 
e t - 1 

bt 

d 
Un calcu l immédia t montr e alor s qu e 1 involution de Rosat i associé e à A0 

induit su r M 2 ( Q P ) l 'involution canoniqu e d e cett e algèbre . 

4.4. —  Venons-e n maintenan t a u ca s généra l :  e n vert u d e c e que 
l'on vien t d e voir , i l suffi t d 'établi r -  utilisan t le s nota t ion s d u lemm e 
(4.2) -  l 'existenc e d 'un e ^-polarisatio n formell e principal e A :  X - ^ X * . 

Elargissant quelqu e pe u le s hypothèse s d e c e lemme , donnons-nou s un e 
~wnr -algèbre B où l 'imag e d e p es t ni lpotente , ains i qu 'u n group e forme l 
x , de dimensio n 2  e t d e hauteu r 4  su r B, mun i d 'un e actio n spécial e d e 
l 'anneau F2n-1M/] Supposons d e plus donné e un e quasi-isogéni e P (compatible 
à l 'actio n d e OAV) , de hauteur 0 , de ®BlpE vers F2n-1M/] Noter qu e p exist e 
bien sou s le s hypothèse s d u lemm e (4.2) : pou r B =F2n cela résult e d u 
fait qu e tous le s OAP -modules formel s spéciau x su r F2n-1M/] sont isogene s a 
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(chap. IL 85) , et qu'on peu t choisi r (e n composant ave c un endomorphism e 
convenable d e 

F2n-1M/] une quasi-isogénie de hauteur 0 . Pour B artinie n de corps 
residue] F*, cela e n découl e ca r o n peu t déforme r le s quasi-isogénies (voi r 
par exempl e [Zi 3] 5.31) . 

Le lemme résultera alor s clairement d e l'assertion plu s précise suivante : 
il existe un isomorphisme A : X >X* dont la restriction *B/pB aux fibres 
speciales fait commuter le diagramme : 

Xß/pB 

p 

$B/pB 

^B/pB 

Ao 

Y* 
^B/pB 

P* 

**B/PB 

(si u n te l A  existe, i l es t unique , e t symétriqu e (ca r A q l'est) ;  de même , i l 
est nécessairemen t compatibl e à  l'involutio n *) . 

On se souvient alor s que, d'après les définitions d u chap. IL §8; la donnée 
de la classe d'isomorphie d u coupl e 

F2n-1M/] revient à  la donnée d'u n poin t à 
valeurs dan s B du foncteu r G (lequel es t représentabl e pa r l e jnr 

V 
-schema 

formel fi® mF2n-1M/] L'assertion précédent e revient à  dire que les couples M2(QP) 
et (X*,(P* - l o  Ao sont isomorphes . Or l a formul e : 

J{X,p) = (X*,(p*)-1oX0) 

définit u n automorphism e d u foncteu r G. Pour vérifie r e n effe t qu e X* 
est spécia l quan d X l'est, o n peu t s e place r su r u n corp s algébriquemen t 
clos k d e caractéristiqu e p , e t o n utilis e l e fai t qu e l a réductio n modul o p 
du modul e d e Dieudonn é d e X est un e extensio n d e Li e (X*) par l e dual 
de Li e 

F2n-1M/] or o n voi t aisémen t que , dan s l'actio n d e Z (

D

2 ) sur l e modul e 
de Dieudonné , chacu n de s deu x plongement s 7(2) i-p W(k) apparaît deu x 
fois (o n peu t d'ailleur s vérifie r cett e dernièr e assertio n su r O  ca r tou s le s 
M2(QP) -modules formel s spéciau x su r k son t isogènes) . 

On obtien t ains i u n automorphisme , not é encor e F2n-1M/] du p -schéma 
formel F2n-1M/] jnr 

p 
Pour prouve r l'assertio n précédente , e t don c finalement 

le lemme (4.2) , il nous faut montrer que cet automorphisme est Videntité. 

4.5. —  O r o n constat e qu e ce t automorphism e -  qu i es t d'ailleur s 
involutif -  commute à Vaction naturelle de SL(2, Q„ ) su r F2n-1M/] jnr : en effet , 
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il résulte d u chap. II §(9.3; que 1  action d  un element F2n-1M/] SL{2, Q p ) sur l e 
foncteui G est donné e pa r ••g(x,p) = (X,pog-i). D'où : 

j o g(X, p) ( X * , ( ( p i y ) - i o \ 0 ) M 2 ( Q P ) = (X\(p*)-1og*oX0); 

goj(X, p) ( X ^ i p ^ - ' o X o g ) . M 2 ( Q P ) 

La commutatio n résult e alor s d e l a relatio n : F2n-1M/]FGHG = 9 = g-1 pour 
g e SL(2, Q p ) La commutation résulte alors de la relation : 

Le lemme suivan t nou s perme t d e conclur e : 
LEMME (4.5). Un automorphisme j du n-1M/] La commutation fi® •jnr 

qui commute à l'action du groupe n-1M/]n-1M/] est nécessairement l'identité. 

En effet , 3 opère su r l a fibr e spécial e fi ®  F p , et don c auss i su r so n 
"graphe dual", isomorphe à  l'arbr e d e PGL(2,QP). Or c'es t u n exercic e 
immédiat d e vérifie r qu'u n automorphism e d e l'arbr e qu i commut e à 
l'action d e SL(2,qp) est nécessairemen t l'identit é :  par suite , j stabilis e 
chaque composant e irréductibl e d e l a fibr e spéciale , e t fix e tou s le s point s 
d'intersection d e ces composantes. O r chacun e d e ces composantes es t un e 
droite projective, et port e P + l >  3 points d'intersectio n ave c ses voisines : 
d'où i l résulte qu e j opèr e trivialemen t su r l a fibr e spéciale . 

La "déviation " d e j à  l'identit é su r l e premie r voisinag e infinitésima l 
fi ® n-1M/]n-1M/] de l a fibr e spécial e es t mesuré e pa r un e dérivatio n d u 
faisceau structura l d e l a fibr e spécial e ; cel a équivau t à  l a donné e d'u n 
champ d e vecteur s tangents , s'annulan t e n chaqu e poin t singulier . U n 
tel cham p es t nécessairemen t nul , e t don c j es t l'identit é su r l e premie r 
voisinage. D e proch e e n proch e su r le s voisinage s successifs , l e mêm e 
raisonnement prouv e qu e j es t bie n l'identité . 

Remarque : un résulta t analogu e à  l a propositio n (3.3 ) es t prouv é dan s 
un cadr e plu s généra l dan s [Z i 2] . La méthod e utilisé e pa r Zin k es t plu s 
directe qu e cell e qu e l'o n vien t d'exposer . 

5. L e théorèm e d e Cerednik-Drinfel d :  énoncé , variantes , 
commentaires. 

5.1. — Nous nou s plaçon s toujour s dan s l e ca s o ù notr e sous -
groupe compac t ouver t U est d e l a form e US M2(QP) avec n-1M/] un sous-group e 
compact ouver t d e A*(A*). Pour JJP de plus e n plus petit , le s courbe s Su 
correspondantes constituen t u n systèm e proiecti f (mun i d'un e actio n d u 
groupe A (A?)). 

Nous noton s d'autr e par t A * le group e réducti f su r Q défini -  d e l a 
même faço n qu e A* l'était à  parti r d e A -  comm e l e group e multiplicati f 
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de l'algèbr e A  considéré e a u §2 . Nous fixons  pa r l a suit e u n isomorphism e 
entre le s groupe s : 

A*(A') = ( A ® Ap

f)* et a*(A5) = ( A ® A ? ) ' , 

obtenu à  partir d'u n anti-isomorphisme entr e les algebres A® A* et A® M2(Q 
(en composan t ave c l'inversio n 0 - g-1)- Via ce t isomorphisme , l e group e 
jjp pourra don c êtr e considér é comm e u n sous-group e d e A (A?). 

Nous fixons  égalemen t u n isomorphism e A (Qp) n-1M/] GL 2 ,Q D 
obtenu 

cette foi s à  parti r d'u n isomorphism e entr e A ® Q p et M 2(Qp). 
Considérons d'autr e par t l'ensembl e suivan t d e doubles classes, not é Zu 

OU Zuv : 
Z0 = tf*\A*(A,)/A *M2(QP)(Q). 

Cet ensembl e es t mun i d'un e actio n à  gauch e évident e d u group e A*(Q P ) , 
et le quotient pa r cett e action es t fini.  Toute orbite contient l a double classe 
d'un élémen t x don t l a p-composante xp es t égal e à  1 . Le stabilisateu r r x 

de x es t alor s donn é pa r : 

Tx =  A*(Q ) P I x-xUvx, 

où l'intersectio n es t pris e dan s A M) puis, vu e comm e sous-group e d e 
A*(Q), injectée dan s A (Qp ) ~= GL (2,QP). On vérifi e san s ma l qu e ce s 
stabilisateurs son t de s sous-eroupes discrets e t co-compact s dan s A ' (Qp), 
et qu'il s contiennen t un e puissanc e positiv e d e l a matric e P 

0 
0 
P 

Pour JJP de plus en plus petit, ce s ensemble s Zu constituent u n systèm e 
projectit o u opere le group e A n-1M/] 

5.2. Le théorème de Cerednik-Drinfeld. 

Conservons le s notation s e t le s convention s précédentes , e n particulie r 
les isomorphismes : 

A* n-1M/] n-1M/] n-1M/] A* (q p : GL (2,Qp). 

T H É O R È M E (5.2). — Pour chaque sous-groupe compact ouvert assez 
petit TJP C A * n-1M/] on a (posant U = P n-1M/] un isomorphisme de zp-
schémas formels : 

Su a i GL(2,qp) n-1M/] n-1M/] X Zu] 
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OÙ Su désigne le complété formel de Su le long de sa fibre spéciale. Ces 
isomorphismes sont compatibles, lorsque JJP varie, avec les operations de 
projection. L'isomorphisme des deux systèmes projectif s ainsi obtenu est 
compatible à Vaction sur les deux membres du groupe A* n-1M/] A (A?) 
Enfin, ces isomorphismes se relèvent en des isomorphismes entre les SDF 
modules formels spéciaux naturellement portés par les deux membres. 

L'énoncé qu i précède appell e u n certain nombr e d e commentaires :  nous 
allons commence r pa r quelque s rappel s e t précision s peut-ê t r e nécessaire s 
à s a compréhension formell e ;  puis, nou s expliqueron s pourquo i l e quotien t 
qui figure,  ave c un e apparenc e u n pe u monstrueuse , dan s l 'énonc é d e ce 
théorème, n 'es t rie n d 'aut r e qu 'un e réunio n finie  d e forme s tordue s d e 
courbes d e Mumford . Nou s diron s ensuit e commen t calcule r l e graph e 
des composante s irréductible s d e l a fibre  spéciale . Nou s généraliseron s 
finalement l e théorèm e a u ca s des sous-groupes d e la form e U p FGF 

Commençons pa r quelque s éclaircissement s su r l 'énoncé qu i précède : 
a) Rappelon s qu e l 'action d e n-1M/]n-1M/]ZD sur fi® jni 

P que nou s considéron s 

est obtenu e à  par t ir d e l 'action naturell e sur fi et de l 'actio n g—^Fr 
— v(det g) 

sur m (cf. chap, I I , § 9 Cet te actio n es t défini e seulemen t au-dessu s d e 
ZF et no n pas de v • 

b) L'action naturell e d u group e A* n-1M/] sur l e systèm e projecti f de s 
Su est un e actio n a  droite , tandi s qu e cell e d u group e A n-1M/] sur l e 
système de s Zu est un e actio n à  gauche . Pou r pouvoi r le s comparer , i l 
faut don c change r l e sens d 'un e d e ces actions :  on le fait à  l 'aid e d e l 'anti -
isomorphisme entr e le s deux groupe s associ é à  l 'anti-isomorphism e chois i 
entre le s deux algèbres . 

b) Le OA -module forme l por t é pa r Su est l e complét é forme l d e l a 
variété abélienn e universell e donné e pa r l e problèm e d e module s Mu. 
Celui por t é pa r l e membre d e droit e provien t d e la descriptio n modulair e 
de n<8> p (chap. I I , §8) . 

5.3. Commentaires (suite). 

5.3.1. — Parce qu e l 'action d e A ( Q P ) ~ GL (2 ,Qp) sur Zu décompose 
ce dernie r ensembl e e n un nombre fini  d 'orbites , o n voit qu e le quotient qu i 
figure dan s l 'énonc é d u théorèm e apparaî t comm e l a réunion d 'u n nombr e 
fini d e quotient s d e la form e : 

r t - \ f i ® Z £ r , 

où le s n-1M/]M2(QP) sont le s différent s stabilisateurs , décrit s e n (5.1). Comm e 
chacun d e ce s stabil isateur s contien t un e puissanc e pTii • 1 d e p •  1, o n 
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peut commence r pa r passe r a u quotien t pa r Factio n d e pni -  1 (qui agi t 
trivialement su r mi obtenant ains i le produit tensorie l d e n-1M/] par 1 extension 
non ramifié e d e degr é 2n¿, notée Z (2m) 

p , d e z p . Le quotien t ci-dessu s peu t 
encore s'écrir e : 

n-1M/] n-1M/]n-1M/] 

Après extensio n de s scalaire s à M2(QP) cela devien t isomorph e à  un e 
réunion finie  d e quotient s " à l a Mumford" , d e l a form e n-1M/] (cf. [Mu 2 ] 
ou Ra 2 , OÙ n-1M/] désigne l'imag e dan s l e group e PGL(2, Qp ) du sous -
groupe d e Ti constitué de s élément s don t l e déterminan t es t un e unité . 
Sous l'hypothès e qu e JJP est asse z peti t (i l suffi t pa r exempl e qu e l a 
même conditio n qu'e n (1.3) soi t remplie) , o n voi t qu e ce s groupe s DF 
sont de s sous-groupe s d e Schottk y d e PG£(2,Qp) — e n particulier , il s 
opèrent libremen t su r l'arbr e I e t su r SDF Si o n suppos e mêm e qu e ZJP 
est suffisammen t peti t pou r qu e le s n-1M/] opèrent tres hbrement su r I (tou t 
sommet étan t expédie , pa r tou t élémen t ^  1 , à  un e distanc e > 2  , alors 
les quotients à  la Mumfor d qu i interviennen t s'obtiennen t simplemen t pa r 
un recollemen t de s ouvert s affine s standard , indexé s pa r le s sommet s d e 
l'arbre, qu'o n a  décrit s a u chapitr e I . 

Pour nous résumer, on voit donc que le quotient qui figure dans 
Vénoncé du théorème est la réunion de formes tordues galoisiennes (sur 
des extensions non ramifiées) de quotients à la Mumford. 

5.3.2. —  Le théorème (5.2) garde un sens partiel même sans Vhypothèse 
"Up assez petit" : i l exist e e n effe t dan s tou s le s ca s u n sous-group e 
distingué d'indic e fini ur c up qui es t asse z petit . Appliquan t l e théorèm e 
au group e n-1M/] puis passan t a u quotien t pa r l e group e fini u*/uî, on 
obtient u n isomorphism e analogu e : 

SV 
~ G L ( 2 , Q P ) \ [ ( n ® Z n r l 

p ) 
x Zu] 

où Su est l e quotien t Su, n-1M/]n-1M/] tandis que le membre de droite apparaî t 
comme l a réunion d e forme s tordue s d e quotient s d e courbe s d e Mumfor d 
par de s groupe s finis.  Autremen t dit , l e membr e d e droit e es t toujour s 
isomorphe au complété formel d'u n modèl e entier de Su. O n prendra gard e 
toutefois que , san s l'hypothès e qu e Up es t asse z petit , aucu n de s deu x 
membres d e l a formul e n e port e naturellemen t u n OAP-module formel . 

Remarquons enfi n que , dan s tou s le s cas , l'isomorphism e d u théorèm e 
peut s'exprime r comm e un e uniformisatio n p-adiqu e : 

San 
U - G L ( 2 , Q P ) \[(fi® n-1M/] x Zu] 

142 



UNIFORMISATION p-ADIQUE 

(où 5an 
U désigne l'espac e rigide-analytiqu e su r n-1M/] sous-jacent a Su). On 

voit d'ailleur s san s peine qu'i l n'est pa s nécessaire d e compléter (i.e . écrir e 
seulement Q r dans l a formul e ci-dessus) . 

5.3.3. —  I l es t u n ca s particulie r o ù l e quotien t ci-dessu s pren d un e 
forme plu s simple ; parc e qu e c e ca s -  étudi é dan s [Jo-Li ] -  es t celu i qu i 
intervient dan s l e travai l d e Ribe t ([R i 2]) , nou s allon s e n dir e quelque s 
mots. O n suppos e ic i qu e son t remplie s le s hypothèse s suivante s su r l e 
groupe Up (don t o n n e suppos e plu s qu'i l es t "asse z petit" ) : 

a) L'image d e Up par l a norm e réduit e es t maximale , i.e . égal e à 
n M2(QP) 

b) L a valuatio n p-adiqu e envoi e surjectivemen t su r Z  l'intersectio n d e 
l/P et d u centr e Q* n-1M/] A* Q  . 

Sous l'hypothès e a) , i l es t facil e d e voir , e n utilisan t l e théorèm e d'ap -
proximation forte , qu e A (Qp ) opère transitivemen t su r Zu Le quotien t 
qui nou s intéress e pren d don c l a form e : 

r\ft(g) jnr avec r =  A (Q) nup (vu comm e sous-group e de M2(QP)DG 
GL (2 ,Qp)) . D'autre part , e n vertu d e la seconde hypothèse, le quotient d e 
Spf jnr 

*~P 
par l'intersectio n r n Q * s'identifie à Spf Z(2) 

*-P 

Notons n-1M/] le sous-groupe d e T constitu é de s éléments don t l a valuatio n 
en p d e la norme réduit e es t pair e :  on vérifie qu e T+ es t d'indic e 2  dans Y. 
Notant w =  r / r + (un group e à  deu x éléments) , o n voi t qu e l e quotien t 
ci-dessus peu t encor e s'écrir e : 

W >[(r+\ñ) n-1M/] 

Autrement dit , o n obtien t un e form e tordu e d u quotien t r + \ n G H (lequel 
est l e quotien t pa r u n group e fini  d'un e courb e d e Mumford) . L e cocycl e 
qui décri t l a torsio n dan s H1 (Gai [QP2) /QP) , Aut (r+\n) ) envoie l'élémen t 
non trivia l d u group e d e Galoi s su r l'automorphism e d e M2(QP) défini pa r 
un quelconqu e w e r - r + . Tout cel a peut d'ailleur s auss i bie n s'exprime r 
en langag e adéliqu e :  notre quotien t pren d alor s l a form e 

W\[A (QP)+ n x Zu] jV) p • 

où A' (QP)+ est l e sous-group e d e A (Qp ) constitué de s élément s don t l a 
valuation d u déterminant es t paire , et o ù W (isomorphe à  Z /2Z) désign e le 
quotient A (Qp ) 'A (Q p)+. On obtien t ains i l a form e tordu e d u quotien t 

A (Q p)+ \Ù x  Zu 
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où l ' automorphism e qu i décrit l a torsion es t celu i défin i pa r n ' impor te que l 
élément w E A ( Q „ ) - A (Qp)+ . 

5.4. Graphes. 

5.4.1. —  O n sai t -  voi r l e chap . I  -  qu e l e "graph e dual " d e l a fibre 
speciale de S  2 s identifie a  г arbre I d e PGL(2,QV). Si l 'o n considèr e u n 
quotient à  l a Mumfor d Г Ш , donc te l qu e l 'imag e Г de Г dans l e group e 
projectif opèr e libremen t su r / , alor s i l es t bie n connu , e t facil e d e voir , 
que l e graph e d e l a fibre  spécial e d e T\Q s'identifi e a u graph e quotien t 
Г \ / . Kur ihara ([Ku], voir auss i Jo-Li ) a expliqu é commen t obteni r u n 
résul ta t analogu e dan s l a s i tuat ion u n peu plus général e (comm e e n (5.3.2) ) 
d 'un sous-group e Г, discret e t co-compac t dan s P G L 2 , Q P , qui n 'es t pa s 
nécessairement d e Schottk y (mai s u n sous-group e d  indic e fini  dan s F l e s t 
toujours) . Nou s allon s ci-dessou s rappele r le s résul ta ts d e Kur ihara . 

5.4.2. —  Soi t R u n annea u d e valuation discrete , de corp s résidue l K, 
dont o n not e VJ une uniformisante. Suivan t un e terminologie du e à Jorda n 
et Livné , nou s diron s qu 'u n schém a e n courbe s C/Spec(i? ) es t admissible 
s'il vérifi e le s conditions suivante s : 

a) C est propr e e t pla t su r Spec( i î ) , d e fibre  génériqu e lisse . 

b) L a fibre  spécial e CK es t rédui te ; se s singularité s son t de s point s 
doubles ordinaires , rationnel s su r K ains i qu e le s branche s qu i e n son t 
issues. Le s normalisée s de s composante s irréductible s d e CK son t de s 
courbes rationnelles . 

c) Pou r tou t poin t singulie r x G  CK, il exist e u n entie r m te l qu e l e 
complété Ос,к de l 'annea u loca l e n x soi t i î - isomorph e a u complét é d e 
l 'anneau loca l R[[X,Y)] !{XY - zu171) ; il es t facil e d e voi r qu e m es t bie n 
détermine pa r x. 

A une telle courb e admissible , o n associe un graphe d e la façon suivant e : 
les sommet s d u graph e son t le s composantes irréductible s d e CK ;  ses arête s 
sont le s branches issue s de s différents point s double s ;  l 'inverse d 'un e arêt e 
a es t l ' aut r e branch e a issu e d u mêm e poin t singulier . Enfin , l 'origin e d e 
a es t l a composant e qu i contien t a , tandi s qu e so n extrémit é es t l'origin e 
de â. O n obtien t bie n ains i un e s t ructur e d e graph e a u sen s d e Serr e 
([Se]) Ce graph e adme t ic i un e s t ructur e supplémentaire , à  savoi r un e 
applicat ion m d e l 'ensembl e de s arête s dan s l 'ensembl e de s entier s > 1  : 
c'est simplemen t l 'applicatio n qu i envoie une arête a sur 1 entier m = mia) 
associé, pa r la condition c ) ci-dessus , a u poin t singulie r correspondant . O n 
appelle lonqueur d 'un e arêt e a ce t entie r m ( a ) , qui vérifi e : m(a) = m(a). 
Nous obtenon s ains i su r l e graphe dual d e l a fibre  spécial e un e s t ruc tur e 
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supplémentaire , c'es t c e qu e Kur ihar a appell e un graphe avec longueurs. 

5.4.3. —  Définisson s maintenan t un e s t ructur e quotien t d e c e type , 
associée à  u n sous-group e r c P G L ( 2 , Q A discret e t co-compact , opéran t 
sur l 'arbr e /  :  l 'idé e naturell e es t d e considére r l 'obje t combinatoir e r \ I 
dont l 'ensembl e d e sommet s (resp . d 'arêtes ) es t l e quotien t pa r Y d e 
l 'ensemble d e sommet s (resp . d'arêtes ) d e J , ave c le s relation s d'incidenc e 
et d'inversio n évidentes . Toutefois , o n n 'obt ien t pa s toujour s ains i u n 
graphe a u sen s d e Serre , dan s l a mesur e où , s'i l exist e dan s Y u n élémen t 
qui transform e un e arêt e e n so n inverse , l e quotien t contien t un e arêt e 
égale à  so n inverse . On note (v\iy le graphe obtenu en ôtant de (T\I) 
les arêtes qui sont leurs propres inverses (note r qu e cel a n'empêch e pa s 
(v\iy de conteni r éventuellement des lacets). 

On défini t ensuit e l a longueu r mia) d 'une arêt e a d e (T\IY : c  es t 
l 'ordre d u stabilisateu r d'un quelconqu e relèvemen t à d e a e n un e arêt e 
de I. 

Nous somme s main tenan t e n mesur e d'énonce r l e résul ta t d e Kur ihar a : 
soit don c comm e ci-dessu s R C PGL(2,QV) un sous-group e discre t co -
compact , e t ( R \ O ) la courb e associé e (quotien t pa r u n group e fini  d 'un e 
courbe d e Mumford) . 

THÉORÈME [KURIHARA] . — La courbe ( R \ N ) est une courbe admis­
sible sur hgg Le graphe dual "avec longueurs" associé coïncide avec le 
quotient (r\iy défini ci-dessus 

Pour l a démonstrat ion , nou s renvoyon s à  l 'articl e d e Kurihara , o ù o n 
explique auss i commen t obteni r l e graph e dua l d 'u n modèl e régulie r d e 
la courb e (voi r auss i [Jo-Lil) . Bornons-nou s à  illustre r c e résultat , e n 
expliquant d e faço n intuitiv e pourquo i i l es t nécessair e d 'ôte r d e M2(QP) les 
arêtes qu i son t leu r propr e inverse , e t pourquo i l a "longueur " es t donné e 
par l 'ordr e d u stabilisateu r : 

a) S'i l exist e un e inversio n T E T qui échang e deu x sommet s voisin s 
de l 'arbre , alor s l e passag e a u quotien t "repli e l 'un e su r l 'autre " deu x 
composantes d e l a fibre  spécial e d e Q : 

01 

7 

p i 

01 

quotient 
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On voi t don c qu e l a singularit é disparaî t dan s l e quotient . 
b) U n exempl e d e stabilisateu r opéran t su r l a singularit é d'équatio n 

XY = P est celu i d  un group e cycliqu e d  ordre m , u n générateu r d e c e 
groupe opéran t pa r : 

X M2(QP) 
Y M2(QP) 

où £  es t un e racin e primitiv e miemed e 1 . 

Alors o n voi t qu e l e quotien t es t l a singularit é d'équatio n X'Y' =  pm , 
la projectio n étan t donné e pa r : x1 =  xm. Y' =  ym . 

5.4.4. Appliquon s c e qu i précèd e à  un e courb e Su associée a  u n sous -
groupe U vérifian t le s hypothèse s simplificatrice s d e (5.3.3) , don t o n 
conserve le s notations . O n obtien t u n modèl e entie r (défin i su r M2(QP) de l a 
courbe, e t c e modèle es t admissibl e aprè s extension de s scalaires à M2(QP) Le 
graphe "ave c longueurs" associ é à la fibre  spéciale est alor s égal à M2(QP) 
Que l'o n ai t affair e à  un e form e tordu e d u quotien t ( r+ \n ) se tradui t pa r 
une actio n no n trivial e su r l e graph e d e l'automorphism e d e Frobeniu s 
Frobp :  cette action su r M2(QP) est cell e définie pa r un quelconque élémen t 
w G r -  r + . Si l'o n préfèr e un e expressio n adélique , l e graph e ci-dessu s 
peut encor e s'écrir e : 

[A*(QP)4 \(I x  Zu)]*, 

l'action d e Frobeniu s étan t cell e défini e pa r u n élémen t w G A (QP ) -
A (Qp)+ . 

5.5. Généralisation au cas ou Up n'est pas maximal. 

5.5.1. —  U n des avantages de l'approche d e Drinfeld es t qu'ell e perme t 
également d'uniformise r p-adiquemen t le s courbes Su, pou r U d e l a form e 
jjnjjp (cf. (0.2)) , en termes des revêtement s M2(QP) de Q®Knr définis au chap. 
II §13 . 

T H É O R È M E (5.5) . — Pour U de la forme M2(QP) il existe un 
isomorphisme d'espaces rigides-analytiques : 

tSftn=GX(2 ,Qp) \[En x  ZUP]. 

Ces isomorphismes sont compatibles, lorsque U et n varient, aux opéra­
tions de projection, et l'isomorphisme ainsi obtenu entre les deux systèmes 
projectif s est équivariant par l action du groupe A*(A/). 

Remarque 1 : Comme plu s haut , o n voi t qu e l e membre d e droit e d e l a 
formule es t un e réunio n fini e d e quotient s I\'\Sn, pour de s sous-groupe s 

146 



UNIFORMISATION p-ADIQUE 

de congruence F1 C GL ( 2 , % ) On s'aperçoi t facilement , d e même , qu'i l 
ne chang e rie n d e considére r En comme l e revêtement d e Q®Knr ou bie n 
de Q ® Knr (cf. 11,13.3 , Rem. (a)) . 

Remarque 2 : Dan s l'articl e [Ca 2], on indiqu e commen t utilise r l e 
théorème (5.5 ) pour calcule r la cohomologie rigide - analytiqu e des espaces 
M2(QP) 

5.5.2. —  Expliquon s maintenan t commen t l e th . (5.5 ) s e dédui t d u th . 
(5.2). O n peu t évidemmen t s e ramene r à  suppose r qu e jjp est asse z pet i t . 
Notan t M2(QP) = US M2(QP) le problèm e d e module s Mf/ 0 définit su r l e M2 

schéma M2(QP) une variét é abélienn e "universelle " A . Alor s Su (qui n'exist e 
qu 'en caractérist iqu e 0) , vu comm e M2(QP) -schéma, classifi e le s isomorphisme s 
o A 

-linéaires v entre l a pn -torsio n M2(QP) de l a fibr e général e A d e A , et 
M2(QP) (/pnZ) La donné e d 'u n te l isomorphism e revien t plu s simplemen t 
à l a donné e d 'u n poin t exactemen t d'ordr e M2(QP) dans Avn, 

Utilisant le s notation s e t définition s d u chap. II, §13, on a , d  après l a 
dernière assertio n d u th . (5.2), u n isomorphism e d e M2(QP) S S E & E B B S S S S 
sur Sf/0

 : 

A ~ G £ ( 2 , Q P ) [X x  ZUP], 

et don c : 
A P ™ ~ G L ( 2 , Q „ ) [Xn X Zur]. 

D'où u n isomorphism e au-dessu s d e ÜU0 • 

A - ? ~ G ¿ ( 2 , Q P ; \Xn x  ZUP\. 

Finalement, o n a  don c bie n : 

S & " ~ G ¿ ( 2 , Q p ) \ [ E n X ZUP]. 

5.6. —  Pou r termine r ce s commentaire s d u théorèm e (5.2 ) signalon s 
l'article [R i 1 ] où es t donné e un e descriptio n plu s canoniqu e d e l'ensembl e 
des composante s e t de s point s su r M2(QP) de l a courb e Su : o n y  expliqu e 
en particulie r commen t l'ensembl e de s composante s irréductible s es t pa -
ramétré pa r l'ensembl e de s M2(QP) -variétés abélienne s d e dimensio n 2  sur Fp, 
munies d e structure s d e nivea u M2(QP) et qu i ne vérifient pas la condition 
"speciale . 

6. Preuv e d u théorèm e d e Cerednik-Drinfeld . 

6.1. —  Nou s commençon s pa r fixe r un e variét é abélienn e A 0 sur Fer 
ie dimensio n 2 , munie d'un e actio n "spéciale " d e l'annea u M2(QP) (pour voi r 
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aue An existe, on peut prendr e l a variété abélienn e associée à  u n poin t su r 
M2(QP) de SV ; ou bien la construire explicitement , partan t d u produi t d e deu x 
courbes elliptique s supersmgulieres , e t definir Taction de faço n analogu e 
a c e qu e nou s avion s fai t e n (4.3 ) pou r exhibe r u n M2(QP) -module forme l 
spécial). Noton s $  l e group e forme l associé , qu i es t don c u n M2(QP) M2(QP) 
formel special. Nous choisisson s d  autr e par t un e identificatio n (cf. §2 ) : 
A -  E n d A M2(QP) (et don c : A (Q ) I = A  = Aut o 

A 
(A,))-

Cela indui t un e identificatio n : 

Ap = A  <g> Qp = M(2 ,Q P ) = End ° ($ ) 

(d'où :  A (Q p ) =  Ap = GX(2 ,Q P) = Aut " (*)) . 

Nous fixons  enfi n de s isomorphismes , pou r £ ^ p : 

v0j£ V£(A0) >Vi, 

compatibles (a u sen s d e l a remarqu e finale  d u §2 ) a  lisomorphism e fixe 
mm A ( g M2(QP) et (A <g> A - opp : cel a signifi e que , vi a M2(QP) l'action d e 
A =  End°A M2(QP) sur Ve est donné e pa r l e compos e : 

A w  Ae a A°pp 

VndAt(V£) 

[action pa r multiplicatio n à  droite] . 

6.2. Algébrisations. 

6.2.1. —  Soi t S u n Zp -schéma o ù l'image d e p es t nilpotente, et X u n 
M2(QP) -module forme l spécia l su r 5 . 

DÉFINITION. — Une algébrisation de X est la donnée d'un couple 
(A.e) constitué d'un schéma abélien A sur S, muni d'une action de M2(QP) 
et d'un isomorphisme CA E M M M M M M M 2 ( Q P ) M2(QP) entre X et le groupe 
formel associe a A. Lorsque A est de plus muni d une structure de niveau 
U (ou Up, cela revient au même), on parle d'algébrisation avec structure 
de niveau U. 

(On noter a qu e l'actio n d e M2(QP) sur A est alors spéciale). 
6.2.2. —  E n particulier , o n not e Aigu OO l'ensemble de s classes d 'iso-

morphic d'algébrisations, ave c structur e d e nivea u U. d e O  I l es t fonda -
mental pour l a suite de déterminer ce t ensembl e :  c est don c F ensemble de s 
classes d'isomorphie d e triplets (A, e, v) ou A es t un e M2(QP) variéte abelienne 
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sur M2(QP) où e est u n isomorphism e équivariant entr e A e t O  e t v une class e 
modulo Up d'isomorphismes M2(QP) lipéaires 

v : n Te (A) n M2(QP) 

Le yog a habitue l (voi r pa r exempl e [Mi]) permet d e voi r encor e ce t 
ensemble comm e l'ensembl e de s classe s d'isogéni e d e triplets (A,£,V) ou 
A es t un e variét é abélienne , muni e d'un e actio n à  isogéni e prè s d e A , o ù 
£ es t un e quasi-isogénie (équivariante) entr e A e t O  e t o ù enfi n v es t un e 
classe modul o JJV d'isomorphismes A-linéaire s : 

v : n Ve(A) n Ve. 

La limit e projective AiOoc (*) des0 Aigu O est l'ensembl e de s tel s 
triplets (A, £, u) ; cette description met e n evidence une action a  gauche su r 
Mgoo (O) du group e A (A/ ) A (Qp ) xA~(A*) telle que la composant e 

suivant A (Qp ) agisse pa r compositio n su r e, e t cell e suivan t A (Ap

f) par 
composition su r Cette action es t transitive, ains i qu'il résulte de l'unicit é 
de l a class e d'isogéni e d e A (§2) . 

Utilisant le s identifications d e (6.1) , on considère l'élément d e Aigoo (*) 
donné pa r l e triplet : 

AQ ,  eo : Ao = * , n M2(QP) 

On voi t alor s qu e l e stabilisateur d e ce t élémen t es t l e sous-group e 
A (Q ) C  A  (A/) . Cela ressor t d e l a commutativit é de s diagramme s ci -
dessous, ou 7 désigne u n élémen t d e A (Q) , et j£ ses image s dan s le s 
A (Qe) : 

Ao 

7 

Ao 

Ao 

7 

Ao 

O 

D 

SD 

VeUo) 

DF 

V^(Ao) 

FG 
Vi 

7* 

V, 
FGF 

6.2.3. —  O n e n dédui t un e biiectio n entr e M2(QP) (O) et l'espac e 
homogène A (A/) A (Q) . D'où i l résult e un e bijectio n : 

Aigu (O) ~ £ / p \A SD (f\f)/A (Q) =  ZU 
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6.3. L'étape suivant e consist e à  défini r u n morphisme O de la fibre 
spéciale un® *-v J M2(QP) M2(QP) = (0(g>F p) M2(QP) vers la fibre  spécial e S<y®Fp. 

6.3.1. —  Soi t S u n schém a d e caractéristique p. Si Ai e t A2 sont deu x 
schémas abélien s su r 5 , nou s appelleron s "p-quasi-isogénie" une quasi -
isogénie g  : Ai A 2 telle qu e l e produi t d e g pa r un e puissanc e asse z 
grande d e p soi t un e isogeni e d  ordre un e puissanc e d e p. Un e tell e quasi -
isogénie induit , pou r tou t M2(QP) un isomorphism e entr e Te(Ax) et TAA2). 

Nous allon s utilise r l e lemme suivan t : 
LEMME. — Soient x1 

et X2 
deux M2(QP) -modules formels spéciaux sur 

S, et f : M2(QP) - x2 une quasi-isogénie. Soit d'autre part (Ax.ei) une 
alqébrisation de Ai Il existe alors une algébrisation 0*2,^2) de X2, et 
une p-quasi-isogénie h : Ax -> A2, telles que le diagramme suivant soit 
commutatif : 

Ai 

h 

M2(QP) 

M2(QP) 

£2 

M2(QP) 

x2 

f 

Le triplet (A2,e2,h) est uniquement determine a isomorphisme près par 
cette propriété. Si de plus Ai est muni d'une structure de niveau U, alors 
(via h) il en est de même de A2. 

On laiss e a u lecteu r l e soin d e se convaincre d e c e lemme plu s o u moin s 
évident :  s i pa r exempl e /  es t un e isogénie , alor s e n prendr a pou r A2 l e 
quotient Ai M2(QP) (Ker / ) . 

6.3.2. —  Utilisan t l e théorème fondamenta l d u chapitr e I I (§8.4), ainsi 
que (6.2.3 ) ci-dessus , on voi t qu e s e donner un e sectio n d e (Q 2 ® F P ) xZu 
au-dessus d'u n schém a connex e S =  Spe c B d e caractéristiqu e p revien t à 
se donne r : 

a) Un homomorphism e Y : Fp B. 

b) Une class e d'isomorphi e d e couple s M2(QP) avec : 
X um M2(QP) -module forme l special sur S: 

M2(QP)O • X un e quasi-isogéni e d e hauteu r 0 . 

c) Une algébrisatio n (A,e,u) de $  ave c structur e d e nivea u U. 

Partant d e ces données, on applique le lemme ci-dessu s ave c Xi M2(QP) 
x2 

= ,ff = P, A i = V>.A , ex M2(QP) on trouv e ains i un e algébrisatio n 
de X avec structur e d e nivea u U, c'est-à-dire u n poin t d e Sn(B). On 
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a ains i défin i u n morphism e d e foncteurs , d'o ù l e morphism e cherch é d e 
F p -schémas : 

0 :  (Q (g) Fp ) x Zu Su <8 > F P . 

6.3.3. — Vérifions qu e 0  es t invariant par l'action sur le membre de 
gauche du groupe m M2(QP) ; on s e souvient pou r cel a que , d  aprè s (chap . 
II, (9.3)) , l'action d'u n élémen t g de ce groupe sur le foncteur G es t donné e 
par (e n posan t n = v (dei g)) : 

g(yj,X, p) ( V > o F r ~ n , X,poyj* ( ^ E r o b * ) ) . 

D'autre part , l'actio n su r Zu dont i l a  ét é questio n e n (6.2.2) peut 
également êtr e décrit e e n term e d u lemm e (6.3.1 ) :  l'imag e M2(QP) M2(QP)= 
g(A,e,v) est caractérisé e pa r r  existence d  une p-quasi-isogeni e hg:vfAgf 
A1 rendant commutati! le diagramm e : 

A 

A1 

kg 

e 

M2(QP) 

M2(QP) 

9 

M2(QP) 

Notons M2(QP) Palgébrisation d e X associée a u poin t défin i pa r 
(VS X-, p,A,£,v) ; on a  don c u n diagramm e commutati f : 

^*A 

M2(QP) 

h 

M2(QP) 

£2 

M2(QP) 

p 

X. 

Le poin t défin i pa r : 

(V>i =  yj o Fr-n, Х,Р1=ро<YY.(í/^Frob"), Aí, £ l ,Fx ) 

a pou r imag e l a mêm e algébrisatio n d e X , ains i qu'i l résult e d e l a 
commutativité d u diagramm e : 
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M2(QP) 

i / > . F r o b n 

M2(QP) M2(QP) 

V>.Frob n 

M2(QP) M2(QP) M2(QP) 

M2(QP) M2(QP) 

M2(QP) M2(QP) M2(QP) 

M2(QP) 

A 2 

£ 2 

p 

M2(QP) 

Finalement , o n voi t don c qu e 0  s e factorise e n u n morphism e d e M2(QP) 
schémas : 

0 : G L ( 2 , Q P ) , [ (0® F p ) x Zu] -+ St/ ® F p . 

6.4. O n veut  maintenant montrer que 0 es £ un  isomorphisme. 

6.4.1. —  L e quotien t ci-dessu s n 'es t rie n d 'au t r e qu e l a fibre  spécial e 
du quotien t qu i figure  dan s l 'énonc é d u théorèm e d e Cerednik-Drinfel d 
(rappelons qu e U es t suppos é asse z pet i t , e t qu e pa r conséquen t le s groupe s 
qui interviennen t agissen t l ibrement ) :  des commentaire s analogue s à  ceu x 
de (5.3 ) s 'appliquen t ici . I l es t commod e d 'é tendr e le s scalaire s d e Fp a  Fp , 
et l 'o n voi t facilemen t qu e l e schém a obten u à  par t i r d u quotien t ci-dessu s 
s'identifie a u quotien t : 

GL ' (2 ,Qp) M2(QP)M2(QP) 

où l 'o n a  not é GV le sous-group e d e G L ( 2 , Q P ) consti tué de s g tel s qu e 
v ( d e t a ) =  0 . En terme s modulaires , MF représente l e foncteu r G qui 
classifie le s couple s (X,P), et GV y opère pa r compositio n su r p. 

Le morphism e © F 
• P 

déduit d e 0  pa r l 'extensio n de s scalaire s provien t 
d 'un morphism e d e -schémas : 

M2(QP) V p 

x Zu —» Su ®  Fp . 
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Ce dernie r associ e à  u n poin t (X, p,A, s, v) défini su r un e M2(QP) - algèbre 
B T  algébrisation d e X obtenue pa r applicatio n d u lemm e (6.3.1) avec 
Xi = <Ï>B, X2 = X,f = p, Ai = Aß, si — SB-

6.4.2. — Montrons qu e 0 F 
r p 

induit un e bijection entre les ensembles 

de Fp -points des deux schémas : 

Injectivité: supposon s que deux Fp -points (X, p, A, s, v) et (X',p',A',E',V 
admet ten t pa r M2(QP) la mêm e imag e A2 (une M2(QP) -varíete abelienne speciale 
sur M2(QP) munie d 'un e s t ructur e de niveau) . Alors , parc e qu e A2 es t à  l a foi s 
une algébrisatio n de X e t d e X ' , o n voi t qu e X s'identifi e naturel lemen t à 
X''. O n voi t ensuit e qu e p e t p' diffèren t pa r compositio n pa r u n élémen t 
g E GL'(2,QP) : on peu t don c suppose r qu e p = p'. On constat e enfi n qu e 
(A,e , i / ) [resp. (A',e',ï?)} est l 'algébrisatio n d e <J > obtenue pa r applicatio n 
du lemm e (6.3.1 ) à  l 'a lgebnsatio n A2 d e X e t à  p 1 [resp. l 'algébrisatio n 
A2 d e X' e t à  p''1]. 

Les deux point s son t don c bie n déduit s 1  un d e 1  autre pa r 1  action d  u n 
élément d e M2(QP)M2(QP) 

Surjectivité : A2 étant donnée , notons X so n complété formel. Parc e qu e 
tous le s OAP -modules formel s spéciau x d e hauteu r 4  su r Fp sont isogène s 
(chap. II, 55), il exist e un e quasi-isogéni e p : $ -> X. On peu t mêm e 
supposer, pa r compositio n ave c u n endomorphism e convenabl e d e <È> , que 
p est d e hauteu r 0 . 

Appliquant l e lemm e (6.3.1 ) à  l'algébrisatio n A2 d e X e t à  p , an 
obtient un e algébrisatio n (A,s,v) de <I > avec structur e d e nivea u :  i l es t 
clair qu e A2 es t l'imag e d e (X, p, A,s,v) par 0 i . 

6.4.3. —  Prouvon s maintenan t qu e Oi es t étale : soit B un e F p-algèbre, 
et B' —» B u n épaisissemen t d e B, d e noya u u n idéa l d e carr é nul ; soi t 
* = № P, A s, v) un poin t à  valeur s dan s B de M2(QP) x Zu, et y — A2 so n 
image pa r ©i . Déforme r x e n u n I^-poin t x' revien t à  déforme r l e OAP-

module forme l X  :  en effet , l a quasi-isogéni e p se déforme uniquemen t (cf. 
par exempl e [Z i 3 ] 5.31) , e t l e schém a Zu es t constant . O n voi t don c qu e 
@i me t e n bijectio n le s déformations x1 d e x e t celle s y' d e y : la bijectio n 
réciproque associ e à  un e déformatio n d e A2 l a déformatio n sous-jacent e 
du group e forme l A2 X . 

•¡¿1J.-UUJJ 0 F 

p 
est étale ; comm e i l es t auss i bijecti f su r le s Fp -points, 

c es t finalement  u n isomorphisme . 
Donc 0  est un isomorphisme. 

6.5. —  O n vien t ains i d  obteni r u n isomorphism e comm e celu i prédi t 
par l e théorèm e (5.2) , mai s seulement pour Vinstant entre les fibres 
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spéciales: remarque r que , pa r construction , i l s e relèv e au x OAP M2(QP)fgd 
formels naturellemen t porté s pa r le s deu x membres . I l es t immédia t e t 
formel d e vérifier qu e ces isomorphismes son t compatible s entr e eu x quan d 
JJP varie, e t qu e l e systèm e d e ce s isomorphismes es t M2(QP) -èqui variant. 

La possibilit é d e prolonge r 0  e n u n isomorphism e entr e le s deu x 
schémas formel s v a résulte r d u théorèm e d e Serr e e t Tate . 

Soit B un e z p -algèbre o ù p es t nilpotent , e t B0 = B/pB, La donné e 
d'un J5 0-point XQ du schém a GL(2,qp)\ M2(QP) xZu) munit (pa r imag e 
réciproque) B0 d'un M2(QP) -module formel spécia l X0. On voi t qu e déformer 
ce point XQ à B revient à déformer X0 : l a questio n étan t e n effe t locale , 
on es t ramen é a  l a résoudr e pou r l e foncteu r G , c e qu i es t évident . 

En définitive , s e donne r u n J3-poin t x d u schém a quotien t ci-dessu s 
revient à  s e donne r s a restrictio n x0 à  BQ , plus un e déformatio n X su r B 
de XQ. D e mêm e i l es t clai r qu e s e donne r u n S-poin t y d e Su revien t 
à s e donne r s a restrictio n yo e t un e déformatio n A d e AQ (le OA-schéma 
abélien spécia l su r BQ défini pa r yo). O r s i xo e t yo s e corresponden t pa r 
l'isomorphisme 0 , X O s'identifi e a u complét é AQ . Le théorèm e d e Serr e 
et Tate ([Me] [Dr2]) affirme qu e le s déformation s d e Ao corresponden t 
bijectivement à  celle s de ÂQ , et don c d e X :  cela défini t d e façon naturell e 
un isomorphism e entr e le s schéma s formel s M2(QP)M2(QP) M2(QP) jBTtr \ 

p > 
X Zu] 

et Su, qui prolong e o , et qu i possèd e visiblemen t toute s le s propriété s 
souhaitées. 

La preuv e d u théorèm e d e Cerednik-Drinfel d es t don c achevée . 
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L'ac t ion d e l 'a lgèbr e d e Hecke sur le s g r o u p e s d e 
c o m p o s a n t e s de s j a c o b i e n n e s de s courbe s m o d u l a i r e s 

est "Eisenste in". 

Bas Edixhove n 

le 1 9 mai 198 8 

1 Introduct ion . 
Pour N u n nombre entier positif soit XO(N)Q l a courbe modulaire sur Q paramétrant les N~ 
isogénies cycliques entre courbes elliptiques, et JO(N)Q s a jacobienne. L'algèbr e de Hecke agit 
sur JO(N)Q don c aussi sur son modèle de Néron Jo(N) su r Z. Soit p un nombre premier et $jv,p 
le groupe de composantes connexes de la fibre géométrique Jo(N)P d e Jo(N) en caractéristique 
p. 

Dans cet articl e nous démontrons que pour p >  3  l'action de l'algèbre de Hecke sur $N,P 

est "Eisenstein". Cel a veut dire que pour tout nombre premier / ne divisant pas N l'opérateu r 
de Hecke T/ agi t su r $N,P pa r multiplication par Z -f 1  (cf. [Ma] , p.95). C e résultat es t une 
généralisation d'u n théorèm e d e K . Ribe t [R i l],[Ri 2](Theorem 2.24) , qu i prouv e l e même 
résultat en supposant que la valuation de TV en p est au plus 1. A  dire vrai, Ribet prouve son 
théorème aussi pour p = 2,3. Parc e que dans ce cas la méthode de Ribet est plus efficace nous 
nous restreindrons au cas p > 3. 

Pour prouver son théorème Ribet utilise la description donnée par A. Grothendieck [Gro 1 ] 
des groupes &N,P

 e n terme s de l'accouplement d e monodromie sur le groupe de caractères de 
la partie torique de la réduction (semistable) de Jo(N) sur Zp . E n se servant des résultats de 
[De-Ra] sur la réduction de Xo(N) modul o p il obtient une description combinatoire de $N,P 

en termes de points supersinguliers en caractéristique p. C e qui reste alors à démontrer est une 
proposition sur les automorphismes des courbes elliptiques supersingulières. 

Comme la méthode de Ribet ne marche qu'en cas de réduction semistable nous nous servons 
de la description donnée par M. Raynaud [Ray] des groupes $jv,p en termes de modèles sur Z 
des XQ(N)Q qu i sont réguliers. D e tels modèles sont connus dans le cas où la valuation en p de 
N est au plus 1 [De-Ra], et dans le cas où p > 3 [Ed]. Pour / un nombre premier ne divisant pas 
N i l faut montrer que l'opérateur de Hecke T/ agit sur $N,P par multiplication par / -f 1. Ce t 
opérateur T/ est défin i e n termes des deux morphismes standards de X0(NÎ)Q ver s X0(N)Q. 
Afin de calculer l'action de 7} sur $N,P nous étendons ces deux morphismes à certains modèles 
convenables sur Zp . Ces calculs nous conduisent à démontrer la proposition (déjà prouvée par 
Ribet dans le cas supersingulier) mentionnée plus haut (cf. Lemm e 2 de (4.2)). 

L'intérêt de ce théorème de Ribet est le rôle qu'il joue dans [Ri 2], où il est démontré que la 
conjecture de Taniyama et Wei l implique celle de Fermât. I l est peut-être utile de remarquer 
que dans la démonstration que Taniyama-Weil implique Fermât [Ri 2] on n'a besoin que d'une 
version faible du théorème de Ribet. Cett e version dit que l'action de l'algèbre de Hecke sur 
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le sous-groupe de ç-torsion d e $n,p est Eisenstein pour tout nombre premier q > 3 . D'aprè s 
Mazur et Rapoport [Ma-Ra ] ce sous-groupe est cyclique et on a un générateur explicite: c'est 
un multiple de Z — Z' (dans leur notation). I l est très facile de calculer l'action d'un T/ sur 
Z — Z'. Bien sûr, il n'est pas utile d'affaiblir le théorème de Ribet quand il s'agit des conjectures 
de Serre. 

Finissons par remarquer le fait que l'action de l'algèbre de Hecke sur les groupes de com-
posantes des modèles de Néron des jacobiennes des courbes de Shimura n'est pas toujour s 
"Eisenstein". Ceci est une conséquence du Théorème 4.3 de Ribet ([Ri 2], version d'octobre 
1988). 

J'aimerais remercier K. Ribet de m'avoir demandé si la généralisation de son théorèm e 
était vraie, de m'avoir envoyé une version préliminaire de son article [Ri 1], de m'avoir stimulé 
d'écrire c e texte , e t d e ses commentaires . J'aimerai s auss i remercie r J . Oesterl é d e m'avoir 
suggéré beaucoup d'améliorations. 

2 Descr ipt io n d u group e d e composantes . 
Soit S un trait strictement hensélien de point fermé s et de point générique t , e t C —> S une 
courbe. Supposon s que C est régulier et que Ct es t lisse et géométriquement irréductible sur t. 
Nous allons rappeler la description que donne Raynaud ([Ray], (8.1)) du modèle de Néron de 
Pi en termes du foncteur de Picard Picc/s-

Notons par C les composantes irreductibles réduites de C5, et par me l a multiplicité de C 
dans Cs. Alor s on a l'égalité de diviseurs (de Weil ou Cartier) sur C: 

M2(QP) E 
C 

mcC. 

Pour ne pas avoir des ennuis nous supposons que k(s) est algébriquemen t clo s et qu e le plus 
grand commun diviseur des me es t 1. 

Soit Pi Lc/s le sous-foncteur de Picc/s des faisceaux inversibles de degré total 0. Rappelon s 
( [De-Ra]I(3.3.3 ) ou [Ray] (8.1.1)) que le degré total d'un faisceau inversible C sur Cs est donné 
par: 

degC = E 
c 

mcdegc(£ \c). 

D'après théorèm e (8.1.4 ) d e [Ray ] le modèle d e Néron de Pi sd dds est éga l à Pic [o] c/s IE, où 
E es t l'adhérenc e schématiqu e d e l a sectio n unit é dan s Pic c / S . Ce faisceau e n groupe s E 
mesure l e défau t d e séparatio n d e P'lcc}s sur 5 . Puisqu e C/S satisfai t l a propriét é (N ) 
([Ray](6.1.4),(6.1.6)), C/S es t cohomologiquement pla t ([Ray](7.2.1) ) e t E es t représent é par 
un schéma en groupes étale sur S ([Ray](5.2)). C e schéma en groupes est "l e schéma étalé sur 
5" correspondant au faisceau gratte-ciel de support s et de groupe E(S). L e groupe E(S) es t 
formé des faisceaux inversible s sur C qui sont triviaux sur Ct. Soi t D l e groupe abélien libre 
qui a pour base les composantes irréductibles C de C„ on a donc: 

D = 
c 

Z[C]. 

Alors E(S) es t l'image du morphisme: 

D div Pic [o] c/s (S) [C] -» Ce, 
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où Ce est l'inverse du faisceau d'idéaux sur C définissant le diviseur C. Comme M2(QP) est la 
composante neutre du modèle de Néron de M2(QP) ([Ray](8.1.2)) on a: 

$ =  Pi "C/S (S)/(E(s) + Picg/s(*)) — Pi cc/s {S)/(E(S) + Picg/s(S)), 

où es t l e groupe de composantes de la fibre sur s de ce modèle de Néron. Définisson s 
un morphisme: Picc/s(S) multideg D par: M2(QP) deg(£ \c)[C] Maintenant nous avons un 
diagramme où la ligne est exacte: 

0 Picg/s(S)) Pi4°J5(5) 

SFDG 
div 

M2(QP) D ^ Z  - » 0 . 

Le morphisme a = multideg o div se calcule par: 

a : [Cl- c 
deg(£c |c-)[C] M2(QP) (-C')[C], 

où (C • C) es t le nombre d'intersection de C et C" sur la surface régulière C. D e ce qui précède 
ils'ensuitque(Ray](8.1.2)): 

$ = ker(deg)/im(ûf). 
Un élément de $ est donc une classe modulo im(a) de multidegrés de faisceaux inversibles sur 
C. 

3 L e groupe de composantes et morphismes . 
Les notations sont celles de la Section 2. Soit CL S une courbe satisfaisant aux hypothèses faites 
sur C, et C A C un iS-morphisme. Nous allons calculer les deux morphismes induits par x sur 
les groupes de composantes: $ U $ et $ 

3.1 Calcu l d e TT*. 
D'après (2), le groupe $ es t l'homologie du complexe: D A  D  5  Z . On a un complexe 
analogue pour <£. Tenant compte des deux interprétations de D (groupe de diviseurs sur C à 
support dans CS et groupe de multidegrés de faisceaux inversibles sur C), on voit facilement 
que le morphisme 7T : *P —> $ est induit par un morphisme de complexes: 

X 
d̂iv 

D 

a 

a 

D 

d̂ee 
D 

deg Z 

deg 
deg(7r) 

Z 

d̂iv : [C] » 7T-lC (diviseur sur C) 

M2(QP) [C]~ FG 
DFG 

deitfTrUfCl. 
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3.2 Calcu l d e TT*. 

Les notations sont toujours les mêmes, mais dans cette section il nous faut une hypothès e 
supplémentaire: C A C est quasi-fini. Parc e que C S et CS sont propres, 7T est alors fini, et 
parce que C et C sont réguliers, 7r est plat. L e morphisme ir est donc fini et plat, ce qui reste 
vrai après tout changement de base. L a construction "norme d'un faisceau inversible" nou s 
donne un morphisme: Pi°c/s 7T« PÌCC/5. En termes de diviseurs ce morphisme est l'imag e 
directe. 

En regardant les valuations que donnent les composantes irréductibles des fibres fermées 
on trouve 1 égalité de diviseurs sur C : 

M2(QP) E 
c-*c 

(mô/mc)C. 

Localisation au point générique d'un C nous donne: 
deg(?r) 2 J 

cv-c 
(m6/mc)deg(C/C). 

Pour l'image directe d'un C on a par définition ([Gro 2] (21.10.14.1)) : M2(Q = deg(C/TrC)irC. 
Pour voir ce qui arrive aux multidegrés appliquons le corollaire (7.1.2) de [Ray], ce corollair e 
dit que pour chaque C il existe un diviseur effectif horizontal Z sur C qui a degré 1 sur C e t 
degré 0 sur les autres composantes de Cs. L e degré de sur TTC se calcule par la formule de 
projection: (ti-.Z-ttC) = (Z • 7T*7rC) = (Z-(mô/m„ô)C) = mc/m*c- Maintenant nous savons 
tout du morphisme de complexes qui induit irm sur les groupes de composantes: 

Z 

Z 
deg(Tr) 

D 
7r?V 

D 

~.àiv . 
7T : 7T?eg : 

a 

D 
7T?eS 

D 

[С] >-+ deg(C/-xC)[wC] 
[С] н. (mô/m„ô)[nC]. 

deg 

deg 

Z 
1 

z 

Remarque. Comm e l'a suggéré J. Oesterlé, on peut calculer le morphisme induit par n sur les 
groupes de composantes sans supposer que ir est quasi-fini. L e morphisme 7T : $ —> $ est alors 
induit par un morphisme de complexes commme ci-dessus, où 7Tde8 est donné par la formule: 

7Tde* : [C] M2(QP) 
M2(QP) 

™>c,c\c\ 

avec mc,c la multiplicité de C dans 7T~lC La formule pour 7Tdiv est toujours la même. 

3.3 Éclatements . 
Il peut être nécessaire de travailler avec des modèles non minimaux, par exemple pour avoir 
des morphismes entre modèles réguliers. Bie n sûr, le groupe de composantes ne dépend pas 
du modèle (régulier) qu'on choisit, mais c'est sa description qui change quand on change de 
modèle. Nou s avons donc besoin de traduire une description en une autre. Soi t alors C A  C 
obtenu en faisant éclater C en un point x € C(s). Nous notons E la courbe exceptionnelle et C 
le transformé strict d'une composante irréductible C de Cs. 
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Dans ce cas on a: M2(QP) [C] -  [Cl . Cette formule donne l'isomorphisme: M2(QP) nous 
voulons aussi une formule pour son inverse. Four cela il iaut éliminer les \RJ\ d  un élément de 

La relation voulue nous est fournie par à([E]): 

à([E]) = -[£14 £ 
XEC(S) 

mcAC] 

où mc>x est la multiplicité de C en i. L'isomorphism e $ —> $ est donc induit par: 

Meg)"* M2(QP) [C] ~ [C] im» E 
XEC(S) 

M2(QP) 

4 L e c a s d e s c o u r b e s m o d u l a i r e s X0(N). 

Pour N un entier positif soit X0(N) la courbe modulaire sur Z paramétrant les TV-isogénies 
cycliques entre courbes elliptiques: X0(N) est le schema grossier de modules compactifie associe 
au problème de modules Fo(N)] (cf. [Ka-Maj(8.6)) . Cette courbe X0(N)/Z est un modele 
normal de sa fibre générique *o(-/V)q/Q, mais malheureusement c e n'est pa s toujours un 
modèle régulier. Noton s par UN) le modèle de Néron sur Z de M2(QP) Wq/Q boit p un 
nombre premier, S le spectre de 1 anneau des vecteurs de Witt sur Fp et X0(N)S la ésolutio n 
minimale de X0(N)s Deligne et Rapopor t [De-Ra ] ont donné une description de Xo(N)s 

dans le cas ou la valuation de N en p est au plus 1. Utilisan t les résultats de Katz et Mazur 
[Ka-Ma] on peut décrire X0(N)S pour p > 3 [Ed], Dans ces deux cas on connaît donc la table 
d'intersection de la fibre spéciale de Xo(N)s, et d'après la Section 2 cela suffit pour calculer le 
groupe de composantes FG de J0(N)S. Nous donnerons quelques exemples de ces groupes en 
(4.4). 

4 .1 Actio n d e l'algèbr e d e Heck e su r M2(QP) 
Soit /  un nombre premier ne divisant pas N. Pou r une isogénie cyclique de degré NI entr e 
courbes elliptiques (sur une base quelconque): T7t TP 

LJ\ •  JZ/2 
il existe des factorisations uniques (à 

isomorphisme près): 
Er <t>N,\ E3 

<I>1,2 E2 D DD E4 
4>N,2 E2 

OÙ a degré * (cf. [Ka-Ma ] (6.7)) . 
Au niveau de problèmes de modules cela donne deux morphismes: 

S,T:[r0(M)]^[r0(JV)]: S(</>NL) = <F>N,L T^i^NL) = <F>N,2, 

et une involution: 
W, : [To(Nl)] -  [TQ(Nl)} <t>NL |-* <t>N,\<t>\i-

Par construction on a: T = S o W/. On obtient des morphismes induits: S,T : Xo(Nl) -> 
X0(N), X0(Nl)Q M2(QP)RTG un endomorphisme Ti = T*S * de J0(N) et finalement un 
endomorphisme T/ d e $N t P . Le fait que S, T et W/ se prolongent aux pointes est démontré 
dans [De-Ra] Ch. IV Prop. 3.16, 3.18, Prop. 3.19 et ex. 4.4. 

Théorème 1  L'endomorphisme T/ de $N,P est multiplication par l -f- 1 si p > 3. 
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Dans ce cas (p > 3) on connaît des modèles réguliers, alors avec les méthodes des Sections 
2 et 3 on pourrait simplement calculer S* : M2(QP)xcxc et T. : $Ni,p -> $jv,p , mais on peut 
faire un neu mieux. C'es t à dire au'il suffit d e Drouver aue S* = T * : M2(QP)xcxc parce 
que cela implique que Ti = T.T * : $N,p - > $iV,p, et T.T* agit sur JQ(N)Q (et don c aussi 
SUr $jv,p ) par deg(T) = /  + 1. Cette astuce est due à Ribet, (d après Ribet, le vrai résultat 
est cette égalité, et le Théorème 1 en est un corollaire). O n aurait pu faire beaucoup mieux 
si l'action de W/ sur &NI,P était triviale (cela réduirait le théorème à une proposition sur une 
seule courbe), mais cela n'est pas vrai. Alors le plus grand problème dans la démonstration de 
S* = T* est de décrire des modèles réguliers de X0(Nl)s et X0{N)s auxquels les morphismes 
S et T se prolongent. On donnera quelques exemples de ces modèles en (4.3). 

Soit maintenant V une structure de niveau supplémentaire convenable (par exemple [r(3)]s), 
tel qu on a des morphismes de schémas de modules compactines sur S: 

M(V,\r0(Nl)}) S,T MCP,\T0(N)]), 

avec une action (ndele, d un groupe G) tel que le quotient par cette action est: 

Xo(Nl)s 

S,T X0(N)S. 

Pour simplifier nous supprimons dans la suite les indices inférieures "S". 
Soit xeM{V,[T0(N)])(s) un point à stabilisateur G, non trivial. Comm e en [Ed] on fait 

éclater M(V,[T0(N)]) en x jusqu'à ce que l'action de Gx su r les points fixes au dessus de x 
est par pseudo-réflexions (i l faut donc 0,1 ou 3 éclatements). O n fait éclater M2(QP)dfdssq 
en tout y e s-\x) de la même manière qu'on a fait éclater MCP, r0(N)]) en x. Noton s les 
modèles obtenus par M(V,[r0(N)]Y et M(V,[ro(Nl)])'S- Nous avons maintenant un grand 
diagramme: 

M(V,[r0(Nl)]ys 

Xn(NlYs 

in" 
Xo(Nl) 

Xo(Nl) 

S 

S 

s 

M(V,[r0(N))Y 

X0(NY 

7T 
Xo(N) 

Xo(N) 

quotient par G-action 

composé d'éclatements 

composé d'éclatements 

Il y a des morphismes induits sur les groupes abéliens libres engendrés par les composantes des 
fibres fermées, nous n'écrivons que les deux lignes au milieu: 

M2(QP) 

D 
M2(QP) 

s* D* 
M2(QP) 

D 

où S3EG et *aeg sont s induits par S et n comme en (3.1), et (TÍ*)"1 par 7r s comme en (3.3). 
La composition de ces trois morphismes, qu on notera S* : D -> D, induit S* M2(QP)M2(QP) 

De la même manière on trouve des morphismes: 

T* : M2(QP) T* 
D* 

M2(QP) M2(QP) D. 

Le théorème à démontrer est maintenant une conséquence de la proposition suivante. 
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Proposition 1 S* = T* : D —• D. 

On prouvera l'égalit é S'([C}) = T'([C1 ) pour tou t element de base de V. Pou r G  le 
transformé strict d'une composante de X0(N). cela résulte de la description par [Ka-Mal: si C 
est de type (a, b) alor s S*([C]) = T*([C]) = ( / + !)[(«, 6> composante de Xo(Nl)s\. 

Soit x G (Sing Xo(N))(s), et Cx une composante de Xo(iV)s dans l'image réciproque de x. 
Par (3.1) on a: d̂eg [Cx] = [CJ, OU est le transformé strict de M2(QP) dans M2(QP) Encore par 
(3.1) on a: 

s* C  = E 
St/=a? 

foi r ( [ c j ) = E 
Ty=a: 

foi 

où les sommes sont sur les y G X0(Nl)(s) avec Su = x (resp. Ty = x) , et M2 est la composante 
unique de Xn (Ni): au dessus de y avec S (ou TVimage M2(QP) Les coefficients sont 1 parce que les 
deg M2(QP) sont 1, ce qui a son tour resuite de ce que 1 action de Gx sur chaque composante 
de M(PATo(N)]): 

Par (3.3) on a: 
au dessus de Cx 

est triviale (cf. [Ed](ch.l)). 

M2(QP) M2(QP) 
c 

ae[(5] 4 E 
Sy=x 

[Cy] 

où le deuxième terme est une somme sur les v G (Sing X0(Nl))(s) seulement, et le premier terme 
est une somme sur les composantes de X0(Nl), (C est le transformé strict dans Xo(Nl) de C). 
Ce premier terme est le résultat de l'élimination des [C'y] avec Sy = x mais y G (Reg X0(Nl))(s). 
Pour T on a une somme analogue: 

M2(QP) M2(QP) E 
C 

bô[C] + E 
Tl7=X 

M2(QP) 

Il nous faut prouver que ces deux sommes sont identiques. I l est clair (cf. (3.3) ) que les 
et M2 dépendent seulement (et de la même manière) du nombre de [C'y] éliminés, donc il suffit 
de prouver l'égalité des deuxièmes termes. Cel a revient à démontrer que: 

(Sing Xo(Nl))(s) nS" 1 ! = (Sing Xo(Nl))(s) n  T"1*, 

ce qui est une conséquence du Lemme 2 de (4.2). 

4.2 U n l emm e su r les automorphismes de s courbes el l iptiques . 
Soit p un nombre premier, k := R, N un nombre entier positif qu i n'est pas divisible par p, 
et X0(N) A  X0(l) le morphisme donné par: M2(QP)M2(QP) (Dans cette section nous ne 
supposons vas que p > 3.) 

Soit x e Xo(N)(k), a G  AMtdx) correspondant au diagrammes suivants: 

M2(QP) DVGD E2 

M2(QP) 
M2(QP) 

Ex 

M2(QP) 

M2(QP) 

E2 

• <T2 
E2 

Notons qu e a\ et cr2 ont même ordre que a, donc la connaissance des courbes elliptiques à 
automorphismes # ± i nous appren d qu e si a ¿ ±1 alors l'ordr e de a est 3,4 ou 6, et E2 

est isomorph e a  Ei. Cec i impliqu e qu e dan s nos considérations sur le s points de Xo(N) à 
automorphismes nous aurons affaire aux endomorphismes seulement. 
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Soit maintenant y e x0(i){k) (disons y ~ E) et ±1 ^ er G Autfc(y), alors : 

{x € S"1? I tr e Autt(x)} = {£•4 ^.1 aker̂  = ker<̂ } 

Il s'agit donc de sous-groupes cr-invariants cycliques d'ordre N de 
E[N](k) ^ (Z/AH2 = n M2(QP) 

où N = nq\Nqn« est la factorisation de N en facteurs premiers. Sachant que pour tout 9^2,3 
l'action de a sur E[q](k) a  deux valeurs propres distinctes il est facile de démontrer le lemme 
suivant. 
Lemme 1  Écrivons N = 2n 2 M2(QP) Pour y G Xo(l)(k) et a4 G Aut;t(y) d'ordre 4  on a: 

#{x G  S_1y I  aA G Aut fc(z)} = U M2(QP) 
5* ÏÏ2 > 1 Oft 
sinon. 

3q = -1(4) 

Ecrivons N =3n3 n , / 3 9 n ' . Pour y G Xo(l)(*) M2(QP) G Autfc(y) d'ordre 3  on a: 

#{z G S" 1?/ I cr 3 G AuU(x)} = 0 
M2(QP) 

si n3 > 1 ou 3ç = —1(3) 
sinon. 

Nous savons déjà que les points de X0(N)(k) à automorphismes M2(QP) correspondent aux 
endomorphismes (= isogénie s dont la source et l e but coïncident) . I l se trouve même que 
ces endomorphismes appartiennent a 1 un des sous-anneaux Z[<t4] et Z [<73] de Endjk(£). Cela 
résulte du fait que Z[cr4] et Z[cr3] sont de factorisation unique et que la factorisation de N donne 
exactement le même nombre d'endomorphismes cycliques de degré N que le lemme précèdent. 
Lemme 2 Soit N =  IM avec l un nombre premier qui ne divise pas M, et x e X0(N){k) 
avec a G  AutMx ) d'ordre 3 ou 4. Alors on a Sx = Tx pour S et T les deux morphismes 
Xo(iV) - X0(M) de (4.1) . 

Disons que x correspond kEH E, et <t>N G  Z [(t]. Ce (j>N s e factorise en deux facteurs de 
degrés M et / : <t>N — <t>M<t>i-Alors de <f>M<t>l = <t>l<t>M il résulte que Sx = <j>M — Ta;. 

4.3 Quelque s exemple s de s modèle s utilisé s e n (4.1) . 
Dans cette section on trouve des dessins des fibres fermées de quelques modèles utilisés en (4.1). 
Pour obtenir ces dessins on se sert de la description des points à automorphismes de (4.2) et 
de [Edl ch.l . 

Traitons le cas: Xo(2 • ll)s X0(ll)sDFF où S est de caractéristique résiduelle 11 . Le s 
dessins sont dans la Figure 1 . 

Le deuxième exemple est: X0(2•132)s -5 - X0(132)s, avec S de caractéristique résiduelle 
13. Le s dessins sont dans la Figure 2. 
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F i g u r e 1 : L e c as X0{2 • l l ) s 
s 

X 0 ( l l ) s . 

x„(ii: j=0 

M2(QP) 

X 0 ( H ) 
j=c 

M2(QP) 

X.C11) 
2 

j-o 

M2(QP) 

k 0 ( 2 . u ; 
3=0 

3 = ! 2
3 

3 = 1 2 3 

M2(QP) 
j=o 

3 = 1 2 3 

3=12 3 

X (2.1lj* S 

2-

3 -

/ 2 

.3 

j=0 

-3 = 12 3 

i = 1 2 3 

F i g u r e 2 : L e c as X0(2 • 1 3 2 ) s 

s ï o ( 1 3 2 ) s . 

x 0(l3
2) 

12 

j = 5 

X„(13 2 f 

X 0(13 , 

12 

3=5 

3=12 3 

j=0 
4 

fi 

X_(2.13 M2(QP) 
j = 5 

j = 5 

j = 5 

j = 1 2 3 

3 = 1 2 3 

j=0 

6 

12 

12 

19 

X_(2.13 2) 

1 9 

3=5 

3=5 

j=5 

X^T2tl3 2) 

12 

j = 5 

j=5 

3 = 5 

3 = 1 2 3 M2(QP) 
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4.4 Quelque s exemple s de s groupe s M2(QP) 

4.4.1 L E CAS TRAITÉ PAR MAZUR E T RAPOPORT. 

Il y a quelques petite s erreur s dan s les calculs de [Ma-Ra]. Dan s cett e section , nou s nous 
permettons d e refaire ces calculs. I l y a trois choses à dire. Premièrement : le s l/d{ qui se 
trouvent dan s leur Proposition (1.4) ne doivent pas être là, apparemment ils n'ont pas tenu 
compte du fait qu e les Xi dans [Ray] , (8.1.1 ) ne sont pas nécessairement réduits . D'ailleur s 
cela n'affecte pa s leurs résultats parce que tous les à\ y sont 1. Deuxièmement : l e nombre de 
points super singulier s n'est pas comme il est écrit dans la Proposition (1.2): (Q - 2")/ 2 DOIT 
être (Q + 2")/2 et (Q-2")/Z doit être (Ç + 2"+1)/3. Troisièmement: i l y a une erreur dans la 
structure du groupe <£ (leur s $ modulo 2-torsion et 3-torsion ne sont pas cycliques (cf. Tabl e 
2, page 174), tandis que cela doit être bien le cas). Dan s cette section nous tentons de donner 
les tables correctes. 

Rappelons les notations: N = pM est un nombre entier positif , P > 3 un nombre premier 
qui ne divise pas M. Notons par 52, S4 e t 5ß les nombre s de points supersingulier s x G 
M2(QP)GH tel que #Aut(x) = 2,4,6. Alors notre calcul de M2(QP) donne: 

54 5« M2(QP) 

0 0 Z /5 2 

> 1 n Z /(2(25 2 +  5 4))®(Z/2)*<- 2 

N > 1 Z/(3(35 2 +  56))(B(Z/3)*6-2 

> 1 > 1 Z /(6(65 2 +  354 + 2*0) $(Z/2)'«-2 e ( z / 3 ) 5 6 - 2 

Pour obtenir $N,p dans le cas où 54 = 1 il faut fair e comm e suit: prendr e le ca s S4 >1, 
supprimer le terme avec exposant "s4 - 2" et supprimer le facteur "2 " du premier terme. Si 
5 6 =  1 on supprime le terme d'exposant " 5 6 -  2 " et le facteur " 3 " du premier terme. 

Soit maintenant M2(QP)GH la factorisation de M en facteurs premiers (n, > 0), u = #{q \ 
M2(QP) et Q =  DEG(X 0(M)/JTO(L)) = n ,(9 + l)9"«-1- Alors les nombres 52 > 5 4 , 5 6 son t donnes 
par: 

5 2 
54 «SE 

p EE 1(12) Qu 0 0 

p = 5(12) 5 6 =  0 M2(QP) O 0 

M2(QP) Q(r>-\\-A2v 

12 
0 2" 

p EE 7(12) 5 4 =  0 

54 ^ U 

M2(QP) 0 0 
Q(p_l)_6.2" 

12 
2" 0 

P = 11(12) (54 = 0 ) A ( 5 6 = 0) M2(QP) 0 0 
(54 ï 0 ) A ( 5 6 = 0) Q(v-l)-6-2u 

12 
2" 0 

(54 = 0) A ( 5 6 £ 0) Ç(p-l)-4.2" 
11 

0 2V 

(54 + 0) A ( 5 6 ± 0) Q(p-l)-10-2" 
12 

2" 2U 

5 4 =  0 <=ï n 2 > 1 V 3a = -U4Ì 
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s6 = 0 n3 >  1  V  3q= -1(3 ) 
Notons qu e les nombres S2, S4 

et se dans la table ci-dessus satisfon t à  la formule de masse 
([Ka-Ma](12.4.5, 12.4.6)) : 

52/2 +  s 4/4 +  5 6/6 M2(QP) M2(QP) l/#Aut(«) = Ç(p-l)/24 . 

4.4.2 Le s groupe s $p2,p pour p  > 3. 
Donnons d'abor d un exemple: p = 13 . Dan s (4.3) o n trouve le "graphe " de la fibre fermée de 

M2(QP) Les nombres d'intersection s'en déduisent facilement e t on obtient le morphisme a de 
la Section 2: 

a = 

-13 1 1 0 n 
1 -13 1 0 0 
1 1 -1 1 1 
0 0 1 _2 0 
0 0 1 n -3 

Un calcul facile donne: $132,13 ^ Z/7 . 
Dans le cas général on trouve: 

Proposition 2 Pour p > 3  on a $p2,p = z / P2-1 
M2(QP) 
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The Shimur a Subgrou p o f J q ( N ) 

2San Ling* and Josep h Oesterlé^ 

SUMMARY. — To the natural morphism M2(QP) - Xo(N) ofmodular 
curves corresponds, by Ficard mnctoriahty, a morphism, h(N) - Ji(N) 
between their Jacobian varieties. Its kernel S(iV), called the Shimura sub­
group of UN), is inite. We determine the arouv structure ofZ(N) together 
with the action of Galois and the action of the Hecke algebra. This extends 
previous results obtained by B. Mazur and K. Ribet. 

Let N >  1 be a n intege r an d le t r 0 ( A 0 be th e subgrou p of SL2(Z) 

consisting o f the matrice s 
MF h 

DFG 71 
G SL2IZ) such tha t N divides c. It act s 

on th e Poincaré halt-plane H = {T G  C I I m r > 0 } and o n 7i = W U P ^ Q ) 
by 

a b 
c d 

T ar + b 
er + d 

The quotien t Xo(N) = TO0(N)\n has a  natura l structur e o f compac t con -
nected Riemann surface. 

One define s i n a  simila r wa y a  Rieman n surfac e X1(N) =F1(N)\nH. 
where r , ( i v i is th e subgrou p o f r o ( A 0 consisting o f th e matrice s a b 

c d 
such tha t a = d = 1 mod N. Let u : M2(QP) - Xo(N) be th e holomorphi c 
map deduce d fro m th e identit y o n T~L b y passin g t o th e quotients . 

*This research was financially supporte d by the National University o f Singapore Over-
seas Graduat e Scholarship . Th e author wishes to than k Ke n Ribe t fo r helpfu l discussion . 

^This wor k wa s complete d whil e th e autho r wa s a  visitin g professo r a t th e Mille r 
Institute fo r Basi c Researc h i n Scienc e i n Berkeley. 

S.M.F. 
Astérisque 196-197 (1991 ) 171 



S. LING ET J. OESTERLÉ 

Let UN) and JAN) be th e Jacobia n varietie s o f X0(N) and XAN), 
viewed a s the connecte d component s o f 0 in th e correspondin g Picard vari-
eties. Le t 

u* : Jo(iV) —-> MN) 

be the morphism o f abehan varietie s deduced from u by Picard functoriality . 
Its kernel, called the Shimura subgroup of J0(N), i s a finite group ; we denote 
it b y E(N . 

In thi s paper , w e give a  complet e descriptio n 0 1 2-»(iv) : grou p structure , 
exponent, order , actio n o f Galois , of Atkin-Lehner involution s an d o f Heck e 
operators (includin g thos e associate d t o th e prime s dividin g N), behaviou r 
under degenerac y maps , etc . Thi s extend s previou s result s obtaine d b y 
B. Mazu r ([3] , II , 11 ) an d K . Ribe t ([5]) . Ou r proof s ar e o f comple x an -
alytic natur e an d woul d appl y i n situation s wher e T0(N) an d T^(N) ar e 
replaced b y discrete subgroups o f S Z ^ R) o f finite covolume , even when th e 
corresponding Rieman n surface s hav e n o modula r interpretation . 

Let U  b e th e grou p o f complex number s o f modulus 1 . W e defin e i n § 1 
a canonica l injectiv e grou p homomorphis m 

M2(QP) MN) Hom(r 0(/V),U). (1) 

Throughout th e paper , w e identify th e grou p r 0 (yv)/r ,(AO with (Z/iVZ) x 

by 
a b 

C d VAN) ^d + NZ. 

We show that a n element x of 7o(AO belongs to the Shimura subgrou p S(A0 
if and onl y i f the kerne l of ib(x) contains TAN). Therefore, w e deduce fro m 
ib a canonica l iniectiv e homomornhism 

t// : E(7V) —• Hom((Z/A^Z) x ,U). (2) 

We determin e it s imag e i n §2 and obtain : 

T H E O R E M 1 .— The Shimura subgroup E(JV) of UN) is canonically iso­
morphic to the group of homomorphisms g : (Z/NZ)X -> U such that 
aid) = 1 ifd = -l, d2 + \ = 0 , d2 +  d + 1  = 0 or (d-1)2 =  0 . 

By using thm. 1 , we compute in § 3 the order an d th e exponent o f the grou p 
S(iV): 
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OROLLARY 1— Let <t>(N) denote the number of elements of {Z/NZ)X 

and: 
fi) let m be the largest integer such that m2 divides N; 
fit let k be the number of prime divisors of N distinct from 2  and 3 ; 
(Hi) let 77i2 be equal to 2 if -l is a square mod N (i.e., if A ¡{N and each 

prime factor p#2 of N is congruent to 1  mod 4) , and let m 2 be equal to 1 
herwiwise 

(iv) let mz be equal to 3 ifX2+X + \ has a root mo d N (i.e., if9 XN 
and each prime factor M2(QP) of N is congruent to 1  mod 3), and let ra 3 be 
equal to 1  otherwise. 

Then we have 

Card(E(AT)) = 0(iV)/(2raraSra§) 
1 

if N > 5 
if N < 4. 

E X A M P L E . — I f N i s o f the for m pn, wit h p a  prim e numbe r an d n > 1 , 
then S(AO is a  cycli c grou p (thm . 1) . I f p # 2 , its orde r i s th e produc t o f 

Pn-l-[n/2] and th e numerato r o f p-i 
12 if J> =  2 , its orde r i s 2max(0,n — 2 — [n/2]) 

COROLLARY 2  . — Let N = Uprp be the prime power decomposition of N 
and: 

(i) let r be equal to rp 
- 1  - K/2] ifP #  2 ; 

(it) let r2 be equal to maxfO,r 2 —  2  — [r2/2]) ; 
(Hi) let e 0 be equal to lcm {(p - l)prp); 

(iv) let mi be equal to 2 if N is the product of 1 , 2 or 4 by a power of an 
odd prime, and let rn\ be equal to 1  otherwise; 

(v) let m2 and ra 3 be as in cor . 1 . 
Then the exponent of the group T,(N) (i.e., the smallest integer e such 

that eE(iV ) =  0) is given by 

e = 
e 0 / m im 2 m 3 ) 
1 

if N >5 
if N < 4. 

COROLLARY 3  . — The only integers N for which the order of E(iV ) is 1 
are 1, 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7, 8 , 9 , 10 , 12 , 13 , 16 , 18 , 25 , 36 , 49 , 5 0 and 169 . 

In fact , fo r al l these value s o f T V excep t 36 , 49 , 5 0 and 169 , the genu s of 
the Rieman n surfac e X0(N) i s 0  and w e therefore hav e J0(N) = 0 . 
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C O R O L L A R Y 4  . — When N approaches infinity, the exponent and a fortiori 
the order of E(iV) go to infinity. 

The Rieman n surfac e X«(N) is the grou p o f complex point s o f a  modula r 
curve Xo(N)Q 

defined ove r Q Therefore, M2(QP) is naturall y define d ove r 
Q an d th e Galoi s grou p Ga l ( Q / Q ) , where Q  i s th e algebrai c closur e o f Q 
in C , act s o n th e grou p o f torsio n point s o f Jo(N). It acts , i n particular , o n 
the Shimur a subgrou p E(N ). We determin e thi s actio n i n §4, and obtain : 
T H E O R E M 2  . — Let e be the exponent of the group S(AO (see cor . 2  of 
t hm. 1  ) . The smallest common field of definition of the points of S(A0 is 
the cyclotomic field Q (Me) . The Galois group G a l ( Q ( M e ) / Q ) acts on E(iV ) 
via the cyclotomic character G a l ( Q ( M e ) / Q ) M2(QP) 
C O R O L L A R Y 1 .— A point x of N) is rational over Q if and only if we 
have 2x = 0 . The number of those points is 2Card(P)+e where P is the set of 
odd primes dividing N and e is given by 

e = 

- 1 if 4 xN and there exists peP, QP) mod 8 : 
- 1 ifW, 8J(N and there exists P e p , P £ l mod 4 ; 
1 гfS2\N; 
0 otherwise. 

C O R O L L A R Y 2 .— The only integers N for which all points of UN) are 
rational over Q  are: 

fi) those for which £(iV ) is of order 1, listed in cor . 3 o / t h m . 1; 
(ii) the integers 20 ,21,24,32,48,64,72,100,144 and 147, for which E(iV ) 

is of order 2: 
(Hi) the integers 96,192,28 8 and 576, for which T,(N) is isomorphic to 

( Z / 2 Z ) 2 . 

To eac h diviso r Ni of iV , suc h tha t N\ i s prim e t o N/N\, i s associate d 
an Atkin-Lehner involution M2 of XolN): for th e definition , se e § 5 . The 
involutions wNl 

and M2(QP) of MN) deduced b y Picard and Albanese func-
toriahties respectivel y coincide . Th e behaviou r o f th e Shimur a subgrou p o f 
Jo (AT ) under thes e map s i s studie d i n § 5 . We obtain : 

T H E O R E M 3 .— The Shimura subgroup E(A0 of MN) is stable under 
wNl*. Moreover, we have the commutative diagram 

E(iV) ti>' Hom((Z /ATZ) x ,U) 

df 
E AO 

df 
DF 

H o m ( ( Z / i V Z ) x , U ) , 
(3) 
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where a is the map induced by M2(QP)GF is the canonical injection (2), and1 a' 
is the transpose of the involution a : (Z NZ)X -» (Z NZV which coincides 
with t v-* t modulo N\ and with the identity modulo N/N\. 

The following; particular cas e of thm. 3  was previously obtaine d by K. Ribe t 
([5], lemma 1) : 

COROLLARY .— The involution w^* acts on the Shimura subgroup E(N) 
by multiplication by —1. 

Let M b e a  diviso r o f N. Fo r eac h diviso r D o f N/M. w e hav e a  holo -
morphic degenerac y ma p vn : XolN) — Xo(M). It i s th e ma p deduce d 
from th e transformatio n T i— • DT o f T~C by passin g t o th e quotients ; a  mod -
ular definitio n o f VD is give n i n §6 . B y Picar d an d Albanes e functorialitie s 
respectively, w e ge t morphism s o f abelian varietie s 

vD* :  J0IM) —* MN), 

(vD). : MN) — MM), 
(4) 

the latte r bein g th e dua l o f th e former . Th e behaviou r o f th e Shimur a 
subgroups unde r thes e map s i s studied i n §6 . W e obtain : 

THEOREM 4 .— We have vD*CS(M)) C  S(iV) . Moreover, we have the 
commutative diagram 

E(M) Hom((Z/MZ) x ,U) 
0 
S(iV) 

ß 
Hom((Z/JVZ) x ,U , 

(5) 

where ¡3 is the map induced by vp*, the horizontal arrows represent the 
canonical injections (2) , andt ß' is the transpose of the canonical surjection 
P' : (Z/NZ)X - > ( Z / M Z ) X . 

THEOREM 5  . — We have (vn)JE(N)) C  S(M) . Moreover, we have the 
commutative diagram 

S(AO Wnm((7JN7,)x.J1l) 
6 

E(M) 
DF 

Hom((Z/MZ) x ,U) , 
(6) 

where 6 is the map induced by (v£>)*, the horizontal arrows represent the 
canonical injections (2) , and t8' is the transpose of the hornomorphism 
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8' :  ( Z / M Z )X - > (Z/NZy defined in the following way: we write N = NXN2 

with N2 the greatest divisor of N prime to M : if d is an integer prime to 
M, then (5'( d + MZ ) is the class of the inteaers conaruent to 1 mod No and 
to M2(QP)M2( mod N\. 

REMARK. —  Theorem s 4  an d 5  impl y tha t th e ma p ß : S(M) S(iV) 
induced b y vp* an d th e ma p 6 : E(JV) -> S(M) induced b y (vp)* ar e inde -
pendent o f the diviso r D o f N/M. 

To eac h prim e numbe r p i s associate d a  Hecke correspondence T on 
Xo(N). I f [T] denotes th e imag e i n Xo(N) of a n elemen t r of H  the n TV i s 
denned b y 

[r] i •  [pr] 4 M2(QP) 
0<t<p-l 

M2(QP) M2(QP)N 

M2(QP) DG 
0<i<p-l 

M2(QP) if p|iV. 

To thes e correspondence s ar e associate d (b y suitabl y generalisin g Picard 
and Albanese functoriahties) endomorphism s T and (T p ) . o f J0(N): im 
the precis e definitions , se e §7. One ha s TS = (TV). when p /fiV , but no t 
necessarily s o when p\N. 

T H E O R E M 6 . — Both the endomorphisms T * and (TP)A stabilise the Shimu­
ra subgroup £(AH ofJo(N) and, on 21{N): they coincide with multiplication 
byp + 1 zfp J[N, and with multiplication by p ifp\N. 

R E M A R K S . — 1 ) Theorem 6  was firs t prove d b v B . Mazu r whe n A 7" is a 
prime not equa l to p ([3] , II, 11.7) , then b y K. Ribe t whe n p does not divid e 
iV([5], thm . 1) . Fo r p no t dividin g eN", where e i s th e exponen t o f E(iV) , 
thm. 6  coul d als o b e deduce d fro m thm . 2  by usin g th e Eichler-Shimur a 
congruences (se e [31 , p.89). 

2) Theorem 6  can be generalised to the Hecke correspondences T n , wher e 
n > 1 is no t necessaril y a  prim e fsee §7): then T * and M2(QP coincide o n 
S(AO with multiplicatio n b y a N tn)N where aN(n) denotes th e su m o f th e 
divisors d o f n satisfyin g th e conditio n gc d W 5 ) =  i . 

1 Som e results on Riemann surfaces and 

Let X b e a  compac t connecte d non-empt y Rieman n surface . 
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1.1 The Jacobia n variet y 
We shal l vie w th e Jacobia n variet y J(X) o f X a s th e connecte d componen t 
of 0  i n th e Picar d variet y o f X: i t parametrise s th e isomorphis m classe s o f 
holomorphic lin e bundle s o f degre e 0  o n X. 

1.2 The Albanese variety 
The Albanese variety Alh(X) o f X parametrise s th e classes , modul o princi -
pal divisors , o f divisor s o f degre e 0 on X. W e hav e a  canonica l isomorphis m 
J{X) —• Alb(X) : t o th e clas s o f a  holomorphi c lin e bundl e o f degre e 0 
corresponds th e clas s o f th e divisor s o f it s meromorphi c sections . 

1.3 The grou p isomorphism J(X) Hom(iii(A , Z), U) 
Let U  b e th e grou p o f comple x number s o f modulu s 1  an d le t U  b e th e 
sheaf o n X o f locally constan t function s wit h value s i n U . Th e grou p homo -
morphism Hl{X,XJ_) - > Hl{X,0^) deduce d fro m th e injectio n U  0 \ 
defines, whe n HX(X, Ox) i s identifie d wit h th e Picar d grou p o f X, a  grou p 
isomorphism 

Hl(X,U) —> J(X). (7) 

(This i s prove d b y comparin g th e exac t sequence s i n Cec h cohomolog y as -
sociated t o 0 — + Z — > R — » U — » 0 E S S 0 - > Z - Ox - > 0 \ - 0 ; see 4L 
p.316-05) 

We ca n restat e thi s resul t a s follows : 

P R O P O S I T I O N 1  . — Let L be a holomorphic line bundle of degree 0  on X. 
There exists a principal covering E of the topological space X, with structure 
group U  (viewed as a discrete group), such that L is isomorphic to the 
associated holomorphic line bundle E X \ j C. Furthermore, L determines E 
up to isomorphism. 

We recal l tha t E X\jC denote s th e quotien t o f E x  C b y th e equivalenc e 
relation whic h identifie s (y,A /i) with (y\,fi) fo r y G  E, À  E U , fi G  C. Th e 
image of (i/,/i) in E X u C  will b e denote d b y [y, p]. 

Let Hi(X, Z ) b e th e first  singula r homolog y grou p o f X wit h coefficient s 
in Z . W e shal l no w deduc e fro m (7 ) a  canonica l grou p isomorphis m 

4> : J(X) • H o m ( i 7 1 ( X , Z ) , U ) . (8) 
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Let L b e a  holomorphi c lin e bundl e o f degre e 0 on X an d [L] its clas s 
in J(X). Le t E b e a s i n prop . 1, and le t x b e a  poin t o f X. Sinc e 
7Ti(X,x) a b i s canonicall y isomorphi c t o H\{X, Z) , th e monodrom y ma p 
TT\(X,x) —U o f th e principa l coverin g E factorise s through a  homomor -
phism H1 (X, Z) U . Thi s homomorphis m depend s onl y o n [L] and is , by 
definition, H([L]) . Th e fac t tha t O i s a n isomorphis m i s see n b y combin -
ing isomorphis m (7) with th e compariso n betwee n Cec h cohomolog y an d 
singular cohomology . (Remark : I n fact , </> is a n isomorphis m o f rea l Li e 
groups.) 

We shal l no w giv e an explici t descriptio n o f th e grou p isomorphis m 

<ft : Alb(X) —• Hom(iï r

1 (X,Z),U) (9) 

obtained b y composin g O with th e canonica l isomorphis m Alb(X ) J(X) 

(see 1.2). 
PROPOSITION 2 . — Let D = JZ^iPi be a divisor of degree 0 on X. There 
exists a unique meromorphic differential form U>D on X satisfying the two 
following conditions: 

(i) The only poles of UJD are simple poles at the points Pi, with residues 
n;: 

fii) For each sinaular 1-cycle c on X, with suvvort disjoint from the 
support of D, the real part of uj£> is 0. i 

Let [D] denote the class of D in Alb(X), and for c as in (ii), let [c] 
denote the class of c in HT(X, Z). We then have 

4 > ' ( P D ( M ) = exp( - I M2(QP) (10) 

The existenc e o f a  meromorphic differentia l for m o n X satisfyin g condi -
tion (i ) i s a  consequenc e o f Riemann-Roc h theorem . Suc h a  for m i s uniqu e 
up t o additio n o f a  holomorphi c differentia l for m o n X , an d th e R-linea r 
map H°(X,Q1) Hom(ffi(X,Z),R ) define d b y to ^ ([c] ^ Re(Jcu)) i s 
known t o b e bijective . Thi s establishe s th e existenc e an d th e uniquenes s o f 
UJn. 

We consider now a  holomorphic lin e bundle L o f degree 0  on X havin g a 
meromorphic sectio n s with diviso r D. Le t E b e a s in prop . 1 . W e identif y 
L wit h E X\j C. W e defin e a  meromorphi c differentia l for m u o n X a s 
follows: locally , s ca n b e writte n a s [ft,/] , wit h ft a  continuou s sectio n o f 
E an d /  a  meromorphi c function , an d u i s give n b y u> =  df / f. Th e for m 

178 



THE SHIMURA SUBGROUP OF Jo(N) 

u> satisfie s conditio n (i ) o f prop . 2. Let c be a  singula r 1-cycle o n X wit h 
support disjoin t fro m th e suppor t o f D. W e shal l prov e th e equalit y 

é(\L])(\c}) = exp( - F 
M2(QP) (11) 

It implie s that u satisfie s conditio n (ii ) of prop. 2 , hence is equal to UJD, and 
(10) follow s becaus e [L] corresponds t o [D] by th e canonica l isomorphis m 
J(X) Alb(X) . B y th e residu e theorem , th e righ t han d sid e o f (11 ) 
depends onl y on the homology clas s [c] o f c, and i t i s sufficient t o prove (11 ) 
when c i s a  smoot h loop . Le t c :  [0,1 ] E b e a  pat h whic h lift s c . B y 
definition, 0([L])([c] ) i s the comple x number A  G U suc h tha t c(l ) =  c(0)A . 
We ca n writ e s o c as t H-> [C(£), f(t)] wit h /  :  [0,1] C a  smoot h functio n 
and w e have, b y definitio n o f a; , 

exp(-
D u,) — expf-

/0 E 
(t)dt) /(0) 

/(1) 

Finally, th e equaHtie s [c(0),/(0) ] =  s(c(0)) = s(c(l)) =  [c(l) , /( l) ] = 
[c(0)A,/(l)] =  [c(0),A/(l) ] impl y /(0 ) =  A/(l ) an d thi s complete s th e 
proof. 

1.4 Picard and Albanese functorialities 
Let y be a  secon d compac t connecte d Rieman n surface , le t / :  X —» Y be 
a non-constan t holomorphi c ma p an d le t n b e it s degree . 

To f ar e associate d tw o morphism s o f abelian varietie s 

/* :  Alb(F) -> Alb(X) an d / . :  Alb(X) Alb(y) . 

The morphis m / * send s th e clas s o f a  diviso r o f degre e 0  on Y t o th e clas s 
of its inverse image unde r / ; th e morphis m / * send s the clas s o f a diviso r of 
degree 0  on X t o th e clas s o f its imag e unde r / . Th e ma p / * o /* coincide s 
with multiplicatio n b y n i n Alb(y) . Th e kerne l o f / * i s therefore finite. 

Via the canonical isomorphisms between Albanese and Jacobian varietie s 
(see 1.2) , w e can vie w th e previou s map s a s morphism s o f abelia n varietie s 

/* : J(Y) - J(X) an d / , :  J(X) - J(Y). 

The morphis m / * send s th e clas s o f a  lin e bundl e L o f degre e 0  o n Y t o 
the clas s o f it s pullbac k X xY L. Th e morphis m / * send s th e clas s o f a 
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line bundl e V o f degre e 0  o n X t o th e clas s o f it s nor m Nx/yL' (fo r th e 
definition o f thi s lin e bundl e i n th e languag e o f invertibl e sheaves , se e [1] , 
6.5); thi s descriptio n o f / * wil l not b e use d i n thi s paper . W e shal l sa y tha t 
/* i s deduced fro m /  b y Picar d functorialit y an d tha t / * i s deduced fro m / 
by Albanes e functoriality . 

By takin g image s by /  an d invers e images by /  o f singular 1-cycles , one 
also define s tw o grou p homomorphism s 

U :  H\{X,Z) - > #i(Y,Z ) an d / * :  H^Y, Z ) —  H^X, Z) . 

We clai m tha t th e tw o diagram s 

JlY) Hom(HAY, Z) ,U ) 
M2(QP) 

MX) 
FC 

Hom(Hi(X, Z) , U) 
(12) 

and 
J(X) Kom(HUX,Z),U) 

M2(QP) 
J{Y) 

tf. 
Hom(i7 1 (y,Z),U), 

(13) 

where th e horizonta l arrow s represen t th e canonica l isomorphism s (8) , ar e 
commutative. Th e commutativit y o f (12 ) follows immediatel y fro m th e def -
initions. Th e commutativit y o f (13 ) i s see n mor e easil y b y considerin g Al -
banese varieties. Le t D be a  divisor of degree 0 on X an d up th e correspond -
ing meromorphic differentia l for m (se e prop . 2) . Th e trac e ou = TTX/Y^D) 
of UJD i s a  meromorphi c differentia l for m o n Y; i t satisfie s conditio n (i ) o f 
prop. 2  with respec t t o th e imag e f(D) o f the diviso r D o n Y, an d w e have 
Jcoj = Jf-icu>D for eac h singula r 1-cycl e c on Y , wit h suppor t disjoin t fro m 
the suppor t o f f(D). Thi s firs t implie s tha t ou i s equa l t o an d the n 
implies th e commutativit y o f (13 ) b y formul a (10) . 

REMARK.— Let g : Z —• Y b e the maximal abelia n unramifie d coverin g 
of the Rieman n surfac e Y throug h whic h /  factorises , an d le t A denot e it s 
Galois group . Le t x b e a  poin t o f X. B y monodromy , A i s isomorphi c 
to th e larges t abelia n quotien t o f 7Ti (Y, f(x)) t o whic h n1(X,x) map s t o 0 , 
i.e., A i s isomorphi c t o th e cokerne l o f / * :  Hi(X,Z) —» i /i(Y, Z) . Thi s 
latter isomorphis m doe s no t depen d o n x. W e deduc e fro m it , b y usin g th e 
commutative diagra m (12) , a  canonica l isomorphis m rj : S — • Hom(A,U), 
where E  denote s th e kerne l o f / * :  J(Y) — > J(X). I f x l s a n elemen t o f 
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Hom(A,U), 77 - 1(x) i s describe d explicitl y a s follows : i t i s th e isomorphis m 
class o f th e lin e bundl e ZXAC associate d t o th e coverin g Z an d t o th e 
action (a , A) i—> x ( a ) ^ ° f A o n C . 

1.5 Th e cas e o f modula r curve s 
Let r  b e a  subgrou p o f 5Z /2(Z) o f finite  index . Le t X denot e th e Rieman n 
surface T\H and; ? :  Ti —• X th e canonica l surjection. Fo r each point r  6  W , 
there i s a  grou p homomorphis m 

r —  miXMr)) (14) 

characterised b y th e following property : i f 7 i s an elemen t o f T and c a con -
tinuous path i n 7i connectin g r  t o 77, th e image o f 7 by the homomorphis m 
(14) is the (strict ) homotop y clas s of the loop poc. Th e homomorphism (14 ) 
is surjectiv e an d it s kerne l i s th e subgrou p o f T  generated b y th e element s 
fixing a t leas t on e poin t i n 7Y , i.e., thos e whos e trac e /  satisfie s \t\ < 2  ([7], 
p.5). Sinc e -Ki(X,p(r)Yh i s canonically isomorphi c t o H^(X, Z) , w e deduc e 
from (14 ) a  surjectiv e homomorphis m 

T —• Hy(X, Z) . (15) 

This homomorphis m doe s no t depen d o n r . 
Let J(X) denot e the Jacobian variety o f A". B y composing the transpos e 

of the isomorphism (15 ) wit h th e isomorphism (8 ) o f 1.3 , w e get a  canonica l 
injective grou p homomorphis m 

ipr : J(X) — • Hom(r,U) . (16) 

A homomorphism F —• U  belong s t o th e image o f ipr i f and onl y i f its kerne l 
contains th e element s a b 

c d G T such tha t \a + d\ < 2 . 

Let r ; b e a  secon d subgrou p o f 5L 2 (Z) o f finite  inde x an d X' th e 
Riemann surfac e T'\H. W e first  assum e tha t ther e exist s a  matri x g G 
GL2CR) suc h tha t gVg~l C  T. Le t g b e suc h a  matrix . B y passin g t o 
the quotients , w e deduc e fro m th e transformatio n r  h- » gr o f 7i a  holo -
morphic ma p w :  X' —* X an d hence , b y Picar d functoriality , a  morphis m 
w* : J(X) — > J(X') o f abelia n varieties . Le t v :  T' — > T  denot e th e homo -
morphism 7  1— • gjg"1 fro m Tf t o T. 
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PROPOSITION 3  . — The diagram 

J(X) yr Н о т ( Г , U ) 
w* 
J(X') rpr, Hom(r,U) 

is commutative. 

This follow s from th e commutativit y o f the diagra m (12 ) an d tha t o f th e 
diagram 

M2(QP) ffi(X',Z) 
v Q 

r M2(QP)dff 

We no w assum e tha t Tf i s containe d i n T. W e denot e b y u : X' —> X 
the holomorphi c ma p deduce d fro m th e identit y o n 7i b y passin g t o th e 
quotients, an d b y u* : J(X') —> J(X) th e morphis m o f abelia n varietie s 
deduced fro m u b y Albanese functoriality. Sinc e T' i s o f finite  inde x i n T , 
we have a  transfe r homomorphis m (se e [2] , p.202) 

y .  jpab ^  j -->/ab 

We recall it s definition : i f S Ç  T i s a  system o f representatives o f T ' \ r , an d 
if 7 is an elemen t o f T, there exis t a  permutation o o f S and, fo r eac h s G  5, 
an elemen t asn o f V suc h tha t $7 =  asno(s). Le t 7 denote th e imag e o f 7 
in r a b an d 07^ the imag e o f asn i n T / a b . Th e produc t f ] as, y depends onl y 

ses 
on 7 (and no t o n the choic e o f the syste m o f representatives S) an d i s equa l 
to V(7). 
PROPOSITION 4 . — The diagram 

J(X') SD Hom(r ' ,U) = H o m ( P a b , U ) 
u, 
J(X) 4>T Hom(r,U) 

DF 
Hom(r a b , U ) 

is commutative. 
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We shal l prov e tha t th e diagra m 

pab df ffi(X,Z) 
V 

p/ab 
U 

df ffi(x',z), 
(17) 

where 77 , 7/ ar e deduce d fro m (15 ) b y passin g t o th e quotients , i s commu -
tative. Prop . 4  wil l the n follo w fro m th e commutativity o f th e diagra m 
(13) o f 1.4 . Le t 7  b e a n elemen t o f F  an d le t 7 , 5 , <j , asn an d aj^ b e a s 
introduced befor e prop . 4 . Le t r  b e a  poin t i n ?Y , c a  continuou s pat h i n 

connecting r  t o jr an d q : Ti —+ X' th e canonica l surjection . Fo r eac h 
s G  5, le t c s b e a  continuou s pat h i n 7i connectin g r t o sr. B y definitio n 
of 77 an d 7j * w e hav e 

M2(QP)M2(QP M 
«65 

[go (se)], 

where s c denote s th e pat h t 1—> sc(£) i n W. As a  i s a  permutatio n o f 5, we 
can writ e 

M2(QP)M2(QP) ff 
ses 

([Q 0 cs] +  [g o (se)] -[qo (cv ( s ))]). 

We have q o ca(s) — q o (a^cv^)) an d th e pat h compose d o f c s , o f sc an d o f 
the invers e o f th e pat h asnca^s) connect s r  t o a S 7 r ; w e have, therefore , 

[q0 ( c*)l + [q0 (sc)] - [g o (c ( T ( s ))] = ?/(a s, 7) 

in Hi(X', Z ) fo r eac h 5 G 5, and 

M2(QP)fg fg 
fg 

7'K,7) = //(V'(7)) . 

This prove s th e commutativit y o f (17). 

2 T h e g r o u p s t r u c t u r e o f E(iV ) 

2.1 The holomorphi c ma p u : Ai(JV) > Xq(N) 

As in th e introduction , u : Xi(iV) —> X0(N) denote s th e holomorphi c ma p 
deduced fro m th e identit y o n 7i b y passin g t o th e quotients . 

The group T\(N) i s a normal subgroup of r0 (iV). Therefore , on e deduces 
from th e actio n o f T0(N) o n 7i a n actio n o f T0(N) o n Xi(N). Th e grou p 
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Ti(N) an d the matrix —1 act trivially on M2(QP) hence we have a n actio n 
of the grou p 

G = r 0 ( i V ) / { - l , l } r 1 ( i V ) ~ ( Z / i V Z ) x / { - l , l } 

on Xi(N). The holomorphi c ma p u : XAN) - X0(N) is a  Galoi s ramifie d 
covering; with Galoi s grou p G. 

REMARK (Modula r interpretation). — The Rieman n surfac e Yo(N) = 
T0(N)\H parametrises the isomorphism classe s o f pairs (E,C), where E is 
an ellipti c curv e ove r C  an d C a cycli c subgrou p o f E o f orde r N: t o the 
class mod r0(iV) o f a point r G  Ti corresponds the class of the pair (ET, C r ) , 
where ET =  C/(Z + Zr and CT i s the subgrou p o f ET generate d b y the 
image o f N ' Similarly, Y1(N) = Ti(N)\H parametrises th e isomorphis m 
classes of pairs (i?, P ) , where E i s an elliptic curv e ove r C  and P a point of 
E o f exact orde r N: t o the class mod T\(N) o f a point r G  7i correspond s 
the clas s o f the pair (£r,Pr), where ET -  C/(Z + Zr) and PT i s the image 
of sd in £ ' r . Th e map M2(QP)M2(QP)M2(QP) induced b} ^ u ha s th e followin g 
modular interpretation : i t sends the class E,P] to the class [EAP)], where 
sd is th e cycli c suberrou p o t E generate d b y P. Th e action o i a  matri x 

a 
c 

b 
d 

e r0(N) on M2(QP) induces on Y1{N) the transformatio n give n in 

modular term s by \E,P] [E,dP\. (Note tha t th e class [E,-P] is alway s 
equal t o the clas s [E,P].) This modula r interpretatio n o l the actio n o f G 
explains wh y we prefer t o identif y M2(QP)M2(QP) with Z/NZY by usin g d 
instead o f a. 

2.2 Proof o f theorem 1 
We have define d i n 1.5, formula (16), a canonical injectiv e grou p homomor -
phism 

V> : MN) —»Hom(r 0 (A0,U) . (18) 

Prop. 3, applied wit h r = T0(N), T' = Ti(N) and 9 = 1 implies tha t a n 
element x G  MN) belongs to the Shimura subgrou p M2(QP) if and only if the 
kernel of ip(x) contain s Ti(N). By identifyin g T 0(N)/TAN)N with (Z/NZ)*, 
we therefore deduc e fro m ib a canonica l iniectiv e homomorphis m 

M2(QP) UN) Hom((Z/ATZ) x,U). (19) 
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A homomorphis m h : To(N) —> U belong s t o th e imag e o f •ib if an d onl y 
if it s kerne l contain s th e se t s = { 7 6 ro(JV)||7V(7)| < 2 } (see 1.5) . 

This se t consist s o f th e matrice s o f th e for n / - d 
Nc 

b 
d 

, with 6, c, d i n 

Z, t E { -2 , -1 ,0 ,1 ,2 } an d d(t - d) - Nbc = 1 . It s imag e S " under th e 
canonical surjectio n r0(N) - (Z/iVZ)* (~ To(N) TAN)) consists o f th e 
roots i n Z/NZ of th e polynomial s X1 - tX + 1 , for t G  {-2 , - 1 , 0,1 , 2). 
A homomorphis m «7 

£(A0 

: (Z/NZY U belongs t o th e imag e o f tp' if an d 
only i f it s kerne l contain s S . Sinc e — 1 belongs t o 6  an d sinc e th e root s 0 1 
X2-tX + 1 M2(QP) x

2 + a: + 1 are interchange d b y multiplicatio n b y —  1, 
thm. 1 follows. 

2.3 Grou p structur e of 
Let J  denot e th e subgrou p o f (Z/7VZ)* generated b y — 1 and th e root s i n 
Z/NZ of the polynomial s X 2 +  l , X 2 +  X + l M2(QP) ( * - l ) 2 . The dua l o f th e 
finite abelia n grou p S(iV) is canonicall y isomorphi c t o (Z/NZV IJ (thm . 
1). W e shal l describ e explicitl y th e latte r grou p i n thi s section . First , w e 
recall som e notation s introduce d m  cor . 1  of thm . 1 : 

(i) Le t m denot e th e larges t intege r suc h tha t m2 divide s N. 
(ii) Le t m 2 b e equa l to 2  if — 1 i s a  square mo d N (i.e. , i f 4  J(N an d eac h 

prime facto r p ^ 2 oi N is congruent t o 1  mod 4) , and le t ra 2 b e equa l t o 1 
otherwise. 

(iii) Le t ra 3 b e equa l t o 3 if X2 + X + 1 has a  roo t mo d N (i.e., i f 9 ÏN 
and eac h prim e facto r p ^ 3 of N i s congruen t t o 1  mod 3) , an d le t m3  b e 
equal t o 1  otherwise . 

LEMMA 1  . — The set of roots of (X - l ì 2 in Z/NZ is the kernel of the 
canonical surjection (Z/NZY -> (Z/(N/m)Z)x ; it is contained in J. 

By th e definitio n o f m , a n elemen t o f Z/NZ has squar e 0  i f an d onl y i f 
it i s congruen t t o 0 mod N/m. This prove s th e first  assertion . Th e secon d 
assertion follow s fro m th e definitio n o f J . 

Let J' denot e th e imag e o f J i n Z/IN m)Zr By lemma 1, the canon -
ical ma p 

(Z/NZV/J M2(QP) (/(N/m)Zr/J' (20) 

is bijective . 
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If p is an odd prime and r > 1 is an integer, the group ( z / P

r z y ) * is canon-
îcally isomorphic to m x (Z/p'-'Z ) (the class of 14-p mod vrZ correspond s 
to ( 1 , 1 + p ^ Z ) ) . Let N = Uprp be the prime powe r decompositio n o f N. 
By the Chinese remainde r theorem , we get an isomorphis m 

(Z/(N/m)Z)x = (Z/2r*-W2>Z)x x M2(QP) 
p\N,p*2 

(Fp* x  (Z/p"»Z)) , (21) 

where, for each prime facto r p^2of N, r' denotes the integer r p - r _ / 2 - 1 -
If a prime p distinct from 2  and 3 divides TV, we have that p = 1  mod 2m 2 m 3 

by definitio n o i m2 and m3, and the grou p Â m2m3 
[FB) of m2m3-th roots 

ot unity m has orde r m 2 m 3 
We shal l denot e b y J" th e subgrou p of 

(Z/(JV/m)Z)f* corresponding t o n 
p|iV,p0{2,3} M2(QP) ; f p ) via th e isomorphis m 

(21). 

PROPOSITION 5 . — Assume that N is different from 1,2 and 4. The group 
J" is a subgroup of index 2  of J'. If — 1 is not a square mo d N, then —  1 
belongs to J1 — J". If' — 1 is a square mod iV, ^ e n am/ square root of —1 in 
Z NZ reduces modulo N/m to an element of V - J". 

By lemm a 1 , the group J1 i s the image unde r th e canonical surjectio n 
(Z/NZy — (Z/(iV/m)Z) x of the subgroup of (Z NZ)X generated b y — 1 
and the roots of X 2 + l and Xl + X + l. 

As we have i V ^ 1,2,4 by hypothesis , we have N/m > 3 and —1 1  in 
Z/(N/m)Z. This implie s th e two last assertion s o f prop. 5  because ever y 
element x of J" satisfies x6 =  1  when — 1 is not a square mod an d satisfies 
x6 = 1 when —1 is a square mod N. 

Let fdf (Z/NZ) and /*3 (Z/NZ) denote th e group s o f squar e root s and 
third root s o f unity ir Z/NZ respectively. Th e proposition i s now a conse-
quence o f the following tw o lemmas. 

LEMMA 2 . — Assume that there exists a e z /NZ such that a2 + 1 =  0 . 
The subqroup of (Z/NZ')* generated by the roots of X2 +  1 is equal to 
WZ/ATZ) U u2 (Z NZ)a; it contains - 1 . The reduction modulo N/m of 
u2(Z/NZ) is the 2-torsion subgroup of J". 

The roots of X 2 + l in Z/NZ are the elements of (Z/NZ) a, and a = 
—1 belongs to u 2(Z/NZ . This implie s our first assertion . Th e existence of 
a squar e roo t o f —1 mod N implie s tha t N i s divisible b y neither 3  nor 4. 
The las t assertio n follow s easily . 
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LEMMA 3  . — Assume that X
2 + X + l has a root in Z/NZ. The subgroup 

of (Z/NZY generated by these roots is then equal to sd (Z/NZ) and its 
reduction modulo N/m is the 3-torsion subqroup of J . 

Our hypothesi s implie s tha t N i s divisibl e b y neithe r 2  nor 9 ; we may 
write N as N' o r 3N' with N' prim e to 6. Whe n identifyin g (Z/NZY with 
n 
pJV 

( F * x ( Z / p ' ^ Z ) ) , the grou p sd (Z/NZ) gets identified wit h n 
pN> 

gh (Fp). 

The las t assertio n o f the lemma follows . Al l roots of X2 + X + 1  in Z/NZ 
belong t o sd (Z/NZ). The grou p sd (Z/NZ) is generated b y the elements x 

such tha t x 5 É 1 mod p fo r eac h prim e diviso r p o f N .  For such a n x, th e 
relation (x-\)(x2 + x + l) = x3-l = 0 implies tha t x2 + x + 1  =  0 mod N'\ 
furthermore, i f 3 divides N, w e have that x = 1  mod 3 and hence x2+x + l = 
1 + 1 + 1 = 0 mod 3 . This show s tha t x i s a roo t ofX2 + X + l i n Z/NZ, 
and henc e complete s th e proof. 

The finite  abelian grou p S(iV) is fnon-canonicallv) isomorphi c to its dual 
(Z/NZ)*y/J and henc e t o (Z/(N/m)Z)*/J' (see ( 2 0 ) ) . From th e explici t 
description o f J give n i n prop. 5 , and from (21) , w e deduce: 

COROLLARY 1 — Assume that — 1 is a sanare mod and that N¿1,2ss. 
Then N is of the form N' or 2N' with N' ^ 1 and each prime factor of N' 
congruent to 1 mod Am^. The group S(iV) is isomorphic to the quotient of 
the group 

n 
p\N> 

M2(QP) p-1 
Ìrri3 

Z) x (Z/P'PZ)) 

by the unique subgroup of order 2 which has a non-zero projection on each 
factor ZI p-1 2m3 

z . 

COROLLARY 2 . — Assume that —1 is not a square mod iv . 1 hen the group 
M2(QP) is isomorphic to (Z/(iV/m)Z)x / ( { - l , l } A i m 3 (Z/(iV/m)Z)). 

3 Th e order and the exponent of E(iV) 
In thi s section , th e symbol s m , k, mi, m2 , m3 , eQ,rp an d r' hav e th e sam e 
meaning a s in cor . 1  and cor. 2  of thm. 1. 
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3.1 The orde r o f E(JV) 
If N < 4 , the grou p (Z/ATZ) " / { " M } has orde r 1  an d henc e M2(QP) has 
order 1 (thm. 1). 

Assume no w tha t N > 5 In 2.3, we hav e define d a n isomorphis m 
between th e dua l o f th e finite  abelia n grou p £(A0 and th e quotien t o f 
(Z/(7V/m)Z)x by a  certai n subgrou p J'. Since ra 2 divide s N, th e orde r 
of (Z/( iV/m)Z) x i s <ß{N)/m, where 6 denote s th e Eule r function . W e have 
shown in prop. 5  that J ha s a  subgroup o f index 2  which i s of orde r A: k 
In conclusion , we hav e (for N > 5 ) 

CardS(iV) = <t>(N)/(2mrnk

2rnl): 

This prove s cor . 1 of thm. 1. 

3.2 Th e exponen t o f M2(QP) 

Let e  b e th e exponen t o f E(AO If A T < 4 , then T,(N) ha s orde r 1  and w e 
have e  = 1 . Fro m no w on , w e assume tha t N > 5. W e shal l prov e cor . 2  of 
thm. 1  by distinguishin g betwee n tw o cases : 

a) The case where —1 is a square mo d N (i.e., m2 = 2) 
In thi s case , N i s o f th e for m N' o r 2N' with ^ 1 and eac h prim e 

factor o f N' congruen t to 1 mod 4ra<*, and S(iV) is isomorphic to the quotien t 
of the grou p 

A = xcf 
p\N> 

((zy p-1 
2m3 

z) x (Z/p-vZ) ) 

by th e uniqu e subgrou p o f order 2  which ha s a  non-zero projectio n o n eac h 
factor Z 

zm3 
z (2.3, cor. 1 of prop. 5). The exponen t o f E AO is the sam e 

as tha t o f A i f N • has a t leas t tw o prim e divisor s (i.e., i f m i = 1) , and i s 
equal t o tha t o f A divide d b y 2  i f n'  ha s onl y on e prim e diviso r (i.e. , i f 
mi = 2) , As th e exponen t eA o f A i s given b y 

e A — lcm 
M2(QP) 

M2(QP) 
v 2m 3 

ff df 
1 

2m 3 

lcm 
p\N> 

( ( P - I ) p r ' ) = e 0 

2m, 

we hav e 
e = eA/mi = e 0 /2mim 3 =  e 0 / ra i ra 2 ra 3 . 
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b) The case where —1 is not a square mod N (i.e., ra 2 =  1  > 
In thi s case , th e grou p S(iV) is isomorphi c t o th e quotien t grou p 

(Z/(N/m)Z) x / ( { - l , l k s Z/JV/m)Z)) (2.3, cor. 2 of prop . 5). Its ex-
ponent e is equa l t o th e exponen t e' of (Z / ( JV/m)Z)* /{- l , l} divided b y 

dsf 
We firs t assum e tha t r 2 <  2 . Then (Z/(N/m)*Zr is isomorphi c t o 

n 
dvggg 

dfd x Z/p-VZ and th e exponent of (Z/(JV/m)Z ) * is 

lcm 
M2(QP)dfgdf 

M2(QP) df = lcm 
p|7V 

( ( P - 1 ) dgd = e 0 . 

The intege r N ha s at leas t on e odd prime diviso r becaus e w e have assume d 
that N > 5; we nav e e' = e 0 if N ha s a t leas t tw o suc h divisor s (i.e. , i f 
m1 = 1) and e' = eo/2 if i t ha s only on e such diviso r (i.e. , if uii = 2 ) . In 
conclusion, we have 

e = e' jmz = e0/mim-¿ = eQ/m}m<¿m-¿. 

We now assume tha t r 2 >  3  (hence m i = 1 ) We hav e the n a n isomor -
phism (see 2.3, (21) ) 

[Z/(N/m)Zy ~ Z/2 Z x Z/2 r2Z x n 
p\N,PJ±2 

dfdf x Zl pr*Z) 

such tha t th e projection o f —1 on the facto r mm is of order 2. The grou p 
(Z/ ( JV/m)Z)* /{- l , l} is hence isomorphic to Z/2 r2Z x n 

p\N,p¿2 
F* 

p 
x Z/pr?Z) 

and it s exponen t e' is lcm 
p\N 

( ( P - 1 ) dff = e 0 
In conclusion , w e have 

e = e /ras = eo/rri'¿ = eQ/rnirn^rn^. 

3.3 Case s wher e th e exponent o f E(iV ) i s 1  or 2 
Let AT > 1 be a n integer suc h tha t th e exponent e of dsff is 1 or 2. 

For eac h od d prime diviso r p o f TV , the exponen t rn o f Ü in th e prim e 
power decompositio n o f N i s at mos t 2 : otherwise , p would divid e e (cor. 2 
of thm. 1). Furthermore, p — 1  divides m i rri2^3 e (Zoc. cz£. ) and a  fortiori 
24, hence »  belongs t o the set {3,5,7,13}. 

The intege r N canno t b e divisible by 2.7, 2.13, 5.7, 5.13 or 32.7 because, 
in these cases , we have ra 3 =  1  and 3|e (loc. cit.). It canno t b e divisible by 
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3.5, 3.13 , 7.13 , 2 3 .5 or 2 7 because , i n these cases , w e have mi = m 2 = 1 and 
4le (loc. cit.). Fro m this , w e deduce : 

(a) If  N i s divisibl e b y 13 , it i s equa l t o 1 3 or 1 3 2 . I n bo t h cases , w e 
have, i n fact , e = 1 . 

(b) I f N i s divisibl e b y 7 , i t i s equa l t o 7 , 72 ,3 .7 o r 3.7 2 . W e have , i n 
fact, e  = 1  in the first  tw o cases an d e = 2  in the last two. 

(c) If  N i s divisibl e b y 5 , it i s equa l t o 5 ,5 2 , 2 . 5 , 2 .5 2 , 2 2 . 5 o r 2 2 . 5 2 . We 
have, i n fact , e — 1 in the first  fou r case s an d e = 2  in the last two. 

(d) If  N i s divisible b y 3 and not by 7, it i s of the form 2 a 3 or 2 a 3 2 , wit h 
0 <  a < 6. We have , i n fact , e = 1  if a < 2 and e = 2  if 3  < a  <  6 . 

(e) If  N i s a  powe r o f 2 , it i s equa l t o 2 a , wit h 0  <  a < 6 . W e have, i n 
fact, e = 1  if a < 4 and e = 2  if a = 5  or a == 6. 

The integer s N fo r whic h e = 1 , i.e. , fo r whic h th e grou p S(iV ) has 
order 1 , are therefore 1 , 2, 3,4, 5,6, 7,8, 9 ,10 ,12 ,13 ,16 ,18, 25 , 36,49,50 an d 
169. Thi s prove s cor . 3  of thm. 1. 

The integer s N fo r whic h e = 2  are 20 , 21, 24, 32, 48, 64, 72,96,100,144 , 
147,192, 288 an d 576 . 

3.4 Behaviou r whe n N approache s infinit y 
Let 5  b e a  se t o f positiv e integer s suc h tha t th e exponent s o f th e group s 
E(iV), for J V G S , are bounded . Cor . 2  o f thm . 1  show s tha t th e prim e 
divisors o f the integer s N e S are bounded , an d that fo r each prim e numbe r 
p, th e exponent o f p in iV, N €  5 , is bounded . Thi s implie s tha t S i s finite. 

In othe r words , whe n T V approaches infinity , s o doe s th e exponen t o f 
S ( 7 V ) . This prove s cor . 4  of thm. 1. 

4 A c t i o n o f G a l ( Q / Q ) o n M2(QP) 

4.1 Th e remark o f section 1. 4 revisited i n algebraic 
geometry 
Let K b e a field  o f characteristic 0  and let K b e an algebrai c closur e o f K. 
If 5  i s a /f-scheme , w e denote th e A'-schem e S X Spec A - Spec K by sff 

Let M2(QP) be tw o absolutel v irreducibl e Drone r smoot h curve s ove r df 
and le t f : X ^ Y be a  non-constan t morphis m (ove r K). Le t 9 Z -+Y 
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be th e maxima l unramifie d coverin g o f Y through whic h / factorises , such 
that 9K •ZK gff is a n abelia n covering ; le t A denot e th e Galoi s grou p 
of th e coverin g 9k- For <j e Gali K/K) and a E A, there exist s a  uniqu e 
o(a) G A suc h tha t th e diagra m 

df df 
df 

ZK 

lz xSpec <r 

1 7 xSnec a 

ZK 
a 

Z-K 

(22) 

is commutative . Thi s define s a n actio n o f Ga l (K/K) on A. We deduc e a n 
action M2(QP) "X m Gal [K/K) on th e characte r grou p À = Horn M2(QP) 
characterised b y the formul a {'X)(a) = aix(o-Ha))). 

Let J(X) an d J(Y) b e th e Jacobia n varietie s o f X an d V , viewe d a s 
the connecte d component s o f 0 in the Picard varieties. Th e grou p J(X) (K) 

parametrises th e isomorphism classe s of line bundles of degree 0 on X-K- We 
denote b y f* : J(Y)(K) J(X)(K) the homomorphis m deduce d fro m / 
by Picard functoriality. 

For eac h x e Â, there i s a line bundl e fgs on Yl7 associated t o th e Galoi s 
covering ZK ^Y-K; its underlyin g schem e i s (ZK X Spec ft' fgfg /A, where A 
acts simultaneousl y o n ZK and on th e affine line A 1 the actio n o n A _L 

K 
being give n b y a i— > X(a~l). The pullbac k of fg on ZK, and a fortiori o n 
*o(JV)o is the trivia l lin e bundle , henc e fg is of degre e 0 and it s isomorphis m 
class [Lx] belongs t o th e kerne l of fdq 

Proposit ion 6 . The map X M2(QP) is a, group isomorphism from A 
to the kernel sgs : J(Y)(K) -» J(X)(K), compatible with the actions of 
M2(QP)M2(QP) 

To prove that th e ma p M2(QP) is a group isomorphism, w e can assum e 
that K i s equal to K. the n reduce to the case wher e K = C by the Lefschet z 
principle, an d finally  us e th e GAG A principl e t o deriv e th e resul t fro m th e 
analogous result fo r compac t connecte d Riemann surface s (se e 1.4, remark). 

We shal l no w prov e th e compatibilit y wit h th e action s o f Galois . Le t 
a b e a n elemen t o f Ga l [K/K) and le t L b e a  lin e bundl e o f degre e 0 on 
YK The A'-scheme fg deduced fro m L b y th e bas e chang e Spe c a i s a  lin e 
bundle o f degre e 0 on YK- this i s because th e A'-scheme deduce d fro m YK 
by thi s bas e chang e i s YK- The actio n o f Ga l K/K) on T(Y)(K) is non e 
other tha n (a, L - ['LI Now let u s conside r th e cas e wher e L i s the lin e 
bundle fgsfg (ZT< XSpec K gdf M associated t o a  characte r dsgs A. Then 
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M2(QP) is th e quotien t M2(QP) XSpec K M2(QP) /A, where A act s o n M2(QP) by a H-> cria) 
(see diagra m (22) ) an d act s o n A i_ by a i—> cr fYra-1)). This i s th e sam e a s 
taking the quotien t {Zi? XSpec K M2(QP) M2(QP) where th e actio n o f A o n M2(QP) is th e 
original actio n an d wner e A act s o n AL by a h-> °" y M2(QP) Hence, w e hav e 
M2(QP) M2(QP) This complete s th e proof . 

4.2 Galois actio n o n th e Shimur a subgrou p 
The Rieman n surface s XAN) and Xo(N) ire th e set s o f comple x point s 
of algebrai c modula r curve s naturall y define d ove r Q , denote d b y Ai(iV) Q 

and Xo(N)Q: these ma y b e define d a s th e smoot h compactification s o f 
the coars e modul i scheme s associate d t o th e modula r problem s describe d 
in th e remar k o f 2. 1 (modula r problem s whic h mak e sens e ove r Q) . Th e 
holomorphic ma p u : Xi(N) M2(QP) considered i n 2. 1 come s fro m a 
morphism *o(JV)o : X1(N)o - *o(JV)o and eac h automorphis m 9 G  G (with 
G = TAN) { - l . l i r , (N) ~ ( Z NZY N / { -1 ,1}) of th e coverin g u come s 
from a n automorphis m o f X,(N)q: this follow s fro m th e modula r descrip -
tion o f u an d G (2.1 , remark). 

We have define d i n 2.2 a canonica l injectiv e homomorphis m 

4! :S(A0 Hom((Z /A r Z) x ,U) . 

Let A denot e th e Galoi s grou p o f th e maxima l abelia n unramifie d coverin g 
of X0(N) through whic h u factorises . I t i s a  quotien t o f G , an d henc e o f 
(ZI NZY. The homomorphis m *o(JV)o is non e othe r tha n th e homomorphis m 
obtained by composing the isomorphis m £(A r) Hom(yl,U) defined i n th e 
remark of 1.4 an d the canonical injection Hom(/l , U) Hom((Z/iVZ) x ,U). 
This follow s fro m th e commutativit y o f th e natura l diagra m 

r0(JV) 

{Z/NZY 

HX{X0(N),Z) 

A 

Since MN) is the se t o f complex points o f the Jacobia n variet y MN)Q 
of Xo(AOo, the Galoi s grou p Gal m m where Q i s th e algebrai c closur e 
of Q i n C acts o n th e grou p o f torsio n point s o f MN) and, i n particular , 
on UN). 

Let e be the exponen t o f the grou p UN) and le t u€ 
be th e grou p o f e-t h 

roots o f unit y i n C . W e ca n interprete •0' as a n injectiv e homomorphis m 
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UN) H o m ( ( Z / i V Z ) x , / / e ) . Prop. 6  implie s tha t thi s homomorphis m i s 
compatible wit h th e action s o f Ga l ( Q / Q ) (the actio n o n (Z/NZ) x i s trivial) . 
Hence, eac h poin t o f UN) is define d ove r Q ( / 0 , and G a l ( Q ( u e ) / Q ) acts 
on : N) via th e cyclotomi c characte r Ga l (O(uMO) — (Z/eZY. Let x b e 
an elemen t o f UN) and le t e ' b e it s order . Th e field  o f definitio n o f x i s th e 
subfield o f *o(JV)o fixed b y th e kerne l o f th e compositio n o f homomorphism s 
G a l ( Q ( / i . ) / Q ) -» ( Z / e Z ) x -» (Z/e'ZY , i.e. , th e cyclotomi c hel d *o(JV)o 
In particular , Q M e is th e smalles t extensio n o f Q  ove r whic h al l point s o f 
E(J\T) are denned . Ih i s complete s th e proo f o f thm . 2. 

4 . 3 P o i n t s o f E(N) rat ional ove r sdfs 

Let x b e a  poin t o f S ( i V ) and le t e' b e it s order . W e hav e show n i n 4. 2 tha t 
the field  o f definitio n o f x i s *o(JV)o In particular , rc i s rationa l ove r Q i f 
and onl y i f e' i s equa l t o 1  o r 2 , i.e. , i f an d onl y i f w e hav e 2x =  0 . Thi s 
proves th e first  assertio n o f cor . 1  o f thm . 2 . T o prov e th e las t assertion , 
we shall , a s i n th e statemen t o f th e corollary , denot e b y P th e se t o f od d 
primes dividin g N an d b y e  the numbe r define d b y 

e = 

- 1 if 4 XN and ther e exist s V E P. *o(JV)o mod 8 ; 
- 1 if 4IJV.8 vgfd and ther e exist s *o(JV)o *o(JV)o mod 4 ; 

1 if 321 AT; 
0 otherwise . 

By definition , th e 2-ran k o f an abelia n grou p A i s th e dimensio n o f Al2A 
over Z / 2 Z . 

L E M M A 4  . — Let A be a finite abelian group and let a £ A be an element 
of order 2. The 2-rank of A/{0,a} is equal to that of A if a belongs to 2A, 
and is equal to that of A minus 1  otherwise. 

The lemm a i s obvious . 

To complet e th e proo f o f cor . 1 of thm . 2, wo hav e t o sho w tha t th e 
2-rank o f S(A0 is C a r d ( P ) + e. I f A r i s equa l t o 1, 2  or 4, the 2-ran k o f 
S(JV), Ca rd (P ) an d e  are al l equa l t o 0 . W e assum e no w tha t T V is distinc t 
from 1 , 2  an d 4 , an d distinguis h betwee n tw o cases : 
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a) The case where —1 is a square mo d AT. 
The intege r N is o f th e for m N' o r 2N', with N' ^ 1 and eac h prim e 

factor o f N' congruen t t o 1  mod 4 . Th e quotien t o f th e grou p 

A = n 
P\N' 

( Z / ^ Z ) 

by the unique subgroup o f order 2  which has a  non-zero projectio n o n each 
factor ha s the sam e 2-ran k a s £(N) (2.3 , cor. 1  of prop. 5) . Th e 2-ran k of 
A is Card(P). B y lemma 4, the 2-rank o f E(N) i s Card(P),orCar d (P)—1 , 
depending o n whether eac h prime facto r o f N' i s congruent t o 1  mod 8  or 
not, i.e. , whether e = 0  or e  = —1 . 

b) The case where —  1 is not a square mo d N. 
Let r 2 b e th e exponen t o f 2  in th e prim e powe r decompositio n o f N. Th e 

quotient o f th e grou p 

A = ( Z / 2 r 2 " [ r 2 / 2 ] Z ) x x n 
*o(JV)o 

m 

by th e subgrou p {  — 1,1} (whic h i s embedde d diagonall y i n A) ha s th e sam e 
2-rank a s E(A M (2.3, cor. 2 of prop . 5, and isomorphis m (21)). 

Assume first  t ha t r 2 <  2 . The n A i s isomorphi c t o n p\NiP1t2 
C P ' and it s 2 -

rank i s C a r d ( P ) . B y lemma 4 , the 2-ran k o f S (N) i s Card  ( P ) o r C a r d ( P ) - l , 
depending o n whether th e se t P' o f prime divisor s o f N congruen t t o 3  mo d 4 
is empt y o r not . If r2 = 0  or r 2 =  1 , P' is no t empt y becaus e —1 is no t a 
square mo d A^ ; we hav e e = —  1 in thi s cas e b y definitio n o f e . If r 2 = 2 , we 
have e  =  0  whe n P' — 0 an d e = — 1 whe n *o(JV)o by definitio n o f e . Thi s 
proves th e announce d formul a fo r th e 2-ran k of E{N) when r 2 <  2 . 

Assume no w tha t r 2 >  3 Then ( Z / 2 r 2 - [ r 2 / 2 J ^1df is th e produc t o f a 
cyclic grou p o f orde r 2  ont o whic h *o(JV)o maps surjectivel y an d a  cycli c 
group o f orde i *o(JV)o *o(JV)o r2 = r2 ~ r 2 / 2 _ 2 . The grou p A / 1 - 1 , 1 is 
therefore isomorphi c t o Z / 2 r 2 Z x 

p\I\,p^'Z ¡1 Eia Its 2-rank , equa l t o tha t o f 

UN). is Ca rd (P ) o r C a r d ( P ) +  1 , dependin g o n whethe r df is equa l t o 0 
( i . e , r2 

= 3  or r 2 =  4 ) or i s a t leas t 1 (i.e., r 2 >  5 ) In th e first  case , w e 
have e  = 0  an d i n th e secon d case , 6 = 1 , by definitio n o f e . 
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4.4 Cases where all points of E(7V) are rational over Q 
By cor . 1  of thm. 2 , all points o f S(AT ) ar e rational ove r Q  i f and only i f 
the exponen t o f the grou p S(iV ) i s 1 or 2. The list o f integers fo r which thi s 
is the case ha s been obtaine d i n 3.3. I n the 14 cases wher e th e exponent o f 
E(iV) i s 2, the 2-rank o f S(iV ) ca n be computed b y using cor . 1  of thm. 2 
and th e following tabl e 

N 2 0 2 1 2 4 3 2 4 8 6 4 7 2 9 6 10 0 14 4 14 7 19 2 28 8 57 6 
Card(F) 1 2 1 0 1 0 1 1 1 1  2  1  1  1 

€ 0 - 1 0 1 0 1 0 1 0 0 - 1 1 1 1 

In al l these cases , th e 2-rank o f E(iV) i s equal t o 1, except fo r N = 96 , 192, 
288 an d 576 where i t i s equal t o 2. Cor . 2 of thm. 2 follows. 

5 Shimura subgroup s an d Atkin-Lehne r in -
volutions 
To eac h diviso r N\ o f N suc h tha t gcd( N], N/N]) =  1  i s associate d a n 
Atkin-Lehner involutio n wNl o f XQ(N). 

Analytic definition: Th e involution wJ\[ i s deduced , b y passin g t o the 

quotients, fro m th e transformation r  i— • gr o f 7Y, wher e g =  ^  ^  ^  ^  i s 

any matr i x i n A f 2 ( Z ) suc h tha t NX\A, hh\D, N\C an d A£ > -  BC =  N1 . 
(Such a  matr i x g normalises T0(N).) 

Modular description: The involution wjv} stabilise s YQ(N) an d its restric-
tion to YQ(N) ha s th e following modula r interpretatio n (wit h the conventions 
of 2.1, remark): i f E i s an elliptic curv e ove r C  an d C a  cycli c subgrou p of 
E o f order iV , we have wNl ([E, C]) = [E/CJ\1, (E^ + C ) / C V J , wher e CN1 
and EN1 are the kernels o f multiplication b y Ari in C an d E respectively . 

Let wNl* an d (wNl)+ b e the involutions o f JQ(N) deduce d fro m wNl b y 
Picard an d Albanese functorialities . Sinc e th e liolomorphic ma p wj\^ is of 
degree 1 , we have (wjvj * °  wNi* =  Idjo(^) , an d this implie s ( w ^ )+ = u ^ * 
because wjva * i s an involution . 

By prop . 3  o f 1.5 , and 2.2, thm. 3  i s a  consequenc e o f the followin g 
lemma: 
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L E M M A 5  . — Let g = ^  ^  ^  J be as in the analytic definition of wN1 

given above. The automorphism 7  1— + gjg~l ofTo(N) stabilises Ti(TV) . The 
automorphism of (Z/TVZ)X ( ~ To(N)/Ti(N)) which is deduced by passing 
to the quotients coincides with t 1— » t~l modulo TV ] and with the identity 
modulo N/Ni. 

Let 7  =  ^  ^  ^  j  b e an elemen t o f T0(N) an d let ^  "  ^ , ^ b e the 

matr ix gyg~l. W e have d! = (-aBC +  MC - cJ3£ > + dAD)/Nx. Fro m the 
properties satisfie d b y # and fro m th e fac t tha t T V divides c , we deduc e tha t 
—aBC, bAC, —cBD, dAD are respectivel y congruen t t o aNu 0, 0, 0 module 
N? an d t o 0, 0, 0, dNx modul o TV . Therefore , w e have d' = a = d~l mo d N1 
and d' = d mod N/Ni. Thi s prove s th e lemma. 

6 Shimur a subgroups an d degenerac y map s 

6.1 D e g e n e r a c y m a p s 
Let M b e a diviso r o f TV. Fo r each diviso r D o f TV/M, w e have a  holomor -
phic degenerac y ma p vD : A0(TV) — » A'o(Af). I t i s the map deduced fro m 
the transformatio n r  1— » Dr o f 7i b y passin g t o the quotients . Th e ma p 
vp induce s a  ma p fro m Yo(TV ) t o YQ{M) whic h ha s the following modula r 
interpretation (wit h th e convention s o f 2.1, remark): i f E is an elliptic curv e 
over C  an d C a  cycli c subgrou p o f E of order _Y , we have 

vD([E,C}) = [E/CD,CAID/CD}, 

where Cp an d CMD denot e th e uniqu e subgroup s o f C of orders D and MD 
respectively. Le t vD* : J0{M) —• J0(TV) an d (vD)+ :  J0(TV) - + Jo{M) denot e 
the morphism s o f abelian varietie s deduce d fro m vp by Picard and Albanese 
functorialities. 

6.2 P r o o f o f t h m . 4 
By prop . 3  of 1.5, an d 2.2, thm . 4  concerning th e behaviou r o f the Shimur a 
subgroups unde r th e degenerac y map s vp* is a consequence o f the followin g 
lemma: 
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L E M M A 6  . — Let g be the matrix ^ ^ ^ ^ and let v : r0(N) —• T0(M) be 

the homomorphism 7 1— • gjg"1. W e /mv e (N)) C  ri(M) an d t > induces, 
by passing to the quotients, the canonical surjection (Z/NZ)X — * (Z/AfZ)x . 

Lemma 6  follows fro m th e identit y 

D 0 
0 1 

a b 
c d 

' D 0 

0 1 

- i a bD 
c/D d 

6.3 A  compatibility property  of  transfer  homomor-
phisms 

In thi s section , G denote s a  grou p an d H denote s a  subgrou p o f G. W e 
denote by IQ,H •  H*h — • G*h the homomorphism deduce d fro m th e canonical 
injection H —• G. I f the index [G : H] is finite , VH.G '• G*b —* HAh denote s 
the transfe r homomorphism . 

L E M M A 7  . — Let G' be a subgroup of G such, that G — HG' (i.e., such that 
G' maps surjectively to H\G) and let H' be a subgroup of H P i G' of finite 
index in G'. Then [G : H] is finite, the quotient r = \G' : H']/[G : H) is 
equal to [H D G' : H') and the diagram 

¿G,G" i l lH,Ii 

/-*ab * n>G' ET " ab 

where VfIG denotes the homomorphism x i— > {VjfxAx)Y i ™ commutative 

In the proof, le t us write th e groups additivel y an d consider th e diagram 

Qfab tir\G' ,G' (HOG')'11' /f/'//7G' / fj'*b 

^G,G' \ LlIJinG' I' ll.il' (23) 

The canonica l ma p H n G'\G' —• H\G i s bijcctive b y hypothesis, henc e H 
is of finite inde x i n G, we have \G' : H'\ = [G : H][H HG" : H1] and a syste m 
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of representative s i n G' o f H H  G'\G' i s als o a  syste m o f representative s i n 
G o f H\G. Th e firs t squar e o f diagra m (23) i s therefor e commutative , b y 
definition o f th e transfe r homomorphism s (1.5) . Thi s definitio n als o implie s 
tha t LHnG',H' ° VH',HnG' coincide s wit h multiplicatio n b y r  =  [H D  G' : H'\ 
in (H n <j?')ab , an d th e commutativit y o f th e secon d squar e o f diagra m (23) 
follows. Sinc e th e transfe r homomorphism s satisf y th e transitivit y propert y 
Vjf ,HnGf °VifnG',G' = VH'.G1 ([2] , t hm. 14.2.1) , th e commutativit y o f diagra m 
(23) establishe s th e lemma . 

6.4 The  transfer  homomorphism  r 0 ( M ) a b - > r 0 ( i V ) a b 

Let M b e a  diviso r o f N, LM,N • r0(iV)ab r0(M)a b th e homomorphis m 
deduced fro m th e injectio n T0{N) -+ r0(Af) , VNM :  T0(M)ab - > r 0(iV)ab 
the transfe r homomorphism , an d nN :  r0(iV)ab — * (Z/iVZ)x th e surjectio n 
deduced fro m ou r identificatio n o f T0{N)/r}(N) wit h (Z/7VZ)X . 

In th e nex t proposition , w e us e th e followin g notation : fo r a n intege r 
ro, n* denote s n whe n n i s od d an d n/2 whe n n i s even . W e als o writ e 
N = NiN2, wit h iV 2 th e larges t diviso r o f N prim e t o M. 

P R O P O S I T I O N 7  . — Let 7  = 
a b 
c d be an element o / r 0 ( M ) and 7  its 

image in r 0 ( M ) .  The element 7TN(V^^M(j)) O / ( Z / 7 V Z ) X is congruent to 
d[r0(M):r0(N)} modui0 N * an d t o 1  modulo TV* . 

Let p b e a  prim e diviso r o f Ar . Le t u s writ e M = pmM', N = pnNl 
with M ' an d ; V prim e t o p . Th e ma p r0(;/' )\SL2(Z) -+ Pl(Z/pnZ) 

which send s a  cose t r 0(jpn) u v 
w t to th e poin t o f P\Z/pnZ) wit h ho -

mogeneous coordinate s (w,t) i s bijective . Therefor e th e canonica l ma p 
r0(M) — • r 0(jpn)\r0(pm) i s surjective . B) r applyin g lemm a 7 , w e ge t a 
commutative diagra m 

Г„(М)аЬ ^ Г0(ЛГ)"Ь - Ä (Z/NZ)* 

Г0(ртУъ УЫ" Г0(у")а Ь ^  (Z / jD"Z)x , 

(24) 

where r  i s equa l t o [T0(M) :  r0(iV)]/[ro(pm) :  T0{pn)\ and th e las t vertica l 
map i s th e canonica l surjection . Thi s show s that , i n orde r t o prov e th e 
"p-primary par t " o f th e congruence s o f prop . 7 , i t i s sufficien t t o prov e 
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prop. 7  when N i s a  powe r o f p. Fro m no w on, we make thi s assumption . 
We conside r tw o cases: 

a) The case m > 1 
In thi s case , w e have N\ = N =  _pn , AT2 = 1 , M = pm and the matrice s 

si =  ^  ^  ^ , wit h 1 < I <  N/M, for m a  syste m o f representative s o f 

r0(N)\T0(M). Fo r eac h intege r / , ! < / < N/M, ther e exist s a  uniqu e 
integer k suc h tha t 1 < k < N/M an d a /M + c  = kM{blM +  d ) mod JV ; 
the identit y 

1 0 ^ 
IM 1 

a b 
c d 

a - bkM b 
alM + c - kM(MM +  d) MM + d 

1 0 

km l 

shows tha t w e have sij = ai^s^ with a/i 7 in To(N), an d that 7Tj^(ai^) is the 
class o f blM + d mod N. B y definition o f the transfer homomorphis m (se e 
1 . 5 ) , 7 T A T ( V / V , M ( 7 ) ) i s equa l t o [ 1 TTA'(^T^), i.e. , to th e clas s mo d N o f 

\<1<N/M 
Il (WM +  d). Fro m this , w e deduc e 

l < / < i V / A / 

М^у,д/(7)) =  ал/л,(П /¿) 7 ' ( 2 5 ) 

where M' i s give n b y M ' =  gcd(6A/ , Ar) an d i 7 denote s th e subgrou p o f 
( Z / A " Z ) X consistin g o f the elements congruen t t o 1  mod M '. 

L E M M A 8 . — Le£ A  be a finite abelian group. The product of the elements 
of A is equal to the unit element, except in the case where A has a unique 
element e of order 2; in that case, the product is equal to e. 

The lemm a i s immediatel y prove d b y writin g A a s a  produc t o f cycli c 
groups. 

We no w apply th e lemm a t o th e subgrou p H o f (Z/NZ)X. Th e onl y 
cases wher e H ha s a  uniqu e elemen t o f orde r 2 are thos e wher e w e hav e 
p = 2 , and either (M',N) = ( 2 , 4 ) o r 4 < AT < N. I n thes e cases , n  h is 

hen 

the clas s o f 1 4 - (N/2) mo d N; i n al l the other cases , n  h i s the class of 
hen 

1 mo d N. Fro m ( 2 5 ) , w e therefore deduc e th e congruenc e 
^ ( ^ ( 7 ) ) =  ^  mo d TV* . ( 2 6 ) 
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Since w e hav e N/M = pn" m =  [T0(M) :  r0(Ar)], prop . 7  follows . 

b) The case m =  0 
In thi s case , w e hav e N\ = M = 1, N2 = N — pn. Sinc e prop . 7 

is obviou s whe n T V =  1 , w e ma y assum e n > 1 . Th e grou p r0(M ) i s 
equal t o S X 2 ( Z ) . I t i s isomorphi c t o th e grou p give n b y th e presentatio n 
(s, u\ s4, w6, s2u~3) ([6] , p.52): a n isomorphis m betwee n thi s lat te r grou p an d 

SL2(Z) i s obtaine d b y sendin g s t o S = 0 - 1 
1 0 

and u t o T S , wher e 

T = 1 1 
0 1 (loc. ext.). Th e grou p SX 2(Z)AB i s henc e isomorphi c t o th e 

group define d b y the presentatio n (s , u; s4, t/\ s'2u~[\ sv,s~] u~l), i.e. , (b y tak -
ing v = u2) t o th e grou p define d b y th e presentatio n (s,v; s4 , t>3, sus-1*;-1) . 
It i s a  cycli c grou p o f orde r 12 . Le t S an d T  denot e th e canonica l image s 
of S an d T i n SX 2(Z)AB. Th e subgrou p o f orde r 4  o f SL 2(Z)AB i s generate d 
by 5  an d th e subgrou p o f orde r 3  b y {TS)2 = S2(TS)~l = ST~\ Thi s 
implies tha t T generate s SX 2(Z)AB. I n orde r t o prov e prop . 7 , i t suffice s t o 

t reat th e cas e wher e th e matr i x 7  = a b 
c d 

is th e matr i x T = 1 1 
0 1 

The matrice s si = 1 0 
lp 1 

, fo r 1  <  /  <  N/p, an d s'j = 0 - 1 
1 ? ' I' 

for I < j < N, for m a  syste m o f representative s o f T()(N)\SL2(Z). Fo r 
each intege r / , 1  <  /  <  Ar/p , ther e exist s a  uniqu e intege r k suc h tha t 
1 <  k < N/p an d /  =  &( ! +  lp) mo d N/p. an d th e identit y 

1 0 
lp 1 

1 1 
0 1 

1 -  hp 1 
- kp(l + lp) 1  + /7 ; 

1 0 
hp 1 

shows tha t s{T = a/s*. , wit h a / i n r0(Af ) an d 7r ,v(a/) =  1  + lp mo d N. Fur -
thermore, w e hav e 

s'JT =s'J+1 for 1  <  j  <  i V 

s'NT = 
1 0 

-JV 1 
s31 

By definitio n o f th e transfe r homomorphism , 7r yy ( V/v.^T1)) i s the n th e 
class mo d A T o f I I (1 B y lemm a 8, thi s clas s i s equa l t o 1  mod A" , 

except i n th e cas e A ' =  4 , wher e i t i s equa l t o 3  mo d Ar . Proj) . 7  follows . 
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6.5 Proof of  thm.  5 
Let M be a  diviso r o f iV , and D a  diviso r o f N/M. A s in 6.4, we writ e 
N =  N1N2, wit h N2 the larges t diviso r o f N prime t o M. Th e inde x 
[r0(M) : TQ(N)] i s equal to ^ n + luw.c i s a multiple o f Ni/M. Sinc e 

HN2 ' J 

N1 an d Af have th e same prim e divisors , thi s iini>lic\ s that , i f d is an intege r 
prime t o M, the class d[ro (M):r0(JV)] mo( j depend s onl y o n d mod M. W e 
can therefor e defin e a  homomorphis m 8' :  (Z/A/Z) x —- * (Z/NZ)X b y the 
following relations : 

f é ' ( r f + M Z ) =  diro(A/):r„(.\)] 
I 8'(d + MZ) = 1 

mod A'i 
mod Ar2 . 

By prop . 4  of 1.5, an d 2.2, thm . 5  concerning th e behaviour o f the Shimur a 
subgroup o f Jo(N) under th e morphism (vp)* :  J(>(Ar) — » Jo (A/) (whic h wa s 
defined i n 6.1) is equivalent t o the following statement : th e diagra m 

r0(M)ab — r0(A/ ) / r , (A / ) - (Z/A/Z) x 
V I I 6' 

r0(ATl> —> r 0 ( i V ) / r , ( . V ) - (ZAVZ)X . 
(27) 

where i s the transfer homomorphis m an d the horizontal arrow s represen t 
the canonica l surjections , i s commutative modul o J . wher e J  i s the subgrou p 
oi(Z/NZ)x define d i n 2.3. 

Prop. 7  tell s u s tha t (27 ) is commutativ e whe n 4  / |A \ and tha t (27 ) 
is commutativ e modul o th e subgroup o f order 2  of (Z/ArZ) x generate d b y 
the clas s d o f 1  + (N/2) mo d Ar, when 4|A' . I n th e latte r case , w e hav e 
(0? —  l)2 = 0  in Z/NZ, henc e d belongs t o J . Thi s complete s th e proof of 
thm. 5 . 

7 Action of the Heck e algebra on the Shimur a 
subgroup 
Let p be a prim e number . Th e two degeneracy map s 

-Yo(A'/,) 

X0(N) X{)(N) 
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define a  correspondence Tp between A"o(iV ) and itself: w e have Tp =  v\ o  v~l, 
where the symbol v~l denote s the inverse correspondenc e o f vp and o denote s 
the compositio n o f correspondences . 

If fr ] denote s th e image i n X0(N) o f a  poin t r  G  ?i, the n Tv is given b y 

TP([r)) = 

\pr}+ E  lT-f] 
0<i<p-\ 1 

E [T-f] 
0 < z ' < p - l v 

if P  ÁN 

if p |A \ 

The restrictio n o f Tp to YoCA") has the following modula r interpretation : 
if E i s an ellipti c curv e denne d ove r C  an d C a  cycli c subgrou p o f order iV 
of E, the n 

TP{[E,C}) = £ [ £ 7 C \ (C + C ' ) / C ] , 

where th e su m is indexe d b y th e subgroup s C o f E o f orde r wit h th e 
restriction t h a t C nC = {0 } if p divide s N. 

We ca n define endomorphism s Tp * an d (7),)* of JQ(N) by 

Tv* = (vp). o V 

(Tp)*=(v1)*o vp*. 
(28) 

(When w e think o f a  correspondenc e a s a n objec t generalisin g a  map , TP* 
and (TP)* ca n be though t o f a s associate d t o TP via Picar d an d Albanes e 
functorialities respectively ; however , th e definition o f each o f them involve s 
bo th functorialities , a s is see n i n th e formulae. ) 

Theorems 4  an d 5  impl y tha t bot h th e endomorphism s TP an d (TP)* 
stabilise th e Shimur a subgrou p S(Ar ) of JQ(N), an d tha t the y coincid e o n 
E(AT) wit h multiplicatio n b y [T0(N) : r0(A/»] , i.e. , by p +  1  if p doe s no t 
divide iV , and by p i f p divide s N. Thi s prove s thm . 6. 

It i s possibl e t o define , fo r eac h intege r n > 1 , a  Heck e correspondenc e 
TN o n XQ(N) and , hence , endomorphism s TN* and (Tn) * of J0(A") . Th e 
endomorphisms TN* satisfy recurrenc e relation s whic h ca n b e summarise d 
bv th e formal identit v betwee n Dirichle t scrie s 

£тп*п- = П(i -rPV) Ш1 -тР'р-'+р1-2т\ 
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and w e have a n analogou s identit y fo r (Tn)* . Therefore , remar k 2  in the 
introduction follow s fro m th e identity 

£ aN(n)n-s = TT (1 - p1"5)'1 H (L ~ P~S)(L ~ Pl~T\ 
n=l v\N plN 

where a^{n) denote s th e sum of the divisors d of n satisfying th e condition 
gcd(JV,3) =  l . 
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Congruence pr ime s fo r cusp form s o f weight k > 2 

F R E D D I A M O N D 

81. In troduct io n 
This paper generalizes to higher weights a  result o f Ribet [Rl ] on congruences 

between weight two newforms of different levels . I f / =  ^2 anqn an d g = ]T ] bnqn 
are newform s with the an,6n £ K, an d p is a prime of K ove r the rational prime 
p, w e say f = g mo d p if an = bn for all n prime to the levels of / an d g. If / ha s 
weight k, character x an d level N, the n for a prime £ not dividing Np, denote by 
Rl th e set of newforms of weight k, character %, DU* °f level d£ with d dividing N 
(thus "new at £") . 

T H E O R E M ( R I B E T ) . Fo r /  a s above, with k = 2, trivial %i sufficiently large K and 
p \ \(j>(N)Ni, there exist g 6 Ri with g = f mo d p if and only if 

a\ = (£ + l)2 mo d p . 

In [D] , it i s observe d that Ribet' s proof requires neither trivia l characte r nor 
p prime to N. Consequentl y an analogue [D , Th. 6] is prove n for A-adic forms 
([112], [W] ) whic h p-adically interpolate classical forms. Thi s provides a result for 
p-stabilized newforms of any weight k > 2  [D, Cor. 6.9]. However, inherent in the 
definition o f a  p-stabilized newfor m is tha t i t i s ordinar y at p. I n §2 below, we 
dispense with this hypothesis and prove: 

T H E O R E M 1 . For f a s above, with k > 2, arbitrary XJ sufficiently large K and 
p \ \^>{N)N£(k - 2)! , there exist g € R£ with g = f mo d p if and only if 

a\ = x ( ^ " 2 ( ^ +  l)2 mo d p 

lhis is proved by applying Ribet s method directly to the parabolic cohomology 
groups associated to forms of higher weight. Decomposin g the space of cusp forms 
into subspaces which are old and new at £ yields a cohomology congruence module 

S . M . F . 

Astérisque 196-197 (1991 ) 
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which can be computed using the ingredients of a result of Ihara [I, Lemma 3.2]. 
For k = 2 , Ihara's result may be viewed (via the exact sequence of Lyndon) as the 
vanishing of the parabolic cohomology group, with coefficients in FP , o f a principal 
congruence subgroup of level N in PSL^i^t"*]). We generalize this to cohomology 
with weigh t k coefficient s i n th e proo f of Lemm a 3.2 below b y noting tha t th e 
restriction of a parabolic cocycle to the principal congruence subgroup of level Np 
vanishes, a s doe s th e kerne l o f this restrictio n homomorphis m if p f  N(k — 2)1 
(Lemma 3.1). 

Theorem 1 may be regarded in terms of raising the level of the modular repre -
sentation Gal(Q/Q ) —• GL2{OK/p) associate d t o / . It has already been proved 
in some cases of higher weight in work of Jordan and Livné [J-L]. Thei r method 
requires that a  prime q divide N exactly, an d the resul t i s neede d to lower the 
level of the representation i f it i s unramified at q (from N to N/q). Thi s also is 
a generalization of a weight two result o f Ribet [R2] relating the Artin conductor 
of the representation to the level of some form from which it arises , as conjectured 
by Serre [S]. Theorem 1 is shown to be similarly useful in lowering the level of a 
modular representation (when qr divides N, but not the Artin conductor) in recent 
work of Carayol [C] . 

This research was completed while visiting Ohio State University. I would like to 
thank Avner Ash for many suggestions, especially regarding the proof of Lemma 3.1, 
whose ingredients can be found in [A-S] . I would also like to thank Richard Taylor 
for helpfu l correspondence. 

§2. C o n g r u e n c e s 
We fix a rational prime p and a finite extension K o f Qp. Le t OK be the integral 

closure of ZP in K an d denote by p its maximal ideal. W e also fix embeddings of 
K int o the algebraic closure Qp of Qp, and of Q into Qp and C . 

Now conside r a  level N, a  weight k > 2  and a prime I no t dividin g Np. Le t 
Z = Sh{ RI(jY) H  r0(L);K), th e cusp forms on T^N) O  R 0 ( / ) o f weight k with q-
expansions having coefficients i n K. Le t 7iz h e the C^-algebra of endomorphisms 
of Z generate d b y the Heck e operators Tn for n > 1  (e.g. [H2 , §1]). W e note 
that thi s algebr a includes th e endomorphism s Sm for m prim e to N define d by 
/ | Sm =  mk-2f |  <rm where <rm e r0(Nl) i s congruent to ̂ mo_ 1 ^) mo d TV . 

We have a decomposition of Z int o its subspace s which are old and new at £, 
Z = X ®Y [Rl , §2]. Here X i s the direct sum of two copies of Sh(Ti(N)\K), an d 
Y ma y be characterized as the kernel of Tj — Si- Th e newforms in X ar e those 
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in Z of level dividin g iv , an d those in Y have level divisible b y I. W e wil l always 
assume X ^  0  (in particular, if N < 2  then k is even and sufficiently large) . Thi s 
decomposition is stable under the action of Tiz- W e le t l~ix b e the image of Hz i n 
the endomorphism ring of X an d similarly define Tiy • Then to prove the existence 
of non-trivia l congruences between forms in X an d forms in Y, w e must show that 
7ix,Y = 7~Lx ®'Hy/T~Cz i s non-trivial . W e do so (unde r suitable conditions ) by 
using the cohomology to construct a n Tix^Y-module. 

We no w apply Ribet's analysis [Rl , §3] o f such a cohomology congruence module 
to the parabolic cohomology corresponding to cusp forms of weight k. For n = k~ 2 , 
we define LN(Z) - J.n+1 wit h the action of 6X2(Z) determine d by 

/ a b\ f x\n ( ax - h by\n 
\c d) \y ) ~ \cx + dy ) ' 

where (I)" = t(xn,x»-1y,...,y»). 
For an y abelia n grou p R, SL2(Z) the n act s o n LN(R) = jLn(Z ) ® R. The n 

let W{OK) b e th e imag e o f H1P(F1(N), Ln(0K)) i n B.P(Ti(N), LN(K)) an d le t 
W(R) = W{OK) ®oK R for any CV-module R. Similarl y define V(R) usin g the 
parabolic cohomolog y o f Y±(N) O r0(^) -  (Fo r a subgroup G o f 5X2 (2 ) , G will 
denote its image in JP.S'Z^Z).) Followin g Hida, we can define a  pairing on W(OK) 
which is perfect if p \ N(k — 2)1 [HI , Th. 3.2], a s is the pairing defined analogously 
on V(OK). (Not e that th e constraint o n p, together with the assumption X ^  0, 
ensures that there are no elliptic elements of order v.) 

The inclusion s of T^N) H r0(^) i n I\(iV) and in ( lQ\ ) T\(N) * ° ) naturally 
induce a  homomorphism W(R)2 —» V(R). Le t A(K) b e the image of W{K)2 i n 
V(if), an d B(K) it s orthogona l complement under the pairing (on V(K)). The n 
V{K) = A(K)tB B(K), an d under the natural action of the Hecke operators of level 
Ni, A(K), B(K) an d V(OK) ar e respectively faithfu l Hx, and Tî -modules 
(see [D, Prop. 3.1]). Therefore 

п = [A{K) + V{OK)) n  [B(K) + V(OK)\ f 
V(OK) 

is an 'Hx,Y-module. 
As a  generalizatio n o f Ihara' s resul t [I , Lemma 3.2] , we wil l prov e i n § 3 the 

injectivity (i f p \ N(k —  2)!) of the induced map 

с* : W(K/0K? -  V{K/OK). 
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As a n immediate consequence O = ker(/?oa) , where ¡3 : V(K/OK) —*• W(K/OK)2 i s 
the adjoint of a with respect to the above pairings. Thi s isomorphism is Tî -linear 

where for m prime to £, Tm act s as the matrix | T' 0 
k 0 T'm 

I on W{K/OK)2 (usin g 

primes to denote Hecke operators of level N), an d Ti as 
T' £k~x 

K-£2-kS'£ 0 
A straightforwar d computation then yields 

POOL = 
^ + 1  r r 

(where 7 '̂* is adjoint to T[ and satisfies £k~2T[ = 5jr£'*). Since 5/ = 5' 0 
o 5; 

on W(K/OK)2, w e have 

2? -Si = 
-Si T i 

^ 0 -£2~kS£ 
O /3 O OL. 

Since S't is a n automorphism, we have ker(/? o a) — ker(T/ — 5/) . Using Ribet's 
argument ([Rl, p. 510] or [D, Prop. 3.4]), we deduce that Ann^x H Ç (T2 - Si)Tx 
where Xx i s the integral closure of 7ix i n 7~Cx ®oK K. No w since ft is a n 7ixYY-
module, this implies 

(*) ( I ? - Si)Hx Q trx(kerTry) Ç (Ti - St)Ix, 

where wx and TTY denot e the appropriate projection maps of Tïz> 
We ca n replace Z by — Sk(To(N£), % » where x *s a Dirichlet character 

denned mod iV with values in K and consider the decomposition Z^x^ = X^x^(BY^XK 
If p \ ^</>(N), then 7ïZ{X) is a direct summand of Tïz, and we can replace X an d Y 
by JT<x ) and i n (*). Now suppose / =  X) anÇn is a newform of level N, weight 

character x and coefficients i n if. Suppos e further that x2 - atx 4- ^fc_1x(^) has 
roots a,/? G iif. The n fa = f— j3f(£z) i s an eigenform of 7/, and applying T^Kf,x t o 

we eet 
-KKf.(kerTivc*)) = (ct2 - x f ^ - 2 ) ^ . 

Using th e dualit y betwee n th e Heck e algebra and the lattice i n Z o f forms with 
integral coefficients t o compute the congruence module [D, 521, we find 

C r , w- i Э£ fa2 - v fW1-2) -1©^/©^. 

Noting that 

(о? - -у(тк-2)(в2 - -*ал1к~2\Ог, = (а2. - v(Mk~2(£ + I Ì 2 Ì O ^ . 
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we see that i f p \ \${N)N{k -  2)! , and a\ = x(£)t*~'£(£ +  1) * mo d p, then there 
exists g £  Ri congruent to /  modul o the maximal ideal of the ring of integers of 
Qp. Conversely , if suc h a  g exists , w e deduce fro m properties o f th e associate d 
Galois representations that a\ =  x{£)£k~2(£ +  I)2 mo d p [Rl, p. 506] . This proves 
Theorem 1. 

We ca n sharpen this resul t b y decomposing y(x ) =  ©  Y~^ computin g the 
appropriate congruenc e module s an d applyin g a  metho d o f Wile s usin g Fittin g 
ideals. W e thus obtain Theorem 2; for further details, see [D, §4] . 

T H E O R E M 2 . For f as above, K sufficiently large and p \ N£(k — 2)! , there exist 
integers d{ and distinct newforms gi £ y(x) with 

9i = f modpdi and Yldi ^ vv(AÏ -X(t)tk~2(£+l)2)-2vp(2<T>(N)). 

§3. Parabol i c c o h o m o l o g y 
In thi s section w e prove the injectivity o f ct (Lemma 3.2). Firs t recal l that for 

a grou p G, a  subset Q o f G, and a (7-modul e A, Hq(G,A) i s th e subgrou p of 
H1(C,^4) obtaine d from the cocycles u satisfying u(j) £  ( 7 — 1)A for all 7  £  Q. 
For a  congruence subgroup of .P5X2(Z), we write IlP(G,A) fo r E}Q(G,A) wher e Q 
is the set of parabolic elements of G. W e begin by proving the vanishing of a finite 
cohomology group necessary t o the proof of Lemm a 3.2. I n many cases thi s is a 
consequence of [K-P -S , Th . 1.5.3]. 

L E M M A 3.1 . Let Q be a p-sylow subgroup of G — SL2(FP), and FQ a finite Held oi 
characteristic p. Then Hq(G, LN(FQ)) = 0  for 0 < n < p — 1. 

PROOF: W e let Q act triviall y on FQ and consider the induced module IndQ(Fg), 
the se t o f functions fro m G/Q t o FQ. Identifyin g G/Q wit h the punctured plane 
Fp2 \  {(0,0)} , an d LN(FQ) with th e space of homogeneous polynomials of degree 
n in Fq[x,y], we have an injection of G?-modules <f> : LN(FQ) — • IndQ(Fg) [A-S , p . 
855], which induces 

4>, : Hq(G,LN(FQ)) - > H^(G,Indg(F,)). 

Since Shapiro's isomorphism, 

H^G.IndgíF,)) S H ' f Q . F , ) , 

sends Rq(G,lndQ(FQ)) t o H^(Q,F,) = 0, we conclude that rl^G,Indg(Fq)) = 0. 
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We no w nee d onl y prov e <j>* i s injective . B y th e lon g exac t sequenc e o f th e 
cohomology, this will follow from the surjectivity of 

(Indg(F,))° -  (An(F,))a, 

where An(Fq) denotes th e cokerne l of </> . Sinc e al l functions fro m Fp t o Fq are 
defined bv polvnomials, we can decompose fas G-modules) 

p-2 
Indg(Fg) = 0 M i ( F 9 ) , 

7 = 0 

where Mj(Fq) denote s those functions denned by homogeneous polynomials of de-
gree d = j mo d (p — 1) . Firs t not e tha t M0(Fq) — jL0(Fg) (B Lp_i(Fg), s o the 
desired surjectivity hold s for n =  0  or p - 1 . I f 1 < n  <  p  — 2, then w e have an 
exact sequence of Gr-modules (see [A-S , Lemma 3.2]) 

0 -» Ln(F„) — M„(F,) -» £p_!_n(F,) -» 0 

where if> i s defined by 

rb(xryn+p-1~r) = Ö _r —n.„.p —1 — r 

о, 

if n < r < p — 1 
otherwise. 

Surjectivity for such n then follows from the vanishing of (Lp_i_n,(Fq))G. 

L E M M A 3.2 . If p \ N(k — 2)!, then a is injective. 

P R O O F : W e first reduce the problem to one involving the cohomology of principal 
congruence subgroups [Rl, p. 511] by considering the commutative diagram, 

W ( K / O K ) 2 V(K/OK) 

_ - l L 
H},(R1(JV),2in(Jir/Ojr))a E}P{ R,(JV) n T0{l),Ln(K/OK)) 

1 
^P(T{N),Ln(KfOK)f — ! — H},(r(iV)nro(^),£n(iir/OK)). 

We show a is injective by proving that 7, £ and e are injective. 
The ma p 7 arises from the long exact sequence of the cohomology, 

> H ' T R X W . M C M ) - » H ^ I M i V ) , - » H1(r1(JV),L,.(/if/OK) ) - •• • 

210 



CONGRUENCE PRIMES FOR CUSP FORMS 

If 7 r generates a  parabolic subgroup of Ti(N), the n it i s conjugate in PS£2(1.) t o 
I ( i f  1 f° r some d dividing IV. Sinc e p \ N(k —  2)!, w e have 

(ir - l)Ln(K) n  Ln(0K) = (ir - 1 ) X „ ( O K ) , 

and th e exactness of 

nUTAN),Ln(0K)) - H},(ri(JV),I,(Jf) ) - » Н^(Гг(ЛО, £„(*/©*•)) . 

Recalling the definition o f W(K/Ok), w e see 7 is injective. 
Next consider the inflation-restriction exac t sequence 

n\Z/NT,Ln(K/0K)TW) - a^T^N^L^K/Oa)) - H1(r(JV),£n(AyOjr)). 

Note that Z/NZ has order prime to p and Ln(K/Ok) i s ap-group, so the restriction, 
and consequentl y ar e injective. 

The proble m now is to prove that e is injective. Fo r n — 0, Ribet [Rl , p. 513] 
appeals to the long exact sequence of Lyndon. W e ma y do so for n > 0 to obtain 

Kl{TN,Ln{K/0K)) - 1 ^{T{N),Ln{K/0K)f — H1(r(iV)nro(£),i„(if/0K)), 

where TJ V is the principal congruence subgroup of level N i n PSL/2{Z[i 1]) . Now 
suppose u e Z1(TN,Ln{K/0K)) wit h 0(tZ ) <E H}>(r(]V), Ln(K/0K))2. Le t 5  b e 
the set o f elements of TJ V conjugate in P5,-L 2(Z[^-1]) t o ±  ^ * *  .̂ The n if 7 r G S, 

it1™ £ r(iV) for sufficiently larg e M [Rl , p. 5131, an d 

(1 +  TT + TT2 + •  •  •  + T T ' " " 1 ) ^ ) =  U ( T T ^ ) € ( T T ^ - l)Ln(K/0K). 

Since (1 -f- 7T 4- 7T2 + •  •  • + 7r£ _1 ) is an automorphism of Ln(K/Ok), w e conclude 
that U £ H^r^, Ln(K/Ok))- S o if this group vanishes, then e is injective. 

Multiplication by a uniformizer II in K lead s to a long exact sequence 

» K\TN,Ln{rq)) - B.\TN,Ln{K/0K)) n\TN,Ln{K/0K)) - ••• . 

If 7T is conjugate in PSL2(T[t M) to ± j  J with d e prim e to p, then we 
have ( TT - l ) L N { K / O X ) H L^P^Ok/Ok) = (TT - l)in(p-1CAr/CAr). Sinc e any 
element of 5 is the power of such a 7R , we in fact have the exactness of 

HÌ(rw>Ln(F,)) - uUrN,Ln(K/OK)) —  ü%(rN,Ln(K/0K)). 
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So it suffices to prove H5(Tiv, Ln(Fq)) = 0 . For if so, multiplication by II is injective 
on H^(r ISR, LN(KIOk))-) whos e elements are p-torsion. 

For this key step we use the inflation-restriction exac t sequence , 

H1(G,Ln(Fg)) -> ïl1(TN,Ln(Fq)) - , H1(riVp,Zrn(Fg)), 

where G = PSL2(FP) if N =  1  or 2, and 5Z2(FP ) i f J V > 2 . Agai n T^p is th e 
principal congruenc e subgroup of level Np i n PSL2(Z[£~1]). As for the parabolic 
cohomology, this gives the exactness of 

HUG,Ln(Fg)) - » H i( r w , £ J F , ) ) -  Hinr . i r jv - .XniF-) ) , 

where Q is a  p-sylow subgroup of G. Th e first term vanishes a s a consequence ol 
Lemma 3.1. Th e third term vanishes since Ti\fp is generated by elements of S D T̂ v p 
[Rl, p . 513] and acts trivially on Ln(Fq). Hence the middle term vanishes, and the 
proof is complete. 
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Two-dimensional representations in the 
arithmetic of modular curves 

B . M A Z U R K . A . RIBET 

In th e theory o f automorphi c representation s o f a  reductiv e algebrai c 
group G over a  number fiel d K, i t is broadly — but not always —  true tha t 
irreducible representation s occurrin g in L2(GJ^/GK) occu r wit h multiplicit y 
one. I n a classical special case (G = GL(2 ) , K =  Q , and where w e restric t 
a t tent ion t o automorphic representation s whic h ar e holomorphic, cuspidal , 
and o f weight 2) , the Galois-theoretic counterpar t o f the above "multiplicit y 
one phenomenon " i s the assertion tha t give n a  newfor m o f the above type , 
of level N, the (two-dimensional p-adic) Gal(Q/Q)-representa t io n associate d 
to i t occurs with multiplicity one in the p-adic Tat e modul e o f Ji(N). 

For som e impor tan t ari thmeti c applications , however , on e is led to search 
for criteri a guaranteeing certai n analogue s o f the abov e "multiplicit y on e phe -
nomenon" vali d for the mod p Galois representation s associate d t o newforms . 
The "mo d p multiplicity " question s ar e somewhat mor e delicat e tha n thei r 
p-adic counterparts . Indeed , t o our knowledge, th e main case s wher e the 
mod p Galoi s representatio n question s hav e bee n t reate d seriousl y s o far ar e 
for cuspida l newform s o f weight tw o which ar e either unramifie d a t p [20 , 30] 
or ordinar y an d nonspecial a t p [25 , 43] . 

The presen t articl e concern s itsel f wit h a  "missin g ^-ordinar y case, " one 
for whic h th e newform i s "special " a t p} W e assume, mor e precisely , tha t 
the leve l o f the newform i s divisible b y p but not by p2, an d also tha t the 
Nebentypus characte r o f the form i s trivial. (Ou r method migh t als o t rea t 
the mor e genera l cas e in which th e character i s unramified a t p, but possibl y 
non-trivial.) Fo r the case wher e th e character i s ramified a t p, see [12] . 

1We als o requir e tha t th e associate d mo d p Galoi s representatio n b e absolutel y ir -
reducible, avoidin g th e important , bu t muc h more difficult , cas e o f Eisenstein primes 
f2(L 2 4 1 . 

S.M.F. 
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This cas e arise s in the secon d author' s articl e [30 ] on Serre's conjectures . 
Assume tha t p is an odd prime , an d suppos e tha t p is an irreducible mo d p 
representation of Gal (Q/Q) whic h arise s from th e spac e o f weight-2 modula r 
forms o n T0(M). (W e the n sa y tha t p is modular of level M.) Assum e tha t 
l T¿ p is a prime facto r o f M for which p is unramified a t I. The n Serre' s 
conjectures [37 ] predict tha t p is modular o f level M0, where MQ i s the prime -
to-i par t o f M. Thi s statemen t wa s prove d b y the first  autho r [22 ] in case 
i "exactly divide s M " (i.e. , M0 = M/l) an d th e congruenc e Í = 1  mod p is 
not satisfied . (Se e [30] , Theorem 6.1. ) I t was prove d by the secon d autho r 
if £  exactly divide s M and th e newfor m givin g p is unramified a t p, i.e., p is 
prime to M ([30] , Theore m 8.2) . Th e method s of [30] show, mor e generally , 
that p is modular o f level MQ whenever Í exactly divide s M and p occur s 
with multiplicit y on e in the Jacobia n J0(M). Thi s motivate d ou r interes t in 
the mo d p multiplicity on e questio n fo r Galoi s representations . 

The mo d p multiplicity-on e questio n fo r Galois representation s ha s a n 
intriguing, an d relatively complicated , answe r fo r twisted form s o f GL(2 ) 
[32]. I t would b e quit e interestin g to have eve n a  conjectural pictur e tellin g 
us what t o expect fo r multiplicities of mod p Galoi s representations i n a more 
general context . 

We would like to thank Bas Edixhove n for enlightening conversations on sub-
jects related to this article and fo r detailed comments on our preliminary versions. 
We also thank the IHES for providing the congenial setting in which much of this 
work was done. 
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TWO-DIMENSIONAL MODULAR REPRESENTATIONS 

C o n t e n t s 
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2 Admissible model s an d admissibl e morphism s 224 
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9 Local admissibl e dat a 239 
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12 Admissible dat a comin g fro m modula r curve s 246 
13 Higher multiplicitie s 249 

1 Introduction and  statement  of the  main  theorem 

1.1 The representations V 
Let M b e a positiv e integer . Le t T0(M) b e (as usual) th e subgroup of 
SL(2, Z) whic h consist s o f matrices а о 

с d 
e SL(2 , Z) with с = 0  (mod 

M). Le t XQ(M) b e the associated modula r curv e ove r Q . Finally , le t Tn 
for n  > 1  denote th e standar d Heck e correspondence s o n X0(M). (See , for 
example, [24] , Chapter 2 , § 5 for a description o f the Heck e operator s Tq for q 
prime. Whe n q divides M , ou r operato r Tq is the "Atki n operator " denote d 
Uq in [24].) 

These operators induce endomorphisms on the space S2(T 0(M)) o f weight-
2 cusp form s o n th e grou p T0(M) an d o n th e Jacobia n 

J = J0(M) = Pic°(X0(M)) 

of X0(M). W e write simply Tn for eac h o f these endomorphisms . (Th e endo -
morphism Tn of JQ(M) is denoted T* in [18].) Th e subring s of End( JQ(M)) 
and of End(52(ro(M))) which these operators generate are the "same. " Mor e 
precisely, th e faithfu l operatio n o f End( J0(M)) o n 52(ro(M)) (comin g fro m 
the fac t tha t thi s latte r spac e i s the cotangen t spac e o f the abelia n variet y 
dual to JQ(M)) maps the endomorphism labeled Tn of J0(M) t o the endomor -
phism o f S2(T0(M)) labele d Tn . W e let TM b e the subrin g o f End( J0(M)) 
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generated b y the Tn, viewing thi s ring , whe n convenient , a s operat in g o n 
S2(ro(M)). 

Let y > : T j i f - > P p b e a ring homomorphism . Th e kerne l of (p is a maxima l 
ideal m  = o f .  A s usual, w e denote b y J[m] the "kerne l o f m on J ," 
i.e., th e intersection o f the kernel s o f all element s o f m acting o n «/(Q). Thi s 
subgroup of the finit e grou p J\p] has na tura l commutin g action s of G a l ( Q / Q) 
and o f the residu e fiel d km = T^/ t r i . Further , th e field km is embedded i n FP 
by (p. Let 

V v : = J[m]®fcwPp . 
Then V<p is a finite-dimensional (continuous ) representatio n of Gal ( Q / Q) ove r 
FP. Th e vector spac e i s easily see n t o be non-zero . 

The representation s J[xn] and V<p ma y be compare d wit h th e canonica l 
two-dimensional representatio n pm of G a l ( Q / Q ) whic h i s associate d t o m 
([11], Th. 6.7 or [30] , Prop. 5.1) . Recal l t ha t thi s i s the semisimple represen -
ta t ion o f G a l ( Q / Q) ove r fcm, unique up to isomorphism, whic h i s unramifie d 
outside th e set of primes dividin g pM an d which satisfie s 

trace(pm(crr)) =  Tr mod m , det(pm(crr) ) =  r mo d m 

for al l primes r no t dividin g pM. (Her e ar i s a  Probeniu s elemen t fo r r 
in G a l ( Q / Q ) . ) W e define pv t o be the representation pm (S>km Fp , i.e., th e 
representation o f G a l ( Q / Q) deduce d fro m pm by the base chang e km —> FP 
induced b y cp. 

These two-dimensiona l representation s ar e sai d to be modular of level M. 
More generally , suppos e t ha t F  i s an algebraic extensio n o f FP. W e say that 
a semisimpl e representatio n p :  G a l ( Q / Q) — • G L ( 2 , F) i s modular o f leve l 
M i f there i s an embedding i :  F «— • Fp so that  p , when viewe d ove r F p vi a 
¿5 i s isomorphic t o som e p^. I t i s equivalent t o ask that  th e representatio n 
p ®F F p be of the for m p^ for each embeddin g i : F <— • FP. 

Assume that the two-dimensional representation pm is irreducible. The n 
by th e Eichler-Shimura relations , th e Cebotarev Densit y Theorem , an d the 
Brauer-Nesbit t Theorem , on e sees tha t th e semisimplification o f «7[m ] a s a 
fcm[Gal(Q/Q)]-module i s a  direc t su m of some numbe r o f copies o f pm ([20] , 
Chapter II,§1 4 o r [30] , Th. 5.2). Also , the representation p<p is automatical l y 
an irreducibl e representatio n o f G a l ( Q / Q) ove r Fp , provide d t h a t p ^ 2.2 

2According to a  recent theore m of Boston, Lenstra and the secon d author [6] , J[tXl] i s 
semisimple whenever i s irreducible over Fp. 
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1.2 Questions of multiplicity 
Definition 1  Th e multiplicity o f pm in the representation J[m J i s the multi -
plicity o f pm i n th e semisimplificatio n o f J[m] . W e denote thi s intege r b y fim 
or /J,^. W e hav e ¡1^ = dimV^/2 . 

The multiplicity /xm is "typically " equa l to 1 . T o cite the simplest possibl e 
example, tak e M =  11 . The n J0(H ) i s a n ellipti c curve , T  =  Z , an d th e 
ideals m  ar e th e prim e ideal s (p) o f Z . Th e kerne l Jc(ll)[p ] i s the n a n FP-
vector space of dimension two. I n [20] , the first autho r showed more generall y 
that fim = 1  when M i s a prime, excep t perhap s in a  smal l number o f specia l 
situations whe n p = 2 . (I n thes e specia l situations , n o exampl e ha s bee n 
found wher e /x m ^  1. ) I n [30 ] (Th . 5.2b) , th e secon d autho r employe d th e 
techniques o f [20 ] to prov e a  theorem vali d when M i s not necessaril y prime , 
but p doe s no t divid e 2M. 

MAIN THEOREM Let M = pN, where N is prime to p. Let m  be a maximal 
ideal of the Hecke ring TM with T /m o f characteristic p. Suppose that pm is 
an absolutely irreducible representation of Gal (Q/Q). Assume further that 
pm is not modular of level N. Then /J,M = 1 . 

The absolut e irreducibilit y o f pm , is equivalent t o th e irreducibilit y o f pm 
as a  representatio n o f Gal(Q/Q ) ove r T /m wheneve r p i s odd. Thi s follow s 
from th e fac t tha t pm(c) , wher e c i s a  comple x conjugatio n i n Gal(Q/Q) , 
then ha s th e distinc t eigenvalue s + 1 , — 1 in T /m. 

The conditio n tha t p m is no t modula r o f leve l N ma y b e examine d fro m 
varied perspectives . Serr e conjecture d i n 198 5 tha t pm is finite a t p ([37] , 
p. 189 ) i f and onl y i f pm is modular o f level N ([36] , Conjectur e C2 , cf. [37]) . 
This conjectur e wa s prove d b y th e firs t autho r soo n afterwards : se e [22] , or 
[30], Theorem 6.1 . 

The conditio n ma y als o b e expresse d i n term s o f newform s o f weigh t 2 . 
To sa y tha t pm is modula r o f leve l pN means , concretely , tha t i t i s a  mo d p 
representation attache d t o a  weight- 2 newfor m / , havin g trivia l character , 
whose leve l divides pN. T o say tha t i t i s not modula r o f level N the n mean s 
that ever y /  givin g rise to pm has level divisible by p. I n th e language o f rep-
resentation theory , /  i s "special " a t p i n th e sens e tha t th e componen t a t p 
of the adeli c representation o f GL(2 ) associate d t o /  i s a  specia l representa -
tion o f GL(2 , Qp). (Se e [25 ] for result s i n th e cas e o f weight-two ^-ordinar y 
modular form s whic h ar e no t specia l a t p.) 

Suppose, mor e generally , tha t m  C  TM i s a  maxima l ideal , an d assum e 
that i s absolutely irreducible. Wha t i s the multiplicity of pm in J0(M)[m] ? 
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In case s wher e th e residue characteristi c p o f m divide s th e integer M , we 
have li t t l e informatio n othe r t ha n tha t provide d b y the Main Theorem . Fo r 
example, w e have no t been abl e t o determin e th e multiplicity i n al l case s 
when M = pN i s as in the Main Theorem , bu t pm is modula r o f level N. 
We hav e bee n abl e t o show , a t least , t ha t ther e ar e some case s wher e the 
multiplicity exceed s 1 ; those whic h w e have discovere d hav e M divisibl e by 
p3 an d pm modular o f level M/p2 (se e §13 below). 

The reade r ma y wish t o consul t als o [32] , which give s a  systemati c con -
struction o f multiplicity-two example s fo r Jacobians o f Shimura curves . 

1.3 m o d p Galoi s representation s p an d homomorphism s cp 

The discussio n o f thi s sectio n record s som e thought s o n placing th e Mai n 
Theorem i n a somewha t large r context . I t wil l no t be used i n the rest o f 
the article . Fo r simplicity, w e suppose throughou t thi s discussio n t h a t p is a 
prime numbe r differen t fro m 2  and 3. 

We shal l b e concerne d wit h mo d p Galoi s representation s arisin g fro m 
weight-two eigenform s wit h Nebentypus , whos e associate d Dirichle t charac -
ters hav e conducto r prim e t o p. I n other words , we shall conside r cus p form s 
of weigh t tw o on group s o f the form Ti(N) H  T0(pt/), wher e N a n intege r 
prime t o p an d where Ti(N) is , as usual, th e subgroup o f SL(2, Z) whic h is 

represented b y matrices ^  ^  whic h satisf y th e congruences a = d = 1 
and c = 0  (mod TV) . 

There i s a s tandar d operatio n o f (Z/iVZ) * o n the space o f suc h forms . 
For eac h a E  (Z/JVZ)* , th e corresponding automorphis m o f the space o f 
cusp form s i s th e "diamon d bracke t operator " (a) . Thi s operato r arise s 
from a n automorphism , agai n denote d (a) , of the modular curv e ove r Q 
which i s associate d wit h th e subgroup ri (JV) f l T0(pu) o f SL (2 ,Z ) . (See , 
for example , [18 ] for a  discussio n o f (a ) in varie d guises. ) I n the contex t 
of ri (iV) f l T0(pu), w e include th e operators (a) , for a G  (Z/iVZ)* , alon g 
with th e Hecke operator s Tn , in defining T^N- A  semisimple representatio n 
p ^ r G a ^ Q / Q ) — > GL(2 ,FP) i s again associate d t o each rin g homomorphis m 
cp : TP"N —* F« . Thi s representatio n satisfie s 

trace(/v(crr)) =  cp(Tr), det(pv?(ar) ) =  <p({r))r 

for al l pr ime number s r whic h ar e prime t o pN. 
Similarly, fo r eac h M > 1 , w e hav e a  diamon d bracke t operatio n o f 

( Z / M Z ) * o n the space o f cusp form s o f weight tw o on T i ( M ) . 
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Let p : Gal(Q/Q) — > GL(2,FP ) b e a continuous, irreducibl e representa -
tion wit h od d determinant. Serr e ([37],§3 ) ha s associated t o such a  repre -
sentation thre e invariants : N = N(p), k = k(p), and e = e(p) . Her e N is a 
positive intege r prim e to p (whic h we shall cal l the tame level o f />), k is an 
integer >  2 (the weight of p), and € is a homomorphism fro m (Z/iVZ) * to Fp 
(the character o f p). 

Given suc h a  homomorphism e : (Z/NZ)* — > Fp, we have its multiplica-
tive (o r "Teichnmller") liftin g eQ :  (Z/iVZ)* — » Q*, the unique characte r of 
finite orde r prim e to p which lift s e. 

Serre conjectures ([37 ] 3.2.3, 3.2.4) tha t ther e exists a classical (parabolic ) 
newform ove r Qp , on T0(N), wit h weigh t k and characte r e0 , such tha t the 
mod p Galois representation associate d to it (by the construction of Shimura 
when k = 2  and Deligne for k > 2) is equivalent t o p. (A s Serre has noted 
[38], his conjectures mus t b e modified slightl y in the cases p = 2  and p = 3. 
These case s have bee n exclude d in our discussion.) 

Suppose, now , that p is given wit h invariant s (JV , fc, e) and that Serre' s 
conjecture hold s for p, i.e., that ther e is a newform wit h invariant s (iV , k, eQ) 
whose associate d mo d p Galoi s representatio n i s equivalent t o p. Suppos e 
fnrthfvr that 

k = 2  mod p—1. 

The determinant of p is then the product %€ , where x ls ^ne naod p cyclotomic 
character o f Gal(Q/Q). Thi s suggest s tha t p arises fro m a n eigenform of 
weight tw o on iViV) H  T0{pv) for some intege r v > 0. If this is the case for 
a give n w e shall refe r t o pv as a wild level for p. 

PROPOSITION 1 There is a newform with invariants (p"N, €c, 2) whose asso­
ciated mod p Galois representation is equivalent to p, for some u < 2. 

Proof. Usin g Theore m 3.5(d ) o f [4], we can find a n integer j suc h tha t the 
twist o f p by the jth power of the mo d p cyclotomic characte r arise s from an 
eigenvector g in the space of weight-two cus p forms on Ti(pN) ove r Fp . Thi s 
eigenform may be chosen so that th e diamond bracket operatio n of (Z/pNZ)* 
on g is given as follows: th e group (Z/iVZ) * operates via the characte r € , and 
the grou p (Z/pZ)* operate s a s the (2j)th powe r o f the identity characte r 
(Z/pZ)* —> F* . Equivalently , (Z/NZ)* operate s vi a (the mod p reductio n 
of the character) eG , while (Z/pZ) * operate s vi a c*;2j, where u is the unique 
Dirichlet characte r (Z/pZ)* — • Qp whic h lift s th e identity character . Afte r 
twisting g by a;~J, we obtain a  weight-two eigenfor m o n the group Ti(p2N), 
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with characte r € , whos e associate d Galoi s representatio n i s p. (Fo r a  conve -
nient discussio n o f th e behavio r o f character s an d level s o f eigenform s unde r 
twisting, se e [3] , §3. ) Thi s eigenfor m i s a  modula r for m ove r FP. 

It follow s b y a  wel l know n lemm a ([11] , lemm e 6.11 ) t ha t p arise s fro m a 
weight-two eigenfor m o n Ti(L) , fo r som e leve l L dividin g p2N. Further , th e 
associated Dirichle t characte r o f (Z /LZ) * i s a  lif t o f th e characte r e. B y [8] , 
Prop . 3  (whic h applie s becaus e w e hav e suppose d p > 5) , w e ma y assum e 
tha t thi s lif t i s eQ. Also , w e ma y suppos e tha t th e eigenfor m i s a  newform , 
possibly afte r replacin g L b y a  diviso r o f L. ( A shor t summar y o f th e theor y 
of newform s i s presente d i n [28] , §1. ) Th e Proposit io n no w follow s fro m th e 
fact t ha t L i s necessaril y divisibl e b y N ([8] , §1.1 o r [19] , Proposit ion 0.1) . • 

Let p :  G a l ( Q / Q) — » G L ( 2, Fp) b e a n irreducibl e representation a s above , 
i.e., on e o f t am e leve l N fo r whic h Serre' s conjectur e holds . Suppos e tha t pv 
is a  wil d leve l fo r p. 

D e f i n i t i o n 2  A  homomorphis m (p : TP^N — • F p i s associated t o p i f th e 
representations p an d pv ar e isomorphic . Th e homomorphis m cp : T M —» FP 
is (p-)ordinary i f <p(Tp) =^ 0. I t i s (p)-singular i f <p(Tp) = 0 . 

For eac h homomorphis m cp associate d t o p , a  multiplicit y p^ i s define d a s 
above. Th e method s presente d belo w shoul d sho w tha t w e hav e p^ = 1  i n 
the cas e wher e v = 1  an d wher e pu i s a  minima l wil d leve l fo r p , i.e. , wher e 
p i s no t modula r o f leve l N. Similarly , th e argumen t o f [20] , Chapte r II , 
Proposit ion 14. 2 (cf . [30] , Proposit ion 5.1b ) shoul d prov e tha t p = 1  wheneve r 
v — 0. (I n bo t h cases , on e needs onl y t o chec k tha t argument s give n fo r form s 
on r o(iV) wor k equall y wel l fo r T^N).) Thi s suggest s t ha t th e multiplicit y 
Ptp should b e 1  i n th e remainin g cas e wher e pv i s a  minima l wil d leve l fo r 
p, i.e. , t ha t fo r whic h v =  2  an d p doe s no t aris e fro m weight- 2 form s o n 
ri(iV) n  T0(p). I t woul d b e ver y interestin g t o investigat e thi s question . 

We nex t discus s th e exten t t o whic h cp i s determine d b y p. 

P R O P O S I T I O N 2  There is at most one p-singular homomorphism cp associ­
ated to p. 

Proof. Le t (p be a  p-singular homomorphis m <p associated t o p. B y definition , 
the imag e o f Tp unde r cp i s 0 . Th e image s o f th e diamon d bracke t operator s 
(a), fo r a  G  (Z/JVZ)* , ar e th e characte r value s e(a) , where e = e(p). Similarly , 
for eac h prim e numbe r r no t dividin g pN, <p(Tr) = trace(pv?(crr)) . I t remain s 
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to sho w tha t th e quanti t y (p(Tr) i s uniquel y determine d whe n r i s a  prim e 
dividing N. 

Let V b e a  two-dimensiona l Fp-vecto r spac e whic h i s furnishe d wit h a 
continuous Ga l (Q/Q)-ac t io n equivalen t t o p. Fo r eac h prim e r ^  p , le t 
Ir C  G a l ( Q / Q ) b e a n inerti a grou p fo r r. W e shal l prov e th e formul a 

cp(Tr) = trace(<rr |  VIr), (1) 

where VIr i s th e spac e o f Ir-invariant s o n V. 
For this , we recal l tha t th e forma l powe r serie s J2 (f{Tn)qn i s a  weight-tw o 

n>l 
cusp for m o n Ti(N)nT0(p1/)1 wit h coefficient s i n FP (cf. [30] , §5). Thi s mean s 
tha t ther e i s a  cus p for m o n thi s group , wit h coefficient s i n th e "intege r ring " 
O o f Qp , whos e g-expansio n reduce s t o ]T ) <p(Tn)g n modul o th e maxima l 

n>l 
ideal p  o f O. Th e for m £  vK ^n)<Zn i s a n eigenfor m fo r th e Heck e operator s 

n > l 
Tn, wit h eigenvalue s cp(Tn). 

By a  wel l know n lemm a ([11] , 6.11) , on e ma y fin d a n eigenfor m /  = 
Y^anQn wit h coefficient s i n O whos e eigenvalue s A n lif t th e (p(Tn). Ther e i s 
then a  newfor m g o f level dividing puN whos e nt h coefficien t coincide s with A n 
for n prim e t o pN. Th e leve l o f g i s i n fac t divisibl e b y N. Indeed , le t W b e 
the p-adi c representatio n o f G a l ( Q / Q ) associate d t o / . Accordin g t o result s 
of Deligne , Langland s an d Carayo l (se e [7]) , th e leve l o f g i s th e conducto r 
of W. Further , thi s conducto r i s divisibl e b y th e conducto r N = N(p) whic h 
Serre associate s t o V ([8] , §1. 1 o r [19]) . 

Thus th e conductor s o f V an d W coincid e locall y a t eac h prim e r ^ p. 
Concretely, thi s equalit y mean s tha t th e Fp-dimensio n o f VIr agree s wit h th e 
Qp-dimension o f th e spac e WIr ([8] , loc. cit.). B y viewin g V a s th e mo d p 
reduction o f a  lattic e i n W, w e the n obtai n th e congruenc e 

trace(ar |  VIr) = trace(cr r |  WIr) mo d p . 

However, b y th e result s o f Deligne , Langland s an d Carayo l mentione d above , 
we hav e th e equalit y 

trace(<jr |  WIr) = Xr. 

Since A r reduce s t o (p(Tr) mo d p , w e find  th e desire d congruenc e (1) . • 

Analogously, w e find: 

P R O P O S I T I O N 3  There is at most one p-ordinary homomorphism <p associ­
ated to p. 
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Proof. I n vie w o f the proo f w e have give n fo r Propositio n 2 , the propositio n 
will follow afte r w e show that ther e is at mos t on e possibility for <p(Tp), given 
that <p(Tp) i s non-zero an d tha t (p i s associated t o p. 

PROPOSITION 4  ([23] ) Let cp be associated to p and suppose that (p(Tp) ^  0 . 
Then V, viewed as a representation of a decomposition group for p, Dp, in 
Gal(Q/Q), ha s a 1-dimensional unramiñed quotient on which o~p acts by-
multiplication by (p(Tp). 

This propositio n follow s fro m Theore m 9  of [23 ] (which , incidentally , re -
quires the hypothesi s p > 3  which we imposed above) . I t clearl y implies tha t 
there i s a t mos t on e non-zer o possibilit y fo r <p(Tp), sinc e V canno t hav e tw o 
distinct unramifie d quotients . Indeed , th e ful l representatio n V canno t b e 
unramified a t j> , sinc e th e determinan t o f V i s give n b y th e characte r 
which i s ramified a t p. (Not e tha t p ^  2  by assumption. ) • 

2 Admissible models and admissible morphisms 

Let p b e a  prime number . Le t K b e a  finite field  extensio n o f Qp , O C  K it s 
ring o f integers , an d k it s residu e field.  Le t b e th e completio n o f a  stric t 
henselization o f 0 , an d denot e b y k the (algebraicall y closed) residu e field of 
O'1. Th e normalized valuation o n i s the on e which give s a  uniformizer o f 
O th e valu e 1 . 

Let n b e a  positiv e integer . A  complet e loca l 0h-algebr a R wil l be sai d 
to b e o f type n i f there i s an elemen t (  E  Ô 1 of normalized valuatio n n , suc h 
that R i s isomorphic (a s complete local Oh-algebra) t o Oh[[X,Y]]/(XY-
where e>h[[X,y] ] i s the powe r serie s ring i n th e tw o variable s X an d Y ove r 
Oh. I f R i s of type n , the n R i s a rational singularity, and, in fact, a n isolate d 
normal singularity o f type An in the sense of [1 ] (see also: [16 ] and [10 ] Chap. 
VI 6.9) . I f R i s o f typ e 1 , the n R i s regular , an d th e image s o f X an d Y 
provide a  regular sequence for R. I f R i s of type n  >  1 , then R i s not regular . 
Nevertheless, the schem e Speci e has a  canonical (minimal ) desingularizatio n 
obtained b y a  serie s o f blow-ups ; th e invers e imag e o f th e close d poin t o f 
Specie i n thi s canonica l desingularizatio n i s a  chai n o f n— 1 curves o f genu s 
zero. Fo r a  readabl e an d graphi c accoun t o f thi s blow-up procedure , a t leas t 
in th e analogou s situatio n o f complex surfaces , se e Pinkham' s surve y articl e 
[26]. 

Say tha t a  loca l O -algebr a R i s admissible i f i t i s o f typ e n fo r som e 
positive intege r n . 
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Let A * be a  prope r flat  (9-scheme . The n w e will cal l X admissible i f the 
closed fiber  i s reduced, ever y irreducibl e componen t o f the close d fiber  i s a 
smooth curve , an d th e completion s o f the stric t henselization s o f th e loca l 
rings of the scheme X a t al l closed points x at which the structure morphis m 
X — • Spec O is non-smooth ar e admissible loca l (9h-algebras . A  proper flat 
admissible (9-schem e ha s th e propert y tha t it s close d fiber  i s reduced , an d 
is a  unio n o f smooth curve s whic h possesse s onl y ordinar y doubl e point s a s 
singularities. I n particular , suc h a  schem e X ha s onl y a  finite  numbe r o f 
non-regular points , an d possesse s a  canonica l minima l desingularizatio n X 
obtained b y punctual blow-ups . 

Let X/K b e a  smooth , prope r (no t necessaril y irreducible ) curve . A n 
admissible model fo r X/K ove r O is a  prope r flat  mode l X/o fo r X/K ove r 
Spec O such tha t th e schem e X/o i s admissible . I f X/0 i s admissible , the n 
the canonica l desingularizatio n X/o i s also admissible . 

Example 1  Le t N b e a n intege r relativel y prim e t o p, an d let XQ(Np)/QP 
be Shimura' s canonica l mode l o f the modular curv e XQ(Np) ove r Qp. The n 
the canonica l mode l X0(Np)/zp a s described i n [10 , 14] is admissible i n the 
above sense . Th e specia l fiber  o f X0(Np)/zp i s isomorphic t o tw o copies of 
Xa(N)/YP intersectin g transversally a t each of the supersingular points , thes e 
supersingular point s bein g o f type An for some n > 1 . 

For a  proo f o f thi s assertion , th e reade r ca n consul t [10] , Chapter VI , 
Theorem 6.9 , where i n fac t a  mor e genera l resul t (whic h wil l als o b e usefu l 
to us) is proved. Namely , let AT be an integer prime to le t if b e a subgrou p 
of GL(2 , Z/ATZ), and let H~ be the inverse image of H i n GL(2 , Z). I n [10], 
the coars e modul i schem e MH~nY0{p) ove r Z[-^ ] is studied . Le t O = Zp and 
let X0(p; H~)/zp be the pullback o f MH~nr0(P) t o Zp. (I t shoul d perhap s b e 
noted tha t th e schem e X0(p;H~)/zp i s not necessaril y irreducible , bu t thi s 
is no t muc h o f a  bother. ) Th e indicate d theore m o f [10 ] guarantee s tha t 
X0(p; H~)/zp is admissible . 

Consider a  finite  morphis m 

/ • Xi/o —• X2/o 

between admissible C?-schemes which is surjective o n generic fibers.  I t follow s 
that /  i s finite  an d faithfull y flat  o n generi c fibers.  Th e restriction o f /  t o 
fibers ove r k has the property tha t i t i s again finite  an d surjectiv e (bu t not 
necessarily flat). 
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If s2 is any singular poin t o f the fiber  o f X2 ove r k, denot e b y A2 and B2 
the tw o irreducible component s o f X2^ containin g s2. Le t si b e a  poin t o f 
xi/k i n f ' 1 ^ ) -

D e f i n i t i o n 3  Th e mapping /  i s said t o be equi-ramified a t S i if: 

(a) The point S i is singular in X\^. Th e two components o f X\^ containin g 
si the n hav e th e property tha t on e of the m (say , Ai) i s mapped b y / 
onto A2 and the othe r (cal l i t Bi) i s mapped ont o B2. 

(b) The ramification indices at si of the two mappings 

Ax -> A2 # I - + B2 

induced by f are equal. 

If / , a s above , i s equi-ramified a t S I , w e let the ramification index ef(si) 
of /  a t S I b e the commo n ramificatio n inde x o f the two mappings Ai —+ A2 
and Bi —• B2. 

D e f i n i t i o n 4  Th e mapping /  i s said to be admissible i f it is a finite  morphis m 
of admissibl e models , a s above , whic h i s equi-ramifie d a t ever y poin t S I o f 
Xxjk suc h t h a t / ( s i ) is a singula r poin t i n X2^. 

We than k Ba s Edixhoven fo r providin g u s wit h a  proo f o f the followin g 
Proposit ion. 

P R O P O S I T I O N 5  Let 
f ' Xi/0 — y X2j0 

be a  finite morphism between admissible models. Then f is an admissible 
morphism. If the schemes X\/0 an d X2j0 ar e regular, then f is finite and 
flat; moreover, for S i any closed point of X\^ such that s2 =  / ( $ i ) is a 
singular point of X2/^, the ramification index e / ( s i ) is 1 (i.e., f is unramified 
at Si). 

Proof. Wi thou t los s o f generality , w e may assume tha t k = k. Le t s x be a 
closed poin t o f X\jk suc h tha t s2 =  f(s1) i s a  doubl e point . Fo r i =  1,2 , 
let Ri denot e th e completed loca l ring s o f the schemes Xi/0 a t The n th e 
rings Ri ar e of the for m 

Rx = A[[x,y]](xy - za), R2 = A[[u,v]]/(uv - zh), 
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where A  i s a  complet e discret e valuatio n ring , z i s a  uniformize r o f A , an d a , 
b are positiv e integers . Th e morphis m /  induce s a  morphis m cp: R2 —> Ri o f 
A-algebras whic h make s R\ a  finit e i^-algebra . Le t Zx, Zy denot e th e irre -
ducible component s o f SpecRi/zRi denne d a s th e reduce d subscheme s wit h 
support x =  0  an d y =  0 , respectively . Interchangin g x an d y , i f necessary , 
we ma y suppos e t h a t /  map s Zx an d Zy t o th e branche s o f Spe c R2/zR2 cu t 
out b y u =  0  an d v =  0 , respectively . I n particular , <p(u) i s a  uni t a t th e 
generic poin t o f Zy an d <p(v) is a  uni t a t th e generi c poin t o f Zx. 

Form th e complet e regula r loca l rin g R = A[[s, t]]/(st — z). Ma p th e rin g 
R\ t o R b y sendin g x t o sa an d y t o ta an d sen d R2 t o i ? b y composin g 
cp with thi s homomorphis m Ri —+ R. Th e homomorphism s o f i2 » t o R ar e 
injections. Th e rin g R i s a  uniqu e factorization domain , an d th e factorizatio n 
of z i s give n b y z = st (s an d t bein g irreducibl e elements) . Sinc e uv = zb 
(= sb • tb i n i2) , an d sinc e (p(u) i s a  uni t a t th e generi c poin t o f Zy, th e 
unique factorizatio n o f th e imag e u o f u i n R i s give n b y t t =  a. • sc wher e a 
is a  uni t o f i2 , an d c  i s a  positiv e integer . Fo r th e sam e reason , th e uniqu e 
factorization o f th e imag e v o f v i n R i s give n b y v =  / 3 • fo r / 3 a  uni t o f 
i2 an d d a  positiv e integer . I t follow s tha t <5/ 3 = 1  an d c = d = b. No w le t 
Oa, Ot denot e th e discret e valuatio n ring s whic h ar e th e localization s a t th e 
generic point s o f th e irreducibl e component s s = 0  an d t = 0 , respectively , 
in Specie . Le t Ox , Oy, Ou, Ov b e th e analogousl y denne d discret e valuatio n 
rings fo r x, y, u an d v. Thei r residu e fields  ar e respectivel y &((£)) , k((s)) an d 
k((y)), &((#)), k((v)), k((u)), wher e k i s A/zA, th e residu e field  o f A. Al l si x 
of thes e discret e valuatio n ring s hav e z G  A a s uniformizer . Therefore , th e 
extensions 

Ou C Ox C  O. , 0 V C  O v C  O t 
have degree s equa l t o th e degree s o f the correspondin g residue field  extension s 

*((«)) C  *((x) ) C  *((»)) , *((«) ) C  *((!,) ) C  *((<)) • 

In vie w o f th e tw o equalitie s 

[*((*)) :  *((«))] =  [*((*) ) :  *((*))] •  [*((*)) :  *((u))] , 

[*((*)) :  *((«))] =  [*((*) ) :  *((y))] •  [*((»)) :  k((v))), 

we hav e fe = a •  n, wher e n  i s th e (common ) degre e 

n =  [*((x)):*((u)) ] =  [*((y) ) :*((«)) ] . 

Hence a • xn = u an d o:- 1 •  yn =  t) , givin g tha t 

^?(n) =  a  •  xn an d <p(v) = a_1?/n , 
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for a a  suitabl e uni t i n I n particular , /  i s admissible , th e ramificatio n 
index ef(si) i s equal t o n, and we have establishe d th e first assertio n o f the 
Proposition. 

Suppose now that th e schemes X{/a ar e regular. The n a = b — 1 , and so 
n =  ef(si) i s also equa l t o 1 . Sinc e /  i s a finit e morphis m betwee n regula r 
(equidimensional) scheme s o f the same dimension , i t follow s tha t /  i s finit e 
and flat ; fo r a  proof o f this, see [14], Notes added in proof, pp . 507-508. • 

PROPOSITION 6  Let M and N be positive integers such that M divides N 
and N is relatively prime to p. Then the natural mapping 

X0(Np)/Zp^X0(Mp)/Zp, 

composed, before and after, with any automorphisms of the domain and 
range 7ip-schemes, is an admissible morphism of admissible schemes. 

Proof. W e will prov e (an d make us e of) a  mor e genera l assertion . Le t iJx 
and H2 be subgroups o f GL(2, Z/NZ) wit h Hi C  H2, and let H{and H2~be 
their invers e image s i n GL(2,Z) . Le t X0(p; H{)/Zp an d Xc(p;H2')/Zp b e the 
corresponding modula r curves , as in Example 1  above. Conside r the natura l 
projection 

X0(pi H{)/Zp -+ X0(p; H£)/Zp, 
and le t ft  be a  compositio n o f thi s ma p with automorphism s o f the sourc e 
and targe t Zp-schemes . The n w e have 

PROPOSITION 7  The mapping ft  is admissible. 

Proof. B y the discussio n i n Exampl e 1  above, th e domai n an d range o f ft 
are admissibl e scheme s ove r Zp. The morphism ft being finite , Propositio n 5 
implies the statement o f our Proposition. • 

3 The  graph  S 

Let X/o b e admissible , an d denote b y Z/k —• X/k th e normalization o f the 
special fiber. Thu s Z/k is a disjoint unio n of smooth projective curve s ove r k. 
By the graph of our model, we mean the usual graph S (o r S(k) t o emphasiz e 
its dependence on the choice of an algebraic closure , k) of its special fiber. I n 
other words , th e set of vertices of S(k) i s the set of irreducible component s 
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of X(or equivalently , o f Z^) an d th e se t o f edges o f S(k) i s Sing(Xy^) , th e 
set o f singula r point s o f X^. Th e incidenc e relation s ar e th e eviden t ones , 
i.e., inverse-inclusion , an d th e grap h S(k) i s endowe d wit h a  na tura l actio n 
of Gal(Jfe/fc) . 

By Hi(S, W) w e mean th e singula r (first ) homolog y grou p o f th e grap h S, 
with coefficient s i n a n abelia n grou p W. W e ma y vie w Hi(S,W) explicitl y 
as follow s (cf . [13] , I X 12.3.5) . Th e oriented edges o f th e grap h S(k) ar e 
in 1- 1 correspondenc e wit h point s s  o n Z^ whic h li e ove r singula r point s 
s G  Sing(-X"^) . Sinc e eac h s i s a n ordinar y doubl e point , ther e ar e tw o 
oriented edge s lyin g ove r eac h singula r poin t s. A  1-chai n wit h value s i n W 
is a  forma l su m w8 •  s wher e th e summatio n i s take n ove r oriente d edges , 
the coefficient s ar e draw n fro m W, an d w e hav e ws = —wS' whenever s  an d 
s' ar e th e tw o oriente d edge s lyin g ove r a  give n s G  Sing(Xy^) . Fo r eac h s , 
let A(s) b e th e irreducibl e componen t o f Z^ containin g s , an d se t 

<Э(]Г ws .  s) :  = ]Г ws .  A(s) , 

where th e r ight-han d su m i s considere d a s forma l sum , wit h coefficient s i n 
W , o n th e se t o f component s o f Z^ Th e grou p H\(S, W) i s the n th e sub -
group o f th e grou p o f 1-chain s consistin g o f thos e 1-chain s J2ws whic h ar e 
annihilated b y d. Thi s conditio n mean s tha t fo r eac h irreducibl e componen t 
A w e hav e J2 =  0 ? where th e summatio n i s take n ove r al l oriente d edge s s 
which correspon d t o point s lyin g o n A. 

We shal l vie w Hi(S, k) =  Hx(S(ls), FP) (g)fcasa Gal(£/£)-modul e vi a th e 
diagonal action . 

Let f:Xi/o —* X2/o be an admissibl e mapping . Le t Zi/k —> Xi/k b e 
the normalization s o f th e specia l fiber s o f th e domai n an d rang e o f /  an d le t 
Si(k) denot e th e associate d graph s (i =  1  an d 2) . Th e mappin g /  induce s a 
map o n specia l fiber s Z\ Z2 ove r k an d a  Gal(fc/&)-equivarian t mappin g 
of graph s Si — • *S2. Thi s lat te r mappin g i s surjectiv e o n vertice s an d edges ; 
it collapse s a n edg e o f Si i f an d onl y i f the correspondin g singula r poin t Xi o f 
Xxfk map s t o a  smoot h poin t o f X2For eac h abelia n grou p W, w e defin e 

U : Hi{SuW) ^ Hi(S2,W) 

to b e th e ma p o n homolog y whic h i s induce d b y thi s equivarian t mapping . 
Further, w e defin e 

/* : Hi(S2,W)-> Hi(SuW) 
by definin g / * o n oriente d edge s a s follows : /*(s2 ) =  £  ef(s1) •  sl5 wher e th e 
summation i s take n ove r al l oriente d edge s Si o f th e specia l fibe r o f X\ whic h 
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map, vi a / , t o th e oriente d edg e s 2 of the specia l fibe r o f X2. Here , ef(s1) 
is th e ramification inde x o f the unoriented edg e S i (i.e. , the unoriented edg e 
"underlying" S i ) . I t i s straightforwar d t o chec k tha t / * s o denne d bring s 
1-cycles t o 1-cycles , i.e. , induce s a  mappin g / * : H1(S2,W) — » Hi(Si,W), 
and tha t / * / * is given b y mult iphcation b y d e g ( / ) . 

In wha t follows , w e wil l concentrat e o n th e Gal(&/fc)-equ i variant map -
pings / „ : H^Sx^k) - + fl"i (52,*) an d /* : J7 i (52 , f c ) # i (S i , f c ) o n homology . 

P R O P O S I T I O N 8  Thehomotopy type ofthe graphs is functorially dependent 
only upon X/K an d not upon the choice of admissible model X/o-

Proof. Th e essentia l fac t use d i n th e demonstrat io n o f thi s proposit io n i s 
t ha t an y two (admissible ) model s X/0 an d X/0 o f the same curv e X /K ar e 
commensurable vi a blow-up s a t point s o n th e specia l fibe r [15 , 39]. Thi s 
being th e case , on e must sho w tha t th e homotopy typ e o f S i s independen t 
of suc h blow-ups , whic h i s straightforward . • 

4 Pic°(X/0) 

Let X/o b e admissible, and let X/o —• X/o b e its canonical desingularization . 
Let Pic ° b e th e functo r whic h i s studie d b y Raynau d i n [27]. Since X ha s 
rat ional singularities , th e induced morphis m o f functor s 

Pic°(X/0) - Pic°(X/0) 

is an isomorphism. Indeed , thi s can be seen by a computat ion o f the mappin g 
on tangen t space s induce d b y th e above morphis m usin g th e Lera y spectra l 
sequence fo r the mapping <p : X —> X, an d relative coheren t cohomolog y ove r 
O. Mor e precisely , sinc e cp is th e "blowin g down " morphis m o f a  rationa l 
singularity, on e calculates : 

L E M M A 1 We have 

Rqip*öx = O iorq> О, 
Ox for q = 0. • 

Since th e functo r Pic°(X/o) i s representabl e b y a  smoot h grou p schem e 
over 0 , s o is Pic°(X/a). W e refer t o the group schem e representin g Pic°(X/0) 
simply a s Pic°(X/o)-
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Let A/a denot e th e Nero n mode l ove r th e bas e O o f th e abelia n va -
riety A =  P\C°(X/K). (Th e recen t publicatio n [5 ] ma y b e consulte d a s a 
source boo k o n Nero n models . I t contains , i n particular , a  detaile d dis -
cussion o f Nero n model s o f Jacobian s o f curves. ) B y Raynaud ' s theore m 
(for s tatements , compare : [24 ] Chap . 2  Prop . 1 , [9 ] Theore m 2.5 , [13 ] I X 
12.1 an d [27]) , whic h applie s t o X/o sinc e X/o i s a  regula r surfac e wit h re -
duced specia l fiber,  th e natura l homomorphis m o f grou p scheme s ove r 0 , 
Pic0(X/o) —+ A/o identifie s Pic°(X/o) wit h th e ope n subgrou p schem e A°/0 
(the connecte d componen t containin g th e identity ) o f A/0- W e hav e natura l 
morphisms 

/. : Pic°(X1/K) - Pic°(X2/K) 

S* : Pic°(X2/K) - Pic°(X1/K) 
(2) 

since / is finite  an d flat  o n generi c fibers.  Fro m (2), and functorialit y o f th e 
Néron model w e obtai n direc t an d invers e imag e mapping s 

/* - Ai/o —* A2/o 

/* • A2/o —* Ai/o 
(3) 

which b y restrictio n t o connecte d component s an d th e identificatio n de -
scribed abov e yield : 

/„ :  Pic°(X1/0) - Pic°(X2/0) 

f* • Pic°{X2/0) - Pic°(X1/c?) 
(4) 

By restrictio n t o th e close d fiber,  w e hav e morphism s 

/. : Pic°(X1/k) -> Pic°{X2/k) 

f* : Pic°{X2/k) - Pic°(X1/fc), 
(5) 

In (2)-(5) , th e compositio n / * /* of direc t an d invers e imag e mapping s i s 
given b y multiplicatio n b y d e g ( / ) . Moreover , th e invers e imag e mappin g i n 
(5) is th e na tura l pullbac k morphism . 

5 Semi-stable filtrations 

Let X/o b e admissible . W e shal l recal l an d compar e th e s tandar d filtrations 
on (a ) th e specia l fiber  A/k an d (b ) th e ^-divisibl e grou p associate d t o th e 
generic fiber  A/K. 
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(a) A s for the specia l fibe r Aiu. w e have th e three-stage filtration : 

0 C  (A/k)1 C  (A,h)° C  A/h, (6) 

where th e superscripts °  and * refer t o connecte d componen t containin g th e 
identity" an d "tori c part , " respectively . 

Denote b y T/k th e tori c par t (A/kY an d le t J/k b e th e abelia n variet y 
(A/k)0/T/k. W e have alread y remarke d i n §4 above tha t Pic°(X/k) i s isomor -
phic t o (A/k)° b y Raynaud ' s theorem . Th e natura l normalizatio n mappin g 
Z/k —+ X/k induce s a  mappin g cp: Pic°(X/k) — • Pic°(Z/k), whic h i s a  sur -
jective mappin g o f grou p scheme s ove r k. Th e kernel o f cp ca n be identifie d 
with th e subfunctor o f Pic0(X/k) whos e value d point s ar e given b y isomor -
phism classe s o f lin e bundle s o n X^ whic h ar e trivia l o n eac h irreducibl e 
component o f X^. Sinc e P'\c°(Z/k) i s an abelia n variet y an d since , fro m th e 
above description , ke r (p is seen t o be a toru s whos e characte r grou p ma y be 
natural ly identifie d wit h # i (S( fc ) ,Z ) (cf . [13] , IX, 12.3.7) , w e have : 

P R O P O S I T I O N 9 The abelian variety Pic°(Z/k) may be identified (via cp) 
with J/k, the abelia n variet y par t of P\c°(X/k) while T/k, the tori c par t ol 
Pic°(X/k), may be identified with ke r cp, whose character group is canonically 
isomorphic to Hi(S(k),Zt). • 

It follow s fro m thi s t ha t th e Neron mode l A/0 i s semi-stable . 

( b ) A s for the semi-stable ni t rat io n o n ^-divisible group s ove r K, le t AP/K 
denote th e p-divisible grou p (ove r K) a t tache d t o th e abelia n variet y A/K-
We hav e th e filtration o f jp-divisible group s ove r K: 

0 C  AP C  4 C  AP (7) 

in whic h AP denotes th e maxima l ^-divisibl e subgrou p o f AP over K whic h 
extends t o the p-divisible grou p associate d t o a  toru s ove r (9 , and where AP 
is th e maxima l p-divisibl e subgrou p o f APjK whic h extend s t o a  p-divisibl e 
group ove r O (cf . [13 ] IX § 5 and especiall y Raynaud ' s resul t quote d ther e 
(Thm. 5.8)) . B y a resul t o f Tate [42] , if there i s an extensio n o f a ^-divisibl e 
group ove r K t o 0 , the n tha t extensio n i s uniqu e (u p to canonica l isomor -
phism). Let , then , AP^0 and AP^0 denote th e uniqu e extension s o f AP and 
AP, respectively , t o O. 

By ([13 ] IX 5.2 ) th e filtratio n (7 ) i s self-dua l i n th e sens e t ha t i n th e 
na tura l (Cartier ) self-dualit y o n the Gal(if/jPC)-module Ta(AP(K)), th e sub-
modules Ta(AP(K)) an d Ta (AP(K)) are th e annihilato r subspace s o f eac h 
other, wher e T a denote s "Tat e module. " 
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P R O P O S I T I O N 10 There are canonical morphisms 

0) A%io -» A/° 

(n) Al/o ~* AP/O> 

where (i) is a morphism in the evident sense (i.e., a direct limit of compatible 
morphisms on the kernels of multiplication by pn in the p-divisible group over 
O, as n goes to infinity) extending the natural morphisms on the generic fiber, 
and where (ii) is an embedding of p-divisible groups over O extending the 
natural embedding on the generic fiber. 

Proof. Th e existence o f the morphism (i ) is a direc t consequenc e o f Raynau d 
([13] IX 5.8). To se e tha t (ii ) i s a n embedding , not e tha t th e dua l o f Ap^0 
is etale , an d is consequently a  (faithfull y flat)  quotien t o f the "etal e quotien t 
group" o f A*//n . Th e resul t the n follow s easil y b y dualizing . • 

Start ing wit h th e morphism (i ) of Proposition 10, we first pas s t o the spe -
cial fiber , an d the n not e tha t th e resulting morphis m factor s throug h (A/&) ° 
and henc e throug h it s associate d p-divisibl e group . W e obtai n therefor e a 
morphism 
(ni) 4 / * -  (^/*);-
of p-divisibl e group s ove r k. 

P R O P O S I T I O N 1 1 The above morphism is an isomorphism, and it identifies 
the p-divisible subgroup A * of Ap with (A/k)p C  (A/k)°. 

Proof. Thi s i s the conten t o f the isomorphism s (7.3.1)-(7.3.4 ) o f [13] . • 
Returning t o th e filtratio n (7 ) o f p-divisible grou p scheme s ove r K, an d 

lett ing th e "suffix " [pn ] denot e kerne l o f multiplicatio n b y pn , w e hav e th e 
filtration 

0 C  A±\pn] C AL]pn] C  Ap\pn] (8) 
of finite (etale ) grou p scheme s ove r K. Th e Weil pairing [  , ]  defines a  perfec t 
(alternating) self-dualit y 

Aplp71] x Ap\pn] - + fipn 

with value s i n the scheme-theoreti c kerne l p,pn o f multiplication b y pn i n the 
multiplicative grou p Gm . Th e filtration (8 ) is auto-dua l wit h respec t t o thi s 
pairing, i n th e sens e tha t A*[pn ] an d Ap[pn ] ar e eac h other ' s annihilators . 
This follow s fro m a  simpl e argumen t usin g ([13 ] IX 5.2. 2 or Prop . 5.6) . 
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C O R O L L A R Y Let W denote the module defined by the exact sequence 

0 - > Al\p](K) -> Ap\p](K) W -> 0 . 

Choose an algebraic closure K/K compatible with the choice of algebraic 
closure k/k of the residue field, giving a surjection 

i : Gsl(K/K) -+ Gal(fc/*). 

Use ¿  to endow the Fp[Gal(k/k)]-module H1(S(k),FP) with an action of 
the Galois group Ga\(K / K). Once K and i are fixed, there is a canonical 
isomorphism of FV[Gal(KIK)]-modules, 

W « J T i ( S ( * ) , F p ) . 

In particular, the action of Ga\(K/K) on W is unramified. 

Proof. This i s a  straightforwar d calculatio n usin g th e duali t y s ta temen t 
above combine d wit h Proposit io n 9. (Cf . [13] , IX, §11.6.) • 

6 Rosenlicht differentials 

Let X/o b e admissible , an d le t Z/k —• X/k b e th e normalizatio n mappin g o f 
its specia l fiber. If  s G  X(k) i s a  singula r point , denot e b y S i , s2 G Z(k) th e 
two point s i n it s pre-image . If  k' i s a  subfiel d o f k, a Rosenlicht differential 
on a n ope n subschem e U o f X/y i s a  rat iona l differentia l 1-for m u on V, 
the pre-imag e o f U i n Z/y, suc h tha t UJ i s regula r o n th e complemen t i n V 
of th e pre-imag e o f th e singula r locu s o f U an d suc h tha t to has , a t worst , 
simple pole s o n th e pre-imag e point s Si,s2 G V(k) o f eac h singula r poin t 
s in U(k) C  X(k) an d suc h tha t u) has residue s o f opposit e sig n a t thes e 
pre-image points : 

resai UJ — — resS2 u . (9) 

The assignmen t 
U I—• Rosenlicht differential s o n U 

defines a  coheren t shea f o n X/k, whic h w e denot e simpl y o r £lx/k-

Remark. Th e reade r migh t compar e th e abov e definitio n wit h ([33 ] bo t to m 
of pag e 17 7 an d Theore m 8 ) an d als o ([35 ] Chapte r IV , §3 , n°9) , wher e th e 
notion o f regular differential i s define d o n singula r curves . Specifically , i f 
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X i s a complet e singula r (reduced ) algebrai c curve , a  regular differential o n 
X i s denne d t o b e a  regula r differentia l u> (in the ordinary sense ) o n the 
normalization X' o f X, whic h ha s the property tha t 

] T ressf(g • UJ) = 0. 
s ' - > s 

Here, s is any fc-valued  poin t o f X, s' ranges ove r al l points o f X1 lyin g ove r 
s, an d g is an arbi t rary rationa l functio n o n X' whic h i s regular a t all points 
lying ove r s. 

A globa l Rosenlich t differentia l u on X^ define s a  simplicia l 1-cycl e wit h 
coefficients i n k on the graph S(k) i n an evident manner . Indeed , let 

Co, : = ^2 reSs u ' s> 
where th e sum run s ove r al l points o n Z^ lyin g ove r som e singula r poin t of 
Xj^. I n view of (9), the sum cw is a 1-chain in the sense of §3. Moreover , thi s 
1-chain i s visibly a  1-cycl e (i.e. , satisfie s 8(0^) = 0 ) because th e sum of the 
residues o f u ove r al l points i n any irreducible componen t vanishes . Passin g 
to th e homology clas s o f the cycle cw , we obtain a  map 

H: H\XLK-,N) ^ H ^ S ^ K ) . 

This ma p is Gal(fc/fc)-equivariant becaus e o f the formul a 

a(ressa;) = ressero;), (10) 

valid fo r a E Gal(k/k), u G H°(X/t, f2) , an d s a ^-value d poin t o n Z. 

P R O P O S I T I O N 12 The map h:u> \—> is a surjection 

H ^ X ^ - ^ H ^ S T K ) , ^ 

whose kernel may be identified with H°(Z^,Q1). We have, in other words, 
a Galffc/ k)-equivariant exact sequence: 

0 -  H^Z^CL1) - H\X/%,Q) À HX{S{K),K) - 0 . 

Proof'. Left-exactnes s o f the sequence i n the statement o f the Proposit io n 
is immediate . Th e surjectivity o f h follow s fro m a  genera l fact : give n any 
finite se t S o f points o n a smoot h projectiv e curv e ove r k, and any mapping 
r: S —• k such tha t th e sum J2ses r(s) vanishes , ther e i s a 1-differentia l UJ on 
the curv e wit h a t wors t simpl e pole s o n S a s singularities an d such tha t fo r 
each s G  S w e have ress(o; ) =  r(s). • 

235 



B. MAZUR ET K.A. RIBET 

C O R O L L A R Y Let k' be an extension of k in k, and let G' =  Gal(fc/fc') . Then 
we have an exact sequence 

0 - > H\Z/K,,Q}) H°(X/K,,N) H^S^k)0' -+ 0 . ( H ) 

Proof. Takin g G'-invariant s i n th e exac t sequenc e o f Proposit io n 12, we ob -
tain (11). Indeed, i t i s wel l know n tha t th e 1-dimensional cohomolog y o f 
G' wi t h value s i n th e fc-vector  spac e H°(Z^K,Q1) vanishe s (Hilbert ' s Theo -
rem 90). • 

Now le t / :  Xi /0 —• X2¡o De a n admissibl e mapping . The n w e hav e a 
series o f induce d "direct " an d "inverse " imag e mapping s /*, / * which fit  int o 
a diagra m 

0 - > H\Z1/%,Q}) -> H\Xy%,n) - H^S^k) - 0 

/ * U / . / * U / . r U U 

0 H°(Z2/%,n1) — H°(X2/i,n) - > if1(S2(fc),A;) - 0 . 

(12) 

The definitio n o f / * an d / * o n regula r differential s o n Z\JK an d Z2F% i s give n 
in th e s tandar d loca l manner , th e definitio n o f / * bein g th e usua l trac e con -
struction o n differential s usin g flatness  o f th e morphis m Z\JK — • Z2JK. T o 
check t h a t th e trac e mappin g (whic h i s define d a •priori o n rat iona l differen -
tial 1-forms ) extend s t o regula r an d t o Rosenlich t differentials , w e ma y us e 
the characterizatio n o f Rosenlich t differential s whic h i s give n i n th e abov e 
Remark, togethe r wit h th e loca l calculatio n 

] T ves3f(u) = resa(Trace^l/Z2(o;)) 

for UJ an y rat iona l differentia l 1-for m o n ZI/J- an d fo r s rangin g throug h al l 
points o f ZIJK lyin g ove r a  poin t s o f Z2JK. (Compare : [35] , Chapter II , n°12 , 
Lemma 4 ; o r [2 ] Chapte r VII I (3.7 ) an d (4.4). ) 

The definitio n o f / * an d / * o n th e homolog y o f th e graph s i s a s give n 
in §3 . 

P R O P O S I T I O N 1 3 The above diagram (12) is commutative. 

Proof. Commutat iv i t y o f th e square(s ) o n th e lef t i s immediate . A s fo r 
those o n th e right , i t i s a  direc t calculation , wher e i n th e cas e o f commuta -
tivity involvin g / * on e use s th e fac t t ha t resa(/*u; ) =  /*(X)resa ' ^ ) , wher e th e 
summat ion i s ove r al l sr in Z\ mappin g t o 5 in 22 . • 
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7 Regular différentîals on X/O 

Let Xj0 b e admissible , an d le t X/a b e it s canonica l desingularization . Th e 
smooth loc i Y/o an d Y/o o f the 0-scheme s X/o an d X/o ar e ope n subscheme s 
consisting i n th e complement s o f th e close d (finite ) subscheme s o f ordinar y 
double point s i n th e specia l fibers  o f X/o an d X/o, respectively . Le t 
denote th e coheren t shea f o f (relative ) Kahle r differential s o n th e smoot h 
(9-scheme Y/o- Sinc e X i s regular , th e complemen t o f Y i n X consist s i n 
closed point s o f dep t h 2 , an d therefor e th e coheren t shea f ^Y/0 na s a  uni°iu e 

extension (th e direc t image ) t o a n invertibl e coheren t shea f o n X , whic h w e 
shall cal l Cl <y . 

Definition 5  Le t X/o b e admissible . Le t (p: X/o —• X/o b e th e canonica l 
desingularization. B y th e shea f Qx/0 w e mea n th e direc t imag e V?*^x/0 -

The shea f QX/a ma v b e see n t o b e th e relativ e dualizin g shea f o f th e 
0-scheme X, and , a s a  consequenc e o f this , togethe r wit h th e fac t tha t 
(p: X —> X consist s i n blowin g u p rationa l isolate d singularities , on e see s 
tha t Slx/o 1S an invertibl e O^-niodule , an d i s th e relativ e dualizin g shea f o f 
the 0-schem e X. Further , w e have : 

L E M M A 2  The natural mappings 

* : » * , „ j : <p*SÌXl„ -+ QX/0 

are isomorphisms. • 

Remark. I t woul d b e goo d t o hav e a  concis e an d complet e referenc e fo r 
Duality Theor y tailore d t o admissibl e model s and , i n particular , t o modula r 
curves ove r ring s o f integer s i n numbe r fields . Lackin g suc h a  reference , w e 
suggest [10 ] an d [20 ] I I 3  fo r a  discussio n o f thes e issues , an d especiall y [15 ] 
Chapter I V § 4 fo r a  mor e complet e discussion , wit h som e proofs . 

Next, i f / : X\j0 —• X2/o 1 S an admissibl e mapping , w e hav e "direct " an d 
"inverse" imag e mapping s /* , / * connectin g ^ \ l / 0 an d ^  •  Thes e exten d 

uniquely t o &Xl/ a an d ,  sinc e th e scheme s Xij0 ar e regula r an d th e 

subschemes Yi/o ar e th e complement s i n Xi/o o f point s o f codimensio n 2 . 
Using Lemm a 2 , on e construct s "direct " an d "inverse " imag e mapping s / * 
and / * connectin g ttx1/c, an d ^x2/c? -
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P R O P O S I T I O N 1 4 (i) Let Xja be admissible. There is a natural isomorphism 
of coherent sheaves over Xjk: 

Пх/0 0 к « Î Î A - / T . 

(ii) If f: X\/0 —y X2/0 J S an admissible mapping, then the direct and in­
verse image mappings /*, /* are compatible, in an evident sense, with the 
isomorphisms of (i) above for Xi and X2. 

Proof. Par t (i ) is see n b y loca l calculation s wher e w e distinguish th e cas e 
of a  neighborhoo d o f a  smoot h poin t fo r th e morphis m / and t h a t o f a 
neighborhood o f a n ordinar y doubl e poin t o f th e fiber  o f / . Once (i ) i s 
established, (ii ) follows easily . • 

Now suppos e tha t X/o i s admissible, and let Cot (A/o) denot e th e cotan -
gent spac e a t th e zero-section o f the Néron model A/o- I f / : X\j0 —* X2/0 
is a n admissibl e mapping , let 

/*: Cot(A1/0) —• Cot(A2/0) 

be th e mapping induce d b y / * : A2/0 —* ̂ 1/0, and define / * on Cot(A2/o ) 
similarly. 

P R O P O S I T I O N 15 There is a natural identification 

H°{X,nX/0) « C o t ( A / 0 ) 

which is compatible with j and /* wiieneve r /  :  X\/0 —+ X2j0 1 S an admis­
sible mapping. 

Proof. Thi s i s s tandard. Se e the discussion i n [21 1 §2 (e). • 

8 Admissible correspondences 

A0 
Let XIJ0 (i = 0 ,1 ,2 ) be admissible, an d let y \ , b e a diagra m of 

XY XO 
admissible mapping s fi \ X0 —* Xi (i = 1,2) . Referring t o suc h a n ordered 
pair o f admissible morphism s (/1, /2 ) by the single lette r / , we call / an ad­
missible correspondence. We think o f / as a generalize d admissibl e mappin g 
Xi X2. Se t /* : = /2*/i* an d / * : = /u/2*? so tha t w e have direc t an d 
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inverse imag e mapping s denne d fo r th e sam e panopl y o f instance s tha t the y 
have bee n defined , i n th e cas e o f admissibl e mappings . If  /  i s a n admissibl e 
correspondence correspondin g t o th e ordere d pai r ( /15 /2) , it s adjoint i s th e 
admissible correspondenc e / ' obtaine d b y reversin g th e order , i.e. , b y usin g 
(/2, h) i n plac e o f /2) . Clearly , ft = f* an d / ' * = 

Let X/o b e admissible . A  commutative subrin g 

R C  ïïnà(A/K) 

will b e calle d admissible i f i t i s venerate d b v th e direc t an d invers e imaer e 

mappings /* and g* comin g fro m admissibl e correspondence s 
X0 

X X 
(with n o a priori restrictio n o n th e admissibl e model s X0/o whic h ma y ap -
pear) . B y replacin g correspondence s b y thei r adjoints , w e ma y requir e i n th e 
definition t ha t R b e generate d exclusivel y b y invers e imag e o r direc t imag e 
mappings. 

P R O P O S I T I O N 1 6 For each T G  R, there are associated endomorphisms T * 
and T*_on each of the following: A/K, A/0, A/k, H°(X,Q), HQ(Z,Sll), and 
H^S^k). For fixed T G  R, the families of maps (T* ) and (T* ) ar e each 
compatible with the morphisms listed in Propositions 13-15. 

Proof. Thi s i s immediat e fro m th e s tatement s o f thos e Propositions . • 

In th e discussio n whic h follows , w e wil l be concerne d principall y wit h th e 
maps (T*) . W e us e th e phras e "covarian t action " t o sugges t tha t T act s a s 
T* o n a  give n object . 

9 Local admissible data 

For simplicity , w e no w suppos e tha t k = T?p. Le t X/o b e a n admissibl e mode l 
of it s generi c fibe r X. W e preserv e muc h o f th e previou s notat ion . Thus , fo r 
example, w e le t Z/k b e th e normalizatio n o f th e specia l fibe r X/k o f X/o- I n 
addit ion, w e shal l le t $ be th e grou p o f component s o f A/k. W e vie w $ as a 
finite abelia n grou p furnishe d wit h a n actio n o f Gal(&/& ) ([13], IX, §11). 

Let R b e a  commutativ e subrin g o f End(A/jK- ) generate d b y admissibl e 
correspondences. The n R operate s b y functorialit y o n A/k an d thereb y (co -
variantly) o n th e componen t grou p $ and th e abelia n variet y Pic°Z . W e le t 
R b e th e imag e o f R i n End(Pic°Z) . W e conside r th e covariant actio n o f R 
on H°(X/k,n). 
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Suppose that p  C  R i s a  maxima l idea l o f residua l characteristi c p. Le t 
F — R/p b e th e residu e fiel d o f R. W e sa y that  th e tripl e {X/o, R-, p} i s local 
admissible data i f th e followin g axiom s ar e satisfied : 

I. Th e imag e o f p  i n R i s th e uni t idea l o f R. 

II. Th e ^ -vec to r spac e H°(X/k, Q)[p] ha s dimensio n <  1 . 

III. I f p =  2 , the n p  doe s no t belon g t o th e suppor t o f th e i?-modul e 

Remark. T o anticipat e th e applicatio n o f ou r theory , i t migh t hel p i f w e 
dropped thes e hints : W e wil l b e workin g i n th e contex t wher e K =  Qp , an d 
X i s a  classica l modula r curve . Axio m I  wil l follo w sinc e p  wil l correspon d 
to a  p-newform , an d sinc e Z "involves " onl y form s o f lowe r p-level , p  ca n 
have n o suppor t i n H°(Z, fl1). Axio m I I wil l follo w fro m a  versio n o f th e 
"g-expansion principle. " Axio m II I result s fro m th e fac t t h a t th e componen t 
group i s known t o be "Eisenstein " i n the situatio n we encounte r [31] . Henc e 
a prim e p  o f R ca n belon g t o th e suppor t o f onl y i f th e associate d Galoi s 
representation i s reducible . 

PROPOSITION 17 Let {X/0,R,p} be local admissible data. Let W be the 
module introduced in the Corollary to Proposition 11. Then 

dim.FW[p] < 1 . 

Proof. By th e Corollar y t o Proposit io n 11, it i s equivalen t t o prov e tha t 

d i m , Ях(5(A),F„)[p] <  1 . 

By th e Corollar y t o Proposit io n 12 , an d b y Axio m I , w e hav e fo r eac h k' a n 
isomorphism 

НЧХш, fi)ы « я , rsY*), kf&l(k/k Ъ]. 

Consider thi s isomorphis m i n th e cas e wher e k' = k = Fp, an d le t G = 
Gal(&/Fp). Th e propositio n follow s fro m th e followin g lemma , i n whic h w e 
have pu t Y : = H^SQc), FP). 

LEMMA 3 We have dimj ? Y[p] = dimF(Y <8>Fp &)G[p]. 
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Proof. One first  shows tha t th e natural inclusio n 

Y[p] ®Fpkc(Y <g>F p k)[p] 

is an isomorphism (e.g. , by proving this with k replaced by any finite  subfiel d 
kf, via a dimensio n coun t ove r Fp , an d then passin g t o k by direc t limit) . 
Since passag e t o the submodule o f G-invariants commute s wit h passag e t o 
the kerne l o f p, we get that th e natural inclusio n 

(Y[p] ®Fpkf c(Y®Fpkf[p] 

is also an isomorphism. Thi s reduce s us to the case wher e Y = Y[p]. In this 
case, the equality t o be proved , 

dimFp Y =  dimFp (Y <g)Fp k) , 

is evident . • 

10 G l o b a l a d m i s s i b l e d a t a 

We now let X/q b e a smoot h projectiv e curv e ove r Q , and denote b y A/z 
the Nero n mode l o f its Jacobia n ove r th e bas e Z . Le t R b e a  subrin g of 
endomorphisms of A/Q define d ove r Q (equivalently , a subring of End(Ayz))-
Let p  C  R b e a  maxima l idea l o f residua l characteristi c p. Le t F  b e the 
residue field  o f p, as in §8 . Le t X/QP denot e th e base extensio n o f X/Q t o 
Qp. Le t O = Z p and let X/O be an admissible mode l of X/QP ove r th e base 
ZIP. We shall say that {X/Q, X/O-> R-, p} is globally admissible data if : 

(a) I t is locally admissible; i.e. , {X/O,R, p } is locally admissible in the sense 
of §9 , and, 

(b) Th e F[Gal(Q/Q)]-module A/Q[p](Q) has a  Jordan-H ölder filtration  al l 
of whos e successiv e quotient s ar e isomorphi c t o on e absolutel y irre -
ducible F[Gal(Q/Q)]-modul e V for which dim F V = 2. 

PROPOSITION 1 8 ("dimensio n two") Assume that 

{X/Q,X/0,R,p} 

is globally admissible. Then ^4/q[p](Q ) is an F-vector space of dimension 
two. 
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Proof. Le t U denot e th e F [ G a l ( Q / Q ) ] - m o d u l e A / Q [ p ] (Q) . The n U i s non -
zero becaus e R act s faithfull y o n A. B y propert y (b ) above , al l minima l 
i71[Gal(Q/Q)]-submodules o f U ar e isomorphi c t o V. Choos e on e suc h sub -
module, an d identif y i t wit h V; thi s give s u s a n inclusio n V C  U. 

Let dimj ? U =  2iV , s o that  U possesse s a n i ^ G a ^ Q / Q ) ] - stable  Jordan -
Holder filtration  o f N stages , eac h o f whos e "successiv e quotients " i s isomor -
phic, a s F [ G a l ( Q / Q ) ] - m o d u l e , t o V. W e mus t prov e tha t N = 1 . 

Fix a n embeddin g Q QP; use i t t o identif y U =  ^4./ q[p](Q) wit h 
A/Qp[p ] (QP). Vi a thi s identification , U an d it s submodul e V inheri t ni tra -
tions (a s .F[Gal (Q /Qp)]-modules) from th e filtration  (8) , mad e wit h n =  1 : 

0 C  W C  Ul C  E7 , 
0 C  VI C  V{ C  V. 

Axiom I  o f § 9 (couple d wit h Proposition s 9  an d 11 ) prove s tha t ÍT* = U{ an d 
therefore t ha t Vt = V{. Further , sinc e U/Ut = U/U{ embed s i n th e modul e 
W[p\ o f th e previou s § , an d since , b y Proposit io n 17 , W[p] i s o f i^-dimensio n 
< 1 , th e codimensio n c o f J7 * in U i s a t mos t 1 . 

The inert i a subgrou p I o f G a l (QP /QP) act s triviall y o n U/Ut an d a s th e 
mod p cyclotomi c characte r X o n . Henc e th e semisimplificatio n o f U a s 
an / -modu l e i s th e su m o f c copie s o f th e trivia l representatio n an d 2N —  c 
copies o f th e 1-dimensiona l representatio n correspondin g t o X- Meanwhile , 
this semisimplificatio n i s th e su m o f N copie s o f th e semisimplificatio n o f V. 

Assume now that p is an odd prime. The n X i s non-trivial , an d w e se e 
tha t eithe r N =  1  o r els e U = Ut. W e wil l eliminat e th e la t te r possibility , 
using th e assumptio n tha t p i s odd . 

For this , w e not e first  t ha t th e entir e p-divisible grou p AP(Q) (g) ^ RP = 
U^4[pL](QP) lie s i n th e tori c par t Ap o f th e p-d i visible grou p o f A. Indeed , 
suppose tha t A[pl] lie s i n ^[p**] . Then , b y Axio m I , t o sa y t ha t A[p* ] i s 
contained i n A*[pn ] i s t o sa y tha t i t i s containe d i n A£[pn] . If  not , the n 
A[p{] map s non-triviall y t o Ap[pn]/A£[pn] , whic h i s unramified , wherea s th e 
assumption U = Ui implie s easil y tha t A[pl] ha s n o unramifie d quotient . 
(One use s th e s tandar d fac t t ha t ^[p*] /^!^-1 ] map s injectivel y t o a  direc t 
sum o f copie s o f Í7, cf. [20] , II , §14. ) 

We the n conclud e b y usin g a n argumen t du e t o Serr e (compar e [24] , 
Chap. I l l §7) . Le t T b e th e Qp-adic Tate modul e associate d t o AP(Q)<8>RRP, 
and le t A  denot e it s hth exterio r powe r wher e h i s th e dimensio n o f V. Le t 
A(—h) b e th e twis t o f A by th e —  hth powe r o f the p-adic cyclotomi c characte r 
of Gal  ( Q / Q ) . The n A ( — h) i s unramifie d a t p , s o tha t Gal  ( Q / Q ) act s o n 
A(—h) vi a a  characte r o f finite  order . Henc e th e eigenvalue s o f Frobeniu s 
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elements ipi o n A  (wher e I ^ p i s an y prim e o f goo d reductio n fo r A) ar e 
of th e for m £hC wher e £  i s a  roo t o f unity . Thes e eigenvalue s thu s hav e 
archimedean absolut e values £h. However , th e eigenvalues o f <pi o n T all have 
absolute value s I1/2, which i s a  contradiction . 

We now consider the case p =  2 . Then , b y Axio m III , th e maxima l 
ideal p  doe s no t belon g t o th e suppor t o f Usin g thi s information , bu t 
making n o furthe r us e o f th e assumptio n p = 2 , w e shal l establis h tha t U1 
has dimensio n <  1 . Sinc e it s codimensio n i s als o bounde d fro m abov e b y 1 , 
we ge t tha t U has dimensio n a t mos t 2 , so that N =  1  as desired . 

Let X denot e temporaril y th e characte r grou p Hom- p (j4y A.,Gm) o f th e 
maximal toru s i n th e reductio n o f A. The n Ut = Hom(X/pX, ̂ p(Qp)). 
Hence th e jF-dimensio n o f t/ * i s that o f X/pX. I f y i s the analogu e o f X fo r 
the reduction o f the dua l of A (s o that y an d X ar e in fact isomorphic) , the n 
the monodrom y pairin g o f SGA7 I furnishe s a n exac t sequenc e 

o y - + Hom(;r, Z) $ - * 0 . 

By considering the maps "multiplicatio n by o n the groups in this sequence, 
and b y usin g th e Snak e Lemma , w e find a  4-ter m exac t sequenc e 

0 -> - > W Hoia(X/pX,¥p) -» ®/p<!> -> 0, 

since W i s canonicall y y/py. I f we localize a t p , th e tw o term s involvin g $ 
disappear, becaus e o f Axio m III . Hence , localizin g an d the n performin g th e 
operation "[p] " give s a n isomorphis m 

W[p] ^Hom(X/pX,FP). 

In vie w o f Propositio n 17, the dimensio n o f th e right-han d sid e i s < 1 , as 
claimed. • 

1 1 Modular curves and Hecke  operators 

Let N b e a n intege r prim e t o p, an d le t M =  pN. Le t X b e th e complet e 
modular curv e XC(M)/Q, whic h i s associate d wit h th e subgrou p T0(M) o f 
PSL(2,Z). W e wil l b e workin g wit h thi s curv e an d it s canonica l mode l 
over Z[l/N]. A s we intimate d i n th e Introduction , however , on e coul d wor k 
equally wel l with th e curv e X(N,p) attache d t o th e subgrou p T1(N) DT0(p) 
of T0(pN). Thi s subgrou p i s define d b y matrice s ' a b 

с d which satisf y th e 
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addit ional congruenc e a = d = 1  (mod N). These tw o cases could b e t reate d 
simultaneously b y th e introductio n o f a  curv e whic h lie s betwee n X(N,p) 
and X i n th e na tura l coverin g X(N,p) —* X. 

As w e recalle d i n ou r introductor y comments , th e curv e X i s furnishe d 
with a  s tandar d Heck e correspondenc e Tn fo r eac h intege r n > 1 ; the cor -
respondence Ti is frequentl y calle d Ui whe n I i s a  prim e numbe r divid -
ing pN. Th e correspondence s Tn induc e endomorphism s o f th e Jacobia n 
Jc(pN) = P ic° (X) o f X , whic h ar e agai n denote d Tn. (W e us e th e conven -
tion whic h wa s explaine d i n §3 of [30]. Thus , th e endomorphis m Tn i s th e 
transpose o f th e endomorphis m £ n which i s define d i n Chapte r 7 of [41].) Let 
w = wp b e th e Atkin-Lehne r involutio n o f X relativ e t o th e prim e p , an d 
write agai n w fo r th e involutio n o f JQ(pN) induce d b y thi s operator . 

Also, recal l [21] t ha t ther e ar e tw o degeneracy maps 

a = 61,/3 = 6p:X ZÎ X0(N). 

These correspon d respectivel y t o th e modula r operation s 

(E, CN, Cp) H - (E, CN), (E, CN, Cp) H + (E/Cp, (CN + Cp)/Cp), 

where an d Cp denot e cycli c subgroup s o f order s N an d p o n a n ellipti c 
curve E. Thes e degenerac y map s induc e map s :  JQ(pN) Z t J0(N) an d 
c**,/3* :  J0(N) ZX JQ(pN). Th e map s a * an d /? * each identif y J0(N) wit h a n 
abelian su b variety o f JG(pN). 

Consider no w th e followin g thre e closel y relate d commutativ e subring s o f 
End(J0(pN)): 

- S = th e subrin g generate d b y th e Tn wit h n prim e t o p, 

• T  =  TPN =  th e subrin g generate d b y th e Tn fo r al l n , 

• R = th e rin g generate d b y S an d w. 

We hav e T  =  S[TP] = S[UP] an d R = S[w]. Al l thre e ring s ar e finitel y 
generated a s Z-modules , sinc e End ( J0(pN)) i s o f finit e ran k ove r Z . 

We sa y t ha t maxima l ideal s p  C  R an d m  C  T  ar e compatible i f thei r in -
tersections wit h S coincide . B y th e "going-up " theore m o f Cohen-Seidenberg , 
there i s alway s a t leas t on e maxima l idea l m  o r p  compatibl e wit h a  give n p 
or m . 

Next, le t S b e th e "p-ol d quotient " o f 5 , define d (fo r instance ) a s th e 
quotient o f S cu t ou t b y J0(iV) , viewe d a s a n abelia n subvariet y o f JQ(pN). 
In othe r words , w e identif y JQ(N) wit h it s imag e i n JQ(pN) unde r a* , an d 
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observe tha t thi s imag e i s stable unde r i n lo r all n prime t o p. I  he subring 01 
End( J0(N)) generate d b y these Tn is then th e quotient S o f S. (Alternatively , 
S ma y be denne d a s the image o f S i n R, wher e R i s defined a s in §9 , cf. [30], 
3.11.) Not e t ha t S i s a subring o f the Hecke algebr a TV , which i s the subrin g 
of End ( JG(N)) generate d b y all th e Hecke operator s Tn at leve l N. Thu s T; v 
is th e rin g generate d b y S an d the Heck e operato r Tp at leve l N. 

We cal l a  maxima l idea l m 0 of S strongly p-new, o r simpl y strongly new, 
if i t i s no t th e invers e imag e i n 5  o f a  maxima l idea l o f S. Thus , "strongl y 
p-new" mean s "no t p-old." A  maxima l idea l m  C  T  o r p  C  R i s denne d t o 
be strongl y (p-)ne w i f its intersectio n wit h S i s strongly new . 

P R O P O S I T I O N 1 9 Let m  be a  maximal ideal of TpN. Assume that pm is 
an irreducible representation which is not modular of level N. Then m  is 
strongly p-new. 

Proof. Le t m 0 = m  D S. Assum e tha t m  is not strongl y p-new , s o tha t m 0 is 
the invers e imag e o f a  maxima l idea l I of S. Th e residu e fiel d o f /  i s the n 
the quotien t S/m0, whic h i s a  subfiel d o f Tpw/m. Le t J  b e a  maxima l idea l 
of Tjy - lying ove r / , an d conside r th e representation pj. Fo r almos t al l prim e 
numbers r , w e hav e 

t race ( /9M(ORR)) = Tr mo d m 0 = trace(/9J(crr)), 

det(pm(crr)) = r mo d m =  det(/9 /(crr)), 

the equalitie s holdin g i n th e commo n subfiel d S/m0 o f TpN/m an d TN/J. 
(Here, or i s a  Frobeniu s elemen t fo r r i n G a l ( Q / Q ) . ) B y th e Cebotare v 
density theorem , th e representation s pm and pj ar e isomorphi c i n th e sens e 
tha t the y bo t h aris e b y bas e chang e fro m th e sam e two-dimensiona l repre -
sentation o f G a l ( Q / Q ) ove r S/m0. Thi s contradict s th e assumptio n tha t p m 
is no t modula r o f level N. • 

P R O P O S I T I O N 2 0 Let m  be a maximal ideal of T  which is strongly p-new. 
Then R acts on J0(pN)[tn](Q) vi a a surjective homomorphism R —+ T / m . 

Proof. Th e endomorphism Tp-\-w o f J0(pN) map s J0(pN) int o the subvariet y 
a*(J0(N)) o f JQ(pN) (cf . [30] , proof o f Proposition 3.7) . I n particular , Tp + w 
maps J0(pN)[m] int o J0(N)nJ0(pN)[m0], wher e m0 is the intersection 5 f l m . 
The grou p J0(N) D  J0(pN)[m0] i s kille d b y th e imag e o f m0 i n 5 , whic h 
is th e uni t idea l o f S b y hypothesis . Henc e JQ(N) H  J0(pN)[m0] = 0 , s o 
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tha t Tp =  —  w o n J0(pN)[m]. Al l generator s o f R no w ac t o n J0(pN)[m] 
as element s o f T , sinc e Tt G  R act s a s Ti G  T, fo r £ ^ p. Th e resul t no w 
follows; i n part icular, th e action o f R on J0(pN)[m](Q) i s given by a surjective 
homomorphism becaus e eac h generato r o f T / m is , up t o sign , th e imag e o f 
a generato r o f R. • 

C O R O L L A R Y Assume that m  is strongly p-new. Then we have 

J0(pN)[m](Q) Ç J0(pN)[p](Q), 

for some maximal ideal p of R which is compatible with m  and whose residue 
held is isomorphic to that of m. • 

12 A d m i s s i b l e d a t a c o m i n g f ro m m o d u l a r c u r v e s 

We continu e th e discussio n o f §11 , retaining th e notat ion . I n addit ion , w e 
let X/Z[I/N] denot e th e canonica l mode l o f th e modula r curv e X = X/Q, a s 
in [10] , [14] , or [24] . Le t O = Zp, an d le t X/o denot e th e bas e chang e o f 
X/Z[I/N] t o O. 

P R O P O S I T I O N 2 1 Tii e model X/o is admissible, and the ring R is an admis­
sible subring of End( JQ(pN)). 

Proof. T h a t X/o i s a n admissibl e mode l follow s fro m th e discussio n o f Ex-
ample 1  o f §  2 . Th e scheme-theoreti c definition s give n i n ([24] , Chapte r 2 , 
§5) o f th e correspondence s dennin g th e Tt (fo r i no t dividin g pN) an d th e 
Ut (fo r I dividin g N) sho w tha t thes e correspondence s ar e determine d b y 
diagrams 

y \ 
X/o X/o 

where th e oblique arrow s ar e morphisms o i the type give n in Proposit ion b . i t 
follows fro m tha t Proposit io n tha t th e correspondences Tt (fo r £ not dividin g 
pN) an d Ut (fo r I dividin g N) ar e admissible . Th e ma p wp, i n th e othe r 
hand, extend s t o a n automorphis m o f X/o, s o its admissibilit y agai n follow s 
from Proposit io n 6 . • 

The scheme-theoreti c definitio n o f th e correspondenc e Up (a s i n [24] , 
Chapter 2 , §5 ) doe s no t exhibi t Up as a n admissibl e correspondence . How -
ever, Up behaves a s th e negativ e o f w o n th e representatio n space s whic h 
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interest us , ci . Proposit io n 2 0 an d it s corollary . I h u s , Up is morall y a n 
element o f th e rin g R. 

Now le t p C  Rhe a, maximal idea l whose residu e field F i s of characteristi c 
p. A s w e recalle d i n th e Introductio n (i n discussin g maxima l ideal s o f T ) , 
one ca n a t tac h t o p  a  two-dimensiona l semi-simpl e Galoi s representatio n 

pp : G a l ( Q / Q ) -> GL (2 ,F ) . 

This representatio n i s unramifie d a t prime s no t dividin g pN an d enjoy s th e 
following property : Le t £  be a  prim e numbe r no t dividin g pN, an d le t cpi G 
G a l ( Q / Q ) b e a  Frobeniu s elemen t fo r th e prim e £ . The n th e characteristi c 
polynomial o f pp(<pt) i s X2 — aTX + £, wher e at i s the imag e i n F = R/p o f 
the Heck e operato r Ti G  i?. Thi s representatio n visibl y depend s onl y o n th e 
intersection p  D 5; i t coincide s wit h pm for an y m  C  T  whic h i s compatibl e 
with p . 

We sa y tha t p  i s of absolutely irreducible type i f th e associate d represen -
tat ion pp is absolutel y irreducible . B y workin g wit h a  comple x conjugatio n 
in G a l ( Q / Q ) , on e see s whe n p > 2  tha t pp i s absolutel y irreducibl e i f an d 
only i f i t i s irreducibl e ove r F. 

P R O P O S I T I O N 2 2 Let p be a  prime number and N an integer not divisible 
by p. Let X/Q, X/o, an d R be as above. Let p be a maximal ideal in R 
of residual characteristic p, which is strongly p-new of absolutely irreducible 
type. Then {X/Q,X/0,R, p } is globally admissible. 

Proof. Sinc e p  i s strongl y p-ne w on e see s immediatel y tha t Axio m I  (i n the 
definition o f "loca l admissibl e data, " §9 ) hold s fo r {X/o, R,p}- Indeed , R 
acts o n H°(Z, SI1 ) throug h it s quotien t R. 

To establis h Axio m II , we shall mak e us e of "g-expansio n principle " tech -
niques, very simila r to those use d i n ([24] , Chap . 2  §10). The work o f Deligne-
Rapopor t [10 ] implies tha t X/u i s as depicte d o n page 17 7 of [20] . I n particu -
lar, tw o component s o f X^ ar e copie s o f the modula r curv e XQ(N); w e shal l 
refer t o these below as the "goo d components. " Th e remaining components , if 
any, ar e projective line s arisin g fro m supersingula r point s o f X0(N)^ (whic h 
are represente d b y ellipti c curve s plu s subgroup s o f orde r AT ) wit h "extr a 
automorphisms." W e refe r t o thes e component s a s th e "possibl e P-^s. " 

To prov e Axio m II , w e mus t boun d th e dimensio n o f th e .F-vecto r spac e 
H°(X/ki fi)[p]-  Le t k' b e a  subfiel d o f k. A  Rosenlich t differentia l OJ i n th e 
k' ®fc^-m°diile H°(X/k', &)[p] i s uniquely determine d b y its restriction t o the 
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good componen t containin g th e cus p oo . Indeed , th e restrictio n o f UJ t o th e 
good componen t containin g o o determine s i t o n th e othe r goo d componen t 
as wel l ( th e actio n o f wp permute s th e tw o goo d component s an d take s UJ t o 
UJ t ime s th e imag e o f wp i n F). Further , it s restrictio n t o th e "possibl e P ^ s " 
is als o determine d sinc e w e kno w it s residue s b y virtu e o f th e fac t t ha t UJ i s 
a Rosenlich t differential . Thu s UJ i s entirel y determine d b y it s ^-expansio n a t 
the cus p oo , sinc e i t i s s tandar d tha t thi s g-expansio n determine s UJ o n th e 
good componen t containin g oo . 

Let F' b e a  finit e fiel d extensio n o f F, an d suppos e tha t w e ar e give n 
a Rosenlich t differentia l UJ o n X/k wit h th e propert y tha t whe n viewe d a s 
Rosenlicht differentia l ove r F', i t i s a n eigenvecto r fo r th e operator s i n R. 
Say tha t A n i s th e eigenvalu e o f Tn actin g o n UJ (fo r eac h intege r n prim e 
to p) an d t h a t —  Xp = ± 1 i s th e eigenvalu e o f wp actin g o n UJ. We nee d t o 
show tha t UJ i s determine d b y it s eigenvalue s u p t o multiplicatio n b y a  scala r 
in F1. (Cf . Proposition s 9. 2 an d 9. 3 o f [20] , Chapte r II. ) 

Consider th e g-expansio n /  =  a^q1 + a2q2 + ... oi UJ. W e wil l sho w 
tha t al l an ar e determine d b y a\ an d th e A's . A  familia r argumen t (cf . [24 ] 
Chap. 2  §10 ) prove s tha t th e coefficient s an fo r n prim e t o p ar e determine d 
by a\. Indeed , sinc e th e coefficien t o f q i n th e expansio n o f uj\Tn i s an , w e 
have an =  Ana i fo r eac h n prim e t o p. T o contro l th e coefficient s an wi t h n 
divisible b y p, w e shal l establis h th e complementar y formul a anp = Xpan fo r 
n > 1 . 

Consider th e Cartie r operato r C ([34] , §10 ) o n th e spac e HQ (X0(N)/%, Q1). 
(Compare th e discussio n i n [24 ] Chap . 2  §10. ) Thin k o f XC(N) a s th e goo d 
component containin g oo , an d writ e simpl y UJ fo r th e restrictio n o f UJ t o thi s 
component . Le t a denot e th e Frobeniu s automorphis m o f k. Th e differentia ] 
O~(CUJ) ha s g-expansio n J2anpQn, an d i t wil l suffic e t o sho w tha t <T(CUJ) i s th e 

n 
negative o f th e restrictio n t o XG(N) o f WPUJ. 

At eac h supersingula r poin t s  o f X0(N)^, th e residu e o f WPUJ i s —  ress(P) UJ, 
since wp permute s th e tw o goo d component s an d induce s th e Frobeniu s ma p 
(p) (a n involution ) o n th e se t o f singula r point s o f X^. O n th e othe r hand , 
we hav e th e formul a 

a(vess(Cuj)) = ress(P) O~(CUJ), 

cf. (10) . The left-han d sid e o f thi s equation , however , represent s th e residu e 
at s of UJ, i n vie w o f equatio n (33) of [34]. [The exponen t ^  wa s incorrectl y 
placed o n th e left-han d sid e o f thi s la t te r equatio n i n th e initia l printin g o f 
[34]. The equatio n wa s reprinte d correctly , wit h th e exponen t o n th e right -
hand side , i n Serre' s Œuvres.] Hence WPUJ + G(CUJ) i s a  differentia l o f th e firs t 
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kind o n X0(N)/-£- However , i t i s clea r tha t thi s differentia l i s annihilate d 
by th e intersectio n m 0 o f m  an d th e subrin g S o f R. B y th e definitio n o f 
"strongly p-new, " w e see that WPUJ -f  a(Cu>) = 0 . 

We no w com e t o Axio m III . Thi s follow s fro m Theore m 2  o f [31] , which 
proves tha t th e componen t grou p <J > is "Eisenstein. " Indeed , i f th e mo d p 
Galois representatio n associate d wit h a  prim e p  i s irreducible , p  canno t in -
tervene i n the support o f a module whic h i s Eisenstein (cf . [30] , Th . 5.2c) . (I t 
is perhap s wort h pointin g ou t tha t n o informatio n abou t th e residue charac -
teristic o f p  is used. ) 

We hav e therefor e establishe d tha t {X/0,R, p } i s locall y admissible . T o 
see tha t {X/Q,X/O, R,p} constitute s globa l admissibl e da t a w e nee d onl y 
check conditio n (b ) o f §10 . Thi s follow s fro m th e argumen t i n th e proo f 
of Proposit io n 14. 2 o f [20] . T o giv e th e beares t hint : th e Eichler-Shimur a 
relations, an d th e Cebotare v Densit y Theore m guarante e tha t th e charac -
teristic polynomial s o f th e actio n o f element s o f Gal  ( Q / Q ) o n th e F-vector 
space Ja(pN)/Q[P] ar e the same a s on a direc t su m of a number o f copies o f V. 
The Brauer-Nesbit t theore m the n provide s th e existence o f an ,F[Ga l ( Q / Q ) ] -

Jordan-Holder filtratio n whos e successiv e quotient s ar e isomorphic t o V. [Al -
ternatively, w e coul d no w appl y th e mai n theore m o f [6] , which guarantee s 
tha t JQ(pN)/Q[P] i s a  direct sum o f copie s o f V.] • 

We no w can prove th e Main Theore m whic h appear s i n the Introduction . 
We repea t i t her e a s 

THEOREM 1  Let p be a prime number and N an integer not divisible by 
p. Let m  be a maximal ideal in TpN of residue characteristic p, which is 
of absolutely irreducible type and such that pm is not modular of level N. 
Then JQ(pN)(Q)[m] is a vector space of dimension two over T ^ / m , and the 
representation pm is equivalent to the natural representation of G a l ( Q / Q ) 
on J0(pN)(Q)[m}. 

Proof. Le t p  b e chose n a s i n th e Corollar y t o Proposit io n 20 . B y tha t 
Corollary, i t suffice s t o prov e tha t J0(pN)(Q)[p] i s o f dimensio n two . Thi s 
result follow s fro m Propositio n 18 , in view o f Propositions 21 , 19, and 22 . • 

13 Higher multiplicities 

In thi s § , we construc t kernel s J0(M)[m] wit h multiplicitie s fim > 1 . I n ou r 
examples, M i s divisible b y p3, and the representation pm is modular o f leve l 
M/p2. 
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Let p b e a  prim e number , an d le t N be a, positive intege r prim e t o p. 
For eac h v, le t ctv : X0(p1/+1N) —XQ{pvN) b e th e degenerac y coverin g 
with th e modula r interpretat io n (E,C) I— » (E, C\puN\), wher e C denote s 
a cycli c subgrou p o f orde r p"+1N i n a n ellipti c curv e E. Le t (3U b e th e 
"other" degenerac y coverin g XQ{pu+1N) —• X0{puN); i t ha s th e modula r 
interpretat ion (E,C) H- • (E/C\p], C/C\p\). Th e degenerac y covering s oiu,f3u 
have degre e p i f z / >  1 , an d degre e p  + 1 whe n u = 0 . (I n §11 , we introduce d 
the degenerac y covering s ct = OZQ an d / 3 =  /30. ) The y induc e map s 

a* ßl : Jo(pu+1N) = t J0(p"N), a* ßl : J0(p"N) = î J0(p"+1N) 

via th e tw o functorialitie s o f th e Jacobian . Sinc e neithe r coverin g otv,pv 
factors throug h a  non-trivia l unramifie d abelia n coverin g Z —• X0{puN), th e 
maps a* an d PZ ar e injective . Correspondingly , thei r dual s OLV* an d /3 ^ ar e 
surjective, wit h connecte d kernels . 

Let ct'u and /3J , denot e th e transpose s o f au an d /3„ , viewe d a s correspon -
dences. (W e regar d olv and f3'u as generalize d map s X0(puN) XQ{pv+1N).) 
We hav e th e formula s o/v^ = a* , an d /3 ^ =  /3* . Th e Heck e correspondenc e 
Tp o n X0(puN) i s define d a s th e compositio n otv o fiv. Accordingly , w e hav e 
the formul a T'p =  /3 ^ o a', , fo r th e transpos e o f Tp. On e ma y chec k t h a t thi s 
Hecke correspondenc e ha s th e familia r modula r descriptio n 

(E, С) ~ J2(E/D, (С e D)/D), 
D 

in whic h th e su m run s ove r subgroup s o f E havin g orde r p whos e intersectio r 
with C i s trivial . Fro m thi s description , w e obtai n fo r v > 1  the formula s 

ctv o Tp = Tp o ctv, (3l/oTp=p- au. 

The Heck e operato r Tp o n th e left-han d sid e o f eac h equatio n i s a  sel f corre -
spondence o f X0(PU+1N), wherea s th e Tp o n th e r ight-han d sid e o f th e first 
equation i s a  self-correspondenc e o f X0(PUN). Finally , conside r th e Heck e op -
erator Tp and th e Atkin-Lehne r involutio n wp o n th e modula r curv e X Q ( P N ) . 
As w e recalle d abov e i n ou r proo f o f Proposit io n 20 , th e su m Tp + wp i s th e 
correspondence /3'0 o a0 o f degre e P + 1  (cf . [30] , Prop. 3.7) . 

Fix v > 1 . Fo r eac h n > 1 , write , a s usual , Tn fo r th e nt h Heck e operato r 
on JO{PUN), i.e. , th e pullbac k t o J0(P"N) = T>ic°(X0(PL/N)) o f th e Heck e 
correspondence Tn o n X0(PUN). Similarly , writ e wp fo r th e involutio n o f 
J0(PUN) induce d b y th e Atkin-Lehne r involutio n o f XO^N). Also , writ e T% 
for th e "dual " o f Tn , i.e. , th e pullbac k o f T'n to J0(PUN). 
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Take v =  1 , an d le t m  C  Tpj v b e a  maxima l idea l o f residu e characteristi c 
p fo r whic h th e associate d representatio n pm of G a l ( Q / Q ) is : (1 ) absolutel y 
irreducible and , (2 ) no t modula r o f leve l N = M/p. Le t V = J0(pN)[m], 
which i s a priori a  successiv e extensio n o f som e numbe r pm >  1  o f copie s o f 
pm. Ou r mai n theore m state s tha t th e multiplicit y /i m of pm in V i s 1 ; however , 
we shal l not mak e us e o f thi s fact . Sinc e pm is not modula r o f leve l iV, we hav e 
&o*(V) — A)*(V ) =  0 - Becaus e o f th e formul a Tp -f wp = C*Q O /303)O wp i s th e 
scalar —  Tp o n V. Similarly , wp = —Tp o n V. W e deduce , first , t ha t Tp =  ± 1 
on V, an d secondl y tha t =  T p o n V . Therefore , TpT% = TpvT p = 1  o n V \ 

Let 7  :  JG(pN)2 —> JQ(p2N) b e th e compositio n o f th e produc t oc\ x /? J 
and th e "sum " ma p o n J0(p2N). Thus , symbolically , 

y(x,y)=a*1(x)+Pl(y). 

L E M M A 4 The map (3% oy : J0(pN)2 —* J0(pzN) induces an injection 

V xV ^ J0(p3N). 

Proof. Le t 6 :  Jc(p2N) —• JQ(pN)2 b e th e ma p give n b y th e symboli c for -
mula t i— • (c*i*(£), /3i + ( t)). Th e compositio n < 5 o  7 is th e endomorphis m o f 

J0(pN)2 represente d b y th e matr i x "^p ^ (o r it s transpose , dependin g 

on conventions) . Th e restrictio n o f thf s compositio n t o V x V i s thu s th e 

automorphism ^  ) of V x V. Accordingly , th e restrictio n o f 7 to 

V x V i s injective . Th e lemm a no w follows , sinc e /32 : J0(p2N) —> J0(p3N) i s 
injective. • 

The Heck e rin g TPN act s o n V vi a a  tautologica l characte r TPN —* k, 
where k i s th e residu e fiel d o f m . Fo r eac h n > 1 , let an b e th e imag e 
of Tn unde r thi s character , i.e. , Tn mo d m . Le t W denot e th e imag e o f 
V x V i n J0(pzN) unde r fi2 o  7. For al l n  > 1  with (n ,p ) = 1 , the Heck e 
operator Tn G T P 3 ^ act s o n W b y th e homothet y an. I n vie w o f th e formul a 
Tpo[3l = pa2, an d th e fac t tha t p = 0  on W , w e see that Tn = 0  on W fo r al l n 
divisible b y p. Thu s th e actio n o f T P 3 ^ o n W i s give n b y th e homomorphis m 
cp : Tp3N —» k whic h i s determine d by : 

и>(Тп) = (ап £ог(п'^) = 1> 
Ì 0 for те divisible b v v. 

This homomorphis m i s i n fac t surjective , sinc e ap = ± 1 . 
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Let yv l b e tne kerne l 01 (p. I  hen (p identifies th e residu e held 01 Ad wi t h th e 
residue field  k o f m. Moreover , th e ^-representation s pm and pj^ o f G a l ( Q / Q ) 
are isomorphic , b y th e Cebotare v Densit y Theorem . No w W C  J0(pzN)[M], 
and th e dimensio n o f W ove r k =  Tp3N/A4 i s 2 /im. Henc e th e mult iphcit y 

of PM i n J0(pzN)[M] satisfie s pM > 2p,m. 
Summing up , w e ge t 

T H E O R E M 2  Let N be a positive integer prime to p, and let m  C  TPN be 
an ideal of residue characteristic p. Assume that the representation pm is 
absolutely irreducible and that pm is not modular of level N. Then there is 
a homomorphism Tp3N — * T p^ / m taking Tn G  T p 3 ^ to Tn mod m  for all n 
prime to p. If Ai is the kernel of this homomorphism, then pm has multiplicity 
greater than 1  in the kernel J0(pzN)[A4]. More precisely, the representations 
PM and pm are canonically isomorphic, and J0{pZN)[M] contains a product 
of two copies of pm. 

To mak e a  concret e exampl e o f a  maximal idea l m a s in th e Theorem , tak e 
p = 1 1 an d N = 1 . Th e rin g T n i s isomorphi c t o Z , an d ther e i s a  uniqu e 
ideal m  =  (11 ) o f residu e characteristi c p. Th e associate d representatio n pm 
is th e two-dimensiona l representatio n J 0 ( l l ) [ l l ] o f G a l ( Q / Q ) ove r F n . Thi s 
representation i s know n t o b e absolutel y irreducible ; indeed , th e associate d 
map G a l ( Q / Q ) — • A u t ( J 0 ( l l ) [ l l ]) i s surjectiv e [40] . 
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General abstract 

This book originates from K . Ribet's paper "On modular representations of 
Gal(Q/Q) arising from modular forms" (Invent . Math . 100 , 1989) , proving in 
particular tha t th e Taniyama-Weil conjectur e implie s the Fermat conjecture . 
The firs t thre e papers are issued fro m conference s a t a Seminar on that pape r 
held i n Orsa y i n 1987-8 8 an d organised b y G. Henniar t an d K. Ribet . The 
other four papers give new original results and generalisations on topics related 
to Ribet' s paper . Altogethe r the y giv e an overview o f the present knowledg e 
on the arithmetics o f modular curve s and Shimura curves . 

More specifically th e first tw o papers by Raynaud an d Illusie describe the 
reduction modp o f the Neron mode l o f the Jacobian JQ(N) o f the modular 
curve X0(N), a t a  prim e p dividin g exactl y N (meanin g p\N, bu t p2)(N\ 
they giv e al l necessary prevision s concernin g th e Hecke an d Galoi s action s 
on thi s reduction . Th e third paper , b y Bouto t an d Carayo l i s a detaile d 
exposition wit h complet e proofs of Drinfeld's metho d for obtaining th e p-adi c 
uniformisation o f Shimura curve s ( a result du e originally t o Cerednik) . Suc h 
Shimura curve s ar e used i n a  crucia l wa y in Ribet' s pape r bu t are equall y 
important i n other aspect s o f number theory . 

The las t fou r paper s dea l onl y wit h modula r curves . Edixhoven' s pape r 
proves tha t th e Hecke action on the group of components o f the Nero n mode l 
at p of Jo(N) i s of Eisenstein type, for p a prime dividing N, thereby generatin g 
results of Mazur an d Ribet. Lin g an d Oesterle's articl e deal s with a  related 
finite subgrou p o f Jo (A7"), the Shimura subgroup , togethe r wit h it s Hecke and 
Galois action . Diamond' s pape r investigate s th e process (use d b y Ribet i n 
weight 2 ) o f raisin g th e leve l o f a  modula r for m i n weigh t k >  2 . Finall y 
Mazur and Ribet sho w tha t multiplicit y on e theorem mod p use d by Ribet to 
complete hi s proof ca n be extended somewha t t o level pM wher e p is prime 
bo M, but not to the general situation . Th e introduction t o the volume give s 
more detail s o n the connection betwee n th e differen t paper s an d helps the 
reader ge t the global picture . 

S.M.F. 
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