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Introduction

Ce volume est issu d’un Séminaire intitulé “Courbes modulaires, courbes de
Shimura et représentations galoisiennes”, organisé par K. Ribet et moi—-méme,
en 1987-88, a ’Université de Paris-Sud (Orsay). Il s’agissait de comprendre
les outils et résultats de l'article de K. Ribet [Ribet 1990a], alors sous
forme de prépublication. Les orateurs furent H. Carayol, L. Illusie, R. Livne,
J.—F. Mestre, J. Oesterlé, M. Raynaud, et les organisateurs. Les trois premiers
articles de ce volume ont pour origine des conférences du Séminaire. Les autres
articles offrent des résultats originaux obtenus depuis lors sur les thémes
abordés dans le Séminaire.

Pour décrire le fil conducteur et la teneur du présent volume, il nous faut
briévement décrire la substance de l’article cité. Il s’agit de la preuve, par
B. Mazur et K. Ribet, du résultat suivant, conjecturé par Serre [Serre 1987].
On se donne un nombre premier £ impair et une F,-représentation irréductible
p de Gal(Q/Q), attachée a une forme modulaire parabolique de poids 2,
primitive de niveau N et de caractére trivial, vecteur propre des opérateurs
de Hecke. On considére un nombre premier p divisant N mais pas N/p. On
suppose p # 1 mod.£ (Mazur) ou N non multiple de ¢2 (Ribet). On veut
prouver que si p est finie en p (ce qui, si p # ¢, signifie que p est non ramifiée
en p), alors p provient aussi d’une forme modulaire parabolique de poids 2,
de caracteére trivial et de niveau N/p.

Ce résultat a en particulier comme conséquence que la conjecture de
Shimura-Taniyama—Weil, selon laquelle toute courbe elliptique sur @ est
quotient d’une courbe modulaire Xo(/V), entraine que I’équation de Fermat
X"+ Y™ = Z" n’a pas de solutions en entiers X, Y, Z non nuls, pour n > 3
(voir [Frey 1987] et également, pour une introduction de nature élémentaire
a ce cercle d’idées, ’article [Mazur 1991)).

Nous ne voulons pas commenter ici précisément la structure de la preuve.
Celle—ci est décrite clairement dans I'introduction de [Ribet 1990a] et admi-
rablement résumée dans ’exposé [Oesterlé 1988]. Nous n’en mentionnons ici
que les aspects qui forment le fil conducteur du volume.

L’on procéde en deux étapes. La premiére, due & Mazur, traite le cas
ou p # 1 mod.f. On note T(N) l'algébre des opérateurs de Hecke sur
les formes paraboliques de poids 2 pour I'g(/N). On peut supposer que p
est la (classe de) représentation attachée & un idéal maximal m de T(N),

p: Gal(Q/Q) — GLy(T(N)/m), par les formules
trp(Frob,) = T, mod.N
det p(Frob,) = r mod.N

pour tout nombre premier r ne divisant pas £N.
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On regarde alors la représentation de Gal(Q/Q) sur l'espace Jo(NN)[m]
des points annulés par m dans Jo(N)(Q), ot Jo(N) est la jacobienne de la
courbe modulaire Xo(/N). On prouve facilement que cette représentation a une
semisimplifiée isotypique de type p, mais on sait en outre maintenant qu’elle
est semi—simple donc égale & sa semisimplifiée [Boston, Lenstra, Ribet 1991].
Prenons—en un composant simple V. Le point crucial est que V, puisque p est
finie en p, se plonge dans la fibre en p du modele de Néron de Jo(V). Cela
découle de la propriété universelle des modeéles de Néron si p # ¢, puisqu’alors
p est non ramifiée en p, et le lecteur trouvera a la fin de ’exposé de Raynaud
la variante qui permet de traiter le cas £ = p. Le méme exposé donne la
description du modéle de Néron sur Z, de Jo(/V), avec son action de ’algebre
de Hecke. Un outil important est l’accouplement de monodromie, dont la
réalisation f-adique est détaillée dans le second exposé (Illusie), d’apres
Grothendieck. Le résultat de Mazur découle alors de ’action de Hecke sur la
réduction modulo p de Jo(IN). En particulier, le module V' a une image triviale
dans le groupe ® des composantes connexes de cette réduction, car ’action de
Hecke sur ce groupe ® est de type Eisenstein. L’article d’Edixhoven donne
une démonstration de ce dernier fait pour p|/N, p > 3 mais sans supposer que
p? ne divise pas N ; la méthode est différente de celle de Mazur et Ribet. Dans
un méme ordre d’idées, ’article de Ling et Oesterlé décrit le sous—groupe
de Shimura, noyau de ’homomorphisme Jo(N) — J1(N) (voir [Ribet 1983]
pour le lien entre le groupe de Shimura et les applications Jo(N) — Jo(Ngq)
ol g est un nombre premier, gtV).

La contribution de K. Ribet est le cas ol p =1 mod .£ et N premier a £.
Il commence par élever le niveau de la représentation p, c’est—a—dire prouver
qu'il existe pour certains (nombreux) nombres premiers ¢ Z 1 mod.{, une
forme parabolique de poids 2 pour I'o((Ngq), nouvelle en g, qui donne lieu
a la représentation p (voir aussi [Ribet 1990b]). Dans le présent volume, la
contribution de F. Diamond étend ce résultat aux formes de poids supérieur :
il utilise la cohomologie des courbes modulaires plutét que leur jacobienne.

Il s’agit alors de travailler avec la forme g obtenue, nouvelle a la fois en
p et en g. Ribet introduit un corps de quaternions ramifié seulement en p et
q et la courbe de Shimura C correspondant au niveau M = N/p. Cerednik
et Drinfeld on décrit la fibre spéciale d’un modéle propre et plat de C sur
Z,. C’est la méthode de Drinfeld pour établir ce résultat que vous trouverez
exposée en détail (la rédaction de Drinfeld étant tres elliptique) dans I’article
de Boutot et Carayol. De cette description, Ribet déduit, et c’est 1a le point
principal, que la composante neutre (du modéle de Néron) de la jacobienne
de C, sur Fg, est entiérement torique, un tore dont le groupe des caracteres
est isomorphe & celui de la partie g-—nouvelle de la partie torique de Jo(Mpq)
sur F,. Noter ’échange de p et g qui est fondamental. Renvoyons a [Ribet
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1990a] ou [Oesterlé 1989] pour les détails de 'ingénieux aller-retour vers C
qui permet de conclure, mais mentionnons néanmoins qu’on ne peut conclure a
la fin que parce qu’on a un résultat de multiplicité 1, a savoir que Jo(M pg)[m]
est de dimension 2 sur T(N)/m. Dans la contribution de Mazur et Ribet ce
résultat est généralisé au cas ou l’on ne fait pas d’hypotheése sur la ramification
de p en p, mais des exemples montrent qu’une restriction du genre (p, M) =1
est nécessaire. Cette généralisation permet d’étendre le théoréme de Ribet au
cas ol p=1 mod¥¢, ¢|N, {?tN.

Mentionnons pour finir que c’est une version de ce théoréme de multiplicité
1, utilisant la cohomologie cristalline, qui d’aprés ’annonce de [Jordan-
Livne 1989] sert & obtenir la généralisation des résultats de Ribet aux
poids supérieurs. Cependant ’'usage du théoréme de multiplicité 1 n’est pas
toujours indispensable (cf. [Ribet 1991]) et on arrive & ramener le cas des
formes de poids supérieurs a celui des formes de poids 2 (Ribet, courrier du
1°7 juillet 1991). Une autre généralisation consiste & examiner le cas ou p?
divise NV : la conjecture de Serre correspondante est prouvée dans [Carayol

1989].
G. HENNIART
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1. Résumés des articles
M. Raynaud : Jacobienne des courbes modulaires et opérateurs de Hecke

Soit N un entier > 0. Nous considérons la courbe modulaire Xo(N)g de
niveau N, définie sur Q, et sa jacobienne Jo(N)g. Il y a au moins deux
facons naturelles d’étendre cette variété abélienne sur @ en un schéma en
groupes sur Z. On peut utiliser le modéle de Néron de Jy(IN)g ou bien on peut
d’abord, grice a Drinfeld, étendre la courbe modulaire Xo(/N)g en un modele
entier Xo(/V), puis introduire la jacobienne de ce modele. Nous comparons
ces deux schémas en groupes. En un nombre premier divisant exactement
N le modéle de Néron a une réduction semi-stable et nous calculons le
groupe des composantes connexes de sa fibre fermée. De plus, nous rappelons
comment étendre les correspondances de Hecke de @ & Z,,. Pour terminer, nous
démontrons un analogue de la propriété universelle de Néron pour les schémas
en groupes quasi—finis et plats, analogue qui est valable pour les schémas en
groupes semi—abéliens, pourvu que la base ne soit pas trop ramifiée.

L. Illusie : Réalisation {—adique de l’accouplement de monodromie, d’aprés
A. Grothendieck

Pour une courbe propre et plate sur un trait strictement local, dont la fibre
générale est lisse et les seules singularités de la fibre spéciale sont des points
doubles ordinaires, on explicite, a ’aide de la formule de Picard-Lefschetz,
la réalisation ¢-adique (¢ # caractéristique résiduelle) de I'accouplement de
monodromie défini par Grothendieck dans (SGA 7 IX).

J—F. Boutot et H. Carayol : Uniformisation p-adique des courbes de
Shimura : les théorémes de Cerednik et Drinfeld

Nous exposons, avec des démonstrations complétes et détaillées, la méthode
de Drinfeld pour prouver les résultats de Cerednik sur I'uniformisation p-
adique des courbes de Shimura. La construction, due & Drinfeld, d’une famille
universelle de groupes formels sur le demi—plan analytique rigide est détaillée
pour tout corps p-adique, et I'application globale au théoréme de Cerednik
est donnée pour les courbes de Shimura sur Q.

B. Edixhoven : L’action de l’algébre de Hecke sur les groupes de compo-
santes des jacobiennes des courbes modulaires est “Eisenstein”

Pour un nombre entier N > 1, soit Xo(NV)g la courbe modulaire sur Q
paramétrant les N-isogénies cycliques entre courbes elliptiques, et Jo(N)g sa
jacobienne. L’algebre de Hecke agit sur .Jo(IV)g donc aussi sur son modele de



RESUMES

Néron Jo(IN) sur Z. Soit p un nombre premier et ®y , le groupe de compo-
santes connexes de la fibre géométrique Jo(IN), de Jo(IN) en caractéristique
p- Nous démontrons que pour p > 3, I’action de I’algebre de Hecke sur &y,
est “Eisenstein”.

S. Ling et J. Oesterlé : The Shimura subgroup of Jo(IN)

Au morphisme naturel X;(N) — Xo(IN) de courbes modulaires corres-
pond par fonctorialité de Picard un homomorphisme Jo(N) — J1(IV) entre
leurs jacobiennes. Son noyau ¥(NN), appelé le sous—groupe de Shimura de
Jo(IV), est fini. Nous déterminons la structure du groupe ¥(NV), ainsi que
’action sur ce groupe de Gal(@/Q) et de I'algébre de Hecke. Nous étudions
également le comportement de ce groupe par les applications de dégénéres-
cence. Cela généralise des travaux antérieurs de B. Mazur et K. Ribet.

F. Diamond : Congruence primes for cusp forms of weight k > 2

Soit f une forme primitive de conducteur IV, et soit £ un nombre premier
ne divisant pas N. On considére les nombres premiers de congruence entre f
et des formes primitives de conducteur divisant N/ et divisible par £. Pour
les formes de poids 2, Ribet a calculé ces nombres premiers de congruence en
étudiant certains sous—groupes des jacobiennes des courbes modulaires. En
considérant, au lieu de jacobiennes, des groupes de cohomologie & coefficients
dans des représentations tensorielles symétriques, on peut généraliser ses
résultats aux poids plus grands.

B. Mazur et K.A. Ribet : Two—-dimensional representations in the arith-
metic of modular curves

Soit p un nombre premier et N un entier > 1 premier a p. Soit f une forme
nouvelle de poids 2 pour I'g(NNp), et soit p la représentation modulo p de
Gal(Q/Q) attachée & f. Nous prouvons que si p est absolument irréductible,
et n’est pas de niveau [V, alors p intervient avec multiplicité 1 dans I’action de
Gal(Q/Q) sur les points d’ordre p de la jacobienne de Xo(Np). Nous donnons
des exemples montrant que ce résultat ne s’étend pas au cas ou ’on remplace
Np par Np", r > 3.



2. Résumés en anglais. English abstracts
M. Raynaud : Jacobienne des courbes modulaires et opérateurs de Hecke

Let N be a strictly positive integer. We consider the modular curve Xo(/V)q
of level N, defined over Q and its Jacobian Jo(/N)q. There are at least two
natural ways to extend this Q-abelian variety into a group-scheme over Z.
We can use the Néron model of Jo(/V)q or we can first extend the modular
curve Xo(N)g into an integral model X¢(V), thanks to Drinfeld, and then
introduce its Jacobian. We compare those two group-schemes. At a prime p
such that p||V, the Néron model has semi-abelian reduction and we compute
the group of connected components of the closed fiber. Further we recall how
to extend the Hecke correspondences from @ to Z,.

We cnd this lecture by an analogue of the Néron universal property for
quasi-finite flat group-schemes, which is valid for semi-abelian group-schermnes,
when the base is not too ramified.

L. Illusic : Réalisation (-adique de l’accouplement de monodromie, d’aprés
A. Grothendieck

For a proper and flat curve over a strictly local discrete valuation ring,
whose genecral fiber is smooth and whose special fiber has only ordinary double
points as singularities, we describe, by means of the Picard-Lefschetz formula,
the {-adic realization (¢ # residual characteristic) of the monodromy pairing
defined by Grothendieck in (SGA 7 IX).

J.-F. Boutot et H. Carayol : Uniformisation p-adique des courbes de
Shimura : les théorémes de Cerednik et Drinfeld

We expound, with complete and detailed proofs, Drinfeld’s method for
proving results of Cerednik’s on the p-adic uniformization of Shimura curves.
Drinfeld’s construction of a universal family of formal groups on the rigid
analytic half-planc is detailed over any p--adic field, whereas the global
application to Cerednik’s theorem is given for Shimura curves over Q.

B. Edixhoven : L’action de lalgébre de Hecke sur les groupes de compo-
santes des jacobiennes des courbes modulaires est “Eisenstein’.

Let N be a positive integer and Xo(/V)g the modular curve over Q
parameterizing cyclic isogenics of degree N between elliptic curves. Let
Jo(N)g be the Jacobian variety of Xo(N)g. The Hecke algebra acts on
Jo(N)g hence also on its Néron model Jo(N) over Z. Let p be a prime number
and @y, the group of connected components of the geometric fiber Jo(N),
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of Jo(IV) in characteristic p. We prove that for p > 3 the action of the Hecke
algebra on @y , is “Eisenstein”.

S. Ling et J. Oesterlé : The Shimura subgroup of Jo(NN)

To the natural morphism X;(/N) — Xo(IN) of modular curves corres-
ponds, by Picard functoriality, a morphism Jo(N) — J1(IV) between their
Jacobian varieties. Its kernel £(INV), called the Shimura subgroup of Jo(XV),
is finite. We determine the group structure of (V) together with the action
of Galois and the action of the Hecke algebra. This extends previous results
obtained by B. Mazur and K. Ribet.

F. Diamond : Congruence primes for cusp forms of weight k > 2

Let f be a primitive newform of conductor IV, and let £ be a prime number
not dividing V. We consider congruence primes between f and newforms of
level dividing N £ and divisible by £. For weight 2 forms, Ribet computed those
congruence primes by studying some subgroups of the Jacobian varieties of
modular curves. Considering, instead of Jacobian varieties, cohomology groups
with coefficients in symmetric power representations, we generalize his results
to higher weights.

B. Mazur et K.A. Ribet : Two-dimensional representations in the arith-
metic of modular curves

Let p be a prime number and N a positive integer prime to p. Let f be a
new form of weight for I'o(Np) and p the mod p representation of Gal(Q/Q)
attached to f. We prove that if p is absolutely irreducible and is not of level
N, then p occurs with multiplicity 1 in the action of Gal(Q@/Q) on points of
order p of the Jacobian of X((INp). We give examples showing that this does
not extend to the case where Np is replaced by Np", r > 3.



Jacobienne des courbes modulaires
et opérateurs de Hecke

Michel RAYNAUD (*)

ABSTRACT. Let N be a strictly positive integer. We consider the
modular curve Xo(NN)g of level N, defined over @ and its jacobian
Jo(N)g. There are at least two natural ways to extend this Q-abelian
variety into a group-scheme over Z. We can use the Néron model of
Jo(IN)g or we can first extend the modular curve Xo(N )g into an integral
model Xo(NN), thanks to Drinfeld, and then introduce its jacobian. We
compare those two group-schemes. At a prime p such that p||N, the Néron
model has semi-abelian reduction and we compute the group of connected
components of the closed fiber. Further we recall how to extend the Hecke
correspondances from @ tout Z,.

We end this lecture by an analogue of the Néron universal property
for quasi-finite flat group-schemes, which is valid for semi-abelian group-
schemes, when the base is not too ramified.

Modeéle de Néron de Jo(N)g et schéma de Picard de Xo(V)

Soient N un entier > 0.

Considérons la courbe modulaire Xo(N)g. C’est le "module grossier
compactifié, associé au champ des couples (E, Cn) formés d’une courbe el-
liptique E et d’un sous-schéma en groupes étale Cny de E, cyclique d’ordre
N. Alors Xo(/V)g est une courbe propre et lisse sur Q, géométriquement
connexe. On note Jo(IN)g sa jacobienne, qui est donc une variété abélienne
sur Q.

Comment prolonger Jo(/N)g en un schéma en groupes sur Z ?

Une premiére méthode consiste & considérer le modeéle de Néron
Jo(IN) sur Z de Jo(N)g. Alors Jo(IN) est un schéma en groupes lissé et
séparé sur Z, de fibre générique Jo(IV)g et c’est le ”meilleur” possible
dans le sens, ol tout autre prolongement lisse s’envoie dans Jo(V). Cette
approche présente un inconvénient : il n’est pas évident d’interpréter la
réduction de Jo(/N) en un nombre premier p, en particulier lorsque p divise
le conducteur N.

Une autre méthode consiste a introduire d’abord le modéle Xo(N) de
Xo(N)g sur Z que ’on obtient comme suit :

On part de Xo(1) défini comme la droite projective sur Z, complétée
de la droite affine ayant pour coordonnée 'invariant j. On dispose du
morphisme fini canonique

Xo(N)g — Xo(1)q,

»

(*) Unité Associée au CNRS URA D0752

S.M.F.
Astérisque 196-197  (1991)
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qui, au niveau des champs, consiste a oublier la structure de niveau Cp, et
on définit Xo(/V) comme étant la normalisée de Xo(1) dans Xo(N)g. Par
construction Xo(IV) est donc une courbe relative sur Z, propre et normale,
finie sur Xo(1).

On note d’abord que Xo(IV) est lisse au-dessus de 'ouvert de Z ou le
conducteur N est inversible comme module grossier associé au champ
lisse compactifié des couples (E, Cn) comme plus haut (on doit vérifier la
lissité a I'infini par une étude locale, cf. [12] Appendice).

Soit maintenant p un nombre premier qui divise strictement N et
N' = N/p. Deligne et Rapoport ([3] cf. th. 6.9) ont montré que au
voisinage de p, Xo(/V) est le module grossier compactifié associé au champ
(E,Cn), ou Cn = CpCnr avec Cp un sous-schéma en groupes de FE, fini et
plat, de rang p. La fibre au-dessus de p de Xo(IN) est constituée de deux
copies de Xo(N')Fp (donc géométriquement irréductibles) qui se coupent
transversalement aux points supersinguliers. En particulier la réduction
de Xo(V) en p est semi-stable.

Lorsque p?|N, la fibre en p de Xo(N) est plus compliquée, et certaines
composantes irréductibles apparaissent avec des multiplicités > 1. Ce n’est
que grace a 'interprétation modulaire donnée par Drinfeld et étudiée dans
[7] que 'on a pu obtenir un certain contrdle sur Xo(IV). En effet, Xo(NV)
peut encore étre défini comme le module grossier compactifié associé au
champ des couples (E,Cn) ou Cn est un sous-schéma en groupes cyclique
d’ordre N du schéma elliptique E, mais toute la subtilité est cachée dans
la définition de cyclique. Dire que Cn est cyclique d’ordre N signifie
maintenant que, localement pour la topologie plate, il existe une section
P de E, telle que Cn soit un sous-schéma en groupes de E, ayant pour
schéma sous-jacent le diviseur [P] + [2P] + -+ 4+ [INP]. Une propriété
fondamentale de ce champ est d’étre régulier sur Z ([7] chap. 5). Cela
se traduit de la fagon suivante : partons d’un point fermé = de Xo(V), de
corps résiduel k, au-dessus de Fp. Il lui correspond une courbe elliptique
(du moins & distance finie) E, sur k, et une structure cyclique de Drinfeld
CN,z- Alors ’anneau R de la déformation verselle du champ de Drinfeld au
voisinage de (E;,CnN,z) est un anneau régulier complet, de dimension 2,
plat sur Z. De plus on obtient le complété %} X,z de ’anneau local de Xo(NV)
en z en passant au quotient par le groupe fini G des automorphismes
exceptionnels de (E;,Cn ). Le groupe G est, comme d’habitude, d’ordre
divisant 12.

Ceci étant, a la courbe Xo(IV), on peut associer un foncteur en groupes
sur Z, le foncteur de Picard relatif de Xo(IV) sur Z ([4] et aussi [1] chap. 8) :

P = PiCXO(N)/l

dont la formation a ’avantage sur le modele de Néron, de commuter au
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passage aux fibres. Pour tout corps premier k, on a donc :

Py« = Picx,(N)w/k

THEOREME 1. — Le foncteur de Picard P est représentable par un
schéma en groupes lisse sur Z (non nécessairement séparé).

Notons d’abord que P est formellement lisse sur Z car, sur une courbe
relative, il n’y a pas d’obstruction infinitésimale a relever un faisceau
inversible en raison de la nullité du H? d’un faisceau cohérent. On dispose
alors d’un sous-foncteur ouvert P° de P : la composante neutre, qui est
associée au foncteur des faisceaux inversibles sur Xo(/N) de degré nul sur
toutes les composantes irréductibles des fibres ([1] chap. 9.2 Cor. 13) et
PY a ses fibres connexes.

La difficulté du théoréme ci-dessus dépend de la complexité des singu-
larités des fibres de Xo(N)/Z :

— La ou N est inversible, Xo(/V) est une courbe projective et lisse
et on peut invoquer Grothendieck ([4] th. 3.1)..

— Au voisinage d’un nombre premier p qui divise strictement le
conducteur N, (i.e. p? ne divise pas V) les fibres de Xo(N) sont géométri-
quement réduites et les composantes irréductibles sont géométriquement
irréductibles. la représentabilité résulte alors d’un résultat non publié de
Mumford. On peut aussi invoquer Deligne ([2] chap. V Prop. 4.3). Une
autre méthode consiste a adapter la construction de Weil des jacobiennes,
étendue par Rosenlicht et Serre aux jacobiennes généralisées ([12] chap.
V). Pour plus de détails, on pourra consulter ([1] chap. 9.3).

— Lorsque p? divise le conducteur N, la fibre en p n’est plus
réduite. Toutefois certaines composantes sont encore (géométriquement)
réduites ([7] p. 417) : celles qui correspondent & une structure de niveau
cyclique Cn de degré N qui est soit de type multiplicatif, soit étale
(composantes contenant la pointe 0 ou oo). Ce fait joint & la normalité
de Xo(N) assurent la représentabilité de P° par un schéma en groupes
lisse et séparé ([1] chap. 9.4 th. 2). Comme par ailleurs les composantes
irréductibles de Xo(IN)Fp sont géométriquement irréductibles (si N =
p™N', avec (p, N') = 1, chaque composante irréductible de Xo(N)F, se
projette homéomorphiquement sur Xo(N')g, (cf. [7] prop. 13.4.5), P est
recouvert par des ouverts qui sont des torseurs étales sous P° et ceux-ci
sont représentables comme on le voit par descente ([1] chap. 6.5 th. 1).
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Comparaison de P et de Jy(V)

On dispose d’un morphisme de groupes naturel P — Z, donné par le
degré total des faisceaux inversibles. Soit P son noyau qui est un sous-
schéma en groupes ouvert et fermé de P, contenant P°. Alors P est un
prolongement sur Z de la jacobienne Jo(N)g.

D’apres la propriété universelle des modéles de Néron, on a donc un
morphisme de groupes canonique :

c: P — Jo(N)

qui prolonge l’isomorphisme naturel sur la fibre générique.

THEOREME 2. — Le morphisme ¢ induit un isomorphisme sur les
composantes neutres, au voisinage de p, dans les cas sutvants :

i) p? ne divise pas N.
) p=5.
111) En tout point fermé x de Xo(N)F,, le groupe G des automor-
phismes exceptionnels considéré plus haut est d’ordre premier 4 p.

Démonstration : Si p? ne divise pas N, on verra plus loin que P,,Qp est
semi-abélien. L’assertion i) résulte alors du lemme suivant :

LEMME 3. — Soit R un anneau de valuation discréte, de corps des
fractions K, de corps résiduel k et soit A une K -variété abélienne, qui
se prolonge en un R-schéma en groupes semi-abélien B. Alors B® est la
composante neutre du R-modéle de Néron A de Ak.

Considérons le morphisme canonique ¢ : B® —s A° et montrons que
c’est un isomorphisme.

On peut supposer R strictement hensélien. Soit n entier premier a la
caractéristique résiduelle p. Le noyau , B? (resp. ,A°) de la multiplication
par n dans B° (resp. A%) est étale sur R et par suite c|,B® est injectif.
Considérons alors H = Ker(c). Vu ce qui précéde Hj ne contient pas de
points d’ordre n non nuls avec (n,p) = 1. Comme By est semi-abélien,
donc extension d’une variété abélienne par un tore, il en est de méme de
tout sous-groupe lisse connexe et les points de torsion d’ordre premier a
p, d’un tel groupe sont schématiquement denses. On en déduit que Hy est
fini et donc ¢ est quasi-fini. On conclut par le Main theorem de Zariski,
que c’est une immersion ouverte.

Vu ce qui a été rappelé sur G, ii) est un cas particulier de iii). D’autre
part, il est démontré dans ([1] chap. 9.7) que ¢ induit un isomorphisme
sur les composantes neutres lorsque les singularités de Xo(/V) sont ration-
nelles. Pour étudier la rationalité de la singularité de Xo(NV) en un point
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fermé z, on peut remplacer I’anneau local O, par son complété 0. qui
est donc un quotient d’un anneau régulier Oy par un groupe fini G. Soit
f : X' — Spec(O;) une désingularisation de O, et soit Y’ le normalisé
de X' X S pec(Ba) Spec(Oy) g : Y' — Spec(Oy) la projection canonique.

Notons 7 le morphisme fini naturel Y/ — X’. Comme 6y est régulier, on
a H(Y',Oy/) = 0, comme on le voit en dominant Y’ par ¥Y" déduit de
Spec(ay) par une suite d’éclatements de points fermés. Lorsque le groupe
G est d’ordre premier a p, le morphisme trace réalise Qx+ comme facteur
direct de 7,(Oy"). A fortiori H}(X',0x:) = 0 et donc O, a une singularité
rationnelle.

Remarque : en caractéristique 2 et 3, j’ignore si ¢ est un isomorphisme en
restriction aux composantes neutres. Si ce n’était pas le cas, cela laisserait
mal augurer du contrdle des quotients elliptiques de Jo(IV) et donc de la
conjecture de Manin [9].

Dans la suite on considére un nombre premier p qui divise
strictement le conducteur N. On note simplement k le corps premier
Fp, R le localisé de Z en p, K = @ le corps des fractions de R, 7 = p une
uniformisante de R, X la courbe modulaire Xo(/V)gr, Xo et X les deux
composantes irréductibles de X, de jacobiennes respectives Jy et Joo, 2,
¢ € I, les points communs aux deux composantes, k; le corps résiduel en ;.

Commencons par déterminer la jacobienne Jx de Xk. La normalisée X}
de X est la somme disjointe X [[ Xoo et a pour jacobienne Jy T Joo-

Notons x;o(resp. Zioo) le point de X au-dessus de z;, situé sur la
composante Xg (resp. Xoo). On a une suite exacte de faisceaux d’unités :

(*) O——)O}k—>0}(«k—>U—>O,

ou U est concentré en les points z;, ¢ € I. Plus précisément la fibre de ¢/
en z; s’insére dans la suite exacte :

0 — ki — kiog X ki — U(z;) — 0.
Ainsi le choix d’une composante, par exemple Xy, permet d’identifier

U(zi) a k}, via la premiere projection ko x ki o, — U(z;).
De la suite exacte (*), on déduit la suite exacte de cohomologie :

0 — k* — k§ x k2 — ILU(zi) — Pic(Xi) — Pic(Xx) — 0.
Par restriction aux faisceaux de degré 0, on obtient la suite exacte :

0 — k" — kg x k5, — ILiU(z;) — Ji(k) — (Jo X Joo)(k) — 0.

13
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On en déduit que Ji est extension de la variété abélienne Jy X Jo, par
un tore 7' qui s’insére dans la suite exacte :

(*%) 0 — k* — k§ x kX, — ILiU(zi) — T'(k) — O.

Comme plus haut, le choix d’une des composantes de X détermine un
isomorphisme :
T(k) ~ IL;k} /K",
k* étant plongé diagonalement dans II;k}.
Autrement dit, si T; désigne le tore restriction de Weil de G,,, de k; a
k, le choix d’une composante de X fournit un isomorphisme canonique :

T = (ILTY) /G .

Remarque : les corps résiduels des points supersinguliers de X sur le
corps premiers F, sont au pire des extensions quadratiques de F, (cf. [7]
12.5.4).

Pour décrire T', on peut aussi passer a une cléture algébrique k de k. Le
groupe de Galois ® = Gal(k/k) opére sur ’ensemble T;, 5 € J, des points
doubles de X. Pour tout 5 € J, considérons le groupe libre Z7;0 @ Z7;
et soit Z; le noyau de l’augmentation :

(aj,0,@5,00) > @50 + Gj,c0-

Il résulte alors de la suite exacte (**) que le groupe M des caractéres
du tore T est canoniquement isomorphe (avec I’action de Galois), au sous-
groupe de @Z;, noyau de 'augmentation Zj ajo.

Le choix d’une composante (par exemple Xo) fournit un isomorphisme
canonique entre M et le groupe Dy formé des diviseurs de Xy a support
dans la réunion des T o et de degré nul. On a de méme un isomorphisme
entre M et Dq. L’isomorphisme composé Dy — D, est induit par
I’application Tjo — —Tj,c0VJj € J.

Pour décrire complétement la jacobienne de X, on devrait encore
décrire ’extension de Jy X Jo par T. Identifions comme d’habitude
Jo et Joo & leur variété duale. Une extension de Jp X Joo par T est
alors décrite par des morphismes jo : M — Jp et joo : M — J.
Ceux-ci devraient s’obtenir en composant ’isomorphisme M = D, avec
I’application canonique Dy — Jo(k) et de méme avec la composante oo,
mais je ne ’ai pas vérifié.

Reprenons le morphisme canonique ¢ : P — J = Jo(INV), provenant
de la propriété universelle des modéles de Néron. Nous avons vu que ¢
induit un isomorphisme sur les composantes neutres. Soit {0} I’adhérence
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schématique dans P de la section unité. C’est un sous-schéma en groupes
étale de P qui rencontre P° suivant la section unité, et qui mesure le
défaut de séparation de P. On en déduit immédiatement la représentabilité
du quotient J' = P/{0} et le fait que c se factorise & travers J' et une
immersion ouverte ¢’ : J' — J.

Notons @ le groupe des composantes connexes de la fibre Jx et ®' celui
de J;. On a donc une injection ' — &, qui, en général, n’est pas un
isomorphisme.

Pour mesurer le défaut de surjectivité, on peut remplacer R par un
hensélisé strict. D’aprés la propriété universelle du modéle de Néron J,
Papplication canonique :

J(R) — J(K)

est une bijection. Par ailleurs on a évidemment une bijection P(K) ~
J'(K) ~ J(K). Le noyau de P — J' est un R-schéma en groupes
étale et comme R est strictement hensélien, tout R-torseur sous ce groupe
est trivial. Il en résulte que P(R) — J'(R) est surjectif. Le défaut de
surjectivité de ¢’ provient donc d’'un défaut de surjectivité de ﬁ(R) —
ﬁ(K). Comime X posséde une section (par exemple la pointe co) et que
les sections globales de Ox sont les constantes, un élément de P(R) (resp.
13(1\")) correspond a un faisceau inversible L sur X de degré total zéro
(resp. L sur Xk de degré 0)) ([4] corollaire 2.4). Un tel faisceau inversible
L i sur X ne se prolonge pas nécessairement en un faisceau inversible L
sur X, car X n’est pas nécessairement régulier aux points doubles de la
fibre spéciale Xg.

Plus précisément, en un point double ordinaire z de la fibre spéciale
Xk, & extension résiduelle triviale, I’hensélisé de Ox, , est isomorphe a
I’hensélisé de ’anneau R|[z,y]]/zy — 7° et son complété est isomorphe a
R[[z,y]]/2y — 7© ol e est un entier > 1 bien déterminé : “l’épaisseur”
de la singularité. Ce complété est aussi ’anneau des séries de Laurent
Ztg‘; a;T*, a; € K, qui convergent dans la couronne 0 < v(T') < e et sont
de valuation > 0. La correspondance entre ces deux réalisations envoie par
exemple x sur T et y sur n¢/T.

L’anneau des séries de Laurent, aprés tensorisation par K est principal ;
par contre ’anneau R[[z,y]]/(zy—7°) a ses deux branches mod. 7 qui sont
des diviseurs de Weil exactement d’ordre e. Ce n’est que lorsque e = 1
que l'anneau local est régulier, donc factoriel. Par descente fidélement
plate, on en conclut que le groupe de Picard local de Ox , est cyclique
d’ordre e.

Dans le cas de la courbe modulaire X et apreés hensélisation stricte
de R, 'anneau local Ox, , en un point double z est le quotient par le
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groupe G des automorphismes exceptionnels du modéle de Drinfeld qui
lui est régulier et donc correspond & une épaisseur e = 1. Un argument de
norme montre alors que ’épaisseur de la singularité en = n’est autre que

le cardinal de G (cf. [12] Appendice).

PROPOSITION 4. — Supposons R sirictement hensélien. SoitT;, j € J,
la famille des points doubles de Xy et e; I’épaisseur de la singularité de X
en Tj. Notons e le ppcm des e, 1 € I.

1) Le groupe ®/®' est annulé par e.
2) Le groupe @' est cycligue d’ordre e(3_;1/e;).

L’assertion 1) résulte du fait que pour tout diviseur > 0 Dk sur Xk,
eDj a une adhérence schématique dans X qui est un diviseur de Cartier,
comme il résulte des remarques précédentes.

Prouvons 2). Les composantes Xy et Xoo de X sont des diviseurs
de Weil de X ; eXp et eXo, sont des diviseurs de Cartier; enfin eXy =
—eXo car Xo + Xoo = (7). Parodiant la construction de Mumford,
([10]), il est commode d’introduire des multiplicités d’intersections locales
fractionnaires entre diviseurs de Weil en posant :

(X0 Xoo)z; = (1/€j)(€j X0 Xoo)sz; -

Dans I’anneau R[[u,v]]/(uv — 7% ), (e;X0o - Xoo)z; est la multiplicité
d’intersection du diviseur de Cartier e;Xo d’équation disons u = 0, avec
le cycle X, d’équations v = m = 0. Cette multiplicité d’intersection vaut
donc 1. D’olt (Xp - Xoo)z; = 1/€j. On en déduit (Xo - Xoo) = 3_; 1/e;.

Ceci étant, le groupe des composantes connexes de la fibre spéciale de P
est isomorphe & Z?2, formé des couples (ao, aco) d’entiers correspondant aux
degrés des faisceaux inversibles sur les composantes X, et X,. Le sous-
groupe des composantes de Py est isomorphe a Z et correspond aux couples
vérifiant ag + aoo = 0. L’adhérence schématique dans P de {0} correspond
aux diviseurs de Cartier verticaux. Elle est formée des multiples de eXo,
dont le degré d’intersection avec X, est (3 ; 1/e;), d’olt le résultat.

Remarque : Sur le corps premier Fp, ’action de Galois sur @’ est triviale,

car 'action de Galois sur 1A5/P0 est triviale, les composantes Xo et Xoo
étant géométriquement irréductibles.

Structure de &

Soient Zj, j € J les points doubles de X, ou % est une cléture algébrique
de k. Considérons le groupe @;Z7; avec son action naturelle de Galois. Le
noyau de ’augmentation canonique b : @;Zz; — Z s’identifie au groupe
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M des caractéres du tore T', une fois choisie I’'une des deux composantes
Xo ou Xo.
Définissons un produit scalaire sur @;Zz; en posant

<%T; T >= b5,

ou e; est 1’épaisseur de la singularité de X en T; et §;;; le symbole de
Kronecker. Notons que ce produit scalaire ne dépend pas du choix d’une
composante.

Par restriction, on en déduit un produit scalaire sur M, d’ou une
inclusion naturelle compatible avec les actions naturelles de Galois :

M — M* = Hom(M,Z).

THEOREME 5. — Le groupe ®, avec son action de Galois, est isomorphe
au groupe quotient M* /M.

Ce théoréme est énoncé dans SGA 7 I chap. IX et repose sur plusieurs
étapes.
— Soit A une K-variété abélienne, & réduction semi-stable sur
R. Notons A son R-modéle de Néron, et M le groupe des caractéres du
tore maximal de la fibre spéciale. Considérons la variété abélienne duale
Al de Ak, son R-modéle de Néron A’, le groupe M’ des caractéres du
tore de la fibre spéciale.

— Grothendieck définit un accouplement canonique de monodro-
mie M x M' — Z (cf. th. 10.4), non dégénéré, et le groupe des
composantes connexes de A est canoniquement isomorphe au conoyau
Hom(M,Z)/M' (th. 11.5).

— Le choix d’une polarisation principale de A raméne cet accou-
plement a la donnée d’une forme quadratique sur M, d’ailleurs positive non
dégénérée, et ® se décrit comme le quotient M /M* avec M* = Hom(M, Z).

Si de plus, Ak est la jacobienne canoniquement principalement pola-
risée de la fibre générique X i d’une courbe X semi-stable sur R, la forme
quadratique est celle induite par le produit scalaire décrit plus haut (th.
12.5).

Ces diverses assertions conduisent au th. 5.

Ceci étant, le plan suivi par Grothendieck est plus imbriqué. L’accou-
plement de monodromie n’est pas directement défini au niveau des entiers,
mais d’abord au niveau £-adique (£ premier, distinct de p) par voie coho-
mologique. Quant au calcul de la monodromie dans le cas d’une courbe
semi-stable, il se déduit de la formule de Picard-Lefschetz (chap. XV).
Comme I’application précise que Grothendieck avait en vue ne figure pas
explicitement dans ’exposé de Deligne, le détail de la démonstration est
présenté ici dans ’exposé d’Illusie.
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COROLLAIRE 6. — Soit n le cardinal de ’ensemble J des points singu-
liers de Xx. Pour toute partie H de l’ensemble J , posons eg = Ilpenen.
Alors le groupe ®(k) est isomorphe au groupe :

Z/d1ZDL)dZ @ - DL/dp2f DEL/d,_1Z.
Avec d,, = pgcd(en), pour H C J, card H = m, ceci pour m =

1,---,n—2 et
d‘n—l = Z €H.
HCJ,card(H)=n-1

Démonstration : Les éléments a; = z1 — z;, t = 2,---,n forment une
base de M. La matrice < a;,a; > prend la forme :

e1 + ez €1 51
€1 e1+ez - €1
e1 oo e1teq

On obtient alors la structure de @ a l’aide des facteurs invariants de
cette matrice (cf. [1] chap. 9.6, Prop. 10 pour une autre démonstration
combinatoire). On trouvera également un calcul de @ di a Rapoport et
Mazur pour N = p dans ([8], Appendix).

Par exemple lorsque X est régulier, on a & = &' = Z /nZ.

Opérateurs de Hecke

Soit £ un nombre premier tel que (£, N) = 1. Nous allons définir une cor-
respondance T} sur la courbe Xo(N), puis lui associer un endomorphisme,
noté encore Ty, de Jo(NN). En fait nous allons simplement prolonger la
correspondance de Hecke de Xo(N)g & Xo(IV) au-dessus de Z localisé en
p, propriété bien connue des spécialistes (cf. [3] IV 3.19).

Nous allons construire des fleches finies :

Xo(EN)

7N

Xo(N) Xo(N)
au-dessus de R = (Z localisé en p).
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La courbe modulaire Xo(/NV), & distance finie, est associée au champ
dont les points a valeur dans un schéma S au-dessus de Z localisé en p
sont les couples (E,Cn), ou E est une S-courbe elliptique et Cny est un
sous-schéma en groupes plat de E, ”cyclique” d’ordre N. Plus précisément
si N = pN'avec (p, N') =1, Cn = Cp,Cnr, o Cn est, localement pour la
topologie étale sur S isomorphe & (Z/N'Z)s et C, est fini et plat d’ordre p.
De méme X(£N) est associée au champ des couples (E,C¢Cn), ou C¢Cn
est cyclique d’ordre N, avec Cny comme plus haut et Cp est cyclique
d’ordre ¢.

Le morphisme d’oubli de C; au niveau des champs :
(E,C¢CNn) — (E,CnN)
induit sur les modules grossiers le morphisme
a: Xo((N) — Xo(N).
Ce morphisme est fini; il factorise le morphisme fini canonique
Xo(lN) — Xy(1) = Droite projective.
On définit de méme @ a partir du morphisme de champs :
(E,CeCN) — (E/C¢,CeCn/Ch).
Soit we I'involution de Xo(¢N') associée au morphisme de champs :
(E,CeCN) — (E/Cl, [¢E/Ce]-.Cn),

(ol ¢E désigne le noyau de la multiplication par £ dans E), alors 8 = a w,,
donc est lui aussi fini.

Les morphismes o et 8 sont étales au-dessus d’un ouvert de Xo(V)
dense sur les fibres; ils peuvent étre ramifiés 4 ’infini et au-dessus
des points possédant des automorphismes exceptionnels.

Soit £ un faisceau inversible sur Xo(N). Alors a*(L) est un faisceau
inversible sur Xo(¢N). L’application a* induit un morphisme de groupes
Picx,(ny/z — Picx,eny/z qui commute aux changements de base, et
donc un morphisme ¢ : Jo(N) — Jo(£N).

Si M est un faisceau inversible sur Xo(£N), sa norme relativement a f3,
Norg(M) est définie, car les courbes modulaires sont normales ([6] 6.5),
et est un faisceau inversible sur Xo(NV). Cette opération de norme existe
plus généralement aprés tout changement de base lisse S sur Z, car un
tel changement conserve la normalité. Prenant S = Jo(¢N), et pour M
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le faisceau inversible universel de Poincaré, on obtient un morphisme de
groupes :
J: Jo(dN) — Jo(N).

Par définition la correspondance de Hecke relative & £ sur la
jacobienne Jo(N) est ’endomorphisme : T, = ji (cf. [8] p. 88).

Nous allons décrire T sur le tore de la fibre spéciale de Jo (V).

Pour simplifier, £ étant fixé, notons X' = Xo(¢N), J' = Jo(£N).
Soient T' (resp. T') le tore de Ji (resp. Ji), M (resp. M') son groupe
des caracteres.

L’application T — T", induite par %, provient de la contravariance de

Pic appliquée au morphisme a; : X} — Xi. Elle s’insére donc dans un
diagramme commutatif :

1 — kY — Ik _ T — 1
1 — k* —— My ikl —— T — 1

ou z parcourt les points singuliers de Xi.
L’application T' — 7", correspond dualement & un morphisme
.

* : M' — M. Pour le décrire, on passe a une cléture algébrique k
de k et on considére le diagramme commutatif, a lignes exactes :

!’

0 —> M —08H @Iz —— Z —— 0
0 — M — @l —bs I — 0,

ou I’application verticale centrale envoie ' sur a((z') et o € et ¢’ désignent
les augmentations canoniques.

Passons au morphismes 7' —— T induit par j. Il est associé a
j*: M — M'.

Au morphisme fini 8 : X' — X, entre schémas normaux est associée
une application de norme. Elle induit une application de norme sur la fibre
spéciale, (application qui n’est pas du type usuel, car Bi : X; — X n’est
ni un morphisme de schémas normaux, ni localement libre au voisinage

20



JACOBIENNE DES COURBES MODULAIRES

des points doubles ramifiés). On peut néanmoins préciser la norme en
notant qu’e ’elle est induite par la norme classique sur les courbes normalisées
X! P X et que, vu la nature particuliére des singularités, on a des suites
exactes :

1 ——> 0% —— O — IkY\ —— 1
k

1————)0}k—~——>OL———>Hk;——+1

La norme induit un morphisme de la premiére ligne dans la seconde.
On doit préciser ’application qui apparait dans la derniere colonne. Elle
envoie k}, dans k} avec z = B(z'). Par hensélisation stricte de X en z, on
se ramene au cas ou k; = k}, auquel cas apparait 1’élévation a la puissance
Nng, ol Ny est 'indice de ramification de X'’ sur X en z'. Si e (resp. ey)
est 1’épaisseur de la singularité de X (resp. X') en z (resp. z'), on a
ng = e,/eys. Finalement, on voit que la norme de X' vers X, envoie kZ,
dans k] par la norme résiduelle a la puissance n .

Passant a une cléture algébrique de k et aux groupes des caractéres, on
trouve que j* s’insére dans le diagramme commutatif :

0 —» M — @2 ——s Z — 1 0
O—)M'——)EBZE'——e——rZ——->O

ou la fleche verticale médiane envoie Z sur » ., . nzT'.
Finalement, T, induit un endomorphisme de 7', associé au morphisme
i M — M , qui s’insere dans le diagramme commutatlf

0 — > M — @z —» Z — 1 0

R I

0 — M — @7 —s T — s 0
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ou la fleche médiane est ’application composée :

T — Z neT
B(z')==
z— a('f’).
En terme de champs, on peut la décrire ainsi. Soit (E,Cn) le couple,
défini a isomorphisme prés qui correspond au point supersingulier z. Alors
son image par j* est

> (E/Ce,¢E[Ce - Cn),

C.

ou C parcourt les £ + 1 sous-groupes cycliques d’ordre £ de ¢(E et ou l’on
regroupe les termes du second membre par classes d’isomorphismes. Si la
classe de (E/C¢,¢E/C¢CnN) correspond au point T', elle apparait avec la
multiplicité ng.

Finalement I'image de x par 2*5* est la somme :

> (E/C:, Cn).
C,

Variante sur la propriété de prolongement des modéles de Néron

PROPOSITION 6. — Soit R un anneau de valuation discréte de corps des
fractions K, de corps résiduel k de caractéristique p > 0. On suppose que
ltndice de ramification absolu e = v(p) de R est < p — 1 (en particulier
p = 2 est exclu). Soit A un modéle de Néron semi-abélien sur R, d’une
K -variété abélienne Ag. Alors pour tout R-schéma en groupes quasi-fini
et plat G, Uapplication canonique :

Homp_,4.(G,A) — Homg_ 4 (Gk,AK)

est byective.
Si de plus on part d’une immersion Gxk — Ay, son prolongement
G — A est une immersion.

Ezemple : Prenons pour A le modéle de Néron de Jo(IV)g et soit p
un nombre premier qui divise strictement N. Soit Gk un sous-schéma en
groupes fini de A, annulé par p, associé & une représentation de Gal(Q/Q)
dans Gl;(Fpe ). Supposons que Gk soit fini en p, c’est-a-dire se prolonge
en un schéma en groupes G fini sur Z localisé en p. Alors si p > 2, G se
plonge dans A au-dessus de Z localisé en p.
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Démonstration : Partons d’un morphisme de groupes u, : Gx — Akg.
Quitte a diviser G par ’adhérence schématique du noyau de u, . On peut
supposer que u, est une immersion, et on doit alors montrer que G est
un sous-schéma en groupes de A.

On peut supposer R hensélien et se borner au cas ou G est annulé par
une puissance de p, soit p™.

Comme R est hensélien, G est extension d’'un groupe étale G” par
sa composante neutre G° qui est un groupe fini et plat a fibre spéciale
radicielle.

De méme H = p,»A est extension d’un groupe étale H” par sa
composante neutre H°.

Montrons d’abord que linjection ux : Gxg — pnAk induit un
morphisme sur les composantes neutres u° : G° — H°.

Comme e < p — 1, ’application de restriction :

HOInR_gr(G’,G") b— HomK—gr(GII{a 'I'()a

de la catégorie des R-schémas en groupes finis, dans celle des K-schémas en
groupes finis, est pleinement fidéle ([11] cor. 3.3.6). Il suffit donc de montrer
que ug envoie (G%)k da.ns (H®)k, ou encore, que le morphisme composé
(GYx — Hg —> H, i est nul. Or, d’apres le théoréme de monodrorme
de Grothendieck ([5] chap. IX prop. 5.6), l’action de Gal(K/K) sur Hy, est
non ramlﬁee, de sorte que Hy, i se prolonge en un R-schéma en groupes fini
étale H" Tou_]ours en raison de la pleine fidélité que ’on vient de rappeler,
(G®)x — Hy, se prolonge en un R-morphisme G° — H". Comme H"
est étale et G° connexe, ce morphisme est nul, donc ux envoie G% dans
HY,.

Ceci étant, grace au morphisme G° — H° — A, on construit le
diagramme commutatif & lignes exactes :

0O — @ — @ — G" —— 0

LD

o — 4 — E —— G — 0,

ou E, extension d’un groupe étale par un groupe lisse, est lisse. La fleche
ug : Gg — Ak, induit une rétraction Ex — Ak qui, d’apres la
propriété universelle usuelle des modéles de Néron se prolonge en un
morphisme E — A. Le morphisme composé G — E — A est le
prolongement cherché u de ug. Le fait que u soit une immersion se voit
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par restriction aux parties finies de G et H et résulte encore de 1’énoncé

de pleine fidélité (cf. [11] 3.3.6).
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REALISATION ¢(-ADIQUE
DE L’ACCOUPLEMENT DE MONODROMIE
D’APRES A. GROTHENDIECK

Luc ILLUSIE

On explicite ’'argument de Grothendieck dans (SGA 7 IX 12.7) pour
déduire la partie relative & £ # p de son théoréme 12.5 de la formule de
Picard-Lefschetz de (SGA 7 XV). Voir Saito [5, § 1] pour un exposé voisin et
divers compléments.

Je tiens & remercier vivement le rapporteur pour de judicieuses critiques et
suggestions.

Je remercie également Mme Le Bronnec pour la parfaite saisie du manus-
crit.

0. Notations (cf. (SGA 718§0) et (SGA 7 IX §12))

S : un trait strictement local

s (resp. 1) : le point fermé (resp. générique) de S

p : exposant caractéristique de k(s)

v : la valuation de S

m : I’idéal maximal de S

7 : un point géométrique générique

¢ : un nombre premier # p

I = Gal(7/n)

te: I — Z,(1) la {-composante de ’homorphisme canonique I — [] Z,(1)

p'#p
A : Panneau Z, (ou ’anneau des entiers d’une extension finie de Qr)
X :un S-schéma propre et plat, a fibres géométriques connexes de dimension
1, lisse hors d’un ensemble fini ¥ de points fermés de X, ; on suppose qu’au
voisinage de chaque point z € ¥, X est, localement pour la topologie étale,

S-isomorphe au sous-schéma de A% = S[t;,t;] d’équation t ¢, = a,, avec
az € m, a; # 0; on note e; = v(a,)
Y : X,

A : le modele de Néron de Picx, /y; A° sa composante neutre

T : le tore maximal de AJ (= Picy,, (SGA 7 IX 12.1.12))
Zz) : localisé strict du schéma Z en le point géométrique T

Sommaire

1. Cycles évanescents et formule de Picard-Lefschetz
2. Application a ’accouplement de monodromie

S.M.F.

7
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1. Cycles évanescents et formule de Picard-Lefschetz

1.1. Pour z € X, notons B, ’ensemble des deux branches de Y en 2
(composantes irréductibles de Y{,)), et définissons Z(z), Z’'(z) par les suites
exactes (duales I'une de I’autre)

(1.1.1) 0—z 278 _,72(z) — 0,

(1.1.2) 0—2'(z) — 28 2z 0,

ou (1) (resp. (2)) est l’application diagonale (resp. somme). Il peut étre
commode de choisir, pour chaque x € ¥, un ordre sur B, : ceci détermine
une base 8, = (1,—1) de Z'(z), nous noterons 6, la base de Z(z) duale de 8.

(1.1.3) Az)=Z(z)A, AN(2)=7Z'(2)®A

Nous noterons Y le normalisé de Y = X, et, pour z € &, )//(‘;) celui de
Yoy, et Z = {z1,22} = (}7(:;), I’ensemble des deux points de }/’?;) au-dessus
de z.

Rappelons quelques résultats de Deligne (SGA 7 XV) sur le complexe RTA
relatif 3 X — S.

1.2.On a
(1.2.1) R'WA =0 pouri#0,1; R°UA=A.
Le triangle canonique
(1.2.2) A — RUYA — ROA —
donne lieu & un isomorphisme
7>1RUA — ROA,

et le complexe RPA est concentré sur ¥ (i.e. RPA|Y — £ = 0).
1.3. Soit z € 3. On a

(1.3.1) H:(Y,RUA)=0 pouri#1,2.
Pour ¢ = 2, on a un isomorphisme trace

(1.3.2) Tr: H(Y,RUA) = A(-1).
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Pour 7 = 1, il existe un unique isomorphisme
(1.3.3) H(Y,RUA) =5 A(z)

rendant commutatif le diagramme

— d
Ho(xf(w), A) —— H;(Y—’ RVA)

(13.4) J J .
(1.1.1)

AB-= —_— A(z),

ol la fleche verticale de gauche est ’isomorphisme évident, et d le composé
H°(Y 4y, A) =5 H°(U,, A) = H°(U,, RUA) 25 HL(Y, RUA),

avec U, := Y(;) — {z} (dans les termes de (SGA 7 XV 3.1.2, 3.3.3), (1.3.3)
identifie H2(Y, R¥A) au quotient primitif du H® de la quadrique %). La base
6, de HX(Y, RUA) définie via (1.3.3) est pas définition le cycle évanescent
en .

La suite (1.1.1) s’identifie & un morceau de la suite exacte de cohomologie
de (Y(4),z) a valeurs dans R¥A :
(1.3.5)

d
0 — H°Y(s),R¥YA) — H(U,,RUA) — HX(Y),R¥A) — 0

(121) | ~ l= |l ~ass
0 — A —_ AB"’ —_ A(.’L’) — 0.

1.4.1 Soit x € X. L’accouplement naturel
(1.4.1) R'U(A)y x HY(Y(z), RUA) — A(-1), (a,b) — Tr(ab)

est une dualité parfaite entre modules libres de rang 1. .
On a d’autre part un accouplement naturel entre H2(Y(), A) = HZ(Y,),A)

et H(Y,),A),
(1.4.2) H%(Y(zy,A) x H*(H(z), A) — A(-1), (a,b) — Tr(ab),

qui est une dualité parfaite entre modules libres de rang 2.
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LEMME 1.5. — (a) La transposée de la fléche d de (1.3.4) pour les accou-
plements (1.4.1) et (1.4.2) est d'(1), d’ désignant la fléche composée

d' : R'U(A), — H (U, RYA) = H (U, A) =2 H2(Y(s), A)
(ot la premiére fléche est la restriction), en d’autres termes on a
Tr(d'(1)a-b) =Tr(a- db)

pour a € R (A),(1), b€ HO(%,A).
b) Notons i : {z} — Y, lUinclusion. La fleche d' de (a) est égale au
(=)
composé

R'T(A), 2 RIG(A), o HI(Y,y, REA) D H2(Y,), A)

ot (1) est la fleche canonique (1.2.2), (2) leffet sur H! de l’isomorphisme
mverse de

ixRi'R®(A) — R®(A),
(venant de ce que R®(A)|U, = 0), et (3) le bord de la suite exacte de

cohomologie du triangle
i.Ri'A — i, Ri'RVA — i, Ri' R®A
déduit de (1.2.2).

(c) L’isomorphisme
(1.5.1) A'(z) — R'W(A).(1)

transposé de (1.3.3) via laccouplement (1.4.1) (et laccouplement naturel entre
A(z) et A'(z)) rend commutatif le carré

(1.1.2)
Az) & — AB=

(1.5.2) ZJ :j‘

RYW(A).(1) T H2(Y(z), A)(1),

ot la_fleche werticale de droite est le transposé de lisomorphisme
H° (Y(z),A) — AB+ via Paccouplement (1.4.2).
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(d) La suite (1.1.2) s’identifie ¢ un second morceau de la suite exacte de
cohomologie de (Y(z), ) d valeurs dans R¥A :
(1.5.3)

-3
0 — H(Y(s), RUA)(1) — H'(Us, REA)(1) =5 HZ(¥(a), RZA)(1) — O

':l (1.5.2) :l :l Tr

0 — A(z) — AB= — A — 0.

(la fleche vertical médiane étant duale de celle de (1.3.5) via l’accouplement
. -8

entre HO(U,, RUA) = H%(Y(5, A) et H'(Uy, REA)(1) = H (U, A)(1) ——
H2(Y(z),A)(1) donné par (1.4.2)). -

L’assertion (c) découle de (a), et (d) s’en déduit. Prouvons (a). Il s’agit

de voir que lorsqu’on identifie H'(U,, R¥A)(1) au dual de H°(U,, R¥A) par
P’accouplement

cup—produit

—-Tr
HY\(U,, RUA)(1) ® H(U,, RUA) 22 | i (U,, RUA)(1) ——— A,

et R'9(A)(1) = H'(Y(s), RYA(1) au dual de H.(Y(s), RUA) par (1.4.1),
alors la transposée de 8 : H(U, RYA) — H1(Y(;), RUA) est la fleche de
restriction H'(Y(,), R¥A)(1) — H(U,, R¥A)(1), en d’autres termes qu’on
a

—Trd(ab) = Tr(a - Ob)

pour a € H'(Y(,), R¥A)(1), b € H°(U,, RUA), le produit ab désignant par
abus p(a)b, ou p(a) € H*(U,, R¥A) est la restriction de a. Or on a

—0(ab) = a - Ob,

par les formules standard reliant cup-produit et cobord (cf. R. Godement,
Théories des faisceaux, Hermann 1958, p. 255), d’ou (a).
Prouvons (b). Notons j : U, < Y¥{,) l'inclusion. On déduit de (1.2.2) un
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“diagramme des 9” (sur Y(,))
iwRI'A ——— i, R'RVA —— i,RI'R®A

A —_— RYA _ R®A

|

Rj.j*A —— Rj,j*RUA —s 0.

Il s’agit de voir que les composés
HY(RTA) — HY(Rj,j*RYA) = HY(Rj,j*A) - H2(i, Ri'A)
et s
HY(RYA) — HY(R®A) = H'(3,Ri'RYA) — H?(i, Ri'A)

sont opposés. Or cela résulte du lemme suivant, dont la vérification est laissée
au lecteur :

LEMME 1.5.4. — Soient A une catégorie abélienne, D(A) sa catégorie
dérivée, et

AI

B —

W

4
A —— B — (C

g W ~
AII Bll C/I

un diagramme des 9 de D(.A) (triangle distingué de triangles distingués associé
d une suite exacte courte de suites ezactes courtes de complezes). On suppose

~

que C" =0 (donc A” = B" et C' = C). Alors les composés

B—B'" =5 A" — A[l] e¢ B—C-—>C' — A'[1]
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sont opposés.

1.6. Considérons la partie centrale de la suite exacte de cohomologie de
RI(Y,—) appliquée & (1.2.2)(1) (“suite exacte de spécialisation”)
w6 0 — H(Y,A)(1) <2 HY(Y, RUA)(1) L @ R'3(A):(1)
1.6.1 z€
B, g2(v,A)(1) <2 H2(Y, RUA)(1) — 0.
La fleche (1) est composée de la restriction H!(Y,R¥A)(1) —
®H (Y(z), RFA)(1) et de la somme des fleches canoniques H'(Y{,), RZA)(1)

— HY(Y{(s), R®A)(1). La fleche (2) est composée de la somme des fleches
bord (3) envisagées en 1.5 (b) et de la flecche naturelle ®HZ(Y,A)(1) —
H?%(Y,A)(1) (oubli des supports). Il résulte de 1.5 (b) que 'on a un carré
commutatif

@A/(.’L) _— AB

(1.6.2) ~ l - J S

SRI®(A):(1) R H*(Y,A)(1),

ol B est I’ensemble des composantes irréductibles de Y, Tr : H2(Y, A)(1) —
A8 Tisomorphisme trace, la fleche verticale de gauche la somme des isomor-
phismes (1.5.1), et la fleche horizontale supérieure composée de la somme
des fleches canoniques A’(z) — AP= et des fleches évidentes AB= — AB
(i.e., avec les conventions de 1.1, envoyant &), sur Cy, — Cy,, ot Cy,; est la
composante contenant ;).

Notons qu’on a un isomorphisme canonique

(1.6.3) H*(Y,RUA)(1) = H?(X7, A)(1) _7:—_» A
Les A-modules libres H'(Y, RUA)(1) (~ H (X7, A)(1)), 632 R'®(A),(1),
z€
H?(Y,A)(1) sont duaux respectivement de H'(Y, R¥A) (~ H (X7, A)), &
z€X

HY(Y,RUA), H°(Y,A) via les accouplements naturels donnés par (a,b) —
Tr(ab). Comme le conoyau de la fleche (2) de (1.6.1) est un A-module libre
(de rang 1) d’apreés (1.6.3), la suite transposée

(v 2)’ ~
(1.6.4) HY(Y,RUA) —r 8 HX(Y,RTA) 2 H°(Y,A),
z€
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est exacte. Il résulte de 1.5 (a) et (b) que la fleche (2)" est composée de la
restriction H*(Y,A) — @®H®(Uy,A) (ot U, := Y,y — {z}) et de la somme
des fleches bord H°(U,,A) = H°(U,, RYA) N HL(Y,R¥A) de (1.3.5). On

a par suite un carré commutatif

(2) ~
8 HL(Y,R¥A) ——— HOYY,A)
TE

(1.6.5) l ~ l ~

® Az) —_— AB,
r€X

ol la fleche verticale de gauche est la somme des isomorphismes (1.3.3), celle
de droite I’isomorphisme naturel (dual de I'isomorphisme trace figurant dans
(1.6.2)), et la fleche horizontale inférieure composée de la fleche évidente
AB — @AB= et de la somme des fleches canoniques AP= — A(z) (1.1.1). La
fleches (1)’ est somme des fleches d’oubli des supports. Notons que la fleche
A — RYA donne un carré commutatif

HYY,A) +—0 @ Hy(Y,A)
€

(16:6) J J .

(1)
H'(Y, RUA) ©_H;(Y,RUA),
€

ot la fleche verticale de gauche est injective, et celle de droite un isomorphisme
(car HY(Y,R®A) = 0,et 8 : HX(Y,R®A) — HZ(Y, A) est injectif d’apres 1.5
(b)). En particulier, I'image de (1)’ est contenue dans H!(Y, A).

On pourrait — mais nous n’en aurons pas besoin — interpréter (1.6.4) comme
un morceau de la suite exacte “de cospécialisation” (définie par le triangle
transposé de A — R¥A — R®A par application de R Hom(—, K') ou K est
un complexe dualisant sur Y').

1.7. Rappelons enfin que, pour z € ¥ et 0 € I, le morphisme variation
en

Var(o), : R*®(A), — HX(Y,RVA)
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est donné par
(1.7.1) Var(o).(a) = —ezte(0)(ads )b

(SGA 7 XV 3.3.5) (cf. §0, 1.3 et 1.5 pour les notations; (ab;) € A(—1) est la
coordonnée de a par rapport a 6,,). Il est commode d’introduire

N, : R*®(A),(1) — H (Y, RUA)
(“logarithme de la monodromie en z”), défini par la formule
(1.7.2) Nz(te(o)a) = Var(o)z(a)

pour a € R*®(A), et o € I. On a un carré commutatif

(1.5.1)
R'®(A)(1) —— A(=) 6!,

o L

HYY,RUA) —— A(z) —eyb,.

Il résulte de ce qui précéde et de la factorisation de o — 1 : H}(X7,A) —
H'(X7,A) en somme des Var(o), (SGA 7 XIII 2.4.6) qu’il existe un unique
homomorphisme

N : HI(XW, A)(l)(: Hl(Y, R‘I’A)(l)) N HI(XF, A) (: Hl(Y, R\IIA))
(“logarithme de la monodromie”)
(1.7.3) N(ty(o)a) = (o — 1)a

pour a € H! (X7, A) et o € I, et que N rend commutatif le carré

H'(Xq, A)(1) = H\(Y, RUA)(1) —2 8 R'a(A)(1)

(1.7.4) NJ J ®N,

(¢}
HY(X7,A) = HY(Y, RUA) — 9 HL(Y,RUA),
T€
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avec les notations de (1.6.1) et (1.6.4).

2. Application a ’accouplement de monodromie
2.1. Soit B l’ensemble des composantes irréductibles de Y. Si B =
{C1,...,Cyr}, le noyau de l’application somme ZZ — Z a pour base les
C1 — C; (2 <1 < n). Cest donc 'image de ’application @E 7' (z) — 7P
z€
envoyant 6, sur Cj, — C,,, avec les notations de 1.1, C,, désignant la

composante irréductible correspondant au point z;. Nous définirons M par
la suite exacte

(2.1.1) 0—M— & Z(z) — 28 —7 —0,
E4S

ou les fleches sont celles qu’on vient de considérer. C’est donc un Z-module
libre de rang fini. Par transposition (pour les dualités évidentes sur Z, Z¥ et
les ZB=), on obtient une suite exacte

(2.1.2) 0—27 —7% — & Z(z) — MY — 0,
T€E

ou ZB — Z(x) est composé des projections ZB8 — 78+ et 7P+ — Z(u)
(1.}3.;1?.analogie avec (SGA 7 IX 12.4.5), notons

(2.1.3) uM®zM—1Z

l’accouplement défini par ’homomorphisme composé

M — o 7)) 6
z€X

-| |

MY B Z(zx) —egby,
Tz€Y

avec les notations de §0 et 1.1 (le signe differe de celui de (loc. cit.), ou il est
supposé par ailleurs que e, = 1 pour tout z). En d’autres termes, u est la
forme bilinéaire symétrique induite sur M par la forme quadratique —Xe 62
sur @Z'(z). Elle est donc définie négative; en particulier, u, est injectif et
uy ® Q est un isomorphisme.
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2.2. Les considérations de 1.6 montrent que, si I’on identifie H2(Y, A)(1)
a A® par l'isomorphisme trace, et, pour z € ¥, R'®(A),(1) & A'(z) par
Iisomorphisme (1.5.1), alors M ® A apparait comme noyau de (2) dans la
suite exacte de spécialisation (1.6.1) :

H (A1) —— @ RBAL() —— HAY,A)1)

4

(2.2.1) M®A

N

Dualement, MY ® A apparait comme conoyau de la fleche (2)’ de la suite
exacte de cospécialisation (1.6.4) :

@) -
8, Hi(Y,RUA) —— H(Y,A)

\/

(2.2.2) MY ® A

RN

HY (X7, A

La fleche ¢’ est transposée de c. Enfin, par définition de u,, il résulte de (1.7.4)
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que 'on a un diagramme commutatif

HY (X7 A)(1) ——» M®A — 9, R ®(A):(1)

(2.2.3) va l UL ®A l ©ON.

/

HY(X7,A) ———> MVQA «— ©_H}(Y,RPA).
TE

2.3. Soit T le tore maximal de Pic(}),/s (cf. §0). Rappelons (SGA 7 IX 12.3)
comment on identifie M, défini par (2.1.1), au groupe des caractéres de T, ou,

dualement, T & MY ® G,, MY étant défini par (2.1.2). Soit 7 : ¥ — Y la
projection canonique. Considérons la suite exacte de faisceaux (étales) sur Y

(2.3.1) 0— Gmy — TGy — & Z(z) ® G,y — O.
T€

Par définition, T" apparait comme noyau (ou conoyau) dans la suite exacte de
cohomologie correspondante

0—6,,—28x6G,,— EBZ Z(z) @ Gy — PicY/s—vPic}-; — 0
E4S

~ s
N

(2.3.2)

Comme le début de (2.3.2), jusqu’a ®Z(z) ® G, se déduit du début de (2.1.2)
(jusqu’a @®Z(z)) par tensorisation avec G,,, on a donc canoniquement

(2.3.3) MY R®6G, —T.

Par application du foncteur de Tate T, et tensorisation avec A(—1), on en
déduit un isomorphisme

(2.3.4) MY @A =5 T(T) ® A(-1),
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et MV ® A apparait comme conoyau dans la suite exacte déduite de (2.3.2)

0 — A — AP — @ A(x) —— HYY,A)

€L \ /YI

(2.3.5) MY @A

/N

Rappelons que, d’aprés (1.6.6), 'image de la fleche ¢’ figurant dans (2.2.2)
est contenue dans H'(Y,A) C H(Y,RYA) = H (Y5, A).

LEMME 2.4. — Onacd = -y : MY ® A — H(Y,A).

11 suffit de montrer que les fleches composées, qu’on notera encore ¢’ et v/,
de ®A(z) dans H'(Y, A) sont opposées. Soit can : ®HL(Y,A) — H(Y,A) la

fleche canonique. La fleche ¢’ (resp. 7') s’obtient en composant can avec une
somme de fleches

c, (resp.v.) : A(z) — HL(Y,A)
(cf. (1.6.6)). Notons

O, (resp.8;) : AB= — HL(Y,A)
la composée de c, (resp. 7,) avec la projection canonique APz — A(z)
(1.1.1). Notons 7 : {x} — Y(z), j : U = Y4y — {2} — Y, les inclusions,
et ™ : Y5y — Y(;) la projection de la normalisée. Si I’on identifie AB= 3

H°(U,,A) de la fagon évidente, &, est un opérateur bord dans la suite exacte
de cohomologie associée au triangle distingué

(%) iRi'A — A — Rj,j*A —

(cf. (1.3.4), (1.6.6)). D’autre part, v, est un opérateur bord dans la suite
exacte de cohomologie associée au triangle distingué

(%) i Ri'A — T, 75, Ri'A — A(z) —,
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variante de (2.3.1). Or (*) et (**) s’insérent dans un diagramme des neuf (ou
7. A =AB =)

i Ri'A ———— A  ——— Rj*A

T i RN ———  mA Rj.j*A
1 1 J
A(z) = Alz) — 0.

Les opérateur 9, et 6, qui s’en déduisent sont donc opposés (1.5.4).
2.5. Soit

(2.5.1) v : HY (X57,A)(1) (= H(Y,R¥A)(1)) —m M ® A

la transposée de la fleche composée de v’ (2.3.5) et de la fleche canonique de
H(Y,A) dans H' (Y, RUA). Comme les fleches c et ¢’ figurant dans (2.2.1) et
(2.2.2) sont transposées, il résulte de 2.4 que

(2.5.2) v = —c.

2.6. Rappelons maintenant la définition de ’accouplement de mono-
dromie u, envisagé par Grothendieck dans (SGA 7 IX 9.1.2). Posons, comme
en (SGA 7 IX 2.5.3),

U = Te(Ay) ® A = H'(Xg, A)(1)
(2.6.1) V = U! = partie fixe de U
W = partie torique de U = T,(T) ® A.

Rappelons que les quotients successifs de la filtration U D V' O W sont libres
sur A et que, pour ’accouplement canonique

UU(-1) — A, (a,b) — Tr(abd),
on a le théoréme d’orthogonalité (SGA 7 IX 2.5.2)
(2.6.2) V=W,
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d’on
(2.6.3) UV =W(-1).

Considérons, comme dans (SGA 7 IX 9.2), la factorisation naturelle

U A%

(2.6.4) N J J

U(-1) —— W(-1)

de N (défini par (1.7.3)). Les fleches horizontales de ce carré sont transposées.
Lorsqu’on identifie W(—1) & MY ® A par (2.3.4), 'inclusion W(—1) — U(-1)
est donnée par la fleche v/ de (2.3.5) (plus précisément est composée de 7' et
de l'inclusion de H'(Y,A) dans H'(Y, RUA) = U). Dualement, la projection
U — U/V s’identifie alors & v (2.5.1), et le carré (2.6.4) se récrit

U — s M®A

(2.6.5) N J J o

U(—l) — MY ®A

La fleche ¢, correspond & un accouplement
(2.6.6) p:(MRAN)R(MRA) — A.

Pour A = Z,, ¢ est I’accouplement noté u, par Grothendieck dans (SGA 7 IX
2.5.3). Comme v = —c (2.5.2) et 7' = —c’ (2.4), la commutativité de (2.2.3)
et (2.6.5) entraine :

THEOREME 2.7. — Awvec les notations (2.1.3) et (2.6.6), on a

p=u®A.

C’est, avec le signe opposé, la partie relative a £ du résultat de Grothendieck
(SGA 71X 9.1.2).
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Remarque 2.8 : La formule d’orthogonalité (2.6.2) résulte immédiatement
de (2.2.3) et (2.4). En effet, par définition U7 = Ker N. Donc, par (2.2.3) (et
Vinjectivité de u,®A), Ul = Ker c. Mais, d’apres (2.4), Im ¢/ = W(-1). Donc,
comme c et ¢’ sont transposées, Ker c est 'orthogonal de W(—1). Notons aussi
que, d’apres (1.6.1), on a

Ul = HY (Y, A)(1).

Remarque 2.9 : On a N?2 = 0, et la filtration (U DV D W) Q® Q est
la filtration de monodromie de U ® Q, caractérisée par N(U @ Q) C
W(-1)®Q, NVeQ)=0,et N: (U/V)®Q — W(-1)®Q, cf. [2, 1.6, 1.7].
Le logarithme N de la partie unipotente de la monodromie et la filtration
de monodromie sont définis plus généralement pour tout Q-représentation
p:I — GL(H) dont la restriction & un sous-groupe d’indice fini I; de I est
unipotente. Un accouplement H’' ® H"” — Q, donne lieu & un accouplement
entre les gradués associés pour les filtrations de monodromie correspondantes.
Changeant les notations de § 0, supposons en particulier que X soit un schéma
propre et plat sur S, de fibre générique lisse, de dimension relative n, et
prenons H = H"(X%,Q). D’aprés le théoreme de monodromie locale, la
représentation H de I est quasi-unipotente, i.e. vérifie la condition ci-dessus
(SGA 71 1.3). La filtration de monodromie, centrée en n,

H=My,HD ---ODM,HD - ---MgH>M_H =0,

est dans l'intervalle [0,2n], N envoie M; dans M;_»(—1), et N*: grM .H =
grM .H(—1i). De plus, la dualité de Poincaré

H® H — Q¢(-n), (a,b) —< a,b>:=Tr(ad)

permet d’identifier grM .H(—n) au dual de grﬁ'{“H . En particulier, pour
i = n, on trouve un accouplement

(2.9.1) up grMH@ grM H — Qp, (a,b) —< a,N"b >,

qui généralise I’accouplement (2.1.3). Cet accouplement est symétrique : en
effet,
<a,N"b>=(-1)" < N*a,b> (par [2, 1.6.9])
=< b,N"a > .
On peut se demander s’il provient d’un accouplement défini sur Q (voire sur Z)

et ayant une propriété de positivité (ou négativité, suivant les conventions. - -)
analogue & celle satisfaite par (2.1.3). J’ignore ce qu’il en est en général.
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Dans le cas semi-stable, on peut toutefois préciser la question. Supposons
que X soit régulier, et que la fibre spéciale Y soit un diviseur a croisements
normaux réduit, somme de diviseurs lisses. Grace & Rapoport-Zink [3], on
dispose alors d’une suite spectrale “de Steenbrink” (cf. [6])

(2.9.2) EY = H*H(Y, gr ", R¥Q,) = H*(X7,Q),

ou
El—r,q+r = @ Hq—r—Zk:(y(r+2k+1), Ql(—r _ k‘)),
k>0
k>—1

Y (™) désignant la somme disjointe des intersections m & m des composantes
de Y. Cette suite spectrale dégénere en E; si S est localisé strict d’une courbe
lisse sur un corps fini (pour des raisons de poids, grace a la conjecture de
Weil [1], [2]), ou si S est localisé strict d’une courbe lisse sur un corps de
caractéristique nulle (grace & Steenbrink [6]), et il est plausible qu’elle dégénére
en E5 sans hypothese supplémentaire. On conjecture de plus que la filtration
aboutissement est la filtration de monodromie. C’est le cas sin < 2 ([3, 2.13]),
ou si S est localisé strict d’une courbe lisse sur un corps fini (d’aprés Deligne
[2, 1.8, 3.3.1]). C’est aussi le cas si S est localisé strict d’une courbe lisse sur
un corps de caractéristique nulle et X est projectif sur S, d’apres Steenbrink
[6, 5.9] (dont l’argument est corrigé par Saito dans [4]).

Admettons que (2.9.2) dégénére en E, et que la filtration aboutissement
soit la filtration de monodromie. Il est alors facile de décrire gro,H et
N™: gronH = groH(—n). On a (en degré total n)

W2nE1 = El—n,Zn = HO(Y(TH-I), Qe(_n))7
WOEl = E{l,o = HO(Y(n+1)7 Qf))
d’ou

da-
granH = Wan Bz = Ker(HO(Y "+, Qq(=n)) —— H*(Y("), Qe(=n + 1)))

d‘
groH = WyE; = Coker (H*(Y(™, Q) —— HO(Y(»+D) @))),

ol d* (resp. d.) est une somme alternée d’homomorphismes de Gysin (resp.
de restriction). Les opérateurs d, et d* ont des descriptions combinatoires
simples, qui permettent de définir sur gry, H(n) et gro H une Z-structure na-
turelle. Il est plausible que I’accouplement u,, (2.9.1) provienne par extension
des scalaires & @, de la restriction & un sous-réseau de la forme quadratique
+5,ca2? sur Z4, ot A = Y(®+D(k). C’est ce qui est suggéré par ’analogue
transcendant [6].
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Introduction

Soit A une algebre de quaternions indéfinie de centre Q. Il lui corres-
pond un systéme projectif, indexé par les sous-groupes compacts ouverts U
de A(Ay)*, de courbes de Shimura Sy : ce sont des courbes algébriques
(completes si A est un corps gauche), définies sur Q, dont les composantes
connexes absolues sont définies sur des extensions cyclotomiques de Q.
L’exemple le plus connu d’une telle situation est le cas ou A est déployée :
les courbes obtenues alors sont les habituelles courbes modulaires. On a
étudié depuis longtemps la réduction modulo p de ces derniéres, et 'on
sait bien que la nature de cette réduction dépend de ’exposant en p du ni-
veau, c’est-a-dire de la composante U, en p du sous-groupe U (supposant
pour simplifier que celui-ci se décompose en un produit) : en particulier
— prenant U assez petit pour éviter quelques problémes techniques liés a
la non-représentabilité — notre courbe a bonne réduction en p si U, est
maximal, c’est-a-dire si p ne divise pas le niveau. On renvoie & [De-Ra) et
[K-M] pour I’étude de la mauvaise réduction, dans les cas ou U, n’est pas
maximal : cette réduction est décrite en termes d’un probléme de modules
(ot interviennent les fameuses bases de Drinfeld), lequel permet en parti-
culier I’étude de la fibre spéciale et de la singularité obtenue. Dans le cas
d’une algébre A plus générale, en une place p ot A est déployée, la situa-
tion est formellement isomorphe & celle rencontrée dans le cas des courbes
modulaires : la courbe de Shimura a bonne réduction lorsque U, est maxi-
mal, et les cas de mauvaise réduction sont décrits de facon analogue au
cas modulaire; tout cela se généralise méme au cadre plus général des
courbes associées a4 des algeébres de quaternions sur des corps totalement
réels ([Ca 1]).

Toute autre est la situation que I’on rencontre en une place p ou l’algébre
A est ramifiée : dans ce cas, supposant que U, est mazimal, Cerednik a
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découvert que la courbe de Shimura Sy admettait en p une uniformisation
p-adique, c’est-a-dire que Sy ® Q, était la réunion de (formes tordues
galoisiennes de) quotients d la Mumford du “demi- plan p-adique” par des
sous-groupes de Schottky de PGL(2,Q,); ces derniers sous-groupes sont
liés & lalgeébre A déduite de A en échangeant les invariants locaux aux
places p et co (i.e. A est définie et déployée en p). On peut ensuite, si
besoin est, utiliser cette uniformisation pour décrire la fibre spéciale en p,
laquelle apparait donc comme le quotient par un groupe fini d’un graphe
de droites projectives (cette fibre est en général singuliére).

Cerednik a obtenu son résultat par une habile méthode indirecte, dont le
principe est de considérer a priori la courbe de Mumford, et de la comparer
a la courbe de Shimura en étudiant de part et d’autre 1’action du groupe
fondamental : cette méthode, qui repose sur des travaux antérieurs d’Ihara,
est proche — ce qui ne saurait surprendre — de celle utilisée par Kazhdan
pour traiter de la conjugaison des variétés de Shimura.

Deligne et Kazhdan ont vite remarqué que le résultat de Cerednik
laissait soupconner 1’existence d’une famille universglle de groupes formels
sur le “demi-plan” rigide - analytique Qq, = P}(Q,) — P}(Q,); c’est 1a
le théoréme fondamental que Drinfeld a alors su démontrer : de maniére
un peu plus précise, il a prouvé que QQPQZ)Z'"' — ou QQ est un schéma
formel sur Z, dont (g, est la fibre générique — paramétrait une famille
de groupes formels, de dimension 2 et de hauteur 4, munis d’une action
de 'ordre maximal du corps de quaternions D de centre Q,, et d’une
“rigidification”. Le théoréme local de Drinfeld est d’ailleurs valide aussi
bien en dimension supérieure (ou {2q, est remplacé par P*~1(Q,) privé de
tous ses hyperplans rationnels : on obtient alors un espace de modules pour
des groupes formels de dimension n et de hauteur n2?, munis d’une action
de l'ordre maximal du corps gauche d’invariant 1/n), ainsi que pour les

Qk =P1(K) —P(K) (ou K est un corps local non archimédien) et leurs
analogues en dimension supérieure. La méthode utilisée par Drinfeld pour
démontrer son théoréme repose sur la théorie de Dieudonné-Cartier : elle
consiste a effectuer d’ingénieuses constructions algébriques sur les modules
de Dieudonné des groupes formels considérés, leur associant de cette
fagon des structures que 'on sait (d’aprés Deligne) étre représentables
par le schéma formel ﬁq,@i';’, puis a montrer que ’on obtient ainsi un
isomorphisme de foncteurs.

Une fois prouvé le théoréme local, Drinfeld parvient assez facilement &
en déduire le résultat originel de Cerednik : on sait en effet que Sy pa-
ramétrise une famille de variétés abéliennes, dont il compare les complétés
formels aux groupes formels classifiés par QQp Z’" Le théoréme de Drin-
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feld révele donc, en quelque sorte, la structure profonde du résultat de
Cerednik. Outre cela, ce théoréme local permet de définir naturellement un
systéme projectif de revétements étales X,, de {2q, Q)" : ces revétements,
un peu mystérieux, permettent d’uniformiser p-adiquement les courbes Sy
en une place p o A est ramifiée et ou U, n’est pas maximal, une situa-
tion qui n’était pas abordable par les méthodes originelles de Cerednik.
On peut également appliquer le théoréme local & d’autres cas que celui
des courbes de Shimura sur Q, et obtenir d’autres résultats d’uniformisa-
tion p-adique : par exemple, uniformiser les courbes de Shimura définies
sur des corps totalement réels (cas d’ailleurs déja traité dans D’article de
Cerednik); les spécialistes du sujet savent en principe comment le faire,
mais nul & notre connaissance ne I’a encore écrit. De méme, Rapoport
et Zink savent, partant du théoréme local en dimension supérieure, uni-
formiser des variétés de Shimura associées a certains groupes unitaires.
Signalons enfin que Drinfeld sait uniformiser ses “Modules elliptiques 11”
par les revétements ¥,,.

Drinfeld a exposé son théoréme dans un trés bref article ([Dr 2]),
trés concentré et difficilement abordable; notre but ici est d’expliquer
la méthode qu’il utilise, et de donner des démonstrations détaillées. Le
présent travail est divisé en trois chapitres bien distincts. Le premier traite
du demi-plan non archimédien, de ses différents aspects (rigide-analytique
ou formel), des divers problemes de modules qu’il représente. Le second
chapitre constitue a la fois le coeur et la partie la plus substantielle de cet
article : le théoréme local y est énoncé et prouvé. L’essentiel de la méthode
utilisée par Drinfeld dans cette preuve nous a été expliqué par Thomas
Zink, qui nous a fait & Strasbourg de nombreux exposés sur le sujet. Notre
dette & son égard est difficilemnent estimable : nous lui exprimons ici tous
nos remerciements, dans 1’espoir que notre rédaction le satisfasse. Apres
avoir longtemps hésité, nous avons fait le choix, peut-étre discutable, de
ne rédiger ce théoréme local que dans le cas du “demi-plan”, c’est-a-dire
en dimension 1 (sur un corps p-adique arbitraire, toutefois) ; ce choix nous
permet de raccourcir quelque peu nos diagrammes, et de mieux expliciter
les différents cas qui se présentent (toutefois les idées nécessaires a la
démonstration en dimension supérieure sont pour l’essentiel similaires).
Le troisiéme et dernier chapitre enfin traite de la situation globale : nous
y énongons, commentons et prouvons le théoréme de Cerednik (dans le
cas ou le corps de base est Q).
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Chapitre I : Le “demi-plan” non archimédien.

Soient K un corps local non archimédien et C' le complété de la cloture
algébrique de K. Le “demi-plan” non archimédien 2 sur K est défini
ensemblistement par 2 = P!(C) — P}(K).

Nous rappelons tout d’abord au §1 la construction de ’arbre I associé
a PGL(2,K) [Se] et de sa réalisation géométrique Ig. Puis (§2) nous
définissons une application A : Q — Ig qui permet de décrire la structure
d’espace analytique rigide, au sens de Tate [Ta 1], de Q2 par recollement des
images réciproques par A des arétes de ’arbre. Cette description donnée
par Drinfeld [Dr 1] a été reprise en détail (en dimension quelconque) par
Deligne et Husemoller [De-Hu]. Pour les bases de la géométrie analytique
rigide, on peut consulter [B-G-R] et [Fr-VdP].

Nous définissons ensuite (§3) un modele formel, au sens de Raynaud
[Ra 1], de Pespace analytique rigide §2. C’est un schéma formel Q au-
dessus de ’anneau des entiers de J{ que nous construisons également par
recollement de schémas formels ﬁls,s'] correspondants aux arétes [s,s’] de
I’arbre I. Ce modele formel fut introduit par Mumford [Mu 2] dans son
article sur I’analogue non archimédien de 'uniformisation de Schottky des
surfaces de Riemann.

Le §4 explique la description fonctorielle donnée par Deligne (non pu-
blié) des schémas formels ﬁ[s,s’] en terme des réseaux adjacents corres-
pondants aux sommets s et s’ de I. Par recollement de ces réseaux en
des faisceaux constructibles, on obtient au §5 la description fonctorielle de
Q qu’utilise Drinfeld [Dr 2]. On trouvera un autre compte-rendu de cette
description dans l’article récemment paru de Teitelbaum [Te].

Pour clore ce chapitre (§6), nous décrivons I’action du groupe PGL(2, K)
sur le schéma formel €} et sur le foncteur correspondant.

1. L’immeuble de PGL(2, K).

(1.0) Soient K un corps local non archimédien, @ I’anneau des entiers
de K et 7 une uniformisante de O. Soient £ = O/7w O le corps résiduel,
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p la caractéristique de k et ¢ son ordre. On note C le complété de la
cloture algébrique de K et | | la norme sur C normalisée par |r| = ¢~ 1.
La valuation v est donnée par : v(z) = log, |z]|.

(1.1) Un réseau M de K? est un sous-O-module libre de rang 2 de K2.
Deux réseaux M et M’ sont homothétiques s’il existe A € K* tel que
M' = AM. On note S ’ensemble des classes d’homothétie de réseaux et
[M] la classe d’un réseau dans S.

L’immeuble de PGL(2,K) est le graphe I dont .S est I’ensemble des
sommets et tel que s = [M] est joint par une aréte & s’ s’il existe un
représentant M’ de s’ tel que ntM G M’ G M. Ainsi I est un arbre dont
chaque sommet a g + 1 voisins : les arétes issues du sommet s = [M] sont
en bijection.avec les droites de M /7 M, autrement dit avec P! (k).

(1.2) Les points de la réalisation géométrique Ig de I s’identifient aux
classes de proportionnalité de normes sur le K-espace vectoriel K? (cf.

[G-Iw]) :

a) A un sommet s = [M] correspond la classe de la norme | | dont
la boule unité est M. Si (e1,ez) est une base de M et si v = aje; + azea,
on a

[v|ar = sup{|a1], |az[}-

b) Si s et s’ sont deux sommets adjacents et si s = [M] et s’ = [M'],
avec TM C M’ C M, il existe une base (e1,ez) de M telle que (e, mez)
soit une base de M'. Pour v = a;e; + asez, on a

|vlm = sup{laa], |az|},
[vlarr = sup{|ail, glaz|}-

A un point z = (1 —t)s +ts’ , 0 < t < 1, situé sur Paréte joignant s ets’
correspond la classe de la norme | |, définie par

|vl: = sup{lail, "|az[}.

M = {v e K? |v| <A} pour ¢' <A< g,
M' = {ve K2, |v|y <A} pour 1 <A< ¢

c) Réciproquement soit | | une norme sur K2. Pour A réel > 0, ’ensemble
My = {v € K2,|v| < \} est un réseau de K?. On a Mx C My si X' < A
et M,-1) = mM,, donc [M,] prend au plus deux valeurs dans S lorsque A
varie.

50



UNIFORMISATION p-ADIQUE

Si [M)] = s est constant, c’est que | | correspond a s.

2

Sinon [M),] = s ou s’ pour deux sommets adjacents s et s’. Quitte a
remplacer la norme | | par une norme proportionnelle, on a [M)] = s pour
g8 <A< gqget[M]=spourl <A<gqgiavec0 <t < 1. Alors | |
correspond au point z = (1 — t)s + ts’ de ’aréte joignant s et s’.

2. L’espace analytique rigide 2.

(2.1) On notera Q = P}(C)—P1(K). Si I’on identifie P! (C) a ’ensemble
des classes de C*-homothétie d’applications K-linéaires non nulles de
K? dans C, P!(K) correspond aux applications de K-rang un. Ainsi
s’identifie 4 ’ensemble des classes de C*-homothétie d’applications K-
linéaires injectives de K2 dans C.

(2.2) En composant une application K-linéaire injective z : K2 — C
avec la norme sur C, on obtient une norme | |, sur K2 :
lv]. = |2(v)| pour ve K>
Ceci définit une application A : Q — Ig

A (classe de z) = classe de | |,.

On peut vérifier que I'image de A est Ig.

(2.3) Soient s = [M] et s’ = [M’] deux sommets adjacents de I et
(e1,e2) une base de M telle que (e1, mez) soit une base de M’. Identifions
Q 4 C — K en choisissant pour représentant d’un point de Q 'application
z telle que z(e2) =1 et 2(e;) =¢ € C — K. Alors on a

As)={¢ceCl<1}- |J {CeCl¢—al <1},

a€O
modx O

A YN z)={CeC,Kl=q¢"}siz=(1—-t)s+ts,0<t <1,
AN ={¢eC,Kl<qa} - | {CeCl¢-bl<q'},

ben O
AN ([s, D ={¢ceCKI<1}- | {¢eCl¢-a<1}
*€0ns°
- U {ceclc-b<q'}
A

Autrement dit A71(s) [resp. A71(s’)] est le disque fermé de rayon 1
[resp. ¢~!] centré en 0 privé des g disques ouverts de rayon 1 [resp. ¢g~1] &

51



J.-F. BOUTOT ET H. CARAYOL

centres K-rationnels qu’il contient, tandis que A™!(]s, s’[) est la couronne
ouverte de petit rayon ¢~ et grand rayon 1 centrée en 0.

Démonstration. — Les normes | |, = |Ca1+az] et | |¢ = sup{|ai], ¢*|az|}
sont proportionnelles sur K2 si et seulement si | |, = ¢7?| |;. Cette égalité
est satisfaite si et seulement si elle I’est pour a; = 1, c’est-a-dire si

(%) |¢ + az| = sup{qg~?, |az|} pour a; € K.

Si0 < t<1,ona laz| # ¢~ pour tout az € K, donc (*) équivaut a
I¢l=q7".

Par contre si ¢t = 0, (*) équivaut & || = 1 et | + az| = 1 pour tout
as € K tel que |az| =1, ou encore || < 1l et |( —a|] > 1poura € O.

De méme si t = 1, (*) équivaut & |(| = ¢! et [( + a2| = ¢~ ! pour tout
az € K tel que |az| = ¢~!, ou encore |(| < ¢~ et | — b > ¢~! pour
bernO.

s O )

Figure 1 : A7Y([s,s']), ¢ = 2.
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(2.4) Les ensembles A71(s), A71(s’) et A~1([s,s’]) ont des structures
naturelles d’espaces analytiques rigides définis sur K ; ce sont des sous-
ensembles affinoides connexes de P, c’est-a-dire les complémentaires dans
Pl d’un nombre fini de disques ouverts. De plus A~!(s) et A~1(s’) sont
des ouverts de A~1([s, s']).

Plus généralement, si T' est un sous-arbre fini de I, A= (7") est un sous-
ensemble affinoide connexe de P, ; il est obtenu par recollement suivant la
relation d’incidence définie par 7' des A~ 1([s, s’]) en les A~1(s), pour [s, s']
aréte de T et s sommet intérieur de T'.

Ainsi @ = YA "Y(T), pour T sous-arbres finis de I, est muni d’une
structure naturelle d’espace analytique rigide défini sur K ; c’est un sous-
espace analytique connexe de P1.

(2.5) D’aucuns aiment s’imaginer intuitivement €2 comme le bord d’un
voisinage tubulaire de Ig.

A71(s) A~1(s")

Figure 2.

3. Le schéma formel Q.

(3.1) Si M est un réseau de K2, la fibre générique de la droite projective
P(M) au-dessus de O est canoniquement identifiée & P1.. De plus, si M;
est un réseau homothétique, ’homothétie de M a M; définit un unique
O-isomorphisme entre P(M) et P(M;) induisant ’identité sur les fibres
génériques. Il est donc légitime de noter P,, ot s = [M] est le sommet
de I correspondant & M, cette droite projective au-dessus de O munie de
I’identification de sa fibre générique a PL,.
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Les points de A~!(s) sont exactement ceux des points de PL(C) qui
ne se spécialisent pas en un point k-rationnel de la fibre spéciale de P,.
On notera 2, I'ouvert de Ps complémentaire des points rationnels de la
fibre spéciale et , le schéma formel complété de (25 le long de la fibre
spéciale. Les bijections canonique PL(C) = P,(0O¢) = P,(O¢) induisent
une bijection A71(s) = QS(OC), plus précisément D’espace analytique
rigide A~1(s) est la fibre générique (au sens de Raynaud) du schéma formel
Q,. S agissant d’un schéma formel affine, cela veut simplement dire que
’algebre de Tate correspondant & A~1(s) est I'(Q,) ®o K.

(3.2) Un sommet s’ de I adjacent & s définit un point k-rationnel de
la fibre spéciale de P, : si s = [M] et s’ = [M'] avec tM C M' C M, ce
point est défini par l’application M — M/M' ~ k. Le O-schéma P, ,
obtenu par éclatement de P, en ce point est également 1’éclaté de Py, en
le point défini par s. Sa fibre générique, identique a celle de P, et P/, est
canoniquement identifiée a P1..

On notera €2, /) I'ouvert de P, o) complémentaire des points rationnels
de la fibre spéciale a ’exception du point singulier et ﬁ[s,sr] le complété
formel de )5, o) le long de la fibre spéciale. L’identification de la fibre
générique de Py, o avec P} induit une bijection A=1([s, s]) = Qs+ (Oc);
en particulier les points de la couronne A~!(]s,s’[) sont ceux qui se
spécialisent au point singulier de la fibre spéciale de P[, s). En effet, en
reprenant les notations de (2.3), les coordonnées naturelles le long des deux
composantes de la fibre spéciale sont ¢ et (/7 (modulo I'idéal maximal),
le point singulier correspondant sur I'une a I’annulation de la réduction de
¢, et sur Pautre au fait que (/7 admet pour réduction oo.

coord. ¢ {oo} s
{0} & & coord. (/7
ﬁ[s’s,] Q. Qg
Figure 3.

On peut ici encore dire plus précisément que I’espace analytique rigide
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A~1([s,8’]) est la fibre générique du schéma formel ﬁ[s,s'l' De plus les

applications canoniques induisent des immersions ouvertes de Q. et O,
dans Q[s s correspondant sur les fibres génériques (ou sur les points a
valeur dans O¢) aux inclusions de A~1(s) et A™1(s’) dans A~1([s, s]).

(3.3) Plus généralement, si T est un sous-arbre fini de I, on obtient,
par recollement suivant la relation d’incidence définie par T' des schemas
formels Q[s s'] en les Q, pour [s, s'] aréte de T et s sommet intérieur de 7T,

un schéma formel Q7 dont la fibre générique est canoniquement identifiée
aA~yT).

Si T Cc T, 'immersion ouverte QT C QT: induit sur les fibres
génériques l'inclusion A™}(T) C A~}(T”). On construit ainsi un schéma
formel Q@ = |J,Qr dont la fibre générique est §2; en particulier on a

Q(O¢) = Q. La fibre spéciale de € est un arbre de droites projectives sur
k se coupant en leurs points k-rationnels, dual de ’arbre I.

4. Le foncteur ) A la Deligne.

Nous décrivons, en suivant Deligne, les foncteurs sur la catégorie Compl
des O-algebres séparées completes pour la topologie m-adique qui sont
représentés par les schémas formels 2, et Q[ 1.

(4.1) DEFINITION. —  On note F; le foncteur qui, ¢ R € Ob Compl,
associe 'ensemble des classes d’isomorphie de couples (L,a), ot L est un
R-module libre de rang un et a : M — L un homomorphisme de O-modules
vérifiant la condition :

(+) pour tout x € Spec(R/mR), 1 application
a(z): M/tM — L Qg k(z) est injective.

(4.2) PROPOSITION. —  Le foncteur F, est représenté par le schéma
formel €2;.
Démonstration. — La condition sur « implique que o(u) est un

générateur de £ pour tout u € M — wM, en particulier I’application
a®idg : M ®o R — L est surjective. Ainsi F; est un sous-foncteur
du foncteur P, : droite projective formelle sur O définie par s = [M].

Pour décrire ce sous-foncteur, choisissons une base (e;,e3) de M, ce
qui détermine un repeére projectif {0,1,00} de P.. Le couple (£, ) est
déterminé a isomorphisme prés par le rapport a(e;)/a(ez) = ( € R. Ainsi
F, s’identifie & un sous-foncteur de la droite affine formelle P, — {co}.
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La condition sur a s’exprime en terme de I’image ¢ de ¢ dans R/7R :
quel que soit a € k, ( — a ne s’annule en aucun point de Spec(R/7R),
autrement dit { —a est inversible dans R/m R. Ainsi F; est le sous-foncteur
deP,— {00} qui représente ’ouvert complémentaire des points k-rationnels
de la fibre spéciale, c’est-a-dire €2,.

(4.3) DEFINITION. — On note Fi, ) le foncteur qui, ¢ R €
Ob Compl, associe l’ensemble des classes d’isomorphie de diagrammes
commutatifs :

aM — M — 3 M

PN

c C'

L @ —— L —a
od L et L' sont des R-modules libres de rang un, o et o' des homomor-
phismes de O-modules, c et ¢ des homomorphismes de R-modules, véri-
fiant la condition :

pour tout x € Spec(R/TR), on a
(*) ¢ Ker{a(z): M/tM — L Qg k(z)} C M'/tM
Ker{o'(z) : M'/7M' — L' Qr k(x)} C nM /7M.

(4.4) PROPOSITION. — Le foncteur Fi, . est représenté par le schéma
formel 5[3,3:].
Démonstration. — Soit (e1,e2) une base de M telle que (eq, mez) soit

une base de M’. La condition (*) implique que a(ez) engendre L et o'(e;)
engendre £’. Identifions £ avec R en posant afez) = 1 et £’ avec R en
posant a’(e;) = 1. Soient { = a(e;) et n = &/(wez). La commutativité du
diagramme entraine c =17, ¢’ = et (n = 7.

Ainsi le choix de (e1,e2) permet d’identifier Fi, ;) & un sous-foncteur
du schéma formel Spf(O{(,n}/{n — 7). Ce méme choix identifie
Spf(O{¢,n}/{n—=) alouvert de ﬁ[s”,,] complémentaire des points & ’infini
¢ = 0o et T = oo des deux composantes de la fibre spéciale.

La condition (*) s’exprime en termes des images ( et 7 de ¢ et n dans
R/7R : quel que soit a € k — {0}, { — a et 7] — a sont inversibles dans
R/7R. Ainsi Fj, ) est le sous-foncteur de F’[s,,,] — ({¢ = 0} U {7 = o0})
qui représente ’ouvert complémentaire des points k-rationnels des deux
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composantes de la fibre spéciale Spec(k[C,7]/{7) & 'exception du point
singulier { = 77 = 0, c’est-a-dire Qps,s11-

(4.5) L’immersion ouverte Q, — ﬁ[s,s,] est, avec les identifications
faites ci-dessus, la restriction de immersion ouverte Spf(O{(,(~1}) —

Spf(O{¢,n}/¢n — ). Fonctoriellement, la flecche F, — Fj, s définie en
associant & a : M — L le diagramme commutatif

M —s M —— M

I A

4 id
identifie F; au sous-foncteur de Fj, ) consistant en les diagrammes ou ¢’
est inversible.

De méme l'immersion ouverte Qg < ﬁ[s,s’] est la restriction de
I'immersion Spf(O{n,n~1}) — Spf(O{¢,n}/¢{n — ). Fonctoriellement, en
associant & o' : M’ — L’ le diagramme commutatif

M ——s M —— 5 M

ol id ol " ol

on identifie F5» au sous-foncteur de Fi; . consistant en les diagrammes ol
c est inversible.

5. Le foncteur Q a la Drinfeld.
Au moyen des foncteurs F et F|, s ci-dessus définis, on obtient donc
une description “modulaire” de chacun des ouverts affines Q, et ﬁ[s,s’]

qui composent le schéma formel Q. La variante due a Drinfeld, que nous
allons maintenant exposer, permet de décrire directement ) au moyen d’un
unique foncteur F' défini sur la catégorie Nilp des O-algebres ot I'image
de 7 est nilpotente.

Si B est une (O-algebre, nous noterons B[II] le quotient de ’algebre de
polyndémes B[X] par I'idéal engendré par X2 — 7 : c’est donc un B-module
libre de rang 2, engendré par 1 et un élément IT ('image de X), qui vérifie
1> = 7. L’algébre BI[II] est. munie d’une graduation a valeurs dans Z/2Z,
telle que les éléments de B soient de degré 0, et II de degré 1.
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5.1 DEFINITION. —  Soit B € Ob Nilp, et S = Spec B. On définit
F(B) - parfois aussi noté F(S) — comme Uensemble des classes d’isomor-
phie de quadruplets (n,T,u,r) constitués comme suit :

(i) n est un faisceau en O[Il]-modules plats, (Z/2Z)-gradué, constructi-
ble, sur S muni de la topologie de Zariski.

(ii) T est un faisceau en Og[II] modules, (Z/2Z)-gradué, tel que les
composantes homogénes Ty, T} soient des faisceauzx inversibles sur S.

(iii) u est un homomorphisme O[II]-linéaire de degré O de n vers T, tel
que u®p Os : 1 ®o Os — T soit surjectif.

(iv) r est un isomorphisme K -linéaire du faisceau constant K? vers le
faisceau o Qo K.

Ces données sont de plus astreintes da vérifier les conditions suivantes :

[C1] Notons S; C S le lieu d’annulation du morphisme I1 : T; — T;yq
(¢ = 0,1); alors la restriction n;|S; est un faisceau constant de fibre
isomorphe a O2.

[C2] Pour tout point géométrique x de S, notons T'(x) = T @p k(z);
alors Uapplication n, [TIn, — T(z)/IIT(z) induite par u est injective.

[C3] (A mi)is; = 7~ H(A*(IT'rO?))is, (pouri=0,1).
Complétons cette définition par quelques remarques :

(a) 11 est clair que la définition ci-dessus de F'(S) vaut non seulement
pour S affine, mais aussi pour tout O-schéma S ou l'image de 7w est
nilpotente (i.e. un (O/7™O)-schéma).

(b) De la platitude de n comme O[II]-module, et de ’existence de r,
on déduit que les composantes homogenes 79 et 7; sont des faisceaux en
O-modules plats dont toutes les fibres sont (libres) de rang 2. L’action de

II définit des applications injectives - - - 7701’771 LUO — ..., de composé
% =nr.

(c) La donnée du triplet (n,T,u) revient a la donnée d’un diagramme
commutatif et périodique de période 2 :

M —— M —— 7o
BN
To — T7 — T

(d) Utilisant r, on définit comme suit des sous-faisceaux Ny et N; du
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faisceau constant K% :

No=r"1no
N =rTH M@ Q)™ (m) = n~tr~H(II(m)).

Ce sont des sous-faisceaux en O-modules de rang maximal (des

“réseaux”) isomorphes respectivement a 7o et 7. En chaque point
géométrique = de S, on a les inclusions :

Noz C N1y C 7 1Ny, C K2,

d’olt un simplexe (sommet ou aréte) de I’arbre. Plus précisément, on voit
en utilisant la condition [C2] que :

— Si II|To(z) est inversible, alors Ny, = Nj . De plus la condition de
normalisation [C3] nous donne : A Ny , = 7= A?(O?).

— Si II|T1(x) est inversible, alors N; , = 7~ 1Np . D’apres [C3] on a
dans ce cas : A No. = A2(0?).

— II reste le cas ou II|Tp(z) et II|Ti(z) sont toutes deux nulles. On

trouve alors (utilisant la surjectivité des u; ® »Os) qu’on obtient une aréte
[No,= E Nie G n 1 Ny,.], avec :

2 2 2 2
A\ Noz = N\(O%) et \Nyo=n"" (0.

(5.2) Notre but est de prouver la :

PROPOSITION. — Le foncteur F' est représentable par le schéma
formel 2.

Pour cela, nous allons définir pour chaque sommet s (resp. pour
chaque aréte [s,s’]) un morphisme de foncteurs Fy — F' (resp. F}, s —
F), de fagon compatible aux recollements, c’est-a-dire aux morphismes
d’immersions ouvertes Fs < Fi, o et Fsr < F{; or;. D’olt un morphisme de

foncteurs 2 — F', dont nous montrerons ensuite qu’il est un isomorphisme.

Commengons par remarquer que tout sommet s de ’arbre peut étre
représenté par un réseau M C K2 tel que I’on ait ou bien A> M = A\*(0?),
ou bien A’ M = 7=1 A?(O?); un tel représentant M est unique, et les
deux possibilités s’excluent mutuellement : cela définit une partition dans
I’ensemble des sommets, entre sommets pairs (représentés par M vérifiant

A? M = A*(0?)) et sommets impairs (admettant un représentant M tel
que A’> M = 7=1 A’(0?)). Noter qu’un sommet voisin d’un sommet pair
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(resp. impair) est impair (resp. pair). Nous supposerons toujours dans
la suite les représentants M des sommets choisis de maniére & vérifier
A° M = A*(0?) ou 7=! A?(O?). De méme, nous orienterons toujours les
arétes [s,s’] de sorte que s soit impair et s’ pair : d’ou deux réseaux
M et M’ qui vérifient : A\°M = 77 A2(O2),AN° M’ = A*(O?), et
™M Cc M' C M.

(5.3) Le plus simple est de définir les morphismes F; — F'. Distinguons
deux cas, suivant que s est pair ou impair :

5.3.1. —  Définition de Fy — F pour s = [M) impair. [N M =
=1 A2 02].

La donnée d’un point de F,(B) correspond a la donnée d’un faisceau
inversible £ sur S = Spec B et d’un morphisme o« : M — L, O-linéaire,
tel que ’application a(z) : M/mM — L ®@p k(zx) soit injective en chaque
point x de S.

On fait alors correspondre & ce point le point de F(B) défini par le
diagramme suivant :

M=id ==
=M —— m=M

uo=al u1=ajv uozal

M=id N=nx
To =L —_— T1 =L —_— To =L
et par l'isomorphisme r : K> = M ® K qui correspond a linclusion
M «— KZ2. 1l est immédiat de constater que toutes les conditions de la
définition (5.1) sont satisfaites.

5.3.2. —  Définition de Fy — F pour s' = [M'] pair (N> M' =
2
A" (0?)).
A un point de Fy(B), représenté par o : M’ — L', on associe
maintenant le point de F'(B) défini par le diagramme :

’ M=~ ’ II=id ,
=M —— m=M —— n=M

!
uo=a' l uy=a’ l U= j

N==n II=id
To=L — T1=L  — o= L'

et par l'isomorphisme r : K? =5 M’ ® K qui correspond & I'inclusion
M' — K2,
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(5.4) Le cas d’une aréte.

Il nous reste a définir Fi, 4y — F pour une aréte [s,s’]. Supposons
lorientation, et des représentants M et M’ choisis comme expliqué en
(5.2). La donnée d’un point de Fi,,(R) correspond a la donnée d’une
classe d’isomorphie de diagrammes commutatifs vérifiant les conditions
(%) de (4.3) :

™M —— M — M

afm o' l al
3

’
[+

L —s r —— ¢
On voit que S = Spec R est la réunion de deux fermés Sy et Sy, ou Sy
(resp. S1) est le lieu des points ou ¢’ (resp. c¢) s’annule. Notons & C S;
[resp. U’ C So] 'ouvert ou ¢ (resp. c) est inversible.

Sur U, le point de Fi; ] que nous considérons provient du point de F;
défini par o : M — L. La construction (5.3.1) lui associe alors le point
suivant de F'(if) :

id ™
M — M —— M
L —H——> L —— L,

r défini par 'inclusion M — K?2.

~

Ou, ce qui revient au méme en utilisant ’isomorphisme ¢’ : £/ — L,
le point défini par le diagramme :

M 2 M . M

ra | |- [ ¢

Noter que (¢’)~'a est un prolongement & M de la fleche o/ : M’ — L’
(il n’est défini qu’au-dessus de U).
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De méme, au-dessus de U’, le point considéré correspond au point de
F,y défini par o : M’ — L'. On doit alors lui associer le point de F(U")
défini par :

™ id
M — M — M

N

L — s —
™ id

(avec r défini par l'inclusion M’ — K?).

Soit encore (utilisant ¢ : £L—L") :

o' l 1 c o Jv o' (**)
L — L ——

ou ¢~ 1o/ prolonge & M’ la fleche o/7 : tM — L.

Enfin, le complémentaire de la réunion &/ U U’ est égal & l'intersection
J = Sp N S;. On vérifie immédiatement qu’on peut définir un point de
F(J) par le diagramme :

M — M — s M

1] e

£ — L — [
c’ c
avec r correspondant encore 3 I'inclusion M’ «— K?2.
Nous avons ainsi trois points de F' & valeurs respectivement dans les
schémas U, U’, et J, et décrits par les trois diagrammes (k) (*%) et ( * *)

ci-dessus. Il nous faut maintenant expliquer comment ils se recollent en
un point (n,T,u,r) de F(S).

Le plus simple & définir est 7' : On prendra sur S tout entier Ty = L/,
T, = L, les morphismes II étant donnés par ¢’ et c.
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Passons ensuite & la définition du faisceau 7 : Partons du faisceau
sur la réunion disjointe So [[S1, qui est constant de valeur M sur S
et constant de valeur M’ sur Sp. Son image directe par le morphisme
SoIIS1 — S, que nous notons ¢, est telle que sa restriction & J soit
constante de valeur M @ M’. Nous définissons alors le faisceau 7o (resp.
71) comme le sous-faisceau des sections de ¢ qui, au-dessus de J, sont &
valeurs dans le sous-module M’, plongé dans M @ M’ par ’application
m’ — (m/,m') (resp. dans le sous-module M, plongé par m — (m,7m)).
Les morphismes II : 99 — 71 et 71 — 1o s’obtiennent par restriction a
partir des morphismes de ¢ dans ¢ définis respectivement par :

ML—»M M — . M
et
M — M M — A

Si ’on préfere, la définition de n est résumée par le diagramme suivant :

Ty ———— M1 — 1)

id T
restriction a U : M —— M ——s M
~ 1 N
S1 id
™
restriction a J : M e M —s M
So {: id n id
l 1 U
.. . , ™ id
restriction a U/’ : M e— M — M

On notera en particulier que 79|So est constant de valeur M’ et que
n1|S1 est constant de valeur M.

L’isomorphisme r : K251y ®o K est celui défini par les inclusions
(compatibles) de M et M’ dans K?2.

Enfin, le morphisme uo est donné par o/ sur Sy = U'U J et par (¢') 1o
sur U. De méme, u; est égal & asur S; =UU J et & c™ 1o’ sur U'.

Il est bien clair que nous avons ainsi construit un point (n,7,u,r) de
F(S), d’ol1 le morphisme Fj, ) — F cherché. De plus, notre construction
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met en évidence le fait que ces morphismes se recollent suivant les
morphismes Fs — F' et Fyy — F définis en (5.3).

D’out un morphisme de foncteurs : 2 — F.

N

(5.5) Il nous reste & voir qu’on a ainsi obtenu un isomorphisme de
foncteurs : autrement dit, qu’un point arbitrairement donné de F'(R)
provient toujours d’un (unique) point de Q(R).

Supposons donc fixé un tel point (n,T,u,r) € F(R). On associe alors &
chaque aréte [s, s’] de ’arbre, que I’on peut supposer représentée par deux
réseaux M et M’ vérifiant tM G M’ G M et les conventions de (5.2), un
sous-ensemble S|, /) de S = Spec R défini comme suit : c’est le lieu des
points z ou sont vérifiées, avec les notations de la remarque (d) de (5.1),
les inclusions :

M C No’z et M C Nl,a:-

Si l’on préfere distinguer les cas, en utilisant toujours cette remarque,
cela revient a :

cas ou II|T(x) est inversible : Ng o = Ny, =M
cas ou II|T}(z) est inversible : Ny o = 7 N1, = M’
cas ol aucun n’est inversible : Ng , = M', Ny , = M.

Vérifions que Sis s est un ouvert de Zariski de S : 1l suffit pour cela
de vérifier que les intersections S, 1) N So et S[s s/} N S1 sont des ouverts
de Zariski, respectivement dans Sp et S;. L’intersection Sis,s) N So est le
lieu des points de Sy qui vérifient :

Noeg=M e Niz,=M ou n 'M.

Or le faisceau 79 est constant sur Sp, et donc Ny est localement constant.
La premiere condition définit donc un sous-ensemble a la fois ouvert et
fermé A C Sp. Sur l'ouvert de A ou II|T; est inversible, on a alors
automatiquement Nj , = w~!M’. Autrement dit, le complémentaire de
Sis,s/) N So dans A est contenu dans Sp N S;. Ce complémentaire est défini
dans Sp N S; par la condition N; , # M, laquelle est fermée (aussi bien,
d’ailleurs, qu’ouverte) car le faisceau N; , est localement constant sur S;.

I1 en résulte que So N S[s,+) est ouvert dans Sp; on vérifie de méme que
S1 N S(s,s17 est ouvert dans S;. Et donc S|, o) est ouvert dans S.

Utilisant toujours la remarque (d) de (5.1), on voit que les S, 4
recouvrent S. Si [s,s’] et [s,s”] sont deux arétes distinctes d’intersection
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s, alors S[s s/} N S[s,s”] est ouvert S, lieu des points qui vérifient No , =
N1, = M ; on remarquera que S; peut aussi étre défini dans Si, ) ou
dans S|~ par la condition : II|Ty(x) inversible. De méme, pour deux
arétes [s,s’] et [s”,s’] d’intersection s’, 'intersection Sy o N S[s s est
I'ouvert Sy “constitué” des points z qui vérifient No, = 7N, , = M/,
et qui peut aussi étre défini dans S|, ;) ou dans S|,/ s par la condition :
II|T; (x) inversible.

Le diagramme composé suivant définit un point du foncteur Fi, s a
valeurs dans S|, :

T ——— M —— 5 M

A I 4 I A
Uj — To ——
uy Uo U
+ I a2 I ¥
n —— Ty, — Ti

Il est clair que les points ainsi obtenus se recollent : Sur S, par
exemple, on obtient le point du foncteur F; défini par le composé
M = N;—5n; — T;. On obtient donc par ce recollement un point de
Q(R), et il est facile de vérifier qu’il a pour image le point initial (n, T, u, r).
On vérifie également sans peine que c’est le seul antécédent possible.

6. Action du groupe PGL(2, K).

(6.1) Le groupe GL(2,K) agit naturellement, via son quotient
PGL(2,K), sur l'arbre I : un élément g € GL(2,K) transforme le
sommet [M] (resp. Varéte [[M],[M’]]) en le sommet [gM] (resp. laréte

[lgM],[gM’])-

On a d’autre part une action évidente de ce méme groupe PGL(2, K)
sur ensemble 2 = P1(C)—P!(K). Il est clair que I’application \ : Q — I
est équivariante, d’ou il résulte que le groupe opére en fait par automor-
phismes de la structure rigide-analytique de €2 : cette action permute les
différents ouverts affinoides définis au §2. On voit sans peine que toutes
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les constructions des §§1-4 sont équivariantes, et que notre action pro-
vient d’une action sur le schéma formel 2. Cette derni¢re admet une évi-
dente description en termes des foncteurs a la Deligne : pour s = [M] et
gs = [gM], on a un morphisme de foncteurs :

g:Fs — Fgy,
donné par : g - (£,a) = (£, 3), ou B désigne le composé
-1
gM N ¥ » L. De méme, pour s’ = [M’] tel que [s,s']

constitue une aréte, le morphisme g : Fi, 51 — Flgs,9s1) €st donné par :
g ° (£7 ﬁl’ c7c,7 a,a,) = (£’ £I,c’ c,,a og—l’a, ° g—l)

Il est un peu moins évident d’exprimer cette action de PGL(2, K) sur

Q) en termes du foncteur F A la Drinfeld. Une telle description est fournie
par la proposition suivante :

(6.2) PROPOSITION. —  L’action d’un élément g de GL(2, K) sur le
foncteur F' est donnée par la formule suitvante :

g+ (0, Tyu,r) = (n[n], Tn],u[n], 0" o r 0 g7%),

ou n désigne la valuation de det(g), et [n] le décalage de n (modulo 2) de
la graduation de (n,T,u).

Remarquer que le décalage effectué assure que la condition de norma-
lisation [C3] de la définition (5.1) est satisfaite pour 'image. En effet,
notons r; le composé :

-1 n
r K2 LK Tan @0 K Lonln)e ®o K.

Le lieu d’annulation du morphisme II : T'[n]; — T'[n]i+1 est Sy, avec
i’ =i+ n (mod2), au-dessus duquel on a :

Nnlnli = Ane = o= (A\Mr0?) =

2
— ,n.—i—-n /\(Hi+n,’,Q2) —
. 2 . . 2 .
— /\(H1+nrg-1Q2) R /\(H'rl_Q2).

Il est clair alors que la formule de la proposition définit bien un
morphisme de F' dans lui-méme. Pour montrer que c’est bien celui que
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nous voulons, vérifions par exemple que, pour s = [M] et g € GL(2, ),
le diagramme suivant est commutatif :

Fy(B) —— F(B)

Fy4s(B) —— F(B)

(cette vérification sera d’ailleurs suffisante, car la réunion des images des
F; constitue un ouvert dense).

Partant de (£,a) € F5(B),ona: g-(L,a) = (L,a0g™!). On peut
exprimer dans une méme formule les deux cas (5.3.1) et (5.3.2) : I'image
de (£,a) dans F(B) est donnée par le diagramme suivant :

M=n NM=id
Ne=M —— Nep1=M —— ne=M

|- |- |-

N=n I=id

Te=£ Te+1=£ —_— Te=£

ol e = logq[/\2 M : \? ©?] désigne 'exposant de I'indice (virtuel) de O2
dans M (on ne suppose plus ici M normalisé pour que e € {0,1}). La
“rigidification” r est le composé du morphisme K?-"57, ® K associé a
Pinclusion M C K2 etde I : 5. ®@ K—ny Q@ K.

De méme, 'image de (£, 0 g~!) correspond au diagramme :

, I=n , I=id ,
T]e—n = g_M _— 7’e—n+1 = gM I T,e-n = gM

l aog“] l o:og‘1 Jv aog™?

M=mn M=id

Tl =L — Tl,,=L —— T,

=L

et & r’ = K?-"n) ® K obtenu comme le composé de K2 ~ n/,_ (associé
a l'inclusion gM — K?2) et de II-*+",

On voit alors que, via I'isomorphisme g : M SgM, le point (', T’,u’, ')
s’obtient bien & partir de (7, T, u,r) comme prédit par la proposition (6.2).
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Chapitre II : Le théoréme de Drinfeld

On suppose désormais que le corps local K est de caractéristique zéro.

On considére dans ce chapitre certains groupes formels p-divisibles
munis d’une action de I’anneau des entiers Op d’un corps de quaternions D
de centre K :les O p-modules formels spéciaux de hauteur 4 (définis au §2).
Sur une cléture algébrique k de k, ils forment une seule classe d’isogénie;
on choisit I’'un d’entre eux noté ®. Le théoréme de Drinfeld (énoncé
précisément au §8) établit que le schéma formel OR0O"" parametre les
O p-modules formels spéciaux X de hauteur 4 munis d’une quasiisogénie
de hauteur zéro p: & — X.

Autrement dit le foncteur G, sur la catégorie Nilp des O™ -algebres
B ou m est nilpotent, qui & B associe l’ensemble G(B) des classes
d’isomorphie de tels couples (X, p) au-dessus de B, est isomorphe au
foncteur H représenté par OR0O™". Le foncteur H est la restriction a
Nilp du foncteur F classifiant les quadruplets (1,7, u,r) définis au §5
du chapitre I. Il s’agit donc de construire un 1somorph1sme de foncteurs
£ : G — H, en particulier d’associer a (X, p) un quadruplet (7,7, u,r). On
pose T = L1e(X ); la difficulté est de trouver le faisceau constructlble n et
Vapplication u: n — T.

Plutét qu’avec le groupe p-divisible X lui-méme, on travaille avec son
module de Cartier (-Dieudonné) M. Ceci revient au méme griace a la
théorie de Cartier (briévement rappelée au §1), dont le grand avantage
ici est d’étre valable quelle que soit ’algébre de base B. L’action de Op
sur X permet au §2 de munir M, ainsi que T = Lie(X), d’une Z/2Z-
graduation et d’un opérateur IT de degré 1 tel que II? = 7. Les habituels
opérateurs F' et V sont également de degré 1 et I’identification de T" avec
M/V M est compatible a la graduation et a ’action de II.

On dit que l'indice i € Z/2Z est critique si IT est nul sur T}, autrement
dit si IIM; C V M;. Sur k, il existe toujours au moins un indice critique ;
alors M muni de I’opérateur V~1II est un “cristal unité” et les invariants
MY~ ' forment un O-module libre de rang un. Posant 7; = MiV—l“, on
etabht assez facilement au §5 une bijection naturelle entre G(k) et H (k).
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Le tour de force de Drinfeld réside dans 1’extension de cette bijection
4 toute algébre B de Nilp. Une construction ingénieuse expliquée au §3
permet de définir (1, T, u) sur toute base B. On explicite le lien entre cette
construction de 7 et les MiV'llI au §4. Apres avoir défini des filtrations
convenables, on montre au §6 que 7 est un faisceau constructible au sens
m-adique. L’introduction d’une rigidification, la quasiisogénie p : & — X,
permet au §7 de récupérer l'isomorphisme r : K2-"55 @0 K et de
montrer que 7 est constructible au sens strict. Le morphisme de foncteurs
€ : G — H est alors bien défini.

Il ne reste plus qu’a comparer les théories de déformation (§10) et &
montrer que £ induit des bijections sur les espaces tangents (§11) en les
points géométriques de G et H. Un dernier argument de représentabilité
relative (§12) permet enfin de conclure que £ est un isomorphisme! En
complément, on décrit au §9 les actions naturelles des groupes GL(2, K')
et D* sur toute la situation.

Pour clore ce chapitre on construit au §13, a I’aide des points de torsion
du Op-module formel spécial de hauteur 4 universel sur ﬁ@oém, un
systéme projectif de revétements étales ¥, de I’espace analytique rigide
Q @k K™ dont le groupe de Galois est le complété profini O} p de Op.

1. Théorie de Cartier des O-modules formels.

Rappelons briévement les résultats de la théorie de Cartier des O-
modules formels. Pour le cas plus familier des groupes formels (O = Z,),
le lecteur pourra consulter M. Lazard [La] ou Th. Zink [Zi 3]; c’est ce cas
qui servira dans la démonstration du théoreme de Cerednik. Le cas général
est traité dans M. Hazewinkel [Ha).

(1.1) 11 existe un unique foncteur Wy de la catégorie des O-algebres
(commutatives) dans elle-méme tel que, pour toute O-algebre B, on ait
ensemblistement Wo(B) = BN et que, pour tout n > 0, I’application
wy, : Wo(B) — B définie par

n n—1

wp(ao,ay,az,...)=ad +mal +.--+7"a,

soit un homomorphisme de O-algebres.
Ce foncteur possede un endomorphisme O-linéaire 7 défini par

7(agp,a1,...) = (0,a9,a1,...)
et un endomorphisme de O-algebres o tel que

Wnp0O = Wp41 , pour n > 0.
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Ces endomorphismes vérifient les relations :

OT =T

Tz.y ="(z.%) , z,y € Wo(B).

Pour a € B, on note [a] = (a,0,0,...). On a :

[ad] = [a] - [b]
“[a] = [a].
Si B est une k-algebre, on a :

?(ao,a1,as,...) = (ad,al,al,...)

TO =0T =T.

Lorsque O = Z,, Wy est le foncteur W des vecteurs de Witt.

(1.2) Pour toute O-algebre B, on considére la O-algeébre non commu-
tative Wo(B)[F, V] ou F et V vérifient les relations :

Fzx =%zF

zV =V
VzF ="z

FV = .

L’anneau de Cartier Eo(B) est le complété de cette algébre pour
la topologie définie par les idéaux a droite engendrés par les V7, dite
topologie V-adique.

Tout élément de E(B) s’écrit de maniére unique

Y V™amalF* , @man € B,

m,n>0
soumis & la condition : pour tout m, am, = 0 pour n assez grand.
L’application :
(ap,a1,...)— Z V™ an]|F™

n>0

est un homomorphisme de (-algébres qui identifie W (B) & son image
dans Eo(B). Par suite, tout élément de Ex(B) s’écrit aussi de maniére
unique

> VTemt+z0+ Y ynF" , Tm,yn € Wo(B),
m>0 n>0

70



UNIFORMISATION p-ADIQUE

soumis a la condition : y, — 0 dans la topologie T-adique lorsque n — oco.

(1.3) Pour a € O, on prendra soin de distinguer 1’élément a = a.l
provenant de la structure de O-algebre de We(B) et Eo(B) de I’élément
[a] représentant multiplicatif de I’élément a.1 de B. Pour tout n > 0, on a
wn(a) = a et wy([a]) = a?”.

En particulier

wy(m — [7]) = n(1 — 7rq"*1).

Il existe une unité € de Wp (B), provenant de W (O), dont les composantes
fantémes sont
n+1
wa(e) =1 -7 7,

telle que
T — [7] ="e = VeF.

(1.4) Un O-module formel sur une O-algebre B est un groupe formel
lisse X sur B muni d’une action de O, c’est-a-dire d’'un homomorphisme
d’anneaux ¢ : O — End(X), telle que I'action induite sur ’espace tangent
Lie(X) coincide avec celle provenant de la structure de B-module de
Lie(X).

Un O-module de Cartier sur B est par définition un Eo(B)-module &
gauche M tel que

(i) M/V M est un B-module libre de rang fini,
(ii) V est injectif sur M,
(iii) M est séparé et complet pour la filtration V-adique.

Un tel module est souvent qualifié de réduit dans la littérature. Le
résultat fondamental de la théorie de Dieudonné-Cartier est le suivant
([Zi 3] 4.23; [Ha] 26.3) :

THEOREME. — La catégorie des O-modules formels sur B est équiva-
lente a celle des O-modules de Cartier sur B.

De plus, si M est le O-module de Cartier associé au O-module formel
X, onaM/VM = Lie(X).

Si B’ est une B-algebre, le module de Cartier du O-module formel X g:
déduit de X par changement de base est M’ = EO(B')®EO(B)M complété
de Eo(B') ® o (B) M pour la topologie V-adique.

(1.5) Soit M un O-module de Cartier sur B. Nous dirons que des
éléments ~1,...,7¢ de M forment une V-base de M si leurs images
Y1s+--,7q mod VM forment une base du B-module libre M/V M. Tout
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élément de M s’écrit alors de maniére unique ), .5, 2?:1 V™ [em,i]v: avec
Cm, € B. -

En particulier le choix des «y; détermine une famille ¢, ; j (m € N;
i,j € {1,...,d}) d’éléments de B tels que

d
F(y;) = Z valcm,i,j]’)’i , j=1,...,d.

m>0 i=1
Réciproquement, étant donnée une famille ¢, ;,; (m € N; 4,5 € {1,...,d})
d’éléments de Wy (B), il existe un O-module de Cartier M, unique a iso-
morphisme preés, et une V-base v1,...,7q4 de M vérifiant les relations

d
(*) F)=Y_Y V™emiri, Jd=1....d

m2>0 i=1
Ce module posséde la présentation

¥
0 — Eo(B)?—5 Eo(B)¢—M—0
oll, notant (¢;) la base canonique de Eo(B)¢, ¢ et 1) sont les applications
Eo(B)-linéaires définies par
(&) =i

d
Y(ej) = Flej) — D > V™Mem,ijei

m>0 i=1

(1.6) 1l sera plus commode pour la suite d’utiliser une formulation un
peu modifiée des relations (). Le choix d’une V-base v; de M détermine
une famille dp, ;,; (m € N*;4,5 € {1,...,d}) d’éléments de B tels que

d
™= [71']’)’_1' + Z Z Vm[dm,i,j]7i ’ Jj=1,...,d
m2>1 i=1
Réciproquement, étant donnée une famille d,, ; ; (m € N*;4,7 € {1,...,d})
d’éléments de W (B), il existe un O-module de Cartier M, unique a iso-
morphisme pres, et une V-base 71, ...,7v4 de M vérifiant les relations
d
(**) ™Y = [ﬂ']ﬂ/] + Z: vadm,i,j')'i ) J=1,... 7d'
m>1 i=1
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Sachant que 7 — [r] = VeF, ol € est une unité de Wo(B), et que V est
injectif sur M, on a alors

= Z Z ym-t am_le—ldm,i,j'W

m2>1 i=1

\ . m —-—
d’ot les relations (x) avec cm,ij = ° € dm+1,,5-

2. Théorie de Cartier des Op-modules formels.

(2.1) Soient D un corps de quaternions sur K et Op son anneau des
entiers. Soient K’ une extension quadratique non ramifiée de K contenue
dans D, O’ I’anneau des entiers de K’ et o I’automorphisme de conjugaison
de K’ sur K. Soit enfin IT un élément de Op tel que I12 = 7 et [Ia = “all
pour tout a € K’.

Un Op-module formel sur une O-algeébre B est un O-module formel X
sur B muni d’une action ¢ : Op — End(X) prolongeant ’action de O.
Un Op-module formel est dit spécial si 'action de O’ fait de Lie(X) un
B ®0 O’-module libre de rang un.

Si B est une (O’-algebre et X un O p-module formel sur B, le B-module
Lie(X) est Z/2Z-gradué par I’action de O' :
(Lie(X))o = {m € Lie(X);i(a)m = am, a € O'},
(Lie(X))1 = {m € Lie(X);i(a)m =am,a € O'}.

Alors X est spécial si chaque composante de Lie(X) est un B-module libre
de rang un.

(2.2) Munissons Panneau de Cartier Eo(B) de la 7Z/2Z-graduation

définie par

degV =degF =1,

deg[b] = 0 pour b € B.
Remarquons que le sous-anneau Wy(B) de Eo(B) est contenu dans la
composante homogene de degré 0, en effet tout élément de Wy (B) s’écrit
2on>0 V'[an]F", a, € B.

On appellera O[II]-module de Cartier gradué sur B un O-module de
Cartier Z/2Z-gradué M = My @ M; muni d’un endomorphisme Ex(B)-
linéaire II de degré 1 tel que II2 = 7. D’apres ce qui précede, M, et M;
sont automatiquement des sous-Wy(B)-modules de M.
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On dira que M est spécial, si Mo /V M, et M, /V My sont des B-modules
libres de rang un.

THEOREME. — Si B est une O'-algébre, la catégorie des O p-modules
formels sur B est équivalente d celle des O[II]-modules de Cartier gradués
sur B.

De plus, un Op-module formel est spécial si et seulement si le O[II]-
module de Cartier correspondant est spécial.

Démonstration. — (cf. T. Zink [Zi 2], Satz 2.2). Remarquons tout
d’abord que, lorsque B est une (’-algebre, les structures de J-algébres de
Wo(B) et Eo(B) se prolongent en structures de O’-algebres. En effet O’
est engendré sur O par les racines (g2 — 1)-uniémes de l'unité; pour ¢ € O’
tel que ¢9°~! = 1 on dispose du représentant multiplicatif [¢] dans W (B)
de I'image de ¢ dans B et ’application ¢ + [(] est un isomorphisme des
groupes des racines (g2 — 1)-uniémes de 'unité dans O’ et dans Wo(B);
il existe donc un unique homomorphisme de O-algébres j : O’ — We(B)
tel que j(¢) = [C].

On a noté o aussi bien ’homomorphisme de conjugaison de O’ sur O
que ’endomorphisme de Frobenius de Wy (B). L’homomorphisme j est
compatible & o, en effet 7¢ = (7 dans O’et ?[(] = [(?] dans W (B), par
suite j(a) =“j(a) pour tout a € O'.

Ainsi tout Eo(B)-module, en particulier tout O-module de Cartier M
sur B, est muni de deux structures naturelles de (O’-module via j et jo.
On notera simplement am et “am, a € O’, m € M, ces structures.

D’apres (1.4) la catégorie des O p-modules formels sur B est équivalente
a celle des O-modules de Cartier M sur B munis d’une action 7 : Op —
End(M) prolongeant ’action de ©. En particulier ils sont munis d’une
action de @' via i, de sorte qu’on a une décomposition du O-module M
en M = My & M; ou

My={me M |i(aym =am,a € O'},
M; ={m € M |i(a)ym =%am,a € O'}.

Les opérateurs V, F, [b] sont des homomorphismes de @-module de degrés
respectifs 1,1,0 car

aV =V7%a
Fa ="%F ac®,beB.
alb] = [bla

Réciproquement la donnée d’une Z/2Z-graduation du O-module M,
telle que degV = degF = 1 et deg[b] = 0 pour b € B, équivaut a la donnée
d’une action de O’ compatible a ’action de O.
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Donner une action de Op revient & donner de plus I’action de II; on
notera simplement II I’endomorphisme de Ex(B)-module de M défini par
i(T1). Puisque I1? = 7 dans Op, ’endomorphisme IT de M vérifie également
I12 = 7 (ou 7 est défini par la structure de O-algébre de Ex(B)). C’est
un opérateur de degré 1 car II(a) = %all pour a € O'.

Enfin les graduations sur 1’algebre de Lie d’'un Op-module formel X et
sur son module de Cartier M sont définies toutes deux par ’action de O,
elles sont donc compatibles :

(Lle(X))o = Mo/VMl,
(Lle(X))1 = MI/VM()

Par suite M est spécial si et seulement si X est spécial.

(2.3) Soit M un O[II}]-module de Cartier gradué spécial sur B. Soit
(70,71) une V-base homogene (yo € Mo,v1 € M;) de M. Tout élément de
M s’écrit de maniere unique

r = Z (Vm[cm,0]70 + Vm[cm,I]’yl)’ cm,i € B.
m>0

Puisque V' est de degré 1 et [c,,,;] de degré 0, la décomposition de z en
composantes homogenes x € M, et 1 € M; est donnée par

zo = [co0l0 + D V™ [cmmlym

m>0
21 = [coaln + D V™e mrrl gt
m>0

ou 7 est la classe de m dans Z/27Z = {0,1}.

En particulier le choix de la V-base homogene (7yp,71) de M détermine
des éléments a,,; (m € N;i =0,1) de B tels que

Mo = [ao,0]m + Z V™ [am o] Yms
m>0

Iy, = [@o,1]v0 + Z V™ am 1]y
m>0

On en déduit
H2 = [ao’o.ao,ll mod V M.
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Oronall? =7 et 7 = [r] mod VM, d’ou
ap,0-dp,1 = 7.

Réciproquement ;

PROPOSITION. — Soit B une ' -algébre. Etant donnés des éléments
am,i(m €N;i=0,1) de B tels que ag,9.a0,1 = , il existe un O[II]-module
de Cartier gradué spécial M sur B, unique a isomorphisme prés, et une
V -base homogéne (vo,7v1) de M vérifiant les relations

v = [aooln + D V™ amo] Vg
m>0

Iy = [aoa]vo + Y V™ [amalrm
m>0

Démonstration. — La connaissance des formules donnant ’action de II
permet de déterminer celles donnant ’action de II1? = 7 (sachant que IT est
un endomorphisme de Eo(B)-module, donc commute & V' et aux [am,i] ).
Puisque ag0.a0,1 = 7, on trouve des éléments d,, ;(m € N*; ¢ = 0,1) de
B tels que

Ty = [71']")’,' + Z Vm[dm,i]’)/m*_'_i , 1=0,1.
m>0

D’apres (1.6), il existe un O-module de Cartier M sur B, unique a
isomorphisme pres, et une V-base (v9,71) de M telle que ces relations
soient vérifiées. Posons

Mi=0Y V™omvogm; om € Wo(B) ¢ ,i=0,1,
m20

Alors My et M; sont des sous-We(B)-modules de M tels que M =
My & M,;. Par construction les opérateurs I,V et [b] (b € B) sont de
degrés respectifs 1,1 et 0. Par suite 7 — [7] : M — VM est de degré 0
et, puisque V est injectif sur M et F = e~ 1V~1(r — [r]) ol € est une
unité dans We(B) (1.3), F est de degré 1. Ainsi M est un O[II]-module
de Cartier gradué. Il est spécial puisque My /V M; est libre de base vq et
M, /V M, libre de base ;.

(2.4) Soient B’ une B-algébre et M’ = Eo(B')®Eg,(5)M le module
de Cartier sur B’ déduit de M par changement de base. Alors M’ est
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un O[II]-module de Cartier gradué sur B’; 'image (v§,7vi) dans M’ de
(70,71) est une V-base homogeéne de M’ vérifiant les relations

y; = [ao,i]7ig1 + Z V™ am Ve, =01,
m>0

ou les a], ; sont les images dans B’ des éléments a,,; de B.
I

3. Construction de (9ar, Ta,up).

(3.1) Pour toute O'-algébre B, on considére la O’-algébre non commu-
tative Wo(B)[V,II] ou II et V vérifient les relations :

IIv = VIl

Iz = zI1

2V =V , € Wo(B)
2 = .

On notera E(,(B) le complété de cette algébre pour la topologie définie
par les idéaux a droite engendrés par les V™. Un élément de E},(B) s’écrit
de maniére unique

Z V™zm + Z Vvma 10, T, Thy € Wo (B).

m>0 m>0
On munit E},(B) de la Z/2Z-graduation définie par

degz =0, z € Wo(B),
degV = degll = 1.

Tout O[IT]-module de Cartier gradué sur B est en particulier un E},(B)-
module gradué (par oubli de Paction de F).

(3.2) Si M est un We(B)-module, on notera M? le Wo(B)-module
obtenu par restriction des scalaires via o : Wo(B) — Wo(B). Si M
est un Fg,(B)-module, M est encore un E},(B)-module et V définit un
homomorphisme E¢,(B)-linéaire de M? dans M. Si M = My & M; est
gradué, M7 = Mg @ MY D’est également et V : M° — M est de degré 1.

Pour tout E(,(B)-module M, on définit un E},(B)-module N (M) par
la suite exacte

MMM @ Mo N (M) —0

m +—— (Vm, —IIm).
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Si M est gradué, N(M) Dest également avec
NM); =Bu(M; ® M7)  i=0,1.

Remarquons que, lorsque V est injectif sur M, Dapplication aps est
injective.

Ainsi N est un foncteur covariant exact a droite de la catégorie des
E{,(B)-modules dans elle-méme. De plus, si la suite de E(,(B)-modules

0O—-M -M-M'->50
est exacte et si V est injectif sur M", la suite
0> NM)—> NM)—-NM")—-0

est exacte.
(3.3) On notera Bp(m, m’) = ((m,m')).
L’application FE{,(B)-linéaire canonique M? — N(M) définie par
m +— ((0,m)) est injective lorsque V est injectif sur M.
L’application
Mo M’ — M/VM

(m,m') — ™ (mod VM)

définit une surjection canonique N(M) — M/V M.
Enfin Papplication

MoeM’ — M

(m,m') — IIm + V'

définit une application E{,(B)-linéaire (de degré 1) canonique
A N(M)— M.

LEMME (3.4). — Si B est une K-algébre, Ap est bijective.

Démonstration. — Si B est une K-algebre, la famille des applications
w,, définit un isomorphisme de O-algebres Wo(B)— BN ; en particulier
7 est inversible dans W (B). Puisque II? = , il en résulte que II est
inversible dans Eg,(B).

Alors l’application M — N(M) définie par m — ((m,0)) est bijective
et, puisque Apr((m,0)) = IIm, Ay est également bijective.

LEMME (3.5). — Soient B une O'-algébre sans torsion et M
un O'-module de Cartier sur B. Soient By = B Qo K et My =
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M@EO(B)EO(BK). Alors Uapplication canonique M — My est injective
et V est injectif sur Mg [M.

Démonstration. — Soit «; une V-base de M. Si
z= E V™amilyi » am, € B,
i,m

est un élément de M, son image z g dans Mg s’écrit

gk = V™amixlvik

ou v;,k est la V-base de Mk image de v; et am ;;k 'image de a,,; dans
Bg.Sixg =0, on a am,i;;k = 0 pour tout m,; d’ou, puisque B est sans
torsion, a,,; = 0et z = 0.

De plus si

= V™a, ik , ;€ Bk,
i,m
est un élément de Mg, on a
V' = Z V’""'l[a:n,,-]’yi,x.
i,m
SiVz' € M, on a a;, ; € B pour tout m,i; donc '’ € M.

LEMME (3.6). —  Soient B une O’-algébre sans torsion et M un

O[II]-module de Cartier sur B. Alors lapplication App : N(M) — M est
injective.

Démonstration. — D’apreés (3.5) on a une suite exacte de Eg,(B)-
modules

0-M—> Mg —>Mg/M—0

et V est injectif sur Mg /M. Par suite (3.2), lapplication canonique
N(M) — N(Mk) est injective. Le diagramme commutatif

AM

NM) M, M

l l

AMm
N(Mg) ——— Mg
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et Pinjectivité de Aps,. (3.4) montrent que Ajys est injective.

LEMME (3.7). — Soit B — B’ une surjection de O'-algébres de noyau
I. Soient M un O-module de Cartier sur B et M' = M®g,(p)Eo(B’).
Soient {v;} une V-base de M et

My =3 "V™am:lvi; ams €T

Alors on a des suites exactes de Ep(B)-modules
O- M —-M-—->M —0
et de E¢(B)-modules

0— N(M;) - N(M) - N(M'") — 0.

Démonstration. — Un élément 3 . V™[am:]yi de M a une image
nulle dans M’si et seulement si les a,, ; ont une image nulle dans B’, d’ou
la premiére suite exacte. La deuxiéme résulte alors de (3.2).

PROPOSITION (3.8). — Il existe une et une seule fagon de définir,
pour toute O’ -algébre B et tout O[II]-module de Cartier gradué spécial M
sur B, une application Lpy = M — N(M) telle que

(i) si B — B’ est un homomorphisme de O’-algébres et si M' =
M@EO(B)EO(B'), le diagramme

Lnm
M 2 N

|

L

M M N

est commautatif.
(ii) on a F = Ap 0 L.

Démonstration. — a) Supposons tout d’abord que B est une O’-algébre
sans torsion. Alors Aps est injectif (3.6), il s’agit donc de vérifier que
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F(M) C AM(N(M)), ou Ay (N(M)) = IIM + VM est un sous-E4(B)-
module de M.

Soit (70,71) une V-base homogene de M. Tout élément de M s’écrit
[aolvo + [@1]y1 mod VM,a; € B. Or FVM =M =1I?M et
Fla;lyi = [af]F i, il suffit donc de vérifier que Fy; e IM + VM, i =0,1.
On a VeF =« — [x], ol € est une unité de Wo(B) (1.3) et V est injectif
sur M ; il revient donc au méme de montrer que

(7 = [x])vi € Ve(IIM + VM) = V(IIM + VM).

Iy = [ao,0]7 + Vo
Iy, = [ao,)yvo + V1

ol ap,0 et ap,; sont des éléments de B tels que ag,0.a0,1 = 7 et 2o € M,
z1 € M,. Par suite

(7 — [7])v0 = (I1? — [7])70 = [a0,0]Vz1 + [TV 0.

Or
HV.’L‘() = VHIL'()

[ao0]Vz1 = Vaollads'lz1 € Vao,o]Mi,

mais [ag,0]y1 = o — Vo, donc [ag,0]M; C IIM +V M. On a ainsi montré
que (m — [7])yo € V(IIM + VM).

De méme on a

(7 = [7])71 = [@01]Vzo + IV zy

et on conclut sachant que [ag,1]M, C IIM + VM.
Remarquons que Ljs est additif et vérifie :

Ly(ar) =°aLlpy(z) , a€ Wo(B),z € M,
Ly (Vz) = ((Ilz,0)).

En effet

AMmLy(axr) = F(az) = “aFz = “aAp Ly (z) = A (aLly ()
AMLy(Vz) = FVz = Iz = Ap((Tz, 0)).

b) Soient I un idéal de B, B’ = B/I et M' = M®Fg,(pyEo(B'). Pour
montrer ’existence de Ly rendant commutatif le diagramme (i), il faut
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et il suffit, d’apres (3.7), que Lp(Mr) C N(My). Un élément de M peut
s’écrire
z = [colvo + [ar]n1 + Vy

avec cg et ¢y € I et y € My. Alors on a
Lm(z) = [c§]Lm(v0) + [ef]1Lm(7) + ((Ty, 0)).

Il est clair que chacun des termes du second membre a une image nulle

dans N(M'), d’ou Ly (z) € N(My).

c) Soient maintenant B une O’-algébre quelconque et M un O[II}-
module de Cartier gradué spécial sur B. Soient (70,71) une base homogene
de M et @, ; les éléments de B tels que

o = [ao,0]rs + D V™ [am,olvm+1
m>0

Oy = [ao,1]yo + Z V™ ama1]vm.
m>0

Soit B = O’'[Xy;b € B]/Xa,,-Xao,, — T, ol les X, sont des variables
indépendantes indexées par b € B. Soit M le O[Il}-module de Cartier
gradué spécial sur B de base homogeéne (7p,71) vérifiant

y: = [Xao..']:/i+l + E Vm[Xam..']:Ym+i+1-
m>0

Alors B est une O'-algébre sans torsion dont B est un quotient via
Xp +— b et M est déduit de M par changement de base. D’apres a) et b),

il existe d’uniques applications L : M — N(M) et Lys : M — N(M)
rendant commutatif le diagramme

L~
M N(M)

M
M 2, N

telles que Aj; L = F et AmLy =F.
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d) Si B — B’ est un homomorphisme de O’-algeébres et si M’ =
M& Eo(B)Eo(B'), la construction précédente fournit un diagramme com-
mutatif de O’-algebres

B —— B
B —— B

ol B et B’ sont sans torsion. La commutativité du diagramme

Ly

l J

Lpg

M — s N(M')

se déduit par passage au quotient de la commutativité du diagramme
analogue relatif & M et M’. Celle-ci résulte de l'injectivité de A i €t de
la commutativité des diagrammes :

!

A F —

s g
NGy —— W o P

}\;' F

La preuve de la proposition (3.8) est donc achevée.
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Remarque (3.9). L’application Ly : M — N(M) ainsi définie est
additive et vérifie

Ly(azx) = %aLp(z)

Ly (Vz) = ((T1z, 0)) a € Wo(B), z € M.

En effet ceci est vrai dans le cas o B est sans torsion comme on l’a
remarqué en a) ; c’est donc vrai dans le cas général par passage au quotient.

Une application L : M — N(M) additive et vérifiant

L([a]z) = [a?]L()

L(Vz) = ((Tz,0)) aeb,zeM,

est complétement déterminée par la donnée de L(yo) et L(y1). En effet un
élément quelconque de M s’écrit de maniére unique

z = [aolyo + [a1]m1 + Vy

avec ag,a; € B et y € M. On définit L en posant

L(z) = [ag]L(70) + [a]]L(71) + ((Ily, 0)).

De plus pour que Ay L = F, il suffit que AprL(7y;) = F7y; pour i =0, 1.
En effet on a alors

AmL(z) = [af]Fyo + [af]Fy1 + TT°y
= F([ao]yo + [a1]m1 + Vy) = F(z).

L’essentiel est donc de montrer qu’il existe des éléments y; de N (M)
tels que Apr(y;) = Fy;. Ceci peut se vérifier dans le cas “universel” ou B
est sans torsion et Aps injectif, ce qu’on a fait en a).

Remargue (3.10). Notons également que Ly commute avec II. En effet
il suffit encore une fois de le vérifier dans le cas o B est sans torsion et
aprés composition avec Aps; or on a Ay Ly = F et aussi bien F' que Ay
commutent avec II.

De plus Ljs est de degré 0, car F' et Ay sont tous deux de degré 1.

DEFINITION (3.11). — L’application M & M? — N(M) donnée par
(z,z") — Lp(z) + ((z',0)) définit une application ¢,, : N(M) — N(M).
En effet (Vz, —Ilz) — 0 puisque Ly (Vz) = ((Ilz,0)).

L’application ¢, est additive de degré 0, commute avec II et vérifie

ey (ay) =%apy (y)  ,a € Wo(B), y € N(M).
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En particulier ¢,, est O[II}-linéaire.

PROPOSITION (3.12). —  Soit B — B’ une surjection de O'-algébres
de noyau I tel que I? = 0 et 7l = 0. Soient M un O[II]-module de
Cartier gradué spécial sur B et M' = M®EO(B)E0(B'). Alors le noyau
de Vapplication canoniqgue N(M) — N(M') est annulé par ¢3,.

Démonstration. — Soit (7yo,71) une V-base homogeéne de M. Tout
élément de My = Ker(M — M') s’écrit (3.7) :

z = [ao]yo + [a1]lm + V&', a; €I, 2" € M.
De plus on a N(M;) = Ker(N(M) — N(M')). Or

ep ((2,0)) = Lm(2)
= [ag]Lm(70) + [af]Lm (1) + (12", 0))
= ((TIz", 0))

¢ =af = 0. De méme en écrivant :
‘T’ = [a6]70 + [a11]71 + V.’B” ,(12 € 1 ’ :17” € MI’

il vient :

v ((2,0)) = ((I1’z",0)) = ((rz",0)) = 0,

car tM; = 0. En effet six € M;,on a:

T = va[am,i]"/i sy Qmi (S I7

m,i

T = Z V™rlam,ilvi-

m,i
Mais 7[a] = 0 si a € I, puisque :

wla] = ([r] + VeF)|a]
= [ra] + Ve[a]F.

On conclut sachant que ¢,,((0,z)) = ((z,0)).

DEFINITION (3.13). — A tout O[II]-module de Cartier gradué spécial
M sur B, on associe un O[II]-module gradué 7,, défini par

My = N(M)*M = {z € N(M)/p,(2) = 2}
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et une application O[II]-linéaire de degré zéro up : 7, — M/VM, en
composant I'injection 7, < N(M) avec I’application canonique N (M) —
M/VM (3.3).

De plus, si B’ est une B-algebre et M’/ = M@EO(B)EO(B’), Pappli-
cation canonique M — M’ induit une application O[II]-linéaire de degré
zéro m,, — nm-, telle que le diagramme

My ——— M/VM
n, —e— M'/VM' =(M/VM)®pB'

soit commutatif.

PROPOSITION (3.14). —  Si B’ est le quotient de B par un idéal
nilpotent annulé par une puissance de w, Uapplication canonique n,, — My
est bijective.

Démonstration. — La proposition est vraie si I? = 0 et 71 = 0, en effet
N(M) — N(M') est surjectif (3.7) et 1 — ¢, est inversible sur le noyau
(3.12). Le cas général s’en déduit par récurrence.

4. Calcul des composantes homogénes de 7, .

(4.1) Dans ce paragraphe B est une O’-algebre telle que 7B = 0 et
M = M@ M; un O[II]-module de Cartier gradué spécial sur B. Un indice
i € Z/27 est dit critique si Vapplication II : M;/VM;_1 — M;41/VM; est
nulle, autrement dit si IIM; C V M;.

Si B est intégre, I’un au moins des deux indices 0 ou 1 est critique. En
effet M;/V M;_; est un B-module libre de rang 1 (¢ = 0,1) et le composé
IIoIl = 7 est nul.

LEMME (4.2). — St ¢ est un indice critique et x € M;, on a
Lyz = (V™ lz,0)).

[V-1IIz est bien défini puisque IIM; C VM; et V injectif].

Démonstration. — On sait déja que si ¢ = Vz’, on a Lyz = ((I1z',0))
et IIz’ = V~lz, puisque IIV = VII. De plus, pour a € B, on a
Lyla)lz = [a?9)Lyz et V™~ HI[a]z = [a?]V ~!IIz. Puisque tout élément de
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M; est de la forme [a]y; + Vz’, il suffit de démontrer le lemme lorsque
T = 7. -

Soit, comme en (3.8), B une O'-algebre sans torsion dont B est un
quotient et M un relévement de M en un O[II}-module de Cartier gradué
spécial sur B. Soient 7; relevant ~y;, on a

Iy; = [@:]¥i41 + V&

avec a; € Bet z; € JTJ: Puisque ¢ est critique, I'image a; de @; dans B est
nulle et
H")’,’ = V.'l:,'
ou z; est ’'image de Z; dans M;.
Il s’agit de montrer que Lyy; = ((z:,0)). Par définition Lpsy; est

l'image de Lg;%i. Reprenons le calcul de Lg7; effectué en (3.8) en
supposant pour simplifier les notations : = 0 :

VeF% = (II? — [n])%
= [Go]VE, +IVZ, & € M;.

De plus
[@o]VZE, = Viadlz.

et
[@0]Z: € IMy + V M,

donc il existe g, V0 € ]Tfo tels que
[@0]VE, = VI[ao]iio + V?[do]o-

Comme F' = AL, il vient :

AMLM";’() = H(E_lfto + 6_1[6,0]’&0) + V(UE_I[&()]{)())
d’ou étant donné l'injectivité de A v
Lﬁ:m = ((E—l.’i‘o + 6_1[6()]110, 06_1[60]‘50)) .

L’image de ¢ dans Wo(B) est 1 car tB=0;eneffet "e=m — [r] =7 =
7?1, donc € = ?1 = 1. L’image de o dans B est nulle. D’ou :

Lm0 = ((20,0)).
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LEMME (4.3). — Sii est un indice critique, Uapplication

p:N(M); — M;/VM;_, & M/
((m,m)) —s (W, V"IIm + m’)
est un isomorphisme We(B)-linéaire.

[On note M la classe de m modulo V. On remarquera que V~'IIm +
m’ = V=1 ((m,m'))].
Démonstration. — On définit I’application inverse
p—1 : M,'/VMi—l & M7 — N(M),

(m, m") — ((m, =V "Im + m")).
L’application p~! est bien définie : en effet, pour m € M;, V™ IIm
est défini et lapplication m +— ((m,—V ~'IIm)) de M; dans N(M); est
nulle sur VM;_; car Vm; — ((Vmy, —IIm,)) = 0. Ces applications sont
clairement We(B)-linéaires et inverses 1'une de ’autre, d’ou le lemme.

LEMME (4.4). — Sii est un indice critique, l’endomorphisme pp, p~!

de M; [V M;_, @ M7 induit par ¢,, via l'isomorphisme p est donné par
P‘PMP_I(W, m") — (T_n'", V‘ll'Im”).

Démonstration. — Cela résulte immédiatement des définitions de ¢, ,
et p et du lemme (4.2) :

(0, m")E5((0, m")) s ((m”, 0))-2o (", V= TIm")
(7,02 ((m, =V ='TIm)) M L pym + ((—V~'TIm, 0)) = 0

On en déduit :

PROPOSITION (4.5). — Si ¢ est un indice critiqgue pour M, l’applica-
tion V=1 \ps induit un isomorphisme O-linéaire

i = N(M)fM I VA

Plus précisément n,, . = {((m,O))/m € M,-V_ln} et la restriction de
V='Am dn,,, est Uapplication ((m,0)) — m.

Lorsqu’il existe un indice non critique, on utilisera les résultats sui-
vants :
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LEMME (4.6). —  Si Vapplication I1 : M;/VM;_1 — M;1/VM; est
un isomorphisme, Uapplication
Am i N(M); — My
((my,m")) — IIm + Vm'

est un isomorphisme Wo(B)-linéaire.

Démonstration. — D’apres ’hypotheése sur II, tout élément de M,
peut s’écrire Ilm + Vm/, donc Ay est surjectif.

Montrons que A est injectif. Soient m, m’ € M tels que IIm + Vm' = 0.
Alors IIm € VMj, il existe donc m” € Mj;_; tel que m = Vm'".

De plus IIm + Vm' = V(IIm” + m’) = 0, donc m’ = —IIm”. Ainsi
((m,m)) = (Vm", —IIm")) = 0.
LEMME (4.7). — Sous l’hypothése de (4.6), ’endomorphisme )\MgoM/\;,l

de M1 induit par ¢, via l'isomorphisme ci-dessus est égal VL
Démonstration. — On notera que j + 1 est nécessairement critique,
puisque 12 = 0 sur M/V M. Pour m,m’ € Mj, on a :

opg () = Lagm + (', 0))
Am ey, ((m,m')) = Fm + IIm/
Am((m,m')) =Im+ Vm/
(VIDAM((m,m")) = V™ iem + IIm’ = Fm + Im/

d’ou D’assertion.

PROPOSITION (4.8). —  Sous Uhypothése de (4.6), lapplication s
induit un isomorphisme O-linéaire
72

My = NM);M My

De plus le diagramme :

v-iln id v-n
MJ+1 pr————— M]+1
Am I 1 [ 1V Iy
i T Mg
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est commutatif.

Démonstration. — L’isomorphisme résulte des deux lemmes précédents.
La commutativité du diagramme de celle du diagramme :

v-n
M;ia —_— i+l

AMT [ V_lz\M

N(M); — N(M)j+1

puisque V11

v—-1lng — id.
M

5. Op-modules formels spéciaux sur un corps algébriquement
clos.

Dans ce paragraphe, on suppose que B = L est un corps algébriquement
clos de caractéristique p. On note W = W (L) et K le corps des fractions
de W. L’anneau W est de valuation discréte complet d’uniformisante n et
de corps résiduel L, il est muni d’un automorphisme o tel que W7 = O.

Si X est un O-module formel (lisse) sur L, son module de Cartier M
est un W-module libre de rang fini. On appelle hauteur de X le rang de
M sur W.

PROPOSITION (5.1). — St X est un Op-module formel spécial, sa
hauteur est multiple de 4.

Démonstration. — Pour M’ C M" deux W-modules libres, on notera
[M” : M'] la longueur du W-module M"”/M’. Par hypothése on a
[Mo : VM) = [M; : VMp] = 1 et V est injectif, donc Mo et M; ont
le méme rang r sur W et M = My @ M, est de rang 2r. On a II2 = 7,
donc II est injectif et

r = [Mo : ™M) = [My : TIM,] + [TIM; : TI? M)
= [Mo : HMl] + [M1 : HM()]

Des inclusions
CVM;, C

VM, - M, C

M07
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on déduit 1’égalité

[M() . VM1] + [VMI : HVMO] = [Mo . HMl] —+ [HM] : HVM()].

Or
[HMl : HVMO] = [M1 . VM()] = [Mo : VM1] =1
et
[VM1 : HVM()] = [Ml : HM()],
d’ou

[M; : TIM) = [Mo : TIM,],
en particulier r est pair, d’ou la proposition.

PROPOSITION (5.2). — Il existe une seule classe d’isogénie de Op-
modules formels spéciaux de hauteur 4.

Démonstration . — On sait que la classe d’isogénie du O-module formel
X est déterminée par 'isocristal (M ®w K, V). Celui-ci est bien déterminé
par lisocristal (My ®y K, VII™!), puisque M; ®w K s’identifie via I &
M, dw K.

Or (Mo ®w K, VII™!) est un isocristal unité : si i est critique, M; est un
réseau stable par VII~! dans M; @w K et VII~1 |, est bijectif. Puisque L
est algébriquement clos, un tel isocristal est unique a isomorphisme pres; il
existe une base e, e de M; sur W telle que VII7le; = e; et VII ley = e,.

Remarque (5.2°). Le O-module formel X est isogéne & la somme de
deux O-modules formels de dimension 1 et de hauteur 2. Autrement dit
Iisocristal (M ®w K, V') est de dimension 2 et de pente 1/2.

PROPOSITION (5.3). — On a End}X ~ My(K). [On note End%, X =
Endo, X ® Q).

Démonstration. — Les correspondances X +— (MQwK,V) — (MoQw
K, VII~!) induisent des isomorphismes

End} X = Endp(M ®w K, V) = End (Mo @w K, VIITY).

Enfin Endg (Mo @w K, VII~!) ~ M,(K), puisque (Mp ®yy K, VII7!) est
un isocristal unité de rang 2 : un endomorphisme K-linéaire de My Qw K
commute a application o~!-linéaire VII~! si et seulement si sa matrice
dans la base e, es est & coefficients dans K7 = K.

On suppose dorénavant que X est un Op-module formel spécial de
hauteur 4. Alors
[Ml . HMO] = [Mo : HM1] =1.
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En particulier, si 7 est critique, on a IIM; = VM;.

(5.4) Rappelons que, pour toute O-algébre B, on note B([II] I'algebre
commutative Z/2Z-graduée engendrée par B en degré 0 et un élément IT
de degré 1 tel que 112 = « (L.5).

On associe & X un triplet (n,T,u) ou

(i) n est un O[II]-module gradué,

(ii) T est un L[II}]-module gradué dont les composantes homogenes Ty
et T7 sont de dimension 1,

(iii) u : n — T est une application O[II}-linéaire de degré 0,
en posant 7 = npy, T = M/VM et en définissant u par composition de
Vinclusion np C N(M) et de Papplication ((m,m’)) +— m de N(M) dans
M/VM.

PROPOSITION (5.5). — Les composantes homogénes 1o etn; den sont
des O-modules libres de rang 2 et Uapplication n®@®o L — T est surjective.

Démonstration. — Si ¢ est critique, on a vu en (4.5) que 7; s’identife &
Miv-’n et u; : 7; — T; A ’application composée M,-V_lH — M; — M;/VM;_,.
L’endomorphisme o-linéaire V~II : M; — M; est bijectif, autrement
dit (M;,V~'II) est un cristal unité sur L et L est algébriquement
clos. Par suite MY 'M est un O-module libre de rang 2 et lappli-
cation Miv-‘n ®o W — M; est bijective, en particulier 'application
M,-V_111 Qo L — M;/VM;_; est surjective.

Si j n’est pas critique, on a d’apres (4.8) un diagramme commutatif

I
N T Mi+t

uj Jv j Uj+1
T, —— Tin

ou les fleches horizontales induites par II sont des isomorphismes, et 7 + 1
est critique, d’ol la proposition.

PROPOSITION (5.6). —  L’application n/IIn — T /IIT, induite par u,
est injective.

Démonstration. — Pour vérifier que n; /IIn;_; — T;/TIT;_, est injectif,
on distinguera trois cas.
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1°F cas : © critigue et i — 1 non critigue — On a alors IIn;_; = n; et
P’assertion est évidente.

2° cas : 1 et i — 1 critiqgues — On a un diagramme commutatif

Siz e M,-V“ln a une image nulle dans T3, il existe y € M;_; tel que
z = Vy. Mais, de Ilz = Vz, on déduit Ily = Vy, autrement dit y € Mi‘:ln
et x = Ily.

3° cas : i non critique et i — 1 critigue — Le diagramme commutatif

I n
Ni-r, —— 17y — 11
T T; Ti—1
II=0 I

montre qu’il s’agit alors de vérifier que I'application n;_1/7n;—; — T;_1
induite par u;_; est injective. De plus u;—; : ;-1 — T;_; s’identifie a
MY - M /VM;.

Siz e Mi‘:—lln a une image nulle dans M;_; /V M;, il existe y € M; tel
que r = Vy. De [Iz = Vz, on déduit IIy = Vy; en particulier 'image
7y de y dans M;/VM;_; est nulle, car Iy =T =0 et I1 : M;/VM;_; —
M;_1/V M; est un isomorphisme. Donc il existe z € M;_; tel que y = V2.
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Mais encore une fois de Ily = Vy, on déduit Iz = Vz; dott z € MY '
et r =7z

PROPOSITION (5.7). —  Le triplet (n,T,u) détermine X d isomor-
phisme unique preés.

Démonstration. — 1l suffit de montrer que My, My, II et V sont
déterminés par (n, T, u).

Si ¢ est un indice critique et o I'automorphisme id ® o de 7; ®» W,
linclusion 7; C M; induit un isomorphisme (7; @0 W, o) ~ (M;,IIV 1),
De plus, si .

u; ®id
H = Ker {n; o W———T;},
I'isomorphisme ci-dessus identifie H & VM;_; et o(H) & IIM;_;. Ainsi le
diagramme

II I
M;_4 = M; = M,
1% 1%
s’identifie au diagramme
incl T
o(H) —/— =3 7 QoW —=3 o(H).
incloo™! roo ™!

DeFINITION (5.8). — Un triplet (n, T, u) est dit admissible s’il vérifie les
conditions (5.5) et (5.6). Un indice 7 € {0, 1} est dit critigue pour (1,7, u)
si IT:T; — T;41 est nul.

LEMME (5.9). — Un triplet admissible (n,T,u) est déterminé d
isomorphisme unique prés par (n;,T;,u;) pour i critique.

Démonstration. — Notons H = Keru;. Onann; C H Cn; et H#n;
d’apres (5.5).

Si ¢ — 1 n’est pas critique, on a IIT;_; = T}, donc IIn;—; = n;, d’apres
(5.6). Par suite le diagramme

I it
n — Ni-1 — 1k

bl |

I
Ty, —— Ty — T;
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s’identifie au diagramme

™ id
nn — N7 — 1

-

0 id
T — I; —— T;.

De plus la condition (5.6) implique dans ce cas H = 7;.

Si ¢ — 1 est critique, on a IIn;_; # 7;; sinon on aurait u; = 0 ce qui
contredirait (5.5). De méme, puisque i est critique, on a Ilnp; # 7;_1,
donc wm; # IIn;—i. Alors, d’aprés (5.6), u; et u;—1II7! induisent des
isomorphismes

ni/Mni—1 @k L—T; et Mn;_y /7n; @k L—T;_1.

On a dans ce cas H = IIn;_1 # mn; et le diagramme

I n
N @ — Nj—-1 — 1

BNt

T, —— Ty —— T

s’identifie au diagramme

L incl
i I H —_— i

l l J

0 0
ni/H@kL — H/mi®L —— ni/H®:L
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ou les fleches verticales sont les applications canoniques.
Remarquons qu’on reconnait si ¢ — 1 est ou n’est pas critique selon que
H # 7n; ou H = 7n;; la démonstration du lemme est donc compleéte.

PROPOSITION (5.10). —  Tout triplet admissible (n,T,u) est iso-
morphe au triplet associé @& un Op-module formel spécial de hauteur 4.
Démonstration. — Soient 7 un indice critique, o 'automorphisme id® o
de 7; Qo W et H = Ker{u; ®id : 7; o W — T;}. Comme n; o L — T;
est surjectif, on a 7(n; @o W) ;Ct H g 7 ®o W; de méme pour o(H).
Définissons le diagramme

I II
M;_, — M; = M,
Vv Vv
comme égal au diagramme
incl T
oc(H) —/— =3 17 Qo W —= o(H).
incloo™! moo 1

Ainsi V est o~! linéaire, II est linéaire, I1? = 7 et
[Mi . VMi_l] = [Mi—l . VM,] = [M, . HMi-—l] = [M’_l . HM,'] = 1,

donc (M,II, V) est le module de Cartier d’un Op-module formel spécial
de hauteur 4.

L’indice ¢ est critique pour M, la composante homogeéne d’indice 7 du
triplet admissible associé a M est

(M,-VH_I,M,-/VM-_l,can.) ~ (9i,mi ®o W/H, can) ~)(n;, T;, u;),

par suite ce triplet est isomorphe a (7, T, u).
On peut résumer les propositions précédentes en un seul énoncé :

THEOREME (5.11). — Sur un corps algébriquement clos de caractéris-
tique p, la correspondance X w— (n,T,u) réalise une équivalence de catégo-
ries entre d’une part le groupoide des Op-modules formels spéciaux de
hauteur 4 et de leurs isomorphismes, d’autre part le groupoide des triplets
admissibles et de leurs isomorphismes.

LEMME (5.12). —  Soit (n,T,u) le triplet admissible associé a un
Op-module formel spécial de hauteur 4 de module de Cartier M. Alors,
quel que soit i € {0,1}, Visocristal (M; @w K,VII™!) est canoniquement
isomorphe d (1; o K,071).

Démonstration. — Pour i critique, (M;,VII™!) est un cristal unité,
autrement dit VII™! est une application o ~!-linéaire bijective de M; dans
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M;, de plus 7; s’identifie 3 MYT™" (4.5). Il résulte alors du théoréme de
structure des cristaux unités ([Zi 3], Satz 6.26) que (M;, VII~!) s’identifie
a (7 ®o0 W,o71), a fortiori l'isocristal (M; ®w K,VII~!) s’identifie
(7: ®o K,071).

Par ailleurs IT induit des isomorphismes d’isocristaux :

(Mi w K, VH_l)—:'_'(Mi-Fl @w K, VH_1)7
(1 ®0 K,0™) 5 (ni41 @0 K,071);

lesquels sont compatibles aux isomorphismes précédents lorsque 0 et 1 sont
tous deux critiques.

DEFINITION (5.13). — Soient X et X' deux Op-modules formels
spéciaux de hauteur 4 sur L. On appelle quasiisogénie entre X et X' un
élément de Homeo (X, X’') ®» K inversible dans Homeo, (X', X) Q0o K.
Autrement dit, si o est une quasiisogénie de X dans X', il existe n > 0
tel que 7"« soit une Op-isogénie de X dans X’. On dira que « est de
hauteur 0 si h(n"a) = h(7").

PROPOSITION (5.14). —  Soient (n,T,u) et (', T',u’) les triplets
admissibles associés ¢ X et X'. On a alors un isomorphisme canonique :
Quasiisog(X, X') ~ Isom k(10 ®o K, ny Qo K).

Démonstration. — Soient M et M’ les modules de Cartier de X et X'.
On a, d’apreés (2.2), un isomorphisme canonique :

Quasiisog(X, X') = Isom((M @w K, V),(M' w K,V)),

ou les isomorphismes d’isocristaux du membre de droite doivent étre
compatibles a la graduation et & ’action de II; ils sont donc déterminés
par leur action sur la composante homogéne de degré 0, plus précisément,
on a:
Isom((M @w K, V), (M' @w K,V))
= Isom((Mo @w K, VII™Y), (M§ @w K, VII™Y)).

On conclut grace au lemme (5.12).

PROPOSITION (5.15). —  Supposons 0 critiqgue pour X. Alors, dans
lisomorphisme précédent, les quasiisogénies de hauteur O correspondent
auz isomorphismes r : N @0 K——n} @0 K tels que :

76 : 7(m0)] =0 si O est critique pour X',
[} : Or(no)] = 1 si 1 est critique pour X',
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autrement dit, tels que N> n} = 7= A2 II'r(no) si i € {0,1} est critique
pour X'.

Démonstration. — Une quasiisogénie est de hauteur 0O si et seulement
si Iisomorphisme o : M ®w K—M’' ®w K correspondant est tel que
[M': a(r"M)] = [M : 7" M] pour n tel que a(n"M) C M’, autrement
dit si [M' : a(M)] = 0. Puisque [M; : [IM,] = [Mp : IIM;] = 1, et de
méme pour M’, il revient au méme de demander [M; : a(Mp)] = 0 ou
[M] : Tla(Mo)] = 1.

Puisque 0 est critique pour X, M, s’identifie & 7o ®» W. Si 0 est
également critique pour X', My s’identifie & ng ®o W et [M{ : a(My)] =
[76 : r(mo)]- Si 1 est critique pour X', c’est M| qui s’identifie & 7] ®o W
et [M] : Ha(Mo)] = [} : TTr (o).

(5.16) Soit k une cloture algébrique de k = O/wO. Choisissons un Op-
module formel spécial ® de hauteur 4 sur k tel que O soit critique pour
® (un tel module est unique a isogénie prés d’aprés (5.2)) et fixons un
isomorphisme O? ~ ng ¢.

Un Op-module formel spécial X de hauteur 4 sur un corps L extension
de % est dit rigidifié s’il est muni d’une quasiisogénie de hauteur zéro
p:P, — X.

Un triplet admissible (n,T,u) sur L est dit rigidifié s’il est muni d’un
isomorphisme r : K231, @0 K tel que [n; : II'r(O?)] =isii € {0,1} est
critique pour 7, autrement dit /\2 N =m""t /\2 II'r(0O?) si i est critique.

D’apreés ce qui précede, si (n, T, u) est associé a X, une rigidification p
de X correspond & une rigidification r de (9,T,u), et on a :

THEOREME (5.17). — Soit L un corps algébriqguement clos extension
de k. La correspondance (X, p) — (n,T,u,r) réalise une bijection entre
lensemble des classes d’isomorphie de Op-modules formels spéciaux de
hauteur 4 rigidifiés sur L et celui des classes d’isomorphie de triplets
admissibles rigidifiés sur L.

Rappelons (1.5.2) que ce dernier ensemble s’identife & Q(L).

6. Filtration de N(M) et 7,,.

(6.1) Dans ce paragraphe, B est une (’-algebre telle que 7B = 0 et
M un O[II]-module de Cartier gradué spécial sur B. De plus on suppose
que ¢ € {0,1} est un indice critique, autrement dit IIM; C V M;. Nous
noterons pour simplifier N = N(M), ¢ = p,, et n=1,,.
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Considérons les filtrations de N; et N;_; par les sous-O-modules

V2 M; = ((0,V?"M;)) C N;
VEI=IM; = ((0,V2*~1M;)) € Niog
pour n > 0. Soient N; , = Ni/Van,- et Ni_1n = ,'_1/V2"‘1M,-. Pour

j € {0,1}, on posera e = 0si j =t et e =1si j =i— 1, de sorte que
Njn = Nj/Vzn_sMi.

LEMME (6.2). — Pour toutr >0, on a o(V"M;) C V" M;.
Démonstration. — Pour m € M;, on a

¢((0,Vrm)) = (V'm,0)) = ((0,IIV""'m)),

mais I[Im € IIM; C VM;, donc IIV™""1m = V™"1IIm € V" M;.

Ainsi ¢ induit un endomorphisme O-linéaire de NV; ,,. Dans la suite, on
notera 7;, = {z € N ,/p(z) = z}.

LEMME (6.3). — On a Nj = imNj;, et n; = limn;n.
Démonstration. — Considérons la suite exacte de O-modules définis-
sant V; :
(6.3.1) 0 — M;_1—M; ®M; — N; — 0.

a(m) = (Vm,-IIm).

Puisque V est injectif, on a a(M;_1) N (0,V?"~<M;) = {0}; d’ou un
systéme projectif de suites exactes :
0— Mj_1 — Mj EBMJ-/Vz"’eMi — Nj,n — 0,

et, en passant a la limite projective, une suite exacte :
0— Mj_l — Mj @mMj/le_eMi — }_iLn_Nj,n — 0.

Mais M est complet pour la topologie V-adique, d’ott M; = lim M;/V3r—eM;
et NV ;= }En__ Njn.

L’assertion correspondante pour 7; s’en déduit en prenant le noyau de
1— .

(6.4) Nous considérerons dans la suite de ce pararaphe M, N;,nj, Nj n,Nj.n

comme des foncteurs sur la catégorie des B-algébres : pour une telle algeébre
B', M(B') = M®k: (8)Eo(B’) est un O[lI]-module de Cartier gradué
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spécial sur B’ et N;(B’), nj(B’), Njn(B'), nj»(B’) sont obtenus & partir
de M(B') par les constructions précédentes; les fleches de transition sont
définies de maniére évidente, compte-tenu du fait que ¢ a été construit de
manieére compatible au changement de base.

LEMME (6.5). — Le foncteur N;, est représentable par un schéma
en O-modules affine sur B dont le schéma sous-jacent est l’espace affine
de dimension 2n + 1 — € sur B.

Démonstration. — Soit (7p,v1) une V-base homogene de M et soit
M; (o) le sous-foncteur en ensembles de M; défini par

M 0)(B') = {laly; ;a€ B'}.
La suite exacte (6.3.1) définit une application naturelle :
Mj,0) X M;/V*""*M; — Njp.

Cette application est bijective.

En effet, soient m,m’ € Mj; on a m = mg + Vm; avec mg € M; (o) et
my, € Mj_q1, d’ou ((m,m’)) = ((mo, m’ + IIm,)) dans N;.

De plus, soient mg et o € Mj 0y, m’ et £’ € Mj, tels que ((mo, m’)) et
((£0,2")) aient méme image dans N, ; d’aprés (6.3.1), il existe m; € M;_;
tel que

mo +Vmy =4
m' —Im; = ¢ (mod V"¢ M;).
De la premiere égalité résulte nécessairement m; = 0, d’ou 1’assertion.

Par ailleurs les applications

B' — Mj 0)(B')
a+— [a]v;

et
BIZ‘n—E — Mj/V2n_€Mi(B’)

(@) — Y Valvi-k
0<k<2n—e

sont fonctorielles et bijectives. On obtient ainsi une bijection fonctorielle
entre A2"t1=¢ et N .

LEMME (6.6). — Le foncteur n; . est représentable par un schéma en
O-modules affine de présentation finie et étale sur B.

Démonstration. — En effet nj , = Ker{1—¢ : N; , — Nj ,} est 'image
réciproque de la section nulle de IV , par 1 —¢ et cette section, qui coincide
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via l’isomorphisme précédent avec la section nulle de A?"+1—¢ est une
immersion fermée de présentation finie. Ainsi 7;, < NV;, est également
une immersion fermée de présentation finie.

Pour montrer que 7; 5, est étale sur B reste a vérifier que, si B’ — B" est
une surjection de B-algébres définie par un idéal de carré nul, I’application
Njn(B’) — njn(B") est bijective. Or, dans le diagramme a lignes exactes :

0 — VIM(B) —— Ni(B) —— Nia(B) - 0

| | |

0 — VZ"‘eM,-(B”) SN Nj(B") —_— Nj,n(B/l) — 0,

a et (3 sont surjectifs (3.7), donc v est surjectif et ¢ est nilpotent sur Kery
puisqu’il est sur Ker 8 (3.12) dont Kery est un quotient.

En d’autres termes, 7, , est un faisceau constructible pour la topologie
étale sur Spec(B) et sa formation est compatible au changement de base.
Notons S = Spec(B) et soit S;_; le fermé de S ou i — 1 est critique. On a
plus précisément :

PROPOSITION (6.7).

(1) 1i.n est un faisceau lisse (1) sur S en O/n™-modules libres de rang 2.

(2) ni—1,n est constructible sur S et Il : mi_1 n — 1in est injectif, de
plus :

(2a) ni—1,n |5_5.._1 est lisse et I1 Is_g.._l est un isomorphisme.

(2b) Mi—1,n IS.-_l est lisse et (nin/MNi—1.n) |5'._1 est lisse en Ofm-
vectoriels de rang 1.

Démonstration. — Compte-tenu de ce qui préceéde, pour vérifier la
lissité des faisceaux ci-dessus, il suffit de s’assurer que le cardinal de leurs
fibres en les points géométriques de S est constant. On peut donc, pour
démontrer la proposition, supposer que B = L est un corps algébriquement
clos de caractéristique p.

(1) D’apres (4.3), on a un isomorphisme

Nin~ M;/VM;_y & M;/V?"M;

(1) lisse = localement constant pour la topologie étale.
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tel que I’endomorphisme ¢ de NV; , corresponde a
(m,m") — (W",V-IOm").
D’ou un isomorphisme :
Mim ~ (M;/V2M;)V I

Identifions (M;,V~I) & (n; ® W,0); alors V2 s’identifie & m.0~2 et
VI"M; a 1"n; Qo W ; d’ou

Nin = Ni/7"n; = (Of7™)2.

(2) L’application IT : N;_; — N; est injective et IIN;,_; N V2" M; =
V2 M; = IIV2"~1M;, donc IT : N;_;, — N;, est injective. A fortiori
l'application Il : n;—1,, — i, induite sur les invariants sous ¢ est
injective.

2a) Si ¢ — 1 n’est pas critique, on a d’apres (4.6) un isomorphisme :

p p
Ni—1,n =~ M;/V?™M;

tel que ¢ corresponde & V~!II, d’ott un isomorphisme

-1
Miein & (M /VEM)Y 0

(2b) Si i — 1 est critique, on a comme en (1) un isomorphisme
-1
Mic1m = (Mi_y V1MV T

De plus le diagramme

Il I
M,'_1 ﬁ Mi : Mz‘—l
% v
s’identifie &
I I
Ni-1 QoW T3 17: Qo W ——3 ni—1 Qo W.
Hoo—? Moo~}

Les inclusions IIV2"~1M; = V2" M; C TIM;_, C M; sont o-invariantes et
se déduisent en tensorisant par W des inclusions 7"n; C IIn;_; C n;. D’ou

Nim1,n =2 ni_q /7" n;;
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de plus on a dans ce cas [n; : IIn;—1] = 1, donc

ni,n/nni—l,n jad 0/7!'

Remarque (6.8). Les calculs précédents montrent de plus que, pour
Jj € {0,1} et m > n, les applications canoniques 7; , ®o O/7" — n;,
sont des isomorphismes. Ainsi le systéme projectif 7; , définit un faisceau
w-adique 7;. La proposition (6.7) se réécrit :

PROPOSITION (6.9).
(1) n; est un faisceau mw-adique lisse en O-modules libres de rang 2.

(2) mi—1 est un faisceau m-adique constructible en O-modules libres de
rang 2 et Il : n;_1 — n; est injectif, de plus :

(2a) ni—1|s—s,_, est lisse et |s_s,_, est un isomorphisme.

(26) mi—1 |s._, est lisse et (n;/TIn;_1)|s,_, est lisse en O/mw-vectoriels
de rang 1.

7. Rigidification.

(7.1) Soient B une k-algébre et X un Op-module formel spécial
de hauteur 4 sur B. On appelle rigidification de X la donnée d’une
quasiisogénie de hauteur zéro p : &p — X, ou ®p est déduit par
changement de base du Op-module formel & choisi sur k en (5.16).

Par définition, une isogénie o : $p — X est un homomorphisme de
Op-modules formels dont le noyau est représentable par un schéma en
groupes fini localement libre sur B. On dit que « est de hauteur A si Ker
est de degré ¢” sur B.

Sur %k, la multiplication par 7 est une isogénie de hauteur 4 de &
dans lui-méme; par changement de base, il en est de méme sur B de
la multiplication par 7 de ®p dans lui-méme. En particulier, ®g est =-
divisible et le O-module Home, (® 5, X) est sans torsion ([Zi 3], 5.31).

Par définition, une gquasiisogénie p : ®p — X est un élément de
Homey,(®5,X) ®v K tel que n™p soit une isogénie pour n entier suf-
fisamment grand. Noter, d’apres ce qui précéde, que 7" p détermine p sans
ambiguité. On dit que p est de hauteur zéro si 7" p est de hauteur 4n.

On montre qu’un homomorphisme o : 85 — X est une isogénie si et
seulement si il existe un entier m et un homomorphisme 8 : X — &p
tel que Boa = 7™ ([Zi 3], Satz 5.25). Par suite, un élément p de
Homo,(®5,X) ®o K est une quasiisogénie si et seulement si il admet
un inverse dans Home, (X, ®p5) Qo K.
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Signalons également un résultat de T. Zink ([Zi 3], Satz 5.15 ou [Zi 1]) :
Lorsque B est noethérien, un homomorphisme o : g — X est une
isogénie de hauteur h si et seulement si pour tout idéal premier p de
B I'homomorphisme Xpp) * (I)E(p) - Xz déduit de o par restriction

4 une cléture algébrique k(p) du corps résiduel k(p) = B,/pB, est une
isogénie de hauteur h.

Notons S = Spec(B) et, pour j € {0,1}, S; le fermé de S au-dessus
duquel j est critique pour X.

Supposons tout d’abord qu’il existe un indice ¢ € {0,1} tel que S = S;
(schématiquement), autrement dit i est critique pour X, et considérons
les faisceaux m-adiques 7; associés a X au paragraphe 6.

PROPOSITION (7.2). — Supposons S = S; et X rigidifié. Alors :

(1) Le faisceau m-adique n; est constant sur S.

(2) Les restrictions ¢ S— S;—1 et a S;—; du faisceau m-adique construc-
tible n;—, sont constantes.

(3) A une rigidification p de X est associée un isomorphisme de fai-
sceauz 1 K*-"5no @0 K tel que [n; |s, : TPrO?%] = j pour j € {0,1}.

Démonstration. — Rappelons que 0 est un indice critique pour ® et
qu’on a choisi une identification de ng o avec O?. D’aprés le lemme suivant,
lisogénie 7"p : ®p — X induit un homomorphisme de faisceaux w-adiques
a"r : O? — 5o, d’ott un homomorphisme r = K% 5o ®o K.

LEMME (7.3). Soit  : X — X' un homomorphisme de Op-
modules formels spéciauz de hauteur 4 sur S. Supposons que ¢ € {0,1}
[resp. j] est critiqgue pour X [resp. X'] sur S. Soit n [resp. n'] le faisceau
w-adique Z /27 -gradué associé ¢ X [resp. X'] a Uaide de la filtration V" M;
[resp. VTM]’-]. Alors o induit un homomorphisme naturel de faisceauz -
adiques de n; dans n;.

Démonstration. — Le probléme est que la construction de ¢, donc de 7,
n’est pas fonctorielle en X ; cependant ce lemme établit une fonctorialité
partielle et en tout cas la fonctorialité de n ®o K.

Pour tout n > 0, on a d’aprés (4.3) des isomorphismes

Ni,n ~ M,'/VM,'_I (&) M,’/Vani
2
NJ'-,n ~ M]"/VMJ'-_1 ® MJ'/V "MJ'-
tels que I’endomorphisme ¢ des premiers membres corresponde a ’appli-

cation
(m, 'n_i") — (m",V“IIm")

sur les seconds membres.
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Notons € = |j — i|. L’application naturelle de M; dans M; induite par
II*a commute & V et II; elle définit donc une application de N;, dans
N J'~,n qui commute & ¢ et par conséquent une application de 7; , dans n;-’n.
Lorsque n varie, ces applications sont compatibles entre elles et définissent
un homomorphisme de 7; dans 7.

Lorsque j # ¢, montrons que cet homomorphisme se factorise a travers
I'injection naturelle IT : 7} — 7}. Cette assertion se vérifie sur les fibres, on
peut donc supposer que S est le spectre d’un corps algébriquement clos.
Il y a alors deux cas :

a) 1 n’est pas critique pour X’. Alors II induit un isomorphisme de 7;
dans 7}, il 0’y a rien a vérifier.

b) ¢ est critique pour X’. On a alors des isomorphismes

N, ~M/VM]_, ® M{/VZ""IMJ{

tels que ’endomorphisme ¢ des premiers membres corresponde a 1’appli-
cation définie comme précédemment sur les seconds membres. Par suite
Papplication de N;,,, dans N} , induite par Ila se factorise en ’application
induite par o de N;, dans N/, [remarquez que o(V?"M;) C V*"M| C
V2*=1 M}] suivie de I’application induite par IT de N/, dans N7 . Ces ap-
plications commutent & ¢ et définissent donc des applications 7; , — 7; ,
et 7; , — 1, dont le composé est ’application 7;,, — 7j, induite par
IIa. En faisant varier n, on obtient la factorisation cherchée.

Reprenons la démonstration de la proposition (7.2). En tout point
géométrique 5 de S, ’homomorphisme r; induit sur les fibres en 3 est
un isomorphisme, comme on ’a vu lors de 1’étude de la situation sur
un corps algébriquement clos (5.14); par suite r : K% — 19 @0 K est
un isomorphisme. En particulier le faisceau no ® » K est constant; il en
est de méme de 7; ® K, puisque II : 59 — n; induit un isomorphisme
no ®o K- ®o K, ce qui se vérifie également sur les fibres.

Le faisceau m-adique 7; est lisse sur S et 7; @ K est constant, donc 7;
est constant. En effet, on peut pour le vérifier supposer S connexe; alors
n: correspond a une représentation du groupe fondamental IT; (S,5) dans
niz ~ O% et 7; ®o K A la représentation dans K2 qui s’en déduit; cette
derniére étant triviale, la représentation dans O2? I’est également.

De méme, puisque les restrictions & S — S;_; et & S;_; du faisceau 7-
adique 7;_; sont lisses et que 1;_; @ K est constant, ces restrictions sont
elles aussi constantes.

Enfin les propriétés de 'isomorphisme r : K2 — 19 ®» K relativement
aux faisceaux constants n; ISJ' se vérifient sur les fibres en un point
géométrique, on les a établies en (5.15).
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Remarque (7.4). On notera que la construction des faisceaux 7n; et de
Pisomorphisme r associés a (X, p) commutent & tout changement de base
de B a une B-algébre B’. On I’a vu en (6.6) pour ce qui concerne 7; et
cela résulte de la démonstration du lemme pour r.

On a d’ailleurs utilisé implicitement cette propriété au cours de la
démonstration lorsqu’on s’est ramené au cas ou la base est un corps
algébriquement clos pour calculer les fibres.

Considérons maintenant le cas général (sans supposer S = S;) et
regardons 7 comme un foncteur sur les B-algébres (et non plus comme
un faisceau w-adique).

PROPOSITION (7.5). — Supposons X rigidifié. Alors pour j € {0,1} :

(1) n; est un faisceau constructible pour la topologie de Zariski sur S,
en O-modules libres de rang 2.

(2) La restriction de n; d S; est un faisceau constant.

(3) A wune rigidification p de X est associée un isomorphisme de
faisceauz r : K25 @0 K tel que [n; |s,~ :VrO?] = 5.

De plus la formation de (n,r) a partir de (X,p) commute & tout
changement de base de B a une B-algébre B’'.

Démonstration. — Lorsque 'un des indices ¢ € {0,1} est critique sur
S tout entier, ces assertions résultent des assertions analogues (7.2) pour
les faisceaux m-adiques 7;, compte-tenu du fait que n;(B’) = lim n; »(B’)
quelle que soit la B-algebre B’ (6.3). En particulier (7.5.2) résulte de
(7.2.1).

La constructibilité de n dans le cas général s’en déduit par réduction
au cas ou B est réduit ce qui ne modifie pas n (3.14), puis au cas ou B est
intégre, donc ’un des indices critique sur S tout entier, par recollement
des composantes irréductibles griace au lemme suivant.

LEMME (7.6). — Soient I et I, deuz idéaux de B tels que I, NI, = 0.
Soient iy, iy eti12 les immersions fermées dans S des sous-schémas définis
respectivement par Iy, I et I) + Io. On a alors une suite exzacte

0— n— 1,1*1,;7] D 22*’1,;7] — i12*i,{27l
de préfaisceauz sur S.
Démonstration. — Pour toute B-algébre B’, soient B] = B'/I,B’,

B} = B'/I,B’ et Bj, = B'/(I; + I5)B’. De la suite exacte :

0—- B — B} xBj — B, =0
(a,b)—a—>b

106



UNIFORMISATION p-ADIQUE

on déduit une suite exacte de modules de Cartier :
0 — Mp — Mp; x Mg, — Mp; — 0
et de modules de Cartier modifiés :
0 — N(Mp) = N(Mp;) x N(Mp;) — N(Mp;,) — 0.
En prenant le noyau de 1 — ¢, on en déduit la suite exacte :
0 — n(B’) — n(B1) x n(Bz) — n(Bi,)

d’ou le lemme.

Enfin on notera que l’isomorphisme r : K? — 1y ®o K associé a la
rigidification p grace au lemme (7.3) lorsque 0 et 1 sont tous deux critiques
sur S ne dépend pas du choix de l’indice critique ¢ € {0,1}; par suite les
isomorphismes r|g, et r|s, se recollent en un isomorphisme r défini sur S
tout entier.

8. Le théoréme de Drinfeld.

Rappelons que ’on a choisi une cléture algébrique & de k, un Op-
module formel spécial ® de hauteur 4 sur & tel que 0 soit critique pour &
et un isomorphisme O? =~ ng o. On note O™ I'hensélisé strict (= extension
non ramifiée maximale) de O de corps résiduel k.

DEFINITION (8.1). Soit Nilp la catégorie des O™ -algebres ou l'image
de 7 est nilpotente. On définit un foncteur G sur Nilp en associant a
B € Ob Nilp 'ensemble G(B) des classes d’isomorphie de couples (X, p)
consistant en :

1) un Op-module formel spécial X de hauteur 4 sur B.

2) une quasi-isogénie de hauteur zéro p: ®p/rp — Xp/xB-

Toutefois dans cette définition, il convient de prendre O p-module
formel dans un sens un peu plus général que précédemment : on demande
seulement que Lie(X) soit un B-module projectif. Localement pour la
topologie de Zariski sur B, on retrouve les O p-modules formels définis au
paragraphe 2.

Le résultat fondamental de Drinfeld est le :

THEOREME (8.2). — Le foncteur G est représentable par le O™ -
schéma formel QAR O™ .
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DEFINITION (8.3). Soit Nilp la catégorie des (O-algébres ou l'image
de 7 est nilpotente. On définit un foncteur G sur Nilp en associant a
B € Ob Nilp I’ensemble G(B) des couples formés

1) d’un k-homomorphisme ¢ : k — B/ B

2) d’une classe d’isomorphie de couples (X, p) consistant en :

(2.1) un Op-module formel spécial X de hauteur 4 sur B.

(2.2) une quasi-isogénie de hauteur zéro p : ,® — Xp,rp.

Si B — B’ est un morphisme de Nilp, on définit de maniére évidente
une application G(B) — G(B’) en associant a 1 son composé avec
B/mB — B'/wB’ et au couple (X, p) le couple (Xp, p,, ) qui s’en

déduit par extension des scalaires de B & B’'.

/mB'

Le foncteur G n’est autre que le foncteur déduit de G par restriction
des scalaires de O"" & O. En effet, il revient au méme de se donner un
k-homomorphisme ¥ : Kk — B/7B ou un O-homomorphisme ¢ : O"" — B
faisant de B une O™ - algébre B, € Ob Nilp, et un élément de G(B)
correspond & un couple formé de % et d’un élément de G(By).

Du théoréme (8.2), on déduit par restriction des scalaires la variante :

THEOREME (8.4). — Le foncteur G est représentable par le O-schéma
formel ﬁ@oén".

Notons H la restriction & la catégorie Nilp du foncteur F sur Nilp
défini en (1.5.1). On a montré en (1.5.2) que F est représentable par le O-
schéma formel (; par suite H est représentable par le Onr-schéma formel
QR0 O™ .

Pour B € Ob Nilp, on définit une application £ : G(B) — H(B) en
associant au couple (X, p) le quadruplet (nx,Tx,ux,7(x,p)) o, si M est
le module de Cartier de X sur B, on a :

1) ny, = m,, vu comme faisceau sur Spec(B) : si B’ est une B-algebre
et si M' = Mp:, on a n, (B') = Myt 5

2) Tx = Lie(X) =M/VM;

3) ux : 1y — Tx est ’'homomorphisme de faisceaux tel que ux(B’) =
upr iy, = NM') - M [VM' = (M/VM)Qp B’ (cf. (3.13));

4) rix,p) P K 2 % x,0 est I’isomorphisme associé a la rigidification p de

Les propositions (7.5), (5.5) et (5.6) montrent que le quadruplet
(ny>Tx,ux,r(x,p)) vérifie les conditions de la définition (I1.5.1) et défi-

nit donc bien un élément de H(B) = F(B).
De plus, si B — B’ est un morphisme de Nilp, le diagramme :
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6(3) j—-) ﬁ(B)

J J

G(B') —— H(B)

B!

est commutatif. Cela résulte du fait que la construction de 7, et r(x ,) &
partir de (X, p) commute au changement de base (cf. (6.6) et (7.4)). Ainsi
les £ g définissent une transformation naturelle £ : G — H.

Le théoréme (8.2) est conséquence de 1’énoncé plus précis :

THEOREME (8.5). — La transformation naturelle £ : G — H est un
isomorphisme de foncteurs.

Nous poursuivrons la démonstration de ce théoréme dans les para-
graphes 10 a 12.

Notons H le foncteur sur Nilp déduit de H par restriction des scalaires
de O®" a O. Pour B € ObNilp, un élément de H(B) consiste en la
donnée d’un k-homomorphisme v : k — B/7B et d’un élément de
H(By) = F(B). 1l est clair que H est représentable par le O-schéma
formel ﬁ@o@"".

On définit par restriction des scalaires une transformation naturelle
& : G — H en associant au couple (¢,a), ot a € G(By), le couple
(¢,EB¢ (a)). Le théoréme (8.5) implique alors :

THEOREME (8.6). — La transformation naturelle £ : G — H est un
itsomorphisme de foncteurs.

On prendra soin de noter que ’application EB : G(By) — H(By) =
F(B) dépend de la structure de O™"-algebre de B,p, en particulier la Z /2Z7-
graduation de 7, et Tx associés a X dépend de sa structure de O'-algebre.

9. Action des groupes GL(2,K) et D*.

(9.1) Le morphisme de Frobenius.
On note Fr : k — k I’homomorphisme de Frobenius Fr(z) = z9

et Frob : Fr;'® — & le morphisme de Frobenius. C’est un %-
homomorphisme de Op-modules formels du Op-module formel Fr1®
déduit de ® par extension des scalaires via Fr~! (souvent noté (1))

109



J.-F. BOUTOT ET H. CARAYOL

dans ®. Plus précisément, c’est une isogénie de hauteur 2 (égale a la di-
mension de ®).

Si Mg est le O[II]-module de Cartier gradué de ® sur k, celui de
Fr;1® s’identifie & Mg[1], déduit de Mg par restriction des scalaires
via 0 : Wo(k) — Wo(k) et décalage de la graduation (car I’action
de O’ via Op est inchangée). Le morphisme de Frobenius correspond a
I’homomorphisme We (k)- linéaire de degré zéro V : MZ[1] —» Ms.

Puisque O est critique pour ®, 1 est critique pour Fr;1® et I'identifi-
cation My -14 = Mg[1] induit une identification :

Mrriien = M;fr;lll}p,l =My =na o
d’ou une identification 7y, -1 ®o K = (70 ®o K)[1]. Le morphisme
de Frobenius correspond donc a l’isomorphisme K-linéaire de degré zéro
II: (7]q> Ro I{)[I] — N Qo K.

(9.2) Action de GL(2,K) sur le foncteur G.

Soit v la valuation de K normalisée par v(w) = 1. Via l'identification
(5.14) : GL(2,K) = GL(neo ®0 K) = (Endy_®)*, un élément g de
GL(2,K) définit une quasiisogénie de ® de hauteur 2n si v(detg) = n.
Ainsi g7 o Frob™ : Fr;"® — & est une quasiisogénie de hauteur zéro.
On définit une action de GL(2,K) sur le foncteur G en posant, pour
B € Ob Nilp et (; X, p) représentant un élément de G(B) :

g-(¥;X,p) = (Yo Fr™";X,pothu(g™" o Frob™)).

On note Fr : O*" — O™ le relevement du k-homomorphisme Fr : k — k
en un O-homomorphisme.

THEOREME (9.3). — L’action de GL(2, K) sur le foncteur G corres-

pond & Uaction sur le schéma formel QRoO"r définie par Uaction naturelle

~ —~ —v(de
de PGL(2,K) sur Q2 et l’action g — Fr @) cur 0P

Démonstration. — D’apres (1.6.2), cette derniére action est décrite sur
les éléments de H(B) par :

g- (W0, T,u,r) = (¢ o Fr=";n[n], T[n], u[n], M*rg™").

Il s’agit donc de vérifier, si sz (X,p)=(T,u,r), qu’on a :

EByorr—n(X, P 0 %u(g™" 0 Frob™)) = (n[n], T[n], uln], II*rg™").

Le décalage de la graduation de (7, T, u) associé a X selon qu’on utilise
la structure de k-algebre By ou By pr—» provient du changement par o™

110



UNIFORMISATION p-ADIQUE

de Paction de @’ sur Mx via Wo(fc-) alors que l’action de O’ via Op est
inchangée.
Pour calculer la rigidification, convenons de noter

g7 0o @0 K50 ®o K et 1 : (s ®0 K)—5n®0 K

les isomorphismes définis, compte-tenu de l’identification K2 = n¢ ¢Qo K,
par g~ ! et r sur les composantes de degré zéro et étendus par conjugaison
par Il aux composantes de degré 1, de telle sorte qu’on ait g~ o II =
Mog™![1] et roII =T or[1].

Puisque la quasi-isogénie

g ' oFrob™ : Fr;"® — &

correspond via {3 a :

n -1
(16 ®0 K)[n] 25 ne ®0 K 2= ns Q0 K,
la quasi-isogénie
po(g~t oFrob™) : ¢, 0 Fry"® — X

correspond via {p, a:

Y(ne Qo K)[n] RLUR Yu(ne Qo K) s, V(e @0 K) - 1 Q0 K,

1

ou encore, en faisant commuter II" a g~! et r et en décalant la graduation

N

de n, via waoFr_n a:

(N6 ®0 K) L 1. (e ®0 K) = 100 K X5 (1 ®0 K)[n).

Le résultat cherché s’obtient en prenant la composante de degré zéro et
en composant avec l'identification fixée K2 = ng ¢ ®0 K.

(9.4) Action de D* sur le foncteur G.

Soit Np,x : D* — K* la norme réduite : tout élément de D* s’écrit
g =1I" - go avec go € Op et n = v(Np,kg).

Pour g € D*, notons 9X le Op-module formel qui coincide avec X en
tant que O-module, mais ol Paction de a € Op sur 9X est identique a
laction de g~lag sur X.
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L’action de Op sur ® associe & g~! une quasi-isogénie O p-équivariante
g~ ! : ® — 9% de hauteur —2n si v(Np/kg) = n. Ainsi g~! o Frob™ :
Fr; "® — 9P est une quasi-isogénie O p-équivariante de hauteur zéro. On
définit une action de D* sur le foncteur G en posant, pour B € ObNilp

et (¥; X, p) représentant un élément de G(B) :
9 (¥ X,p) = (Yo Fr=";9X,pot.(g7" o Frob™)).

THEOREME (9.5). —  L’action de D* sur le foncteur G corres-
pond a l’action sur le schéma formel QR0 O™ définie par laction g +—
o —‘U(ND/ K9)

Fr sur O™

Démonstration. — Notons tout d’abord que OF, agit trivialement car,
si g € Op, 'application g7! : X — 9X est un isomorphisme de (X, p) sur
(?X,po.(97))- N

Reste a vérifier que I'action de II sur G correspond a celle de Fr—1 sur
O™ ; autrement dit que, si { (X, p) = (n,T,u,r),on a:

&g ("X, po ¢, (II7" o Frob)) = (n,T,u,r).

YoFr—1

Soient Mx et My  les O[II]-modules de Cartier gradués sur By, associés
a X et "X. Alors My, coincide avec Mx en tant que Wo(k)[V,II]-
module, mais l’action de a € O’ via Op sur My, doit étre identique
a celle de II"'all = o(a) sur Mx, donc My, = Mx[1]. Par suite le
triplet sur B associé a TX est (n,T,u)[1] si B est munie de la structure
de k-algebre By, et (n,T,u) si B est munie de la structure de k-algebre

Bz/:oFr—l .
La quasi-isogénie
O !oFrob: Fr71® — 1@

correspond via EF a:
(s ®0 K)[1] -5 ne ®0 K ' 10 @0 K1),
c’est-a-dire a id,, @, k[1]- Par suite la quasi-isogénie
p o, (II~1 o Frob) : ¢, Fr;1® — 11X
correspond via £ g v &

r[1] : ¥« (ne ®o K)[1] — n[1]
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et via £B¢0Fr—l ar.

10. Théorie de déformation.

On travaille dans la catégorie Nilp des O™ -algébres ou l'image de
m est nilpotente. On appelle extension infinitésimale un homomorphisme
surjectif B’ — B dont le noyau est nilpotent.

PROPOSITION (10.1). — Soit B’ — B une extension infinitésimale.
Soient By = B’'/wB’' et By = B/wB. Soient X' un Op-module formel
spécial de hauteur 4 sur B’ et X = Xg. Supposons X muni d’une rigidifi-
cation p, c’est-a-dire d’une quasi-isogénie de hauteur zéro p : ®p, — Xp, -
Alors :

(1) X' est w-divisible (i.e. m : X' — X' est une isogénie).

(i) p se reléve de maniére unique en une rigidification de X', c’est-d-
dire en une quasi-isogénie de hauteur zéro p' : ®p — Xp;.

Démonstration. — (i) Soit n tel que a@ = 7" p soit une isogénie. Puisque
®$p, est w-divisible, @ o ™ est une isogénie. Mais o o m = 7 o «, donc
m: X, — X B, est aussi une isogénie ([Zi 3], 5.10). Par déformation, il en
est de méme de 7 : X' — X’ ([Zi 3], 5.12).

(ii) Par récurrence, on peut supposer que I = Ker(B’ — B) est de
carré nul. L’isogénie o = 7m"p : &p, — Xp, ne se releve peut-étre pas,
mais 8 = ma = n"*1p se reléve toujours ([Zi 3], 4.47) en une isogénie
B :®p — X }36 ; donc p se reléve en p’ = B/n"*1. De plus ce relévement
est unique d’apres la rigidité des groupes p-divisibles ([Zi 3], 5.30).

Ainsi on peut oublier les rigidifications pour étudier la théorie de
déformation. De plus il n’y a pas d’automorphismes infinitésimaux, par
rigidité.

PROPOSITION (10.2). — Soient B’ — B et B"” — B deuz extensions
infinitésimales. Alors lapplication canonique

G(B' xp B") — G(B') xgp) G(B")

est bijective.

Démonstration. — On reprend mutatis mutandis la démonstration
usuelle dans le cas des groupes p-divisibles ([Zi 3], 5.40). Soient X’ et X"
des déformations sur B’ et B’ respectivement de X donné sur B. Alors
il existe une et une seule déformation X de X’ et X" simultanément sur
B’ x p B" ; son O[Il}-module de Cartier gradué est Mg = Mx+ X py Mxn.

Pour z € G(B) et C — B une extension infinitésimale, notons G (C)
Pimage réciproque de x dans G(C) et H.(C) I'image réciproque de &(z)
dans H(C).
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COROLLAIRE (10.3). — Soit B’ — B une eztension infinitésimale
dont le noyau I est de carré nul et soit B[I| la B-algébre B @ I avec
I? = 0. Alors :

(i) Gz(B[I]) est un groupe abélien,

(ii) si G4(B') est non vide, c’est un Gy(B[I])-ensemble homogéne
principal.

Ces structures sont canoniques.

Démonstration. — C’est une conséquence classique de la commutation
de G au produit fibré, énoncé la plupart du temps pour des anneaux locaux
artiniens, mais valable dans ce contexte (cf. Schlessinger [Sc|, Artin [A]).
La structure de groupe est définie par I’homomorphisme

B[I] x g B[I] — B[I]
(b+) xp(b+j)—b+i+j

dont on déduit, compte-tenu de (10.2), une application :
G:(B[I]) x Go(BlI]) — G(BII)).
De méme, on déduit de 'isomorphisme

B’XB B,—N—*B, XB B[I]
axXpcr—raxXpb+(c—a)

une bijection
G.(B') x G.(B')—G.(B') x G,(B[I])

induisant l'identité sur le premier facteur; d’ou la structure d’espace
homogene principal lorsque G (B’) # 0.

Le foncteur H, étant représentable, commute également au produit
fibré d’extensions infinitésimales; d’ou, sous les hypotheéses de (10.3), une
structure de groupe sur H.(B[I]) et d’espace homogéne principal sous
ce groupe sur H(B') lorsque H,(B’) est non vide. La fagon dont ces
structures sont définies implique que les applications EB[ I G.(B[I]) —
H.(B[I]) et £g : Gz(B') — H,(B') leur sont compatibles.

PROPOSITION (10.4). — S8i H.(B') # 0, alors G,(B’) # 0.

Démonstration. — Soient (X,p) représentant z € G(B) et M le
O[II)-module de Cartier gradué de X sur B. On se raméne aisément par
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localisation au cas ou M/V M est un B-module libre. Soient alors (o, 1)
une V-base homogéne de M et

Oy; = [ao ]y + Z V™ am, it (1=0,1)
m>0

les équations de définition de M. Pour relever X en X’ sur B’, il suffit
de relever les an,; € B en des a, ; € B’ vérifiant toutefois agg-ap; =7
(2.3).

Le foncteur £ associe a (X, p) entre autre la classe d’isomorphisme de
T = M/V M muni de II. L’image (75, 71) de (70, 71) est une base homogeéne
de T telle que IT¥, = ao,0¥; et II7; = ao1%,- Si H,(B') est non vide, il
existe (7", II) sur B’ relevant (7', II); donc il existe ag , et ag ; € B’ relevant
ao0 et ap, tels que ag 4 -ap; = .

Nous sommes maintenant en mesure d’établir le résultat essentiel de ce
paragraphe :

PROPOSITION (10.5). — Pour que € : G — H soit un _isomorphisme,
il suffit qu’il en soit ainsi en restriction a la catégorie des k-algébres.

Démonstration. — Soit Ntilp, la sous-catégorie pleine de Nilp formée
des O""-algebres telles que I'image de ©™ soit nulle, en particulier Nilp,
est la catégorie des k-algébres. Supposons par récurrence que & ~ip, est
un isomorphisme. Soient B’ € Ob Nilp,,, e¢ B = B'/7"B’, I = n"B’.
Alors B et B[I] € ObNilp,, donc £ et EB[I] sont bijectifs. Il résulte de
ce qui précede qu’alors £ g, est bijectif.

11. Espaces tangents.

Notons k[e] avec €2 = 0 les nombres duaux. Pour z € G(k), ’espace
tangent & G en z est tx(z) = {2’ € G(k[¢]) d’image x dans G(k)}. Il résulte
de la proposition (10.2) que tz(z) est canoniquement un k-vectoriel et que
'application tangente tz(z) : tz(z) — t7(£(z)) induite par £ est k-linéaire.
On se propose de montrer dans ce paragraphe :

ProposITION (11.1). — Quel que soit z € G(k), Uapplication
tangente tg(x) : tz(z) — t7(E(z)) est bijective.

Pour démontrer la proposition, il faudra non seulement calculer ’espace
tangent t=(x), mais également identifier Papplication tangente tz(z) pour
en vérifier 'injectivité.

Soit (X, p) un représentant de z et soit M le O[II]-module de Cartier
gradué de X sur k. D’apres (10.1), déformer (X, p) revient & déformer X,
autrement dit a déformer M. Ainsi
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ts(x) = {déformations de M en un O[II}-module de Cartier gradué M’
sur k[e]}.

(11.2) Rappelons tout d’abord comment calculer les déformations des
modules de Cartier des groupes p-divisibles (cf. [No], [Zi 3] 5.41). Si M’
est une déformation de M au-dessus de k[g], on a une suite exacte :

0—-M,—-M — M-—DO0,

ot M, = P2, Vi[e|(M/VM) car [€]V = V[e?] = 0.

Cette suite exacte se scinde en relevant M en :

-1
M = {m € M'| il existe £ avec Vm € FM' & @ V*[e](M/VM)}.
1=0

Ce relévement de M en M prolonge le relevement évident de F'M en FM'
venant de FM'N M, = {0}; on 'obtient en remarquant que ’action de V
sur M/FM est nilpotente.

Le scindage ainsi défini est W (k)[F]-équivariant; par contre, notant
V' Yaction de V sur M’, on a V'M C M & [€](M/V M). La structure de
M’ est déterminée par l’application k-linéaire 8 : VM/7tM — M/VM
telle que V'm = Vm + [¢]3(Vm) pour m € M. Réciproquement une telle
application définit une unique déformation M’ de M.

LEMME (11.3). — L’espace tangent t5(x) s’identifie canoniquement d
Vespace des applications k-linéaires de degré zéro 3: VM /M — M/VM
telles que BII = I15.

A une telle application correspond le module M' = M & M. od
V!(m,0) = (Vm, [e]3(Vm)).

Démonstration. — Dans ce cas M et M’ sont munis de plus d’une action
de Op, donnée équivalente a la graduation et a ’action de II, et la suite
exacte est compatible & cette action. Comme I’action de Op commute
a Wol(k[e))[F, V] ona Op-M C M; en d’autres termes le scindage
est compatible a la graduation et a l’actlon de II. Par ailleurs celles-ci
sont déterminées sur M, par leur valeur sur M/V M. Ainsi le scindage

=M @ M, détermine graduation et action de I sur M’ en fonction de
celles sur M. De plus M’ est un O[II]-module de Cartier gradué sur k[e]
si et seulement si V'’ est de degré 1 et commute a II, autrement dit si 3
est de degré 0 et commute a II.

LEMME (11.4). — (i) Si M posséde un seul indice critiqgue l’espace
tangent t5(x) est de dimension 1. Plus précisément, si i est critique et
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i + 1 non critiqgue, on a nécessairement Biy1 = 0 et tz(x) s’identifie a
Vespace des applications k-linéaire B; : VM;y1 [T M; — M;/VM;y1.

(i7) Si M posséde deuz indices critiques, l’espace tangent t5(x) est de
dimension 2. Plus précisément, tz(x) s’identifie a l’espace des couples
d’applications k-linéaires B; : V.M /7M; — M;/VM;1(i =0,1).

Démonstration. — (cf. [Zi 2], 3.10). Les conditions suivantes sont
équivalentes :

a) l'indice ¢ est critique pour M,

b) Papplication IT : M;/VM;4+1 — M;y1/V M; est nulle,

c) Papplication I : VM;/nM;y1 — VM1 /7M; est nulle.

En effet il y a inclusion entre sous-modules de méme indice dans M;
ou M;,; si et seulement si il y a égalité; ’assertion résulte donc de
I’équivalence entre les conditions IIM; = VM, et nM; = I1V M;.

Ainsi dans le premier cas, les relations I13; = 34111 sont satisfaites si
et seulement si ;41 = 0; alors que dans le second cas elles sont satisfaites
quels que soient Gy et (;.

LEMME (11.5). — Supposons ¢ critique pour M. Alors i est critique
pour M' si et seulement si 3;41 = 0.

Démonstration. — Supposons B;+1 = 0 et montrons qu’alors i est
critique pour M’, autrement dit IIM! C V'M]. Vérifions le séparément
pour chacun des facteurs de M/ = ]Vf, ® M. ;.

On a IIM,; C V' M, ;. En effet M, ; = [e](M;/VMit+1) ® V' Mc iy1 et
II est nul sur M;/VM;4;.

D’autre part M; C V’]\’Z,'. En effet pour m € M;, on a II(m,0) =
(IIm, 0) ; or il existe m; € M; tel que IIm = Vm; et, puisque Bi+1 = 0,
on a (le,()) = V’(ml,O).

Réciproquement supposons ¢ critique pour M’. Soient m et m; dans
M; tels que IIm = Vm,y € nMi4q. On a II(m,0) = (IIm,0) = (Vm,,0);
mais (Vm,,0) ne peut appartenir & VM’ que si B;4+1(Vm;) = 0, d’ot
Biy1 = 0.

LEMME (11.6). — Supposons i critique pour M'. Alors on a M;V' ™' =
il

i .

Démonstration. — Pour m € M; et n € M.; ,on aV'(mn) =

(Vm,Vn), car Bi+1 = 0. Par ailleurs II(m,n) = (Ilm, IIn). Ainsi (m,n) €
M;V'7' 5 et seulement sim € MY Tetne MX[IH.

Mais MY' = 0. En effet M.; = @; V[e]l(Miy;/VMiyj+1) est N-
gradué, de méme que M, ;;,; ’application V' : M, ; — M, ;4 est de degré
1 pour ces graduations, alors que II est de degré 0. Ainsi n = ) n; est tel
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que Vn = IIn si et seulement si IIng = 0 et [In; = Vn;_, pour j > 1.
De plus IIn; = 0 pour j pair, car ¢ est critique pour M. On en déduit
Vnj_1 =0,doncnj_; =0et Vn;j_o =Iln;j_1 =0, donc nj_o = 0; d’ou
n = 0.

Soit (7, T, u,r) un triplet admissible rigidifié (5.8 et 5.16) représentant
&(x). Soient 7 = n Qe k et @ : 7 — T Papplication k-linéaire déduite de u.

LEMME (11.7). — (%) Si (n,T,u) posséde un seul indice critique i,
Uespace tangent t7(€£(x)) est de dimension 1 et s’identifie & l’espace des
applications k-linéaires &; : Keru; — T;.

(i) Si (n, T, u) posséde deuz indices critiques, I’espace tangent t7(€(x))
est de dimension 2 et s’identifie d l’espace des couples d applzcatzo'n,s k-
linéaires 6; : Keru; - T; (¢ =0,1).

Démonstration. — Soient (n',T’,u’) une déformation de (n,T,u) au-
dessus de k[¢], 7 = 7’ ®o k et @ : 77 — T’ Papplication k-linéaire déduite
de u’. L’application ' — 7 est un isomorphisme et le diagramme :

~
b —14
—_—

n

la
7 — T
détermine une application k-linéaire de degré zéro & : Keru — eT =
Ker(T" — T) telle que II6 = 6II. Réciproquement une telle application
détermine & isomorphisme prés une déformation de (n,T, u) et la rigidifi-
cation r de 5 définit une rigidification de 7’.

Si 7 est un indice critique, les applications II : T; — T4, et II :
M; — ;41 sont nulles; par contre si ¢ n’est pas critique ce sont des
isomorphismes. Ainsi s’il y a un seul indice critique, II identifie 6; et 6;41;
s’il y a deux indices critiques, é; et 6;4+1 sont indépendants.

Remarque (11.8) a) La dimension des espaces tangents est évidente
sur l'interprétation géométrique de }T'E comme représenté par un arbre
de droites projectives. Les points d’intersection de ces droites projectives
sont précisément ceux ou il y a deux indices critiques.

b) On notera que &; = 0 si et seulement si 'isomorphisme 7, —7; induit
un isomorphisme Ker @;——Ker ;.
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Soient M’ une déformation de M, correspondant a (5o, 81), et (¢, T",u’),
correspondant a (6, 8;1), la déformation de (7, T, u) image de M’ par 52y

LEMME (11.9). — Supposons i critiqgue pour M’'. Alors 3; = 0 si et
seulement si 6; = 0.

Démonstration. — Puisque 7 est critique pour M et M’, le diagramme :

n, —

TN —— T

s’identifie d’apreés (4.5) au diagramme :

MV —— My

l J

M!/V'M!_, ——— M;/VM;_,.

De plus (M,.')Vl-l]I = MY 7' @’aprés (11.6). Ainsi le diagramme :
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s’identifie au diagramme :

el My

J J

M V'M,_, ——— M;/VM;_,.

On a 6; = O si et seulement si ’isomorphisme %;——7%,; induit une
bijection Keru;—Keru; (11.8). Vu les identifications ci-dessus, c’est le
cas si et seulement si on a V'M]_, N M; = (VM;_1)~. Etant donné la
description de V' en fonction de 3; (11.3), ceci équivaut a 3; = 0.

(11.10) La proposition (11.1) résulte des lemmes précédents :

Si 7 est le seul indice critique pour z, les espaces tangents t=(x) et
t7(€(x)) sont de dimension 1. On a B;41 = 0 (11.4) et i est critique pour
M’ (11.5). Enfin te(z) €St injective (11.9), donc bijective.

S’il y a deux indices critiques, les espaces tangents sont de dimension 2.
Les deux sous-espaces de dimension 1 d’équation B;41 = 0 de txz(x)
(¢ = 0,1) sont caractérisés de maniére équivalente par la condition : &
critique pour M’ (11.5). De plus tz(:v) est injective en restriction a ces

sous-espaces (11.9) et ceux-ci sont d’images distinctes dans t(£(x)) ; donc
tg(z) est encore bijective.

12. Fin de la démonstration.

On achéve dans ce paragraphe la démonstration du théoréeme de Drin-
feld. D’apreés (10.5), il suffit de montrer que £ : G — H est un isomor-
phisme en restriction a la catégorie des k-algeébres. Nous nous restreignons
désormais a cette catégorie.

On a établi précédemment que l’application £(k) : G(k) — H(k)
induite sur les points géométriques est bijective (5.17), de méme que les
applications tangentes tg en chacun de ces points (11.1). Il suffit pour
conclure de montrer que £ est représentable par un morphisme de type
fini.

DEFINITION (12.1). — Pour n et m entiers > 0, on définit le sous-
foncteur G, de G qui, & une k-algebre B, associe I’ensemble des classes
d’isomorphie de couples (X, p), comme en (8.1), tels que :
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1) n”p: ®p — X est une isogénie,

2) Ker(n"p) C ®p(xmt™).

On note ici @p(7™*™) le noyau de n"*™ dans ®5. La condition 2)
équivaut a :

2’) il existe une isogénie B : X — ®p telle que Br"p = 7"+™,

PROPOSITION (12.2). —  Quels que soient n et m, le foncteur G, m
est représentable par un k-schéma projectif.
Démonstration. — Soit A l'algébre de ®(x™*™) sur k. La donnée du

couple (X, p) sur une k-algeébre B est équivalente & celle du noyau Z de
7" p. L’algébre Oz est une B-algebre localement libre de rang q*" quotient
de Ap. Donc G, m est un sous-foncteur du schéma de Hilbert Hilb (A, ¢*™)
paramétrant ces algebres, lequel est un k-schéma projectif.

De plus l'inclusion de G, ,, dans Hilb(A, g*") est représentable par une
immersion fermée. En effet la condition que Z soit un sous-schéma en
Op-modules de ® g(7"*t™) est fermée.

Dire par exemple que Z est stable par multiplication signifie que la
fleche

pz:ZxZ— dp(n™t™m) x ®p(a"t™) — op(x"t™)

se factorise & travers 'immersion Z «— ®g(7™*+™). Autrement dit, sur les
algeébres de fonctions, ’homomorphisme

uz : Ap— Ap®p Ap — Oz ®p Oz

annule le noyau Jz de la surjection Agp — Oz. Les B-modules Jz et
Oz ®p Oz sont localement libres de rang fini et leur formation commute
a tout changement de base B — B’. La condition u%(Jz) = 0 définit bien
un fermé de Spec (B).

On vérifie de méme que ’appartenance & Z de 1’élément neutre et de
P’inverse sont des conditions fermées, ainsi que la stabilité de Z par 1’action
de Op.

I1 est clair que, pour n < n’ et m < m’, le foncteur G, ,, est un sous-
foncteur de G/ ;. De plus :

LEMME (12.3). —  Pour toute k-algébre B, on a

G(B) = | J Gnm(B).

n,m

Démonstration. — Soit (X, p) représentant un élément de G(B). Par
définition p : @ p — X est une quasiisogénie, donc il existe un entier n tel
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que 7" p soit une isogénie. Pour cette isogénie, il existe un entier m et une
isogénie B : X — P p tels que Bn"p = 7™*+™ ([Zi 3], Satz 5.25).

LEMME (12.4). — Pour x € Gnm(k), Uapplication tangente
tag,, . (x) = tz(x) est bijective dés que n’ > n et m’ > m.

Démonstration. — L’application tangente en z est évidemment injec-
tive puisque G,/ m/ est un sous-foncteur de G. Montrons qu’elle est sur-
jective.

Soient (X, p) représentant z et (X', p’) une déformation de (X, p) au-
dessus de k[e]. Par hypothése n™p est une isogénie de ®; sur X. Alors
n"+1p se reléve en une isogénie de g sur X' ([Zi 3], 4.47) et, d’apres la
rigidité des groupes w-divisibles, cette isogénie est nécessairement 7"+1p’.

De plus on suppose Ker(n"p) C ®(n™*™), autrement dit il existe une
isogénie 3 de X sur @ telle que Bn"p = a™*+™_ Alors 73 se reléve en une
isogénie B’ de X' sur @, telle que 8’ antlp’ = gnt™+2 autrement dit
ker(n"*t1p/) C ®(xtm+2),

Ainsi (X', p') représente un élément de G v (k[e]) pourvu que n’ >
n+letm >m+1.

lm'

(12.5) Notons &,,m le morphisme de G, dans H obtenu en composant
l'inclusion de Gp,m dans G avec £. C’est un morphisme de type fini car
Gn,m est un schéma de type fini sur k.

Pour y € H(k) il existe, d’apres (5.17) et (12.3), un unique z € G(k)
tel que y = &(z) et des indices ny et my tels que z € Gy, ,m, (k). Pour
n = ny, +1e m = my + 1, Papplication tangente en = a &, ., est
bijective, d’aprés (11.1) et (12.4). Ainsi &, , est étale au voisinage de z;
mieux, puisque ’application induite par &, sur les points géométriques
est injective, c’est une immersion ouverte au voisinage de z. Autrement
dit, il existe un voisinage ouvert V, de y dans H au-dessus duquel &,
est un isomorphisme.

Pour n’ > n et m’ > m, le morphisme £,/ ,,» restreint a V, induit
encore des bijections sur les points géométriques et les espaces tangents en
ces points, c’est donc également un isomorphisme. Ainsi on a G/ |Vy =
Gn,m|Vy et, d’apres (12.3), G|Vy = Gn,m|Vy ; au-dessus de V, le morphisme
& coincide avec &, m, c’est un isomorphisme. _

Il en est de méme au voisinage de chaque point de H, donc £ est un
isomorphisme.

Remarque (12.6). On montrerait facilement par des raisonnements
analogues que, pour tout n, il existe m tel que Gpm' = Gnpm pour
m’ > m. Le sous-foncteur G,, de G défini par la seule condition que
7" p soit une isogénie est donc représentable par un k-schéma projectif.
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Géométriquement G, est représenté par un sous-arbre fini de ’arbre infini
de droites projectives représentant G au-dessus de k.

13. Construction d’un systéme de revétements de Q Q i Krr,

(13.1) Puisqu’il représente le foncteur G de (8.3), le schéma formel
ﬁ@o@"’” est muni d’un O p-module formel “universel”, noté X. Pour tout
entier n > 1, on note 7™ I’endomorphisme de X au- dessus de Q®o orr qui
traduit l’actlon de 7™ € Op. En chaque point geometrlque s de QR O™
(c’est-a-dire, de sa fibre spéciale), la restriction de #” & la fibre X; est
une isogénie, dont la hauteur est constante et égale a 4n. Utilisant alors
des résultats de Th. Zink ([Zi 1]) ou (10.1), on en déduit que 7™ est une
isogénie : par suite son noyau, que nous notons X, est représentable par
un schéma formel en groupes, fini et localement libre sur QR®o O™, de rang

g*™. Il est clair d’autre part que X, est muni d’une action de (Op/7"Op).

Remarquons aussi que le module des différentielles Ql X /0B o . est annulé
par ™ : il suffit en effet de le vérifier sur la section nulle, et cela. résulte de

la définition d’un Op-module formel; en effet, 7™ doit opérer sur Lie (X)
via le morphisme structural, et il en résulte que, localement sur ﬁ@o @"",
Palgebre affine de X,, est engendrée par deux “coordonnées” z; et z,
vérifiant des équations Fj(x1,z2) =0 (i =1 ou 2), avec :

F; = n"z; + (termes de degré > 2).

On a donc bien, sur la section nulle : 7#"dz; = 0.

On peut exprimer essentiellement la méme chose en disant que X,
est “formellement étale au-dessus de ﬁ@o@"" en dehors de la fibre
spéciale ” ([El]).

(13.2) Notons alors X, l’espace rigide associé & X,, c’est-a-dire sa fibre
générique au sens de Raynaud ([Ra 1]). . D’aprés ce que 'on vient de voir,
X, est un revétement fini étale de QRx K™ (V’espace rigide sur K" déduit
de 2 par extension des scalaires), fibré en (Op/7"Op)-modules. On a
des inclusions &,—; — X),, ou &,,_; apparait comme le sous-espace des
points de X, tués par 7"~ 1. Nous noterons X, _; /2 I'espace intermédiaire
constitué des points de X, tués par I12"~1,

On sait d’autre part que le cardinal des fibres de X, est égal & ¢*"
c’est-a-dire au cardinal de (Op/7"Op). 1l est immédiat d’en déduire que
ces fibres sont des (Op/m™Op)-modules libres de rang 1 (tout élément de
An — X,_1/2 en constitue une base).

Considérons alors le complémentaire : ¥,, = Xn—An_1/2 , constitué des

n»

points de A, “exactement tués par 7™”. Il résulte de tout ce qui précede
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que X, constitue un revétement étale galoisien de QR K "Tde groupe de
Galois (Op /7™ Op)*. Pour n variable, les ¥,, forment un systéme projectif,
via l'isogénie 7 qui induit des morphismes : X1 — X, Xny1 — Xn,
Yn+1 — Xp; le groupe de Galois de ce systéme est le complété profini @}5
de Op.

Il est important enfin de noter que les revétements qu’on vient de
construire sont €quivariants relativement a I’action de GL(2, K') considérée
en (9.3) : il est clair en effet que cette derniére se reléve en une action sur
le Op-module universel X, d’ou une action sur X,,, X,, X,.

(13.3) Quelgques remarques.

(a) Utilisant par exemple des résultats de Elkik ([El]), on peut montrer
que la catégorie des revétements étales finis de Q @ g K™" est équivalente
a celle des revétements étales finis de 2 Q p K™". La construction ci-

dessus définit donc un systéme de revétements étales, encore notés X,
de Q@ K™".

(b) On remarquera que cette construction de ¥, est de nature purement
rigide-analytique : bien que l’on sache “abstraitement” que X, doit
provenir d’un certain schéma formel X,, ce dernier n’est pas construit
(il faudrait pour cela définir ce qu’est une “base de Drinfeld” dans la
présente situation).

(c) L’article [Ca 2] indique une méthode qui permet de calculer par voie
globale — c’est-a-dire en utilisant le théoréme de Cerednik-Drinfeld — la
cohomologie des revétements ¥, : cela fournit une réalisation géométrique
a la fois de la correspondance de Jacquet-Langlands (entre représentations
de GL(2,K) et D*) et de celle de Langlands (entre représentations de
GL(2,K) et du groupe de Weil Wg).
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Chapitre III : Le théoréme de Cerednik-Drinfeld

0. Introduction et notations.

0.1. — On suppose fixé dans toute la suite un corps de quaternions
A, indéfini, de centre Q. Cela définit un groupe réductif sur Q, noté A*
(“le groupe multiplicatif de A”) tel que ’on ait, pour toute Q-algebre R :

A*(R) = (A®R)* (et donc A*(Q) = A¥).

Le groupe A*(R), en particulier, est alors isomorphe & GL(2,R). Un tel
isomorphisme étant fixé, A*(R) opére donc sur le “double” demi-plan de

Poincaré :
HE = P1(C) — P1(R).

Soit d’autre part U C A*(Af) un sous-groupe compact ouvert du
groupe des points de A* a valeurs dans les adeles finies. On associe alors &
ces données la courbe de Shimura, notée Sy, définie sur Q, dont ’ensemble
des points complexes est décrit par la formule suivante :

Su(C) = A*(@\[H* x A*(Af)/U].

Le quotient que l'on vient d’écrire n’est d’ailleurs rien d’autre, ainsi
que 'on vérifie facilement, que la réunion d’un nombre fini de quotients
I';\'H du demi-plan de Poincaré H par des sous-groupes arithmétiques
I'; (i.e. commensurables & A*(Z) pour une structure entiére arbitraire).
C’est en particulier une surface de Riemann compacte, mais en général
disconnexe. Sa Q-structure a été définie par Shimura, dans le cadre d’une
théorie beaucoup plus générale pour laquelle nous renvoyons & [De]. Nous
nous bornons a décrire ici (au §1) un probléme de modules, défini sur Q,
représentable par Sy. Des situations plus générales, ol A est une algébre
de quaternions de centre un corps totalement réel, ont été décrites dans
[Mi] et [Br-La] (cas totalement indéfini), ainsi que dans [Ca 1] (cas des
courbes).
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0.2. — Notons 6 le produit des nombres premiers o A est ramifiée. Les
méthodes développées tant dans [Mi] et [Br-La] que dans [Ca 1] avaient
pour but de décrire la réduction de Sy en un nombre premier ne divisant
pas 6. Ici au contraire notre but est d’étudier la courbe Sy en un nombre
premier p (fixé une fois pour toutes) divisant &.

Le groupe A*(Q,) = A; est le groupe multiplicatif du corps A, =
A ® Qp. Il possede un unique sous-groupe compact maximal noté Ug
(constitué des unités de 1'unique ordre maximal de A,). Ce sous-groupe
maximal est filtré par une famille décroissante (U;')n>0 de sous-groupes
distingués, ou U’ désigne le sous-groupe des unités qui sont congrues a 1
modulo la puissance ni®*™°de ’idéal maximal. Nous supposerons toujours
que notre sous-groupe U C A*(Ay) se décompose comme un produit
U = Up - UP, ot UP C A*(A%) est un sous-groupe compact ouvert
arbitraire.

0.3. — Sous sa forme originelle, le théoréme de Cerednik décrit, dans
le cas ol n = 0 (c’est-a-dire dans le cas ol U est “maximal en p”), une
uniformisation p-adique de Sy ® Q, en termes de quotients a la Mumford
(Mu 2]) du “demi-plan” non-archimédien 2 = Qq,. La démonstration
modulaire de Drinfeld que nous allons exposer ici permet de retrouver ce
résultat, tout en comparant la famille universelle de variétés abéliennes
portée par Sy a la famille universelle de groupes formels portée par €.
Il en résulte alors aisément, pour n > 0, une uniformisation de Sy ® @,
en termes des mystérieux revétements X, de 2 que le théoreme local
fondamental permet de définir.

0.4. — Nous nous plagons dans le cas ou n = 0. Nous commengons par
rappeler (§1) quel est le probleme de modules sur Q, et donc sur Q,,. Puis
nous définissons au §3 un probleme de modules sur Z, qui le “prolonge”
naturellement. Ce prolongement est possible parce que la “structure de
niveau” est concentrée en dehors de p (car n = 0), et qu’elle garde donc
un sens en caractéristique p. La seule chose qu’on ajoute en passant de @,
a Z, est une condition, en caractéristique p, portant sur le groupe formel

de la variété abélienne, condition identique & celle que nous avons déja
rencontrée pour le foncteur que représente 2.

Puis on montre que le foncteur prolongé est représentable par un Z,-
schéma en courbes propre (mais non lisse) Sy de fibre générique Sy ® Q, ;
pour prouver ce résultat, on a besoin de montrer que les variétés abéliennes
considérées sont canoniquement munies d’une polarisation principale com-
patible & une involution positive bien choisie (que nous allons bient6t défi-
nir) de A : c’est ’objet du §4. Auparavant, on a prouvé au §2 que tous
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les Fp-points de Sy sont dans la méme classe d’isogénie : c’est 1la une
différence fondamentale avec le cas ou p ne divise pas 6.

Alors on est en mesure d’énoncer (au §5) le théoréme de Cerednik-
Drinfeld et ses différentes variantes. On le prouve au §6 au moyen du
théoréme local fondamental du chapitre II.

0.5. — Fixons dans toute la suite un ordre mazimal noté O dans A
(rappelons qu’ils sont tous conjugués, ainsi qu’il résulte du théoréme d’ap-
proximation forte). On impose qu’il soit stable par linvolution canonique
z — T de A (cela n’était pas imposé dans [Br — La] ni dans [Mi]); que
cela soit possible se voit localement & chaque place (la donnée d’un ordre
maximal global Oa est équivalente a la donnée, pour toutes les places
finies v, d’un ordre maximal local Oap, = Oa ® Z, dans A, = A Q Q,,
ces données locales étant astreintes & coincider presque partout avec celles
provenant d’un ordre global fixé arbitraire).

Une involution positive z — z* de A s’obtient, ainsi qu’il est expliqué
dans (loc. cit.), en conjuguant l’involution canonique par un élément
t € A* dont le carré t? est un élément négatif de Q :

z* =t~ 17t.

Dans le cas présent, il sera utile de faire un choix plus précis de t. Ce choix
résultera du lemme facile suivant, que ’on laisse au lecteur :

LEMME. —  On peut choisir t tel que : t € Oa ; t2 = —6. [Il suffit de
remarquer que Q(v/—6) est un corps neutralisant pour Al].

Nous supposerons dans la suite que t est ainsi fixé, et donc aussi
Pinvolution positive £ — z*; noter que cette derniére stabilise 1’ordre
On.

Pour terminer cette liste de notations, nous noterons W 1’ordre Oa,
vu avec sa structure de Oa-module a gauche, et V = W ® Q (un
A-module & gauche). Nous nous intéresserons surtout aux différentes
complétions Wy, = W @ Z, (vues comme des Oa,-modules & gauche), et
aux Vp = W ® Q¢ (des Ag-modules). On notera que le groupe Auta,(V;)
s’identifie & A*(Q¢) = A}, un élément g agissant par multiplication &
droite par g~1!.

Enfin, nous utiliserons, pour A une variété abélienne, les notations
standard : A, pour désigner le groupe des points de n-torsion, Tp(A) pour
le module de Tate et Vz(A) pour T¢(A) ® Q. On dénotera enfin par T;(A)
le produit des modules de Tate pour tous les nombres premiers ¢, et V(A)
le produit restreint des V,(A).
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1. Le probléme de modules sur C; polarisations.

1.1. — Un probléme de modules représentable par Sy est décrit dans
[Mi] et [Gi] dans le cas plus général oit A est une algébre de quaternions
indéfinie sur un corps totalement réel. Dans le cas particulier qui nous
intéresse ici, on obtient :

THEOREME (1.1). — La courbe Sy /C représente, si U est assez petit
(voir plus loin), le foncteur My : Sch/C — Ens défini comme suit : Pour
S € Sch/C, My(S) est Uensemble des classes d’isomorphie de triplets
(A,,7) tels que :

(i) A est un schéma abélien sur S de dimension relative 2.

(i) ¢ : Oa — EndgA est une action de Oa sur A.

(11i) U est une structure de niveau U sur A. (voir ci-dessous).

Remarque : On appelle parfois le couple (A, ¢) une “fausse courbe ellip-
tique”. Dans I'introduction de [De-Ra], on explique pourquoi la réduction
de tels objets, en un nombre premier ne divisant pas 8, se comporte comme
celle des courbes elliptiques usuelles.

1.2. — Commencons par rappeler, d’aprés [Bo], comment définir une
“structure de niveau U” :

(a) Dans le cas particulier ou U = U(NV) est le sous-groupe des unités
de (Oa ® Z) qui sont congrues a 1 modulo un entier N, une structure de
niveau U (ou N) est la donnée d’un isomorphisme Ox-linéaire :

v:Ay ~ W ® (Z/NZ).

(b) Dans le cas général, on choisit un quelconque entier N tel que
U(N) C U. Une structure de niveau U est alors la donnée, localement pour
la topologie étale, d’une classe 7 modulo U d’isomorphismes v comme ci-
dessus. [On vérifie sans mal que cette définition est indépendante du choix

de N].

(c) Pour S le spectre d’'un corps algébriquement clos, on peut encore
voir une telle structure de niveau comme la donnée d’une classe 7 modulo
U d’isomorphismes :

v:TiA) =W Q1Z.

Il est méme possible de se placer plutdt, comme expliqué dans [De], dans
la catégorie des variétés abéliennes a isogénie pres, et de voir les structures
de niveau comme des classes modulo U d’isomorphismes Vf(A) ~ WQA;.
C’est de cette derniére fagon que ’on décrit le plus simplement 1’action du
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groupe A*(Ay) sur le systéme projectif des Sy ~ ou si ’on préfere, I’action
des opérateurs de Hecke.

1.3. — Remarque sur la condition ‘U assez petit” : C’est la condition
qui assure que les structures de niveau U sont assez rigides pour éliminer
les automorphismes non triviaux. Il suffit par exemple (voir [Bo]) que U
soit contenu dans U(M) pour M un entier > 3. Lorsque U est de la forme
Ug -UP, il suffit évidemment de supposer U? assez petit pour que U le soit :
dans la mesure ou le théoréme de Cerednik que nous voulons prouver est
“invariant” par le remplacement de UUP par un sous-groupe, nous pourrons
toujours dans la suite supposer que la condition est satisfaite.

1.4. — Le probléme de modules que nous venons de décrire est en
fait défini et représentable sur le corps Q, et I’on peut le prendre comme
définition de la Q-structure sur Sy. Dans [Mi] et [Bo], on explique comment
il se prolonge et définit un schéma en courbes propre et lisse au-dessus de
Z (7], ot N est un entier tel que U(IN) C U. Ici au contraire notre objectif
est d’étudier ce qui se passe en p (rappelons que p|é). Nous définirons
donc dans la suite un probleme de modules au-dessus de Z,, qui s’avérera
représentable par un schéma en courbes propre et plat (mais non lisse!).

1.5. — Polarisations.

Rappelons (cf. loc. cit.) que, pour chaque triplet (A,:,7) comme plus
haut, une *-polarisation est une polarisation A de A telle que, en chaque
point géométrique s de S, l'involution de Rosati correspondante sur
End®(A,) induise sur O4 (via ¢) I'involution *. Il revient au méme d’exiger
que, pour tout d € Oa, le diagramme suivant soit commutatif :

A
A — A

o(d*) JV 1 ud)*

A — A

ProPOSITION (1.5). —  Soit S un schéma de caractéristique O et
(A4,,,7) € My(S). Alors il existe sur A une *-polarisation principale.
Une telle polarisation est unique.

Preuve : On se rameéne aussitét au cas ou S = Spec(C). Dans loc.
- cit. (¢f. par exemple [Mi], Lemma 1.1 ou [Bo] §8), on avait montré
Pexistence d’une *-polarisation, et son unicité & un nombre rationnel pres.
Ce que nous avons en plus ici, c’est la possibilité de la choisir principale
(et, évidemment, un tel choix est unique). Cela résulte clairement du
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lemme suivant, compte tenu de ’existence d’un isomorphisme Ox -linéaire
TgA >~ Wg :

LEMME (1.6). — Pour tout nombre premier £, considérons l’ensemble
des applications bilinéaires antisymétriques :

¢:WgXWg—+Ze,

qut vérifient :

Vd € Oa, Y(dz,y) = Y(z,d*y).

Cet ensemble constitue un Zy-module libre de rang 1, et tout générateur
o de ce module définit une auto-dualité parfaite sur Wy.

Preuve du lemme : (c¢f. la preuve du lemme 1.1 de [Mi]). Soit ¥ comme
dans I’énoncé du lemme. Se rappelant que W, peut étre identifié a O,,,
on peut écrire :

Y(z,y) = p(z*y)

ou ¢ est la forme linéaire p(u) = (1, u). On peut exprimer ¢ au moyen
de la trace réduite tr, par I’expression :

p(u) = tr(dotu*) = tr(dout),

avec dg un élément de A,. L’antisymétrie de 3 se traduit par ’identité
p(u*) = —p(u), et un bref calcul montre que cela équivaut encore a :
do = dg, soit dg € Q¢. On en déduit que le lemme résultera du :

Sous-lemme (1.7). L’application g : Wy x Wy — Q¢ définie par :

st £ 6 Yo(zx,y) = tr(ty*zx)
si L] 6 Yo(z,y) =€ 1tr(ty*z)

prend ses valeurs dans Z,, et induit sur Wy une autodualité parfaite.

Ce sous-lemme se vérifie immédiatement : dans le premier cas (¢ f6), on
peut supposer que Oa, = M3(Z;), et il est bien connu que la trace y définit
une autodualité parfaite. Or l’involution * définit un automorphisme de
M>(Z,), et nos hypothéses sur t entrainent que t € Gla(Z,), d’ou le résultat
dans ce cas. Dans lautre cas (£|6), Oa, est 'ordre maximal d’un corps
de quaternions et ¢ une “uniformisante” de cet ordre; or il est bien connu
dans ce cas que la trace met en dualité Oa, et t71Ox,. Le sous-lemme en
résulte.

Remarque : On notera que la validité du lemme 1, et donc de la
proposition 1, dépend entierement du choix trés particulier que nous avons
effectué de I’élément ¢, et donc de l'involution *.
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2. Application du théoréme de Tate-Honda.

Le prochain paragraphe sera consacré a étendre le probleme de modules
précédent My (avec U = UpUP) en un probléme de modules My défini
au-dessus de Z,. La proposition suivante, que nous plagons ici pour la
commodité de ’exposition, signifiera que tous les points a valeurs dans F,
sont dans la méme classe d’isogénie.

PROPOSITION 2. — Il n’y a qu’une seule classe d’isogénie de couples
(A,1) ou A est une variété abélienne de dimension 2 sur F, munie
d’une action ¢ de Uordre Oa. En particulier, la variété A est isogéne au
produit de deux courbes elliptiques supersinguliéres. L’algébre End?, A(A) =
Endp, (A) ® Q des endomorphismes d’un tel couple (dans la catégorie “a
isogénie prés”) est isomorphe a l’algébre de quaternions A déduite de A en
changeant les invariants en p et a Uinfini (c’est-a-dire que A est définie,
non ramifiée en p, et que A, est isomorphe a Ay pour tout £ # p,00).

La preuve de cette proposition est une application standard du
théoréeme de Tate-Honda.

(a) On commence par montrer que A est isogéne au produit de deux
courbes elliptiques supersingulieres :

— Le groupe p-divisible A,~ de A ne posséde pas de partie étale (et
donc, par dualité, pas de partie multiplicative); en effet, si la composante
étale était non triviale, elle serait de dimension 1 ou 2. Mais Oa ne saurait
y opérer, car il n’existe pas d’homomorphisme d’algébres : A, — Q,, ni
A, — M3(Q,). Cette contradiction prouve donc que A, est isogéne
au produit de deux copies du groupe p-divisible d’une courbe elliptique
supersingulieére.

— On applique alors le théoréme de Tate-Honda (cf. [Br] ou [Ta 2]) : Si
A n’est pas isogéne au produit de deux courbes elliptiques (nécessairement
supersingulieres d’apres ce qui précede), elle est simple. Supposons la
définie sur une extension finie F,; de F,, et notons m ’endomorphisme
de Frobenius F,. De la structure du groupe p-divisible, on déduit que
lélément n?/q est une unité du corps Q() : parce que cette unité est de
valeur absolue 1 a chaque place, c’est une racine de I'unité : quitte & étendre
le corps F,, on peut donc supposer que 7 = ,/q € Q. Mais alors A serait
une courbe elliptique supersinguliére! Cette contradiction prouve que A
est bien, comme annoncé, isogéne au produit de deux courbes elliptiques
supersinguliéres.

(b) 1 en résulte que End’(A) est isomorphe & I’algébre My(H), ot
H désigne le corps de quaternions sur @ qui se ramifie exactement en
p et co. L’unicité a isogénie prés d’un couple (A,:) signifie que tous les
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plongements A «— M,(H) sont conjugués, et cela résulte du théoréme de
Skolem-Noether.

(c) Place par place, on vérifie que A ® A est isomorphe & M>(H). Cela
prouve a la fois I’existence d’un plongement A < M5(H), et le fait que
l'algebre Endg, (;4) (laquelle s’identifie au commutant de A dans M,(H))
est isomorphe a A.

Remarque : Pour A comme ci-dessus, et £ # p, on voit que V,(A)
est un Ap-module isomorphe & Vp (car de dimension 4 sur Q¢), muni
d’une action (Ag-linéaire) de D’algébre End?, A(A). Or il est clair que
Enda,(Ve) s’identifie naturellement & I’algébre AgPP opposée & A, (opérant
par multiplication a droite). Le choix d’isomorphismes V,(A) ~ V, et
A ~ Autg) A (A) détermine donc un isomorphisme, pour chaque £ # p :

A~ AGPP, d’ott un isomorphisme :

A®A’} o~ A“Pl’@l-\’;,.

3. Le probléme de modules au-dessus de 7,,.

3.1. — Nous nous plagons dans la situation ou le sous-groupe compact
U est de la forme U’? UP, i.e. est “maximal en p”, et nous allons dans ce
cas étendre le probléme de modules précédent en un probleme de modules
défini au-dessus de Z, (ou, ce qui revient exactement au méme, au-dessus
du localisé Z(,y de Z en p). Commengons par remarquer que, dans cette
situation, il existe un entier N premier d p tel que I'on ait : U(N) C U (cf.
§1.2). De ce fait, il résulte que la notion de structure de niveau U, rappelée
au §1, garde un sens en caractéristique p. Cela va nous permettre de définir
un probléme de modules My au-dessus de Z,, dans les mémes termes que
celui que nous avons défini en caractéristique 0O; la seule différence est
l’introduction d’une condition supplémentaire portant sur les points de
caractéristique p.

DEFINITION. — Si S est un Z,-schéma, My(S) est Uensemble des
classes d’isomorphie de triplets (A, ,7) tels que :

(i) A est un schéma abélien sur S de dimension relative 2.

(ii) ¢ : Oa — Endg(A) est une action de Op sur A.

On impose la condition suivante, pour chaque point géométrique s =

Speck(s) de caractéristique p de S : Notons Zg) Panneau des entiers de
lextension quadratiqgue non ramifiée de Q,. Cet anneau se plonge dans
Oa, (plongement bien défini ¢ conjugaison prés). On exige que l’action
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de 25,2) sur Lie(A,) se décompose comme la somme des deux plongements
y 4SS Fp ~F,2 — k(s).
(On dit alors que le couple (A,.) est “spécial”).

(iii) 7 est une structure de niveau U sur A.

3.2. Quelques remarques sur la condition “spéciale”.

(a) On voit que la condition porte en fait sur le complété formel de
A a Dorigine — ou si 'on préfere sur le groupe p-divisible A,~ ; ce n’est
rien d’autre que la condition que nous avons déja rencontrée au chapitre
précédent : Dire que A est une Oa-variété spéciale équivaut a dire que le
groupe formel associé est un Op ,-module formel spécial (chap. II §2.1).

(b) Supposons que S soit un Zg,z)-schéma (une condition que l’on
peut toujours, quitte a effectuer un changement de base étale, supposer
satisfaite). Le Og-module Lie(A) est alors muni d’une action de ’anneau
Z§,2) ® Z§,2), isomorphe a Zg) @ Z;Z). Cette action décompose Lie(A) en la
somme directe de deux Os-modules projectifs Lie' (A) @ Lie?(A), de telle
sorte que 25,2) C Oa, opere sur le premier via le morphisme structural
z§,2) — QOg, et sur le second via le composé de ce morphisme par la
conjugaison de 22,2). La condition “spéciale”, telle qu’elle est reformulée
dans la variante ci-dessus, signifie que le rang de chacun de ces deux Og-
modules est égal a 1 en chaque point géométrique de caractéristique p de
S. Cela a aussi un sens en un point de caractéristique 0, et la condition est
alors automatique [car, pour 'unique représentation A, «— M (QT,,), il est
vrai que ’action de 25,2) < A, fait intervenir chacun des deux plongements

2;2) - QP]-

Parce que le rang d’un Og-module projectif est localement constant,
on voit que, pour S conneze, la condition est satisfaite dés gqu’elle l’est
en un seul point géométrique. En particulier, la condition est automatique
pour S un Z,-schéma plat (en effet, elle est satisfaite en les points de
caractéristique 0). Autrement dit, elle est satisfaite pour tout couple (4, )
qui “provient de la caractéristique 0”. Elle est donc nécessaire si I’on veut
que My soit représentable par un schéma plat sur Z,,.

3.3. Représentabilité.

Pour établir la représentabilité du foncteur My, nous aurons besoin
de la proposition suivante, qui généralise la proposition 1. La notion de
*-polarisation se définit comme au §1 (cf. aussi ([Bo] §8)).

133



J.-F. BOUTOT ET H. CARAYOL

PROPOSITION (3.3). — Soit (A,:,7) € My(S), pour S un gquelconque
Z,-schéma. Alors il existe sur A une *-polarisation principale, et cette
derniére est uniquement déterminée.

Nous allons provisoirement admettre ce résultat — dont la démonstra-
tion fera 1’objet du prochain paragraphe. En l'utilisant, nous allons com-
mencer par prouver le :

THEOREME (3.4). —  Le foncteur My défini précédemment est
représentable — si UP est assez petit — par un Z,-schéma projectif Sy de
fibre générique Sy @ Qp.

Remargue : On peut montrer, par exemple en utilisant le théoréme de
Cerednik que nous allons prouver, que Sy est plat sur Z,,.

Preuve du théoréme :

(a) La proposition qui précéde définit un morphisme de foncteurs de
My vers le foncteur “variétés abéliennes principalement polarisées”. Pour
prouver la représentabilité de My par un schéma quasi-projectif, il nous
suffit de prouver qu’il est relativement représentable au-dessus du champ
modulaire de Siegel. Mais ceci est une conséquence facile de la théorie des
schémas de Hilbert.

(b) La projectivité résultera, compte tenu du critére valuatif de pro-
preté, du lemme suivant (“potentiellement bonne réduction”) :

LEMME (3.5). — Soit V une Z,-algébre de valuation discréte de corps
des fractions noté L, et soit x = (A,t,7) un point de My(L). Alors il
existe une extension finie L' de L et un point & = (A,i,7) de My
valeurs dans la cléture intégrale V' de V dans L', tel que l'tmage de
dans My (L') coincide avec celle de x.

a
z

La preuve de ce lemme est standard : D’apres le théoreme de réduction
semi-stable, il existe une extension finie L' de L telle que le modele de
Néron de Ay admette comme fibre spéciale une extension d’une variété
abélienne par un tore 7.

On commence par montrer que T est trivial : En effet Oa y opére par
fonctorialité du modele de Néron. Si T n’est pas trivial, X,(T) est un Z-
module de rang 1 ou 2 muni d’une action de Oa, ce qui est visiblement
impossible. _

Donc le modéle de Néron est un schéma abélien A sur V'. Par fonctoria-
lité, il est muni d’une action ¢ de Oa, qui vérifie la condition “spéciale” en
vertu de la remarque (3.2.b). Quant a la structure de niveau, elle s’étend
de fagon unique, et tout cela prouve le lemme.
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4. Polarisations [Preuve de la proposition (3.3)].

4.1. — Commengcons par établir ’existence d’une *-polarisation (non
nécessairement principale) lorsque la base est .

LEMME (4.1). — Soit A une variété abélienne surF,, munie d’une ac-
tion de O . Alors il existe sur A une *-polarisation. Une telle polarisation
est unique & multiplication prés par un rationnel positif.

Preuve : Il suffit de montrer l'existence, et 'unicité a un scalaire
(€ R**) pres, d’un élément de NS(A) ® R, contenu dans le céne positif
des polarisations, tel que l'involution associée de End(A) ® R induise
Pinvolution * sur A.

D’apres le §2, A est isogéne au produit de deux courbes elliptiques
supersinguliéres. Il en résulte qu’on peut identifier End(A) ® R a ’algébre
M;(H), et NS(A)®R au sous-espace des éléments de M>(H) qui sont fixés
par linvolution z — !Z [ol 2 — Z provient de l’involution canonique de
H]. Avec cette identification, I'involution “de Rosati” de M>(H) associée
3 un élément symétrique (3 = ) est donnée par :

z — Bizp7L.

Supposons choisi de plus un isomorphisme entre A ® R et M3(R), de
sorte que ’involution positive * corresponde a la transposition m — ‘m.
L’action de Oa sur A définit un plongement ¢ : M>(R) — M,(H),
lequel est conjugué par un certain @« € GL3(H) au plongement évident
M,(R) — M,(H) (autrement dit : ¢«(m) = ama™!).

La condition pour que l’involution associée & 3, symétrique, induise sur
A Yinvolution * s’écrit alors :

Vm € M>(R) : atma™! = ﬁtm)ﬂ-l

soit :
(o~ Bta Yym(tafla) = m.

Elle est satisfaite si et seulement si 3 est de la forme :
B = la‘a (A € R*).

De plus, 3 appartient au céne positif des polarisations si et seulement
si A € R** (pour tout ceci, voir ([Mu 1], §21)), et le lemme en résulte.

4.2. Le lemme suivant est crucial.

LEMME (4.2). —  Soit X un groupe formel de dimension 2 et de
hauteur 4 sur un anneau local artinien B de corps résiduel F,. Supposons
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X muni d’une action ¢ de l’'anneau Op ®Z, = Oa,, telle que la condition
“spéciale” soit satisfaite. On considére alors l’ensemble des morphismes

symétriques X-2X* de X dans son dual de Cartier, qui sont compatibles
a Uinvolution %, autrement dit tels que le diagramme analogue & celui de
(1.5) commute (si l'on préfére : des polarisations formelles). Alors cet
ensemble est un Z,-module libre de rang 1, dont les générateurs sont des
isomorphismes X ——X*.

Admettons provisoirement ce lemme et expliquons comment la propo-
sition (3.3) en résulte.

(i) Dans le cas particulier de la base So = SpecF,, le lemme (4.1)
affirme l’existence d’une polarisation, qu’il s’agit d’“ajuster” pour la
rendre principale. Comme dans le cas de la proposition (1.5), la possibilité
d’effectuer cet ajustement se controle place par place : en £ # p, on procede
exactement comme dans le cas du corps C, en faisant usage du lemme
(1.6); tandis que, pour £ = p, on remplace le lemme (1.6) par le lemme
ci-dessus.

(i) On passe ensuite au cas ou la base S est le spectre d’un anneau
artinien de corps résiduel F,. La possibilité de déformer la x- polarisation
principale qui existe au-dessus du point fermé de .S résulte alors, en vertu
du théoréme de Serre et Tate, du lemme précédent. Par passage a la limite,
cela régle aussi le cas ol la base est le spectre d’un anneau local complet
de corps résiduel F,.

(iii) Le cas général se ramene aisément au cas ou S est de type fini
sur Z,. Il résulte alors de ce qui précede que le probleme posé admet
une solution unique au voisinage formel de chaque point géométrique
algébrique. Utilisant ’unicité, on voit que ces solutions locales formelles
sont algébriques et se recollent.

4.3. — 1l nous reste a prouver le lemme (4.2). Drinfeld utilise ici une
méthode trés originale, dont le principe est de vérifier ce lemme dans le cas
particulier d’un certain groupe formel ®/F,, puis d’utiliser le théoréme de
représentabilité (chap. II, §8) pour le prouver en général.

Commengons par définir & : notons £ “le” groupe formel sur F, de
dimension 1 et de hauteur 2, et choisissons un isomorphisme End(£) ~
Oa,. On peut choisir une “polarisation formelle” po : £ =& (comme
dans I’énoncé du lemme), et I'involution de Rosati associée s’identifie alors
a l'involution canonique de A, (pour fixer les idées, on pourra voir &
comme le groupe formel d’une courbe elliptique supersinguliére, et prendre
la polarisation formelle associée & la polarisation principale de la courbe).
On considére alors le produit ® = £ x £ de deux copies de &, sur lequel
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on fait agir Oa, de la fagon suivante : un élément u € Oa, agit (via
Pisomorphisme Oa, ~ End(£)) par u sur le premier facteur, et par tut~!
sur le second (rappelons que I’élément ¢ € A* est une “uniformisante” de
Ap). De cette fagon, la condition “spéciale” est remplie : @ est donc bien
un O ,-module formel spécial, au sens du chapitre précédent (noter qu’ici
les deux indices 0 et 1 sont critiques).

Vérifions que le lemme (4.2) est vrai pour @ : utilisant les identifications
ci-dessus entre £ et £*, et entre Oa, et End(£), on voit que I’ensemble des
polarisations formelles compatibles a l’involution * s’identifie & I’ensemble
des matrices :

(: g) € M, (OA,,), qui sont a symétrie hermitienne :

a B\ _ a 7 < .
(7 6)_(,3 6),et qui vérifient, pour u € Oa,, la relation :

GO we)=( =) 5)

Utilisant les formules : u* = ¢t~!ut = tut~! = Tut ', on voit que les
conditions précédentes sont équivalentes a : o = 6 = 0, 8 = v € Z,.
L’ensemble cherché est donc bien un Z,-module libre de rang 1, engendré

par exemple par . Noux firons un tel générateur )y : ®——o*,

0
1 0
c’est-a-dire une “x-polarisation formelle principale”.

Remarque : on sait, d’aprés le chap.II,§5 que Endgp(q)) est isomorphe
a M3(Qp). Cet isomorphisme peut ici se réaliser via le plongement de
M>(Q,) dans M»(A,) = End®(®) défini par : (z Z) e (ctcil Zt)
Un calcul immédiat montre alors que l'involution de Rosati associée a Ag
induit sur M2(Q,) 'involution canonique de cette algebre.

4.4. — Venons-en maintenant au cas général : en vertu de ce que
I'on vient de voir, il suffit d’établir — utilisant les notations du lemme
(4.2) - D’existence d’une *-polarisation formelle principale \ : X —X*.
Elargissant quelque peu les hypothéses de ce lemme, donnons-nous une
Z;7-algébre B ol 'image de p est nilpotente, ainsi qu'un groupe formel
X, de dimension 2 et de hauteur 4 sur B, muni d’une action spéciale de
I’anneau O, ,. Supposons de plus donnée une quasi-isogénie p (compatible
a l’action de Oa, ), de hauteur 0, de @, p vers X g, p. Noter que p existe
bien sous les hypotheéses du lemme (4.2) : pour B = F, cela résulte du
fait que tous les Oa ,-modules formels spéciaux sur F, sont isogénes a ®
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(chap. II, §5), et qu’on peut choisir (en composant avec un endomorphisme
convenable de @) une quasi-isogénie de hauteur 0. Pour B artinien de corps
résiduel F,, cela en découle car on peut déformer les quasi-isogénies (voir
par exemple [Zi 3] 5.31).

Le lemme résultera alors clairement de I’assertion plus précise suivante :
il existe un isomorphisme )\ : X —X* dont la restriction \g /pB GUT fibres
spéciales fait commuter le diagramme :

AB/pB «
XB/pB - XB/pB

Ao .
®p/fpp — ‘I’B/pB

(si un tel A existe, il est unique, et symétrique (car Ag l'est); de méme, il
est nécessairement compatible & 'involution *).

On se souvient alors que, d’apres les définitions du chap. II, §8, la donnée
de la classe d’isomorphie du couple (X, p) revient a la donnée d’un point &
valeurs dans B du foncteur G (lequel est représentable par le Z3"-schéma

formel ﬁ@i;"‘). L’assertion précédente revient a dire que les couples (X, p)
et (X*,(p*)~! o Ag) sont isomorphes. Or la formule :

3(X,p) = (X*,(p*)™" 0 Xo)

définit un automorphisme du foncteur G. Pour vérifier en effet que X*
est spécial quand X l’est, on peut se placer sur un corps algébriquement
clos k de caractéristique p, et on utilise le fait que la réduction modulo p
du module de Dieudonné de X est une extension de Lie(X*) par le dual
de Lie(X); or on voit aisément que, dans l’action de Z§,2) sur le module
de Dieudonné, chacun des deux plongements Zgz) — W (k) apparait deux
fois (on peut d’ailleurs vérifier cette derniere assertion sur ®, car tous les

Oa,-modules formels spéciaux sur k sont isogenes).

On obtient ainsi un automorphisme, noté encore j, du Zj"-schéma

formel ﬁ@i;’" Pour prouver ’assertion précédente, et donc finalement
le lemme (4.2), il nous faut montrer que cet automorphisme est l’identité.

4.5. — Or on constate que cet automorphisme — qui est d’ailleurs
involutif — commute & l’action naturelle de SL(2,Q,) sur Q@Z;’ : en effet,
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il résulte du chap. II §(9.3) que ’action d’un élément g € SL(2,Q)) sur le
foncteur G est donnée par : g(X,p) = (X,pog~!). Dou:

jog(X,p)=(X*,((pog™)*) "t oXo) = (X*,(p*) " 0g* 0 Ao);
goj(X,p) = (X*,(p*) " oXog™).

La commutation résulte alors de la relation : A\j'g*)\o = g = g~} pour
g € SL(2,Q,) (voir la remarque de (4.3)).

Le lemme suivant nous permet de conclure :

LEMME (4.5). — Un automorphisme j du i;"-schéma formel ﬁ@i:’”,
qui commute d laction du groupe SL(2,Q,), est nécessairement l’identité.

En effet, 7 opére sur la fibre spéciale O fp, et donc aussi sur son
“graphe dual”, isomorphe & I’arbre de PGL(2,Q,). Or c’est un exercice
immeédiat de vérifier qu'un automorphisme de l’arbre qui commute a
laction de SL(2,Q,) est nécessairement l’identité : par suite, j stabilise
chaque composante irréductible de la fibre spéciale, et fixe tous les points
d’intersection de ces composantes. Or chacune de ces composantes est une
droite projective, et porte p+1 > 3 points d’intersection avec ses voisines :
d’ou il résulte que j opeére trivialement sur la fibre spéciale.

La “déviation” de j a l’identité sur le premier voisinage infinitésimal
Q® (Z37/(p®)) de la fibre spéciale est mesurée par une dérivation du
faisceau structural de la fibre spéciale; cela équivaut a la donnée d’un
champ de vecteurs tangents, s’annulant en chaque point singulier. Un
tel champ est nécessairement nul, et donc j est ’identité sur le premier
voisinage. De proche en proche sur les voisinages successifs, le méme
raisonnement prouve que j est bien ’identité.

Remarque : un résultat analogue a la proposition (3.3) est prouvé dans
un cadre plus général dans [Zi 2]. La méthode utilisée par Zink est plus
directe que celle que ’on vient d’exposer.

5. Le théoréme de Cerednik-Drinfeld : énoncé, variantes,
commentaires.

5.1. — Nous nous placons toujours dans le cas ol notre sous-
groupe compact ouvert U est de la forme Uz? UP, avec U? un sous-groupe
compact ouvert de A*(Ag). Pour UP de plus en plus petit, les courbes Sy
correspondantes constituent un systéme projectif (muni d’une action du
groupe A*(A%)).

Nous notons d’autre part A le groupe réductif sur Q défini — de la
méme fagon que A* 1’était a partir de A — comme le groupe multiplicatif
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de ’algébre A considérée au §2. Nous fixons par la suite un isomorphisme
entre les groupes :

A*(AP) = (A®AR)* et A°(A%) = (A®AR)*,

obtenu a partir d’un anti-isomorphisme entre les algébres A®F\’f’ et A® A‘}
(en composant avec I'inversion g — g~1). Via cet isomorphisme le groupe
UP pourra donc étre considéré comme un sous-groupe de A (A ).

Nous fixons également un isomorphisme_K* (Qp) ~ GL(2,Q,) obtenu
cette fois & partir d’un isomorphisme entre A @ Q, et M2(Q;).

Considérons d’autre part I’ensemble suivant de doubles classes, noté Zy
ou Zy»r :

v =UP\A"(Ay) /A7 (Q).

Cet ensemble est muni d’une action a gauche évidente du groupe N (Qp),
et le quotient par cette action est fini. Toute orbite contient la double classe
d’un élément = dont la p-composante z, est égale a 1. Le stabilisateur I
de z est alors donné par :

I, =A"(Q) Nz 'UPz,

ou l’intersection est prlse dans A" (A ) puis, vue comme sous-groupe de
A" (Q), injectée dans A (Q,) ~ GL(2,Q,). On vérifie sans mal que ces
stabilisateurs sont des sous-groupes discrets et co-compacts dans A" (Qp),
p O
0 p

Pour UP? de plus en plus petlt ces ensembles Zy constituent un systeme
projectif ol opeére le groupe A" (A ).

et qu’ils contiennent une puissance positive de la matrice

5.2. Le théoréme de Cerednik-Drinfeld.

Conservons les notations et les conventions précédentes, en particulier
les isomorphismes :

A*(AR) ~ AT (AR), AT(Qp) ~ GL(2,Qy).

THEOREME (5.2). — Pour chaque sous-groupe compact ouvert assez
petit UP C A*(R%), on a (posant U = UJUP) un isomorphisme de Z,-
schémas formels :

—~

Su ~ GL(2,Q,)\[(O®Z7) x Zu]
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ot Sy désigne le complété formel de Sy le long de sa fibre spéciale. Ces
isomorphismes sont compatibles, lorsque UP wvarie, avec les opérations de
projection. L’isomorphisme des deux systémes projectifs ainsi obtenu est
compatible @ action sur les deur membres du groupe A*(Ap) ~ A" (A ).

Enfin, ces isomorphismes se relévent en des isomorphismes entre les OA -
modules formels spéciauz naturellement portés par les deux membres.

L’énoncé qui précede appelle un certain nombre de commentaires : nous
allons commencer par quelques rappels et précisions peut-étre nécessaires
a sa compréhension formelle ; puis, nous expliquerons pourquoi le quotient
qui figure, avec une apparence un peu monstrueuse, dans 1’énoncé de ce
théoréme, n’est rien d’autre qu’une réunion finie de formes tordues de
courbes de Mumford. Nous dirons ensuite comment calculer le graphe
des composantes irréductibles de la fibre spéciale. Nous généraliserons
finalement le théoréme au cas des sous-groupes de la forme U = UgU?.

Commencgons par quelques éclaircissements sur 1’énoncé qui précede :

a) Rappelons que ’action de GL(2, Q,) sur ﬁ@i"’ que nous considérons
~ —v(det
est obtenue & partir de ’action naturelle sur Q) et de ’action g— Fr vldeta)

sur Z;,"‘ (cf. chap. II, §9). Cette action est définie seulement au-dessus de
Z, et non pas de Z;.
b) L’action naturelle du groupe A*(A” ) sur le systéme projectif des

Sy est une action A droite, tandis que celle du groupe A" (A%) sur le
systeme des Zy est une action a gauche. Pour pouvoir les comparer, il
faut donc changer le sens d’une de ces actions : on le fait & ’aide de ’anti-
isomorphisme entre les deux groupes associé a ’anti-isomorphisme choisi
entre les deux algebres.

c) Le Oa,-module formel porté par Sy est le complété formel de la
variété abélienne universelle donnée par le probléme de modules My.
Celui porte par le membre de droite provient de la description modulaire

de Q®Z"r (chap. II, §8).

5.3. Commentaires (suite).

5.3.1. — Parce que ’action de A" (Q,) ~ GL(2,Q,) sur Zy décompose
ce dernier ensemble en un nombre fini d’orbites, on voit que le quotient qui
figure dans I’énoncé du théoréme apparait comme la réunion d’un nombre
fini de quotients de la forme :

r\Q®Zr,
ou les I'; = I';; sont les différents stabilisateurs, décrits en (5.1). Comme
chacun de ces stabilisateurs contient une puissance p™ -1 de p- 1, on
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peut commencer par passer au quotient par l’action de p™ -1 (qui agit
trivialement sur ﬁ), obtenant ainsi le produit tensoriel de Q par ’extension
non ramifiée de degré 2n;, notée Z;zn;), de Z,. Le quotient ci-dessus peut
encore s’écrire :

L\QRZE™.

Apres extension des scalaires a Z§,2“"), cela devient isomorphe & une
réunion finie de quotients “a la Mumford”, de la forme I'}\Q (cf. [Mu 2]
ou [Ra 2]), ou I'} désigne I'image dans le groupe PGL(2,Q,) du sous-
groupe de I'; constitué des éléments dont le déterminant est une unité.
Sous I’hypothése que UP est assez petit (il suffit par exemple que la
méme condition qu’en (1.3) soit remplie), on voit que ces groupes I';
sont des sous-groupes de Schottky de PGL(2,Q,) — en particulier, ils
operent librement sur ’arbre I et sur Q. Si on suppose méme que U?
est suffisamment petit pour que les I'; opérent trés librement sur I (tout
sommet étant expédié, par tout élément # 1, & une distance > 2), alors
les quotients a la Mumford qui interviennent s’obtiennent simplement par
un recollement des ouverts affines standard, indexés par les sommets de
Parbre, qu’on a décrits au chapitre 1.

Pour mous résumer, on voit donc que le quotient qui figure dans
l’énoncé du théoréme est la réunion de formes tordues galoisiennes (sur
des extensions non ramifiées) de quotients a la Mumford.

5.3.2. — Le théoréme (5.2) garde un sens partiel méme sans Uhypothése
“UP assez petit” : il existe en effet dans tous les cas un sous-groupe
distingué d’indice fini UP C U? qui est assez petit. Appliquant le théoréme
au groupe UY, puis passant au quotient par le groupe fini U?/U?, on
obtient un isomorphisme analogue :

Su ~ GL(2,Q,)\[(QBZ2") x Zy]

ou Sy est le quotient Sy, /(U/U,), tandis que le membre de droite apparait
comme la réunion de formes tordues de quotients de courbes de Mumford
par des groupes finis. Autrement dit, le membre de droite est toujours
isomorphe au complété formel d’un modéele entier de Syy. On prendra garde
toutefois que, sans ’hypothése que UP est assez petit, aucun des deux
membres de la formule ne porte naturellement un Op ,-module formel.

Remarquons enfin que, dans tous les cas, I’isomorphisme du théoréeme
peut s’exprimer comme une uniformisation p-adique :

Sir ~ GL(2,Q,)\[(28QL") x Zy]
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(ot Sg™ désigne Despace rigide-analytique sur @, sous-jacent & Sy). On
voit d’ailleurs sans peine qu’il n’est pas nécessaire de compléter (i.e. écrire
seulement ®Q3" dans la formule ci-dessus).

5.3.3. — Il est un cas particulier ou le quotient ci-dessus prend une
forme plus simple; parce que ce cas — étudié dans [Jo-Li] — est celui qui
intervient dans le travail de Ribet ([Ri 2]), nous allons en dire quelques
mots. On suppose ici que sont remplies les hypotheéses suivantes sur le
groupe U? (dont on ne suppose plus qu’il est “assez petit”) :

a) L’image de U? par la norme réduite est maximale, i.e. égale a
HZ;E P ZZ :

b) La valuation p-adique envoie surjectivement sur Z l'intersection de
U? et du centre Q* de A*(Q).

Sous I’hypothese a), il est facile de voir, en utilisant le théoréme d’ap-
proximation forte, que Z*(Qp) opere transitivement sur Zy. Le quotient
qui nous intéresse prend donc la forme :

F\ﬁ@i;r, avec T = A" (Q)NU?P (vu comme sous-groupe de K*(Qp) ~
GL(2,Qp)). D’autre part, en vertu de la seconde hypothése, le quotient de
SpfZ7™ par lintersection I' N @* s’identifie & SpfZy>.

Notons I'+ le sous-groupe de I' constitué des éléments dont la valuation
en p de la norme réduite est paire : on vérifie que I' est d’indice 2 dans T".

Notant W = I'/T';+ (un groupe & deux éléments), on voit que le quotient
ci-dessus peut encore s’écrire :

WA\[T+\Q) ® ZP].

Autrement dit, on obtient une forme tordue du quotient I'y \{) (lequel
est le quotient par un groupe fini d’une courbe de Mumford). Le cocycle

qui décrit la torsion dans H I(Ga,l(Qg,z) /Qp), Aut(I'\Q)) envoie 'élément
non trivial du groupe de Galois sur ’automorphisme de F+\Q défini par
un quelconque w € I' —T';. Tout cela peut d’ailleurs aussi bien s’exprimer
en langage adélique : notre quotient prend alors la forme

W\[R™(Q)+\2 x Zy] ® (Y,

ott A"(Q,)+ est le sous-groupe de A”(Q,) constitué des éléments dont la

valuation du déterminant est paire, et ou W (isomorphe & Z/27) désigne le

quotient A*(Q,)/A"(Q,)+. On obtient ainsi la forme tordue du quotient
Zg"(‘;.->1z>)+\ﬁ X Zy
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ou l’automorlll_lisme qui Eécrit la torsion est celui défini par n’importe quel
élément w € A (Qp) — A (Qp)+-

5.4. Graphes.

5.4.1. — On sait — voir le chap. I — que le “graphe dual” de la fibre
spéciale de 2 s’identifie & I’arbre I de PGL(2,Q,). Si I'on considére un
quotient a la Mumford I‘\ﬁ, donc tel que I'image I’ de T dans le groupe
projectif opére librement sur 7, alors il est bien connu, et facile de voir,
que le graphe de la fibre spéciale de I'\2 s’identifie au graphe quotient
I'\I. Kurihara ([Ku], voir aussi [Jo-Li]) a expliqué comment obtenir un
résultat analogue dans la situation un peu plus générale (comme en (5.3.2))
d’un sous-groupe I, discret et co-compact dans PGL(2, Q,), qui n’est pas
nécessairement de Schottky (mais un sous-groupe d’indice fini dans T I’est
toujours). Nous allons ci-dessous rappeler les résultats de Kurihara.

5.4.2. — Soit R un anneau de valuation discrete, de corps résiduel &,
dont on note w une uniformisante. Suivant une terminologie due a Jordan
et Livné, nous dirons qu’un schéma en courbes C/Spec(R) est admissible
s’il vérifie les conditions suivantes :

a) C est propre et plat sur Spec(R), de fibre générique lisse.

b) La fibre spéciale C, est réduite; ses singularités sont des points
doubles ordinaires, rationnels sur k ainsi que les branches qui en sont
issues. Les normalisées des composantes irréductibles de C, sont des
courbes rationnelles.

c) Pour tout point singulier z € C,, il existe un entier m tel que le
complété @C,n de I’anneau local en z soit R-isomorphe au complété de
I’anneau local R[[X,Y]]/(XY — w™); il est facile de voir que m est bien
déterminé par x.

A une telle courbe admissible, on associe un graphe de la fagon suivante :
les sommets du graphe sont les composantes irréductibles de Cy ; ses arétes
sont les branches issues des différents points doubles; I'inverse d’une aréte
a est ’autre branche @ issue du méme point singulier. Enfin, I’origine de
a est la composante qui contient a, tandis que son extrémité est ’origine
de @. On obtient bien ainsi une structure de graphe au sens de Serre
([Se]). Ce graphe admet ici une structure supplémentaire, a savoir une
application m de I’ensemble des arétes dans ’ensemble des entiers > 1 :
c’est simplement ’application qui envoie une aréte a sur I’entier m = m(a)
associé, par la condition c) ci-dessus, au point singulier correspondant. On
appelle longueur d’une aréte a cet entier m(a), qui vérifie : m(a) = m(a).
Nous obtenons ainsi sur le graphe dual de la fibre spéciale une structure
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supplémentaire, c’est ce que Kurihara appelle un graphe avec longueurs.

5.4.3. — Définissons maintenant une structure quotient de ce type,
associée & un sous-groupe I' C PGL(2, Q,), discret et co-compact, opérant
sur 1’arbre I : 'idée naturelle est de considérer I’objet combinatoire T'\ T
dont ’ensemble de sommets (resp. d’arétes) est le quotient par T de
I’ensemble de sommets (resp. d’arétes) de I, avec les relations d’incidence
et d’inversion évidentes. Toutefois, on n’obtient pas toujours ainsi un
graphe au sens de Serre, dans la mesure ot s’il existe dans I’ un élément
qui transforme une aréte en son inverse, le quotient contient une aréte
égale A son inverse. On note (U\I)* le graphe obtenu en étant de (T\I)
les arétes qui sont leurs propres inverses (noter que cela n’empéche pas
(T\I)* de contenir éventuellement des lacets).

On définit ensuite la longueur m(a) d’une aréte a de (T\I)* : c’est
Pordre du stabilisateur I'; d’un quelconque relévement a de a en une aréte
de I.

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer le résultat de Kurihara :
soit donc comme ci-dessus I' C PGL(2,Q,) un sous-groupe discret co-
compact, et (T'\§2) la courbe associée (quotient par un groupe fini d’une

courbe de Mumford).

THEOREME [KURIHARA]. — La courbe (T\) est une courbe admis-
sible sur Z,. Le graphe dual “avec longueurs” associé coincide avec le
quotient (T\I)* défini ci-dessus

Pour la démonstration, nous renvoyons a l’article de Kurihara, o on
explique aussi comment obtenir le graphe dual d’un modéle régulier de
la courbe (voir aussi [Jo-Li]). Bornons-nous & illustrer ce résultat, en
expliquant de fagon intuitive pourquoi il est nécessaire d’6ter de (T'\[) les
arétes qui sont leur propre inverse, et pourquoi la “longueur” est donnée
par l'ordre du stabilisateur :

a) S’il existe une inversion v € T’ qui échange deux sommets voisins
de l'arbre, alors le passage au quotient “replie l'une sur l'autre” deux
composantes de la fibre spéciale de € :

Pl

1 w @
P quotient
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On voit donc que la singularité disparait dans le quotient.

b) Un exemple de stabilisateur opérant sur la singularité d’équation
XY = p est celui d’'un groupe cyclique d’ordre m, un générateur de ce
groupe opérant par :

X — (X
{Y — ("l

ou ( est une racine primitive m'*™°de 1.

Alors on voit que le quotient est la singularité d’équation X'Y’ = p™,
la projection étant donnée par : X' = X™,Y' =Y ™.

5.4.4. Appliquons ce qui précede a une courbe Sy associée a un sous-
groupe U vérifiant les hypothéses simplificatrices de (5.3.3), dont on
conserve les notations. On obtient un modele entier (défini sur Z,) de la
courbe, et ce modele est admissible aprés extension des scalaires a Zg,z). Le
graphe “avec longueurs” associé a la fibre spéciale est alors égal a (T+\I)*.
Que l’on ait affaire & une forme tordue du quotient (T4 \Q) se traduit par
une action non triviale sur le graphe de 'automorphisme de Frobenius
Frob, : cette action sur (T'4+\I)* est celle définie par un quelconque élément
w € I' — T';. Si 'on préféere une expression adélique, le graphe ci-dessus
peut encore s’écrire :

[A™(Qp)+\U x Zv)I*,

’action de Frobenius étant celle définie par un élément w € A (Qp) —
A (Rp)+-

5.5. Généralisation au cas ou U, n’est pas mazrimal.

5.5.1. — Un des avantages de ’approche de Drinfeld est qu’elle permet
également d’uniformiser p-adiquement les courbes Sy, pour U de la forme
Uy UP (cf. (0.2)), en termes des revétements X, de QR K™ définis au chap.
IT §13.

THEOREME (5.5). — Pour U de la forme UpUP, il existe un
isomorphisme d’espaces rigides-analytiques :

SE" &~ GL(2,Q@,)\[En X Zus].

Ces isomorphismes sont compatibles, lorsque U et n varient, aur opéra-
tions de projection, et l'isomorphisme ainsi obtenu entre les deux systémes
projectifs est équivariant par l'action du groupe A*(Ry).

Remarque 1: Comme plus haut, on voit que le membre de droite de la
formule est une réunion finie de quotients I';\X,, pour des sous-groupes
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de congruence I'; C GL(2,Q,). On s’apercoit facilement, de méme, qu’il
ne change rien de considérer ¥,, comme le revétement de QR K™ ou bien

de Q® K™ (cf. I1,13.3, Rem. (a)).

Remarque 2 : Dans l’article [Ca 2], on indique comment utiliser le
théoréme (5.5) pour calculer la cohomologie rigide — analytique des espaces
P

5.5.2. — Expliquons maintenant comment le th. (5.5) se déduit du th.
(5.2). On peut évidemment se ramener a supposer que UP est assez petit.
Notant Uy = Uy x UP?, le probléme de modules My, définit sur le Z,-
schéma Sy, une variété abélienne “universelle” A. Alors Sy (qui n’existe
qu’en caractéristique 0), vu comme Sy, -schéma, classifie les isomorphismes
Oa-linéaires 7 entre la p™-torsion A,~» de la fibre générale A de A, et
Oa ® (Z/p™Z). La donnée d’un tel isomorphisme revient plus simplement
a la donnée d’un point exactement d’ordre p™ dans Ap-.

Utilisant les notations et définitions du chap. II, §13, on a, d’apreés la
derniére assertion du th. (5.2), un isomorphisme de Ox ,-modules formels
sur §Uo :

A ~ GL(2,@)\[X X Zy»],

et donc :

A,n >~ GL(2,Q,)\[Xn X Zy»].

D’olt un isomorphisme au-dessus de S{7 :

Apr ~ GL(2,Q,)\[Xn X Zy»].
Finalement, on a donc bien :

Sg" ~ GL(2,Q,)\[En X Zus).

5.6. — Pour terminer ces commentaires du théoréme (5.2) signalons
Particle [Ri 1] ou est donnée une description plus canonique de ’ensemble
des composantes et des points sur F, de la courbe Sy : on y explique
en particulier comment ’ensemble des composantes irréductibles est pa-
rameétré par I’ensemble des O -variétés abéliennes de dimension 2 sur F,,
munies de structures de niveau UP, et qui ne vérifient pas la condition
“spéciale”.

6. Preuve du théoréme de Cerednik-Drinfeld.

z4 2

6.1. — Nous commencons par fixer une variété abélienne Ag sur if,,,
de dimension 2, munie d’une action “spéciale” de ’anneau Oa (pour voir
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que Ay existe, on peut prendre la variété abélienne associée & un point sur
?p de Sy ; ou bien la construire explicitement, partant du produit de deux
courbes elliptiques supersinguliéres, et définir I’action de fagon analogue
a ce que nous avions fait en (4.3) pour exhiber un Op_,-module formel
spécial). Notons @ le groupe formel associé, qui est donc un Oa ,-module
formel spécial. Nous choisissons d’autre part une identification (cf. §2) :

A = EndQ (4o) (et donc : A™(Q) = A" = AutQ (Ao)).

Cela induit une identification :
B8, =8®Q,=M(2,Q,) = End&p(@)
(ot : A7(Q,) = A, = GL(2,Q,) = Aut} (®)).
Nous fixons enfin des isomorphismes, pour £ # p :
Vo : Vl(Ao);'Ve,
compatibles (au sens de la remarque finale du §2) a l'isomorphisme fixé

entre A ® AL et (A ® A%)°PP : cela signifie que, via vo,e, laction de
A = End (Ap) sur V; est donnée par le composé :

K — Zg >~ Azpp — EndAl(‘/g)

[action par multiplication a droite].

6.2. Algébrisations.

6.2.1. — Soit S un Z,-schéma ou I'image de p est nilpotente, et X un
Oa,-module formel spécial sur S.

DEFINITION. —  Une algébrisation de X est la donnée d’un couple
(A, €) constitué d’un schéma abélien A sur S, muni d’une action de O,
et d’un isomorphisme Op -équivariant € : ASX entre X et le groupe
formel associé a A. Lorsque A est de plus muni d’une structure de niveau
U (ou U?, cela revient au méme), on parle d’algébrisation avec structure
de niveau U.

(On notera que I’action de O sur A est alors spéciale).
6.2.2. — En particulier, on note Afgy(®) I’ensemble des classes d’iso-
morphie d’algébrisations, avec structure de niveau U, de ®. Il est fonda-

mental pour la suite de déterminer cet ensemble : c’est donc I’ensemble des
classes d’isomorphie de triplets (A,e,7) ou A est une Oa-variété abélienne
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sur F,, o1 € est un isomorphisme équivariant entre A et ®, et ¥ une classe
modulo U? d’isomorphismes Ox-linéaires :

v: H To(A)> H We.

£#£p £#£p

Le yoga habituel (voir par exemple [Mi]) permet de voir encore cet
ensemble comme ’ensemble des classes d’isogénie de triplets (A,e,7) ou
A est une variété abélienne, munie d’une action a isogénie pres de A, ou
€ est une quasi-isogénie (équivariante) entre A et @, et ou enfin 7 est une
classe modulo U? d’isomorphismes A-linéaires :

v: H Ve(A)— H Ve.
£#£p £#£p
La limite projective Alg..(®) des Algy(P) est I'ensemble des tels
triplets (A, €, v) ; cette description met en évidence une action A gauche sur
Algoo(®) du groupe A" (Ay) = AT (Q,) x A" (A%), telle que la composante

suivant A" (Q,) agisse par composition sur ¢, et celle suivant A" (A%) par
composition sur v. Cette action est transitive, ainsi qu’il résulte de 'unicité
de la classe d’isogénie de A (§2).

Utilisant les identifications de (6.1), on considére ’élément de ALgo(P)
donné par le triplet :

Ao ) 60:./’1\():(1), HVo,g.

_*On voit zzlors que le stabilisateur de cet élément est le sous-groupe
A (Q) C A (Ay). Cela ressort de la commutativité des diagrammes ci-

dessous, ou 7y désigne un élément de Z*(Q), et v¢ ses images dans les

AT(Qy) :

Ap Ay, = @ Ve(Ao) Ve
Vo,e
l'y Jvir\ Jw JVz(v) Jn
A4 A = & V(Ao —— V
Vo,e
6.2.3. — On en déduit une bijection entre Alg..(P) et l’espace

homogene A" (A;)/A"(Q). D’ou il résulte une bijection :

Abgy (®) ~ UP\A™(A;)/A"(Q) = Zy.
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6.3. — L’étape suivante consiste & définir un morphisme © de la fibre
spéciale [(QRZ37)RF ] x Zy = (Q®F,) x Zy vers la fibre spéciale Sy QF .

6.3.1. — Soit S un schéma de caractéristique p. Si A; et A5 sont deux
schémas abéliens sur S, nous appellerons “p-quasi-isogénie” une quasi-
isogénie g : A1 — Az telle que le produit de g par une puissance assez
grande de p soit une isogénie d’ordre une puissance de p. Une telle quasi-
isogénie induit, pour tout £ # p, un isomorphisme entre Tp(A;) et Te(Az2).

Nous allons utiliser le lemme suivant :

LEMME. — Soient X, et X, deuz Oa,-modules formels spéciauz sur
S, et f: X1 — X, une quasi-isogénie. Soit d’autre part (Ai,e1) une
algébrisation de X,. Il existe alors une algébrisation (Az,e2) de X,, et
une p-quasi-tsogénie h : Ay — Asq, telles que le diagramme suivant soit
commutatif :

~ €1
A, — Xy

N

—~ €2
A2 —_— X2
Le triplet (Az,e2,h) est uniquement déterminé a isomorphisme prés par

cette propriété. Si de plus Ay est muni d’une structure de niveau U, alors
(via h) il en est de méme de A,.

On laisse au lecteur le soin de se convaincre de ce lemme plus ou moins
évident : si par exemple f est une isogénie, alors en prendra pour Aj le
quotient A, /e7!(Ker f).

6.3.2. — Utilisant le théoréme fondamental du chapitre II (§8.4), ainsi
que (6.2.3) ci-dessus, on voit que se donner une section de (P2 eF,) x Zy
au-dessus d’un schéma connexe S = Spec B de caractéristique p revient a
se donner :

a) Un homomorphisme 1 : F, — B.

b) Une classe d’isomorphie de couples (X, p) avec :
* X un Oa,-module formel spécial sur S;

x p:1,® — X une quasi-isogénie de hauteur 0.
c) Une algébrisation (A,e,7) de @ avec structure de niveau U.

Partant de ces données, on applique le lemme ci-dessus avec X; = 9. P,
Xo=X,f=p, A =Y, A, 1 = .¢; on trouve ainsi une algébrisation
de X avec structure de niveau U, c’est-a-dire un point de Sy (B). On
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a ainsi défini un morphisme de foncteurs, d’ou le morphisme cherché de
Fp-schémas :
0. (ﬁ@?p) X Zy — Sy ®Fp.

6.3.3. — Vérifions que O est invariant par Uaction sur le membre de
gauche du groupe GL(2,Q,); on se souvient pour cela que, d’aprés (chap.
I1, (9.3)), Paction d’un élément g de ce groupe sur le foncteur G est donnée
par (en posant n = v(detg)) :

g(¥,X,p) = (Yo Fr~™, X, po.(g~'Frob™)).

D’autre part, l’action sur Zy dont il a été question en (6.2.2) peut
également étre décrite en terme du lemme (6.3.1) : I'image (A;,€1,71) =
g(A, e,7) est caractérisée par 'existence d’une p-quasi-isogénie hy : A —
A; rendant commutatif le diagramme :

A — 1 3
J
;1\1 8 .

Notons (Aa,e2) lalgébrisation de X associée au point défini par
(¢#,X,p,A,e,7); on a donc un diagramme commutatif :

-~ Yut
YA ——— PP

Le point défini par :
(Y1 =voFr " X,pp =po zp*(g_lFrobn), Air,€1,71)

a pour image la méme algébrisation de X, ainsi qu’il résulte de la
commutativité du diagramme :
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-~ P1e€1
P1sA1 ——— Y@

~

Y. Frob™ Jv Y+Frob™ J

~ Pae
Ve Aq __1—" PP

Yuh;? l w.g-’l

A, —2 , X

~

Finalement, on voit donc que © se factorise en un morphisme de F,-
schémas : . .
0. GL(?, Qp)\[(Q [029) Fp) X ZU] —-Sr® IFP.

6.4. On veut maintenant montrer que © est un isomorphisme.

6.4.1. — Le quotient ci-dessus n’est rien d’autre que la fibre spéciale
du quotient qui figure dans I’énoncé du théoréme de Cerednik-Drinfeld
(rappelons que U est supposé assez petit, et que par conséquent les groupes
qui interviennent agissent librement); des commentaires analogues a ceux
de (5.3) s’appliquent ici. Il est commode d’étendre les scalaires de F, a F,
et ’on voit facilement que le schéma obtenu a partir du quotient ci-dessus
s’identifie au quotient :

GLI(2’ QP)\(QFP X ZU))

ot lon a noté GL' le sous-groupe de GL(2,Q,) constitué des g tels que
v(det g) = 0. En termes modulaires, QEP représente le foncteur G qui
classifie les couples (X, p), et GL' y opére par composition sur p.

Le morphisme §Fp déduit de © par I’extension des scalaires provient

d’un morphisme de Fp-schémas :

0, :QEP XZU—>SU®I_:-I,.
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Ce dernier associe & un point (X, p, A,&,7) défini sur une F,-algébre
B lalgébrisation de X obtenue par application du lemme (6.3.1) avec
X1 =®p, X=X, f=p, A1 = Ap, €1 =¢5.

6.4.2. — Montrons que @E induit une bijection entre les ensembles
1 4

de F,-points des deuz schémas :

Injectivité : supposons que deux F,-points (X, p, A,&,7) et (X', p/, A’, €', V")
admettent par ©; la méme image A, (une Oa-variété abélienne spéciale
sur ?p, munie d’une structure de niveau). Alors, parce que Az est a la fois
une algébrisation de X et de X', on voit que X s’identifie naturellement &
X’. On voit ensuite que p et p’ different par composition par un élément
g € GL'(2,Q;) : on peut donc supposer que p = p’. On constate enfin que
(A,e,7) [resp. (A’,€’,7")] est algébrisation de @ obtenue par application
du lemme (6.3.1) & P’algébrisation A, de X et & p~! [resp. 'algébrisation
Az de X' et & p'71].

Les deux points sont donc bien déduits I'un de ’autre par 'action d’un
élément de GL'(2,Q,).

Surjectivité : A étant donnée, notons X son complété formel. Parce que
tous les Op ,-modules formels spéciaux de hauteur 4 sur F, sont isogeénes
(chap. II, §5), il existe une quasi-isogénie p : & — X. On peut méme
supposer, par composition avec un endomorphisme convenable de &, que
p est de hauteur 0.

Appliquant le lemme (6.3.1) a D’algébrisation A de X et & p~!, on
obtient une algébrisation (A, &,7) de ® avec structure de niveau : il est
clair que A, est I'image de (X, p, A,€,7) par O;.

6.4.3. — Prouvons maintenant que ©; est étale : soit B une F p-algebre,
et B’ — B un épaisissement de B, de noyau un idéal de carré nul; soit
z = (X, p,A,e,7) un point a valeurs dans B de QFP X Zy, et y = A, son
image par ©;. Déformer z en un B’-point z’ revient a déformer le Ox -
module formel X : en effet, la quasi-isogénie p se déforme uniquement (cf.
par exemple [Zi 3] 5.31), et le schéma Zy est constant. On voit donc que
©1 met en bijection les déformations z’ de z et celles 3y’ de y : la bijection
réciproque associe a une déformation de Ay la déformation sous-jacente
du groupe formel A, ~ X.

Par suite, Of est étale; comme il est aussi bijectif sur les F,-points,
P
c’est finalement un isomorphisme.
Donc © est un isomorphisme.

6.5. — On vient ainsi d’obtenir un isomorphisme comme celui prédit
par le théoréme (5.2), mais seulement pour linstant entre les fibres
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spéciales; remarquer que, par construction, il se releve aux Oa ,-modules
formels naturellement portés par les deux membres. Il est immédiat et
formel de vérifier que ces isomorphismes sont compatibles entre eux quand
UP varie, et que le systéme de ces isomorphismes est A* (F\’})-équivariant.

La possibilité de prolonger © en un isomorphisme entre les deux
schémas formels va résulter du théoréme de Serre et Tate.

Soit B une Z,-algébre ou p est nilpotent, et By = B/pB. La donnée
d’un By-point z¢ du schéma GL(2, Qp)\[(ﬁé)igr) X Zy)] munit (par image
réciproque) B d’un O ,-module formel spécial Xo. On voit que déformer
ce point o a B revient d déformer Xy : la question étant en effet locale,
on est ramené a la résoudre pour le foncteur G, ce qui est évident.

En définitive, se donner un B-point z du schéma quotient ci-dessus
revient a se donner sa restriction zo a By, plus une déformation X sur B
de Xy. De méme il est clair que se donner un B-point y de Sy revient
a se donner sa restriction yo et une déformation A de Ag¢ (le Oa-schéma
abélien spécial sur By défini par yo). Or si z¢ et yo se correspondent par
I’isomorphisme ©, X, s’identifie au complété Ap. Le théoréme de Serre
et Tate ([Me],[Dr2]) affirme que les déformations de Ay correspondent
bijectivement a celles de 20, et donc de X : cela définit de fagon naturelle
un isomorphisme entre les schémas formels GL(2,Q,)\[(Q®Z7") x Zy]
et Sy, qui prolonge ©, et qui posséde visiblement toutes les propriétés
souhaitées.

La preuve du théoréme de Cerednik-Drinfeld est donc achevée.
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L’action de 'algebre de Hecke sur les groupes de
composantes des jacobiennes des courbes modulaires
est “Eisenstein”.

Bas Edixhoven
le 19 mai 1988

1 Introduction.

Pour N un nombre entier positif soit Xo(NN)q la courbe modulaire sur Q paramétrant les N-
isogénies cycliques entre courbes elliptiques, et Jo(IV)q sa jacobienne. L’algébre de Hecke agit
sur Jo(IN)q donc aussi sur son modéle de Néron Jo(N) sur Z. Soit p un nombre premier et ®y,,
le groupe de composantes connexes de la fibre géometrique Jo(V), de Jo(IN) en caractéristique
-

Dans cet article nous démontrons que pour p > 3 I'action de I’algébre de Hecke sur ®n,,
est “Eisenstein”. Cela veut dire que pour tout nombre premier ! ne divisant pas N ’opérateur
de Hecke T; agit sur ®n, par multiplication par [ + 1 (cf. [Mal, p.95). Ce résultat est une
généralisation d’un théoréme de K. Ribet [Ri 1],[Ri 2](Theorem 2.24), qui prouve le méme
résultat en supposant que la valuation de N en p est au plus 1. A dire vrai, Ribet prouve son
théoréme aussi pour p = 2,3. Parce que dans ce cas la méthode de Ribet est plus efficace nous
nous restreindrons au cas p > 3.

Pour prouver son théoréme Ribet utilise la description donnée par A. Grothendieck [Gro 1]
des groupes ®y,, en termes de 1’accouplement de monodromie sur le groupe de caractéres de
la partie torique de la réduction (semistable) de Jo(N) sur Z,. En se servant des résultats de
[De-Ra] sur la réduction de Xo(/N) modulo p il obtient une description combinatoire de &y,
en termes de points supersinguliers en caractéristique p. Ce qui reste alors & démontrer est une
proposition sur les automorphismes des courbes elliptiques supersinguliéres.

Comme la méthode de Ribet ne marche qu’en cas de réduction semistable nous nous servons
de la description donnée par M. Raynaud [Ray] des groupes ®y, en termes de modéles sur Z
des Xo(IN)qQ qui sont réguliers. De tels modéles sont connus dans le cas ot la valuation en p de
N est au plus 1 [De-Ra], et dans le cas ot p > 3 [Ed]. Pour ! un nombre premier ne divisant pas
N il faut montrer que ’opérateur de Hecke T, agit sur ®n, par multiplication par [ + 1. Cet
opérateur T est défini en termes des deux morphismes standards de Xo(Nl)q vers Xo(N)q.
Afin de calculer I’action de T} sur ®y,, nous étendons ces deux morphismes & certains modéles
convenables sur Z,. Ces calculs nous conduisent & démontrer la proposition (déja prouvée par
Ribet dans le cas supersingulier) mentionnée plus haut (cf. Lemme 2 de (4.2)).

L’intérét de ce théoréme de Ribet est le rdle qu'’il joue dans [Ri 2], olt il est démontré que la
conjecture de Taniyama et Weil implique celle de Fermat. Il est peut-étre utile de remarquer
que dans la démonstration que Taniyama-Weil implique Fermat [Ri 2] on n’a besoin que d’une
version faible du théoréme de Ribet. Cette version dit que ’action de ’algébre de Hecke sur

S.M.F.
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le sous-groupe de g-torsion de ®n, est Eisenstein pour tout nombre premier ¢ > 3. D’aprés
Mazur et Rapoport [Ma-Ra] ce sous-groupe est cyclique et on a un générateur explicite: c’est
un multiple de Z — Z’ (dans leur notation). Il est trés facile de calculer I’action d’un T, sur
Z —Z'. Bien siir, il n’est pas utile d’affaiblir le théoréme de Ribet quand il s’agit des conjectures
de Serre.

Finissons par remarquer le fait que I’action de l’algébre de Hecke sur les groupes de com-
posantes des modéles de Néron des jacobiennes des courbes de Shimura n’est pas toujours
“Eisenstein”. Ceci est une conséquence du Théoréme 4.3 de Ribet ([Ri 2], version d’octobre
1988).

J’aimerais remercier K. Ribet de m’avoir demandé si la généralisation de son théoréme
était vraie, de m’avoir envoyé une version préliminaire de son article [Ri 1], de m’avoir stimulé
d’écrire ce texte, et de ses commentaires. J’aimerais aussi remercier J. Oesterlé de m’avoir
suggéré beaucoup d’améliorations.

2 Description du groupe de composantes.

Soit S un trait strictement hensélien de point fermé s et de point générique t, et C — S une
courbe. Supposons que C est régulier et que C; est lisse et géométriquement irréductible sur t.
Nous allons rappeler la description que donne Raynaud ([Ray], (8.1)) du modéle de Néron de
Pic2, J¢ en termes du foncteur de Picard Piceys.

Notons par C les composantes irréductibles réduites de C,, et par m¢ la multiplicité de C
dans C,. Alors on a 1’égalité de diviseurs (de Weil ou Cartier) sur C:

C, = EmcC.
c

Pour ne pas avoir des ennuis nous supposons que k(s) est algébriquement clos et que le plus
grand commun diviseur des m¢ est 1.

Soit Picg) ) s le sous-foncteur de Pices des faisceaux inversibles de degré total 0. Rappelons
( [De-Ra]I(3.3.3) ou [Ray](8.1.1)) que le degré total d’un faisceau inversible £ sur C, est donné
par:

deg £ = chdegc(ﬂ le)-
c

D’aprés théoréme (8.1.4) de [Ray] le modéle de Néron de Picgt/k(t) est égal a Picg)}s/E, ou

E est Padhérence schématique de la section unité dans Picg)}s. Ce faisceau en groupes E

mesure le défaut de séparation de Pic?ls sur S. Puisque C/S satisfait la propriété (N)*
([Ray](6.1.4),(6.1.6)), C/S est cohomologiquement plat ([Ray](7.2.1)) et E est représenté par
un schéma en groupes étale sur S ([Ray](5.2)). Ce schéma en groupes est “le schéma étalé sur
S” correspondant au faisceau gratte-ciel de support s et de groupe E(S). Le groupe E(S) est
formé des faisceaux inversibles sur C qui sont triviaux sur C;. Soit D le groupe abélien libre
qui a pour base les composantes irréductibles C' de C,, on a donc:

D =@Z[C)
c
Alors E(S) est I'image du morphisme:

D & Picll($)  [C]+ Lo,
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oll L¢ est I'inverse du faisceau d’idéaux sur C définissant le diviseur C. Comme Picd /s est la
composante neutre du modéle de Néron de PicZ,;, ([Ray](8.1.2)) on a:

® = Pic)s(s)/(E(s) + Picds(s)) = Pichs(S)/(E(S) + Picd5(S)),

ou ® est le groupe de composantes de la fibre sur s de ce modéle de Néron. Définissons
un morphisme: Pice/s(S) multices p par: L — Y cdeg(L |c)[C]. Maintenant nous avons un
diagramme ou la ligne est exacte:

D
| div a
0 — Pic2/5(S)) — Piclly(s) ™8 p X% 7 5 0.

Le morphisme a = multideg o div se calcule par:

a: [C]m Y deg(Le |e)[C] = 3 (C- O[T,
c c

ot (C- C") est le nombre d’intersection de C et C’ sur la surface réguliére C. De ce qui précéde
il s’ensuit que ([Ray](8.1.2)):
& = ker(deg)/im(a).

Un élément de ® est donc une classe modulo im(a) de multidegrés de faisceaux inversibles sur

C.

3 Le groupe de composantes et morphismes.

Les notations sont celles de la Section 2. Soit ¢/S une courbe satisfaisant aux hypothéses faites
sur C, et C 5 C un S-morphisme. Nous allons calculer les deux morphismes induits par 7 sur
les groupes de composantes: ® 5 & et & I3 .

3.1 Calcul de =#*.

D’aprés (2), le groupe & est I’homologie du complexe: D = D ¥ Z. Onaun complexe
analogue pour ®. Tenant compte des deux interprétations de D (groupe de diviseurs sur C a
support dans C, et groupe de multidegrés de faisceaux inversibles sur C), on voit facilement
que le morphisme 7* : ® — & est induit par un morphisme de complexes:

D ~, D deg, 7
U TR 1 deg(r)
D D 5 7

Th: [C]l 77'C (diviseur sur €)

g : [Cl 3 deg(lg)[C].

&ae
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3.2 Calcul de 7,.

Les notations sont toujours les mémes, mais dans cette section il nous faut une hypothése
supplémentaire: ¢ 5 C est quasi-fini. Parce que G/S et C/S sont propres, 7 est alors fini, et
parce que C et C sont réguliers, 7 est plat. Le morphisme 7 est donc fini et plat, ce qui reste
vrai aprés tout changement de base. La construction “norme d’un faisceau inversible” nous
donne un morphisme: Picg/g 2% Piceys. En termes de diviseurs ce morphisme est I'image
directe.

En regardant les valuations que donnent les composantes irréductibles des fibres fermées
on trouve I’égalité de diviseurs sur C:

71C = Y (mg/me)C.
CwC
Localisation au point générique d’un C nous donne:
deg(m) = 3 (mg/mc)deg(C/C).
CC

Pour 'image directe d’un € on a par définition ([Gro 2] (21.10.14.1)): 7.(C) = deg(C/xC)xC.
Pour voir ce qui arrive aux multidegrés appliquons le corollaire (7.1.2) de [Ray], ce corollaire
dit que pour chaque C il existe un diviseur effectif horizontal Z sur C qui a degré 1 sur € et
degré 0 sur les autres composantes de C,. Le degré de m.Z sur xC se calcule par la formule de
projection: (mZ - wC) = (Z - n*nC) = (Z - (mg/m,5)C) = mg/m, 5. Maintenant nous savons
tout du morphisme de complexes qui induit 7, sur les groupes de composantes:

Z - D S, D des, 7
1 deg(m) | wdy 1 mdes 11
Z ) =, D o A/

7 : [C] > deg(C/nC)[rC)
7% [Cl = (mg/m,e)[nC).

Remarque. Comme 1’a suggéré J. Oesterlé, on peut calculer le morphisme induit par = sur les
groupes de composantes sans supposer que 7 est quasi-fini. Le morphisme 7 : & — & est alors
induit par un morphisme de complexes commme ci-dessus, oul 738 est donné par la formule:

e [Cle 3 meglC)
écr-1C

avec mg o la multiplicité de C dans 7-1C. La formule pour 73" est toujours la méme.

3.3 Eclatements.

11 peut étre nécessaire de travailler avec des modéles non minimaux, par exemple pour avoir
des morphismes entre modéles réguliers. Bien siir, le groupe de composantes ne dépend pas
du modéle (régulier) qu’on choisit, mais c’est sa description qui change quand on change de
modéle. Nous avons donc besoin de traduire une description en une autre. Soit alors ¢ = C
obtenu en faisant éclater C en un point z € C(s). Nous notons E la courbe exceptionnelle et C
le transformé strict d’une composante irréductible C de C,.

162



GROUPES DES COMPOSANTES DE ] (N)p

Dans ce cas on a: i, : [C]+— [€]. Cette formule donne 'isomorphisme: & = &, nous
voulons aussi une formule pour son inverse. Pour cela il faut éliminer les [E] d’un élément de
®. La relation voulue nous est fournie par &([E]):

&((E)) = ~[E]+ 3 mcalC]

z€C(s)
ou mg, est la multiplicité de C en z. L’isomorphisme ® — & est donc induit par:

(tig):D—D  [C]=[C] [E]~ 20‘7 )mC,z[C]'

4 Le cas des courbes modulaires Xy(N).

Pour N un entier positif soit Xo(IN) la courbe modulaire sur Z paramétrant les N-isogénies
cycliques entre courbes elliptiques: Xo(N) est le schéma grossier de modules compactifié associé
au probléme de modules [['o(N)] (cf. [Ka-Maj(8.6)). Cette courbe Xo(IN)/Z est un modéle
normal de sa fibre générique Xo(N)q/Q, mais malheureusement ce n’est pas toujours un
modéle régulier. Notons par Jo(N) le modéle de Néron sur Z de Pic?\,o(,v) Q@ Soit p un

nombre premier, S le spectre de ’anneau des vecteurs de Witt sur E, et Xo(N )s la résolution
minimale de Xo(N)s. Deligne et Rapoport [De-Ra] ont donné une description de X;(?V )s
dans le cas ou la valuation de IV en p est au plus 1. Utilisant les résultats de Katz et Mazur
[Ka-Ma] on peut décrire Xo(N)g pour p > 3 [Ed]. Dans ces deux cas on connait donc la table

d’intersection de la fibre spéciale de X;TN )s» et d’apreés la Section 2 cela suffit pour calculer le
groupe de composantes ®y,, de Jo(N),. Nous donnerons quelques exemples de ces groupes en
(4.4).

4.1 Action de l’algébre de Hecke sur ®y ,.

Soit ! un nombre premier ne divisant pas N. Pour une isogénie cyclique de degré Nl entre
courbes elliptiques (sur une base quelconque): E; 20 E, il existe des factorisations uniques (a

isomorphisme prés):

[ @
El N1 E3 1,2 E2 El b1 E4 éN2 E2

ol ¢.; a degré * (cf. [Ka-Ma] (6.7)).
Au niveau de problémes de modules cela donne deux morphismes:
S,T: [To(NI)] — [To(N)]: S(ém) =dng  T(én1) = én,2,
et une involution:
Wi [To(ND)] = [To(ND] - éni = dnady,-

Par construction on a: T =S o W,. On obtient des morphismes induits: S,T: Xo(NI) —
Xo(N), Xo(Nl)q — Xo(N)q, un endomorphisme T, = T,S* de Jo(N), et finalement un
endomorphisme T; de ®y,. Le fait que S, T et W, se prolongent aux pointes est démontré
dans [De-Ra] Ch. IV Prop. 3.16, 3.18, Prop. 3.19 et ex. 4.4.

Théoréme 1 L’endomorphisme T, de @y, est multiplication par I +1 si p > 3.
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Dans ce cas (p > 3) on connait des modéles réguliers, alors avec les methodes des Sections
2 et 3 on pourrait simplement calculer S* : ®n, — ®nip et Tu: ®nip — Py, mais on peut
faire un peu mieux. C’est & dire qu’il suffit de prouver que S* = T* : ®n, — PNy, parce
que cela implique que T; = T,T* : &y, — Bn,p, et T.T* agit sur Jo(N)q (et donc aussi
sur ®y,) par deg(T) = [ + 1. Cette astuce est due & Ribet, (d’aprés Ribet, le vrai résultat
est cette égalité, et le Théoréme 1 en est un corollaire). On aurait pu faire beaucoup mieux
si laction de W; sur ®py, était triviale (cela réduirait le théoréme & une proposition sur une
seule courbe), mais cela n’est pas vrai. Alors le plus grand probléme dans la démonstration de
S* = T* est de décrire des modéles réguliers de Xo(N1)s et Xo(IN)s auxquels les morphismes
S et T se prolongent. On donnera quelques exemples de ces modéles en (4.3).

Soit maintenant P une structure de niveau supplémentaire convenable (par exemple [['(3)]s),
tel qu’on a des morphismes de schémas de modules compactifiés sur S:

(P, [Co(ND)) =5 FA(P, [Co(N))),
avec une action (fidéle, d’un groupe G) tel que le quotient par cette action est:

Xo(ND)s 25 Xo(N)s.

Pour simplifier nous supprimons dans la suite les indices inférieures “S”.

Soit £ € M(P,[[o(N)])(s) un point & stabilisateur G, non trivial. Comme en [Ed] on fait
éclater M(P,[To(N)]) en = jusqu’a ce que l'action de G, sur les points fixes au dessus de z
est par pseudo-réflexions (il faut donc 0,1 ou 3 éclatements). On fait éclater M(P,[[o(N1)])
en tout y € S~!(z) de la méme maniére qu’on a fait éclater M(P,[Io(N)]) en z. Notons les
modeles obtenus par M(P, [[o(N)])* et M(P,[To(N1)])*S. Nous avons maintenant un grand
diagramme:

M(P,[Lo(ND)S S M(P, [To(N)))*
l quotient par G-action

Xo(NID)*S S, Xo(N)"

L xS Il composé d’éclatements
Xo(N1) Xo(N)

1 l composé d’éclatements
Xo(N1) L Xo(N)

11 y a des morphismes induits sur les groupes abéliens libres engendrés par les composantes des
fibres fermées, nous n’écrivons que les deux lignes au milieu:

D J= pr
,l,~(1l’§:$ - T 7'raeg
D D

Sx
deg

S

ot S, et 73, sonts induits par S et 7 comme en (3.1), et (73:)”! par 7° comme en (3.3).

La composition de ces trois morphismes, qu’on notera S* : D — D, induit S*: @y, — Pnyp.
De la méme maniére on trouve des morphismes:

T+ : D Ze pr Ty per G

Le théoréme & démontrer est maintenant une conséquence de la proposition suivante.
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Proposition1 S*=T*: D — D.

On prouvera ’égalité S*([C]) = T*([C]) pour tout élément de base de D. Pour C le
transformé strict d’une composante de Xo(IV), cela résulte de la description par [Ka-Ma]: si C

est de type (a,b) alors S*([C]) = T*([C]) = (I + 1)[(a, b)-composante de Xo(N1),].
Soit z € (Sing Xo(V))(s), et C; une composante de XO(N ), dans I'image réciproque de z.
Par (3.1) on a: m3,[C.] = [Cy], ot C. est le transformé strict de C, dans Xo(N)*. Encore par

(3.1) on a: ~
S'((Cal) = XIC;)  T((Cl)) = Z (C;]

Sy=z Ty=z
oli les sommes sont sur les y € Xo(N)(s) avec Sy = z (resp. Ty = x), et C; est la composante

unique de Xo(N1)? au dessus de y avec S (ou T)-image C,. Les coefficients sont 1 parce que les
deg(C;/C;) sont 1, ce qui & son tour résulte de ce que l’action de G, sur chaque composante

de M(P, [To(N))])* au dessus de C, est triviale (cf. [Ed](ch.1)).

Par (3.3) on a:
(mieg)S™[Cl = Z%[C] + 2 1G]

Sy=z
ol le deuxiéme terme est une somme sur les y € (Sing Xo(N1))(s) seulement, et le premier terme
est une somme sur les composantes de Xo(N1), (C est le transformé strict dans X(ITVI) de C).
Ce premier terme est le résultat de 'élimination des [Cy] avec Sy = z mais y € (Reg Xo(N1))(s).
Pour T on a une somme analogue:

(i) ' T7[Cs) = Zbc[CH > Gy

Ty=z

11 nous faut prouver que ces deux sommes sont identiques. Il est clair (cf. (3.3)) que les ag
et by dépendent seulement (et de la méme maniére) du nombre de [C;] éliminés, donc il suffit
de prouver ’égalité des deuxiémes termes. Cela revient & démontrer que:

(Sing Xo(N1))(s) NS~z = (Sing Xo(N1))(s) N T~z

ce qui est une conséquence du Lemme 2 de (4.2).

4.2 Un lemme sur les automorphismes des courbes elliptiques.

Soit p un nombre premier, k := F,, N un nombre entier positif qui n’est pas divisible par p,
et Xo(NV) EA Xo(1) le morphisme donné par: (E; — E,) — E;. (Dans cette section nous ne
supposons pas que p > 3.)

Soit © € Xo(N)(k), o € Auti(z) correspondant au diagrammes suivants:

. E % E,
E, — E, l o1 l o2
B % E

Notons que oy et o, ont méme ordre que o, donc la connaissance des courbes elliptiques &
automorphismes # %1 nous apprend que si ¢ # =+1 alors l'ordre de o est 3,4 ou 6, et E,
est isomorphe & E;. Ceci implique que dans nos considérations sur les points de Xo(N) &
automorphismes nous aurons affaire aux endomorphismes seulement.
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Soit maintenant y € Xo(1)(k) (disons y ~ E) et £1 # o € Autk(y), alors :
{zr € Sy | o € Auty(z)} = {E 2, E; | oker¢ = ker¢}
1l s’agit donc de sous-groupes o-invariants cycliques d’ordre N de

E[N)(k) = (Z/N)* = ll_[(Z/Q"")z,
q|N

ou N =[], v g™ est la factorisation de IV en facteurs premiers. Sachant que pour tout ¢ # 2,3
l’action de o sur E[g](k) a deux valeurs propres distinctes il est facile de démontrer le lemme
suivant.

Lemme 1 Ecrivons N = 2™ [Ty229™. Pour y € Xo(1)(k) et 04 € Auty(y) d’ordre 4 on a:

sing > 1 ou dg = —-1(4)
sinon.

_ 0
#{z € STy | 04 € Auti(z)} = { o#{gla#2}

Ecrivons N = 3" [To3 g™, Pour y € Xo(1)(k) et o3 € Auti(y) d’ordre 3 on a:

- 0 sinzg>1 ou dg=-1(3
#{1‘ € S ly | o3 € Autk(it)} = { 2#{0"1#3} 3ina:?n_ q ( )

Nous savons déja que les points de Xo(N)(k) a automorphismes # +1 correspondent aux
endomorphismes (= isogénies dont la source et le but coincident). Il se trouve méme que
ces endomorphismes appartiennent & ’'un des sous-anneaux Z[oy4] et Z[os] de Endi(E). Cela
résulte du fait que Z[o4] et Z[o3] sont de factorisation unique et que la factorisation de N donne
exactement le méme nombre d’endomorphismes cycliques de degré N que le lemme précédent.

Lemme 2 Soit N = IM avec | un nombre premier qui ne divise pas M, et ¢ € Xo(N)(k)
avec o € Auti(z) d’ordre 3 ou 4. Alors on a Sz = Tz pour S et T les deux morphismes

Xo(N) — Xo(M) de (4.1).

Disons que z correspond a E ¢y E, et ¢ € Z[o]. Ce ¢n se factorise en deux facteurs de
degrés M et I: ¢ = ¢mdi. Alors de pprdr = ¢iém il résulte que Sz = ¢pr = Tz,

4.3 Quelques exemples des modéles utilisés en (4.1).

Dans cette section on trouve des dessins des fibres fermées de quelques modéles utilisés en (4.1).
Pour obtenir ces dessins on se sert de la description des points & automorphismes de (4.2) et
de [Ed] ch.1.

Traitons le cas: Xo(2 - 11)g S, Xo(11)s ot S est de caractéristique résiduelle 11. Les
dessins sont dans la Figure 1.

Le deuxiéme exemple est: Xo(2 - 13%)s S, X0(13%)s, avec S de caractéristique résiduelle
13. Les dessins sont dans la Figure 2.
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Figure 1: Le cas Xo(2- 11)s —— Xo(11)s.
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4.4 Quelques exemples des groupes @y .
4.4.1 Le cas traité par Mazur et Rapoport.

Il y a quelques petites erreurs dans les calculs de [Ma-Ra]. Dans cette section, nous nous
permettons de refaire ces calculs. Il y a trois choses a dire. Premiérement: les 1/d; qui se
trouvent dans leur Proposition (1.4) ne doivent pas étre la, apparemment ils n’ont pas tenu
compte du fait que les X; dans [Ray], (8.1.1) ne sont pas nécessairement réduits. D’ailleurs
cela n’affecte pas leurs résultats parce que tous les d; y sont 1. Deuxiémement: le nombre de
points supersinguliers n’est pas comme il est écrit dans la Proposition (1.2): (@ — 2*)/2 doit
étre (Q +2")/2 et (Q —2¥)/3 doit étre (Q + 2v*1)/3. Troisiémement: il y a une erreur dans la
structure du groupe ® (leurs ® modulo 2-torsion et 3-torsion ne sont pas cycliques (cf. Table
2, page 174), tandis que cela doit étre bien le cas). Dans cette section nous tentons de donner
les tables correctes.

Rappelons les notations: N = pM est un nombre entier positif , p > 3 un nombre premier
qui ne divise pas M. Notons par s;, s4 et s¢ les nombres de points supersinguliers z €
Xo(M)(E;,) tel que #Aut(z) = 2,4,6. Alors notre calcul de &y, donne:

sa | s6 | BNy ﬂ
0| 0 |Z/s,
>1| 0 |Z/(2(2s2+s4)) ®(Z/2)2
0 [>1[2Z/(3(3s2 + s6)) @ (Z/3)%2
>1(>1|Z/(6(6s2 + 354 +236)) & (Z/2)*"2 D (Z/3)%?

Pour obtenir ®y, dans le cas ou s4 = 1 il faut faire comme suit: prendre le cas s4 > 1,
supprimer le terme avec exposant “s; — 2” et supprimer le facteur “2” du premier terme. Si
s6e = 1 on supprime le terme d’exposant “s¢ — 2” et le facteur “3” du premier terme.

Soit maintenant M = [], ¢™* la factorisation de M en facteurs premiers (n, > 0), v = #{q |
q # 2,3} et Q = deg(Xo(M)/Xo(1)) =TII,(g+ 1)g™ . Alors les nombres s2, s4, 56 sont donnés

par:

[ S
p=1(12) Q. |00
p=5(12) |s6=0 | 0]0
s6 #0 Q!p_}z_“u 02

p=712) |s4=0 =00
54 #0 Ao 121 0

p=11(12) | (s4 = 0) A (36 = 0) B 0|0
(54 #0) A(se=0) | =162 |ov | o

(s = 0) A (s # 0) | L= |0 | 2

(54 # 0) A (s # 0) | 2= v | 20

s4a=0<=ny,>1V Jg=-14)
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s6=0<>n3>1V Jg=-1(3)

Notons que les nombres s;, s4 et s¢ dans la table ci-dessus satisfont & la formule de masse

([Ka-Ma)(12.4.5, 12.4.6)):
52/2+ sa/d +s6/6 = D 1/#Aut(z) = Q(p — 1)/24.

r=s.8.

4.4.2 Les groupes ®,., pour p > 3.

Donnons d’abord un exemple: p = 13. Dans (4.3) on trouve le “graphe” de la fibre fermée de
XOH32)‘ Les nombres d’intersection s’en déduisent facilement et on obtient le morphisme a de
la Section 2:

-13 1 1 0 0

1 -13 1 0 0

a= 1 1 -1 1 1
0 0 1 -2 0
0 0 1 0 -3

Un calcul facile donne: ®432,,3 = Z/7.
Dans le cas général on trouve:

ape ~ 2_
Proposition 2 Pour p >3 on a ®,2, = Z/231.
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The Shimura Subgroup of Jy(N)

San Ling* and Joseph Oesterléf

SUMMARY. — To the natural morphism X{(N) — Xo(N) of modular
curves corresponds, by Picard functoriality, a morphism Jo(N) — J1(N)
between their Jacobian varieties. Its kernel ¥(N), called the Shimura sub-
group of Jo(IN), is finite. We determine the group structure of ©(N) together
with the action of Galois and the action of the Hecke algebra. This extends
previous results obtained by B. Mazur and K. Ribet.

Let N > 1 be an integer and let I'g(N) be the subgroup of SLy(Z)

Z ) € SLy(Z) such that N divides c. It acts

on the Poincaré half-plane H = {r € C| Im7 > 0} and on H = HUP(Q)

by
a b - - at + 0
c d )’ cr+d’

The quotient Xo(IN) = Iy(N)\H has a natural structure of compact con-
nected Riemann surface.

One defines in a similar way a Riemann surface X;(N) = I'(NV)\H,
b
d
such that ¢ =d =1 mod N. Let u : X;(IN) — Xo(N) be the holomorphic
map deduced from the identity on H by passing to the quotients.

. . a
consisting of the matrices ( c

where I'1 (V) is the subgroup of I'¢(V) consisting of the matrices
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Let Jo(N) and J1(IN) be the Jacobian varieties of Xo(/N) and X;(N),
viewed as the connected components of 0 in the corresponding Picard vari-
eties. Let

u* : Jo(N) —> Ji(N)

be the morphism of abelian varieties deduced from u by Picard functoriality.
Its kernel, called the Shimura subgroup of Jo(IV), is a finite group; we denote
it by Z(N).

In this paper, we give a complete description of £(IV): group structure,
exponent, order, action of Galois, of Atkin-Lehner involutions and of Hecke
operators (including those associated to the primes dividing V), behaviour
under degeneracy maps, etc. This extends previous results obtained by
B. Mazur ([3], II, 11) and K. Ribet ([5]). Our proofs are of complex an-
alytic nature and would apply in situations where I'¢(V) and I'y(/V) are
replaced by discrete subgroups of SL;(R) of finite covolume, even when the
corresponding Riemann surfaces have no modular interpretation.

Let U be the group of complex numbers of modulus 1. We define in §1
a canonical injective group homomorphism

¥ 1 Jo(N) — Hom(T'y(N), U). (1)

Throughout the paper, we identify the group I'o(N)/T(N) with (Z/NZ)*
by

d

We show that an element z of Jo(/V) belongs to the Shimura subgroup (V)
if and only if the kernel of ¥(x) contains I'y (V). Therefore, we deduce from
¥ a canonical injective homomorphism

(‘; b )FI(N)»—»d-l-NZ.

Y' : E(N) — Hom((Z/NZ)*,U). (2)
We determine its image in §2 and obtain:

THEOREM 1 .— The Shimura subgroup (N) of Jo(N) s canonically iso-
morphic to the group of homomorphisms g : (Z/NZ)* — U such that
g(d)=14d=-1,d>+1=0,d*+d+1=0or (d—1)*=0.

By using thm. 1, we compute in §3 the order and the exponent of the group
Z(N):
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COROLLARY 1 .— Let ¢(N) denote the number of elements of (Z/NZ)*
and:

(1) let m be the largest integer such that m? divides N;

(i) let k be the number of prime divisors of N distinct from 2 and 3;

(4iz) let my be equal to 2 if —1 is a square mod N (i.e., if 4 [N and each
prime factor p # 2 of N 1is congruent to 1 mod 4), and let my be equal to 1
otherunse;

(iv) let m3 be equal to 3 of X?> + X +1 has a root mod N (i.e., if9 JN
and each prime factor p # 3 of N is congruent to 1 mod 3), and let ms be
equal to 1 otherwise.

Then we have

cm«mN»:{?NV@mm%m ini

EXAMPLE.— If N is of the form p™, with p a prime number and n > 1,
then (V) is a cyclic group (thm. 1). If p # 2, its order is the product of

p"~1-I"/2] and the numerator of ”—1—2—1; if p = 2, its order is 2max(0,n=2=[n/2])

COROLLARY 2 .— Let N =[] p"™ be the prime power decomposition of N
and:

(i) let v, be equal to r, — 1 — [rp/2] if p # 2;

(#2) let 5 be equal to max(0,ry — 2 — [ry/2]);

(13) let eq be equal to lclrg’l((p —1)p™);

P

(iv) let m, be equal to 2 if N is the product of 1,2 or 4 by a power of an
odd prime, and let m, be equal to 1 otherwise;

(v) let my and ms be as in cor. 1.

Then the exponent of the group X(N) (v.e., the smallest integer e such
that eS(N) = 0) is given by

e = eo/(mimams) if N >5
! if N < 4.

COROLLARY 3 .— The only integers N for which the order of ¥(N) is 1
are 1, 2, 3, 4,5,6, 7,8, 9, 10, 12, 13, 16, 18, 25, 36, 49, 50 and 169.

In fact, for all these values of N except 36, 49, 50 and 169, the genus of
the Riemann surface Xo(/V) is 0 and we therefore have Jo(N) = 0.
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COROLLARY 4 .— When N approaches infinity, the exponent and a fortior:
the order of £(N) go to infinity.

The Riemann surface X, (V) is the group of complex points of a modular
curve Xo(/V)q defined over Q. Therefore, Jo(/V) is naturally defined over
Q and the Galois group Gal(Q/Q), where Q is the algebraic closure of Q
in C, acts on the group of torsion points of Jo(/V). It acts, in particular, on
the Shimura subgroup (V). We determine this action in §4, and obtain:

THEOREM 2 .— Let e be the exponent of the group L(N) (see cor. 2 of
thm. 1). The smallest common field of definition of the points of L(N) s
the cyclotomic field Q(p.). The Galois group Gal(Q(u.)/Q) acts on Z(N)
via the cyclotomic character Gal(Q(u.)/Q) — (Z/eZ)*.

COROLLARY 1 .— A point x of Z(N) is rational over Q if and only if we
have 2z = 0. The number of those points is 2624 (P)+< yhere P is the set of
odd primes dividing N and € is given by

—1 if4 JN and there erists p € P, p Z 1 mod 8;
—1 if 4|N, 8 [N and there exists p € P, p # 1 mod 4;

€ =

1 if 32|N;
0 otherwise.
COROLLARY 2 .— The only integers N for which all points of Z(N) are

rational over Q are:

(i) those for which £(N) is of order 1, listed in cor. 3 of thm. 1;

(it) the integers 20,21, 24, 32, 48,64, 72,100, 144 and 147, for which X(N)
s of order 2;

(i) the integers 96,192,288 and 576, for which (N) is isomorphic to
(Z/2Z)2.

To each divisor N; of N, such that /V; is prime to N/Ny, is associated
an Atkin-Lehner involution wy, of Xo(/N): for the definition, see §5. The
involutions wy, * and (wpy, )« of Jo(IN) deduced by Picard and Albanese func-
torialities respectively coincide. The behaviour of the Shimura subgroup of
Jo(IV) under these maps is studied in §5. We obtain:

THEOREM 3 .— The Shimura subgroup (N) of Jo(N) is stable under
wp,*. Moreover, we have the commutative diagram
S(N) X Hom((Z/NZ)*,U)
ol o | (3)
S(N) X Hom((Z/NZ)*,U),
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where a is the map induced by wy, *, ¥’ is the canonical injection (2), and ‘a’
18 the transpose of the involution o' : (Z/NZ)* — (Z/NZ)* which coincides
with t — t~1 modulo N, and with the identity modulo N/Nj.

The following particular case of thm. 3 was previously obtained by I. Ribet
([5], lemma 1):

COROLLARY .— The tnvolution wn™ acts on the Shimura subgroup L(N)
by multiplication by —1.

Let M be a divisor of N. For each divisor D of N/M, we have a holo-
morphic degeneracy map vp : Xo(N) — Xo(M). It is the map deduced
from the transformation 7 — D7 of H by passing to the quotients; a mod-
ular definition of vp is given in §6. By Picard and Albanese functorialities
respectively, we get morphisms of abelian varieties

’UD* . Jo(M) g Jo(N),
(4)
('UD),. : Jo(N) — J()(]\d-),

the latter being the dual of the former. The behaviour of the Shimura
subgroups under these maps is studied in §6. We obtain:

THEOREM 4 .— We have vp*(3(M)) C I(N). Moreover, we have the
commutative diagram

(M) — Hom((Z/MZ)*,U)
g1 Bl (5)
S(N) — Hom((Z/NZ)*,U),

where (3 is the map induced by vp*, the horizontal arrows represent the
canonical injections (2), and *( is the transpose of the canonical surjection

B : (Z/NZ)* — (Z/MZ)*.

THEOREM 5 .— We have (vp).(EZ(N)) C (M). Moreover, we have the
commutative diagram
2(N) — Hom((Z/NZ)*,U)
o1 '] (6)
(M) — Hom((Z/MZ)*,U),

where 6 is the map induced by (vp)., the horizontal arrows represent the
canonical injections (2), and 6’ s the transpose of the homomorphism
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8 :(Z/MZ)* — (Z/NZ)* defined in the following way: we write N = N1 N,
with N, the greatest divisor of N prime to M; if d is an integer prime to
M, then §'(d+ MZ) is the class of the integers congruent to 1 mod N, and
to dPo(M)To(M] mod N;.

REMARK. — Theorems 4 and 5 imply that the map 8 : ¥(M) — I(N)
induced by vp* and the map 6 : £(N) — £(M) induced by (vp). are inde-
pendent of the divisor D of N/M.

To each prime number p is associated a Hecke correspondence T, on
Xo(N). If [r] denotes the image in Xo(N) of an element T of H, then T}, is
defined by

[r] = [p7] + 0(%_1[’:"] if p [N,
[rl— > [=) if p|N.

o<igp-1 P
To these correspondences are associated (by suitably generalising Picard
and Albanese functorialities) endomorphisms 7T,,* and (7},). of Jo(/N): for
the precise definitions, see §7. One has T,,* = (T,), when p AN, but not
necessarily so when p|N.

THEOREM 6 .— Both the endomorphisms T,* and (T,). stabilise the Shimu-
ra subgroup E(N) of Jo(N) and, on (N ), they coincide with multiplication
by p+1 if p [N, and with multiplication by p if p|N.

REMARKS.— 1) Theorem 6 was first proved by B. Mazur when /V is a
prime not equal to p ([3], II, 11.7), then by K. Ribet when p does not divide
N([5], thm. 1). For p not dividing eN, where e is the exponent of X(N),
thm. 6 could also be deduced from thm. 2 by using the Eichler-Shimura
congruences (see [3], p.89).

2) Theorem 6 can be generalised to the Hecke correspondences T;,, where
n > 1 is not necessarily a prime (see §7): then T,," and (7,)« coincide on
¥(N) with multiplication by ay(n), where «n(n) denotes the sum of the
divisors d of n satisfying the condition gcd(NV, %) = 1.

1 Some results on Riemann surfaces and
their Jacobian varieties

Let X be a compact connected non-empty Riemann surface.
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1.1 The Jacobian variety

We shall view the Jacobian variety J(X) of X as the connected component
of 0 in the Picard variety of X: it parametrises the isomorphism classes of
holomorphic line bundles of degree 0 on X.

1.2 The Albanese variety

The Albanese variety Alb(X) of X parametrises the classes, modulo princi-
pal divisors, of divisors of degree 0 on X. We have a canonical isomorphism
J(X) — Alb(X): to the class of a holomorphic line bundle of degree 0
corresponds the class of the divisors of its meromorphic sections.

1.3 The group isomorphism J(X) - Hom(H;(X,Z),U)

Let U be the group of complex numbers of modulus 1 and let U be the
sheaf on X of locally constant functions with values in U. The group homo-
morphism H'(X,U) — H'(X,O%) deduced from the injection U — O%
defines, when H(X, O%) is identified with the Picard group of X, a group
isomorphism

H'(X,U) — J(X). (7)
(This is proved by comparing the exact sequences in Cech cohomology as-
sociated to0 = Z - R —-U —-0and 0 - Z — Ox — O — 0; see [4],
p-316-05)

We can restate this result as follows:

PROPOSITION 1 .— Let L be a holomorphic line bundle of degree 0 on X.
There exists a principal covering E of the topological space X, with structure
group U (viewed as a discrete group), such that L is isomorphic to the
associated holomorphic line bundle E xy C. Furthermore, L determines E
up to isomorphism.

We recall that E xy C denotes the quotient of F x C by the equivalence
relation which identifies (y, Ap) with (yA, p) for y € E, A € U, p € C. The
image of (y, ) in E xy C will be denoted by [y, u].

Let H,(X,Z) be the first singular homology group of X with coefficients
in Z. We shall now deduce from (7) a canonical group isomorphism

¢ : J(X) — Hom(H,(X,Z),U). (8)
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Let L be a holomorphic line bundle of degree 0 on X and [L] its class
in J(X). Let E be as in prop. 1, and let z be a point of X. Since
m1(X,z)* is canonically isomorphic to H;(X,Z), the monodromy map
m(X,z) — U of the principal covering E factorises through a homomor-
phism H;(X,Z) — U. This homomorphism depends only on [L] and is, by
definition, ¢([L]). The fact that ¢ is an isomorphism is seen by combin-
ing isomorphism (7) with the comparison between Cech cohomology and
singular cohomology. (Remark: In fact, ¢ is an isomorphism of real Lie
groups.)
We shall now give an explicit description of the group isomorphism

¢ : Alb(X) — Hom(H,(X,Z),U) 9)

obtained by composing ¢ with the canonical isomorphism Alb(X) — J(X)
(see 1.2).

PROPOSITION 2 .— Let D = Y n;P; be a divisor of degree 0 on X. There
exists a unique meromorphic differential form wp on X satisfying the two
following conditions:

(i) The only poles of wp are simple poles at the points P;, with residues
ni;

(i) For each singular 1l-cycle ¢ on X, with support disjoint from the
support of D, the real part of/wp 15 0.

Let [D] denote the class och in Alb(X), and for ¢ as in (i), let [c]
denote the class of c in Hi(X,Z). We then have

¢ (ID)([e]) = exp(~ [ wp). (10)

The existence of a meromorphic differential form on X satisfying condi-
tion (i) is a consequence of Riemann-Roch theorem. Such a form is unique
up to addition of a holomorphic differential form on X, and the R-linear
map H°(X,Q') — Hom(H;(X,Z),R) defined by w — ([c] — Re(J,w)) is
known to be bijective. This establishes the existence and the uniqueness of
wp.

We consider now a holomorphic line bundle L of degree 0 on X having a
meromorphic section s with divisor D. Let E be as in prop. 1. We identify
L with E xy C. We define a meromorphic differential form w on X as
follows: locally, s can be written as [h, f], with h a continuous section of
E and f a meromorphic function, and w is given by w = df/f. The form
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w satisfies condition (i) of prop. 2. Let c¢ be a singular 1-cycle on X with
support disjoint from the support of D. We shall prove the equality

S((LD([e]) = exp(~ [w). (11)

It implies that w satisfies condition (ii) of prop. 2, hence is equal to wp, and
(10) follows because [L] corresponds to [D] by the canonical isomorphism
J(X) — Alb(X). By the residue theorem, the right hand side of (11)
depends only on the homology class [¢] of ¢, and it is sufficient to prove (11)
when ¢ is a smooth loop. Let ¢ : [0,1] — E be a path which lifts ¢. By
definition, ¢([L])([c]) is the complex number A € U such that &(1) = &(0)A.
We can write s o ¢ as t — [&(¢), f(t)] with f :[0,1] — C a smooth function
and we have, by definition of w,

exp(~ [w) = exp(- [ Z(tya) = T,
Finally, the equalities [¢(0), f(0)] = s(c(0)) = s(c(1)) = [e(1), f(1)] =
[E(O)?,f(l)] = [é(0), Af(1)] imply f(0) = Af(1) and this completes the
proof.

1.4 Picard and Albanese functorialities

Let Y be a second compact connected Riemann surface, let f : X — Y be
a non-constant holomorphic map and let n be its degree.
To f are associated two morphisms of abelian varieties

f*:AIb(Y) — Alb(X) and f.: Alb(X) — Alb(Y).

The morphism f* sends the class of a divisor of degree 0 on Y to the class
of its inverse image under f; the morphism f. sends the class of a divisor of
degree 0 on X to the class of its image under f. The map f, o f* coincides
with multiplication by n in Alb(Y'). The kernel of f* is therefore finite.
Via the canonical isomorphisms between Albanese and Jacobian varieties
(see 1.2), we can view the previous maps as morphisms of abelian varieties

FJ(Y) > J(X) and f,:J(X)— J(Y).

The morphism f* sends the class of a line bundle L of degree 0 on Y to
the class of its pullback X xy L. The morphism f, sends the class of a
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line bundle L’ of degree 0 on X to the class of its norm N,y L' (for the
definition of this line bundle in the language of invertible sheaves, see [1],
6.5); this description of f, will not be used in this paper. We shall say that
f* is deduced from f by Picard functoriality and that f. is deduced from f
by Albanese functoriality.

By taking images by f and inverse images by f of singular 1-cycles, one
also defines two group homomorphisms

fo : Hi(X,Z) - Hy(Y,Z) and f*:H(Y,Z)— H(X,Z).
We claim that the two diagrams

J(Y) — Hom(H,(Y,Z),U)
1 LS (12)
J(X) — Hom(H;(X,Z),U)

and
J(X) — Hom(H\(X,Z),U)
fil L (13)
JY) — Hom(H,(Y,Z),U),

where the horizontal arrows represent the canonical isomorphisms (8), are
commutative. The commutativity of (12) follows immediately from the def-
initions. The commutativity of (13) is seen more easily by considering Al-
banese varieties. Let D be a divisor of degree 0 on X and wp the correspond-
ing meromorphic differential form (see prop. 2). The trace w = T'rx;y(wp)
of wp is a meromorphic differential form on Y; it satisfies condition (i) of
prop. 2 with respect to the image f(D) of the divisor D on Y, and we have
Jow = J4-1,wp for each singular 1-cycle c on Y, with support disjoint from
the support of f(D). This first implies that w is equal to wfp) and then
implies the commutativity of (13) by formula (10).

REMARK.— Let g : Z — Y be the maximal abelian unramified covering
of the Riemann surface Y through which f factorises, and let A denote its
Galois group. Let z be a point of X. By monodromy, A is isomorphic
to the largest abelian quotient of m(Y, f(z)) to which 7;(X,z) maps to 0,
i.e., A is isomorphic to the cokernel of f. : H:(X,Z) — Hy(Y,Z). This
latter isomorphism does not depend on z. We deduce from it, by using the
commutative diagram (12), a canonical isomorphism 7 : ¥ — Hom(A, U),
where ¥ denotes the kernel of f* : J(Y) — J(X). If x is an element of
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Hom(A,U), n71(x) is described explicitly as follows: it is the isomorphism
class of the line bundle Z x 4 C associated to the covering Z and to the
action (a, ) — x(a)X of A on C.

1.5 The case of modular curves

Let I" be a subgroup of SLy(Z) of finite index. Let X denote the Riemann
surface '\ and p : H — X the canonical surjection. For each point 7 € H,
there is a group homomorphism

' — m(X,p(7)) (14)

characterised by the following property: if v is an element of I and ¢ a con-
tinuous path in H connecting 7 to y7, the image of v by the homomorphism
(14) is the (strict) homotopy class of the loop poc. The homomorphism (14)
is surjective and its kernel is the subgroup of I generated by the elements
fixing at least one point in H, i.e., those whose trace t satisfies |t| < 2 ([7],
p.5). Since m (X, p(7))*P is canonically isomorphic to H,(X,Z), we deduce
from (14) a surjective homomorphism

I — H(X,Z). (15)

This homomorphism does not depend on 7.

Let J(X) denote the Jacobian variety of X. By composing the transpose
of the isomorphism (15) with the isomorphism (8) of 1.3, we get a canonical
injective group homomorphism

Yr : J(X) — Hom(T, U). (16)

A homomorphism I' — U belongs to the image of ¥r if and only if its kernel
b
d

Let IV be a second subgroup of SL,(Z) of finite index and X' the
Riemann surface I"\H. We first assume that there exists a matrix ¢ €
GLF(R) such that gI"g™! C I'. Let g be such a matrix. By passing to
the quotients, we deduce from the transformation 7 +— g¢7 of H a holo-
morphic map w : X’ — X and hence, by Picard functoriality, a morphism
w* : J(X) — J(X') of abelian varieties. Let v : IY — I denote the homo-
morphism v +— gyg~! from I to I.

contains the elements ( (cl ) € I' such that |a + d| < 2.
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PRrROPOSITION 3 .— The diagram

J(X) X5 Hom(T,U)
w* | Lt
J(X') Y Hom(I",U)

18 commutative.

This follows from the commutativity of the diagram (12) and that of the
diagram
' — H{(X',2Z)
v | w.
r — H{(X,Z).

We now assume that IV is contained in I'. We denote by u : X' — X
the holomorphic map deduced from the identity on H by passing to the
quotients, and by u, : J(X') — J(X) the morphism of abelian varieties
deduced from u by Albanese functoriality. Since I is of finite index in T,
we have a transfer homomorphism (see [2], p.202)

VTt ek,

We recall its definition: if S C I is a system of representatives of I'\I', and

if v is an element of I, there exist a permutation o of S and, for each s € S,

an element a, , of I'' such that sy = a,,0(s). Let ¥ denote the image of ~y

in I'*® and @, the image of a,, in I"*". The product Hs @5, depends only
s€

on 7 (and not on the choice of the system of representatives .S) and is equal
to V(¥).

PROPOSITION 4 .— The diagram

J(X') ¥ Hom(I',U) = Hom(I"*,U)
u, | %
J(X) % Hom(I,U) = Hom(I'*, U)

1s commutative.
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We shall prove that the diagram

r . H(X,2Z)
vy Lu (17)

T H(X,Z),
where 7, 7' are deduced from (15) by passing to the quotients, is commu-
tative. Prop. 4 will then follow from the commutativity of the diagram
(13) of 1.4. Let y be an element of I" and let 7, S, o, a,, and @, be as
introduced before prop. 4. Let 7 be a point in H, ¢ a continuous path in

H connecting 7 to y7 and q : H — X’ the canonical surjection. For each
s € S, let ¢, be a continuous path in H connecting 7 to s7. By definition

of 7 and u*, we have
u'(n(7)) = Xl o (so)l,
SES

where sc denotes the path ¢ +— sc(t) in H. As o is a permutation of S, we
can write

w(n(7) = D ([g0cs] +[go (sc)] = [q0 (Cos))])

s€S

We have q o co(s) = q 0 (a5,Co(s)) and the path composed of ¢, of sc and of
the inverse of the path a, ,c,(s) connects 7 to a, ,7; we have, therefore,

[g0 (cs)] +[g o (sc)] = [g0 (cos))] =1 (T57)
in Hy(X',Z) for each s € S, and

w(n(y) =D 0 (@) = ' (V7).

sES

This proves the commutativity of (17).

2 The group structure of ¥(NV)

2.1 The holomorphic map u : X;(N) — Xy(N)

As in the introduction, u : X;(/N) — X(/N) denotes the holomorphic map
deduced from the identity on 7 by passing to the quotients.

The group I'; (V) is a normal subgroup of I'y(N). Therefore, one deduces
from the action of I'o(N) on H an action of I'y(IN) on X;(N). The group
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I’y (V) and the matrix —1 act trivially on X;(/V), hence we have an action
of the group

G =To(N)/{-1,1}I'(N) = (Z/NZ)* /{-1,1}

on X;(V). The holomorphic map u : X;(N) — Xo(N) is a Galois ramified
covering with Galois group G.

REMARK (Modular interpretation).— The Riemann surface Y,(N) =
I'o(N)\'H parametrises the isomorphism classes of pairs (E,C), where F is
an elliptic curve over C and C a cyclic subgroup of E of order N: to the
class mod I'g(IV) of a point 7 € H corresponds the class of the pair (E,,C,),
where E;, = C/(Z + Z7) and C, is the subgroup of E, generated by the
image of . Similarly, Y;(N) = I';(/N)\H parametrises the isomorphism
classes of pairs (E, P), where E is an elliptic curve over C and P a point of
E of exact order N: to the class mod I'y (V) of a point 7 € H corresponds
the class of the pair (E,, P;), where E, = C/(Z + Z7) and P, is the image
of & in E.. The map Y;(N) — Y,(N) induced by u has the following
modular interpretation: it sends the class [E, P] to the class [E, (P)], where
(P) is the cyclic subgroup of E generated by P. The action of a matrix
( Ccl Z ) € I'g(N) on X;(N) induces on Y7(N) the transformation given in
modular terms by [E, P] — [E,dP]. (Note that the class [F, —P] is always
equal to the class [E, P].) This modular interpretation of the action of G

explains why we prefer to identify I'o(N)/T'1(N) with (Z/NZ)* by using d
instead of a.

2.2 Proof of theorem 1

We have defined in 1.5, formula (16), a canonical injective group homomor-
phism

Y Jo(N) — Hom(T'o(V), U). (18)
Prop. 3, applied with I' = T'y(V), I' = I'1(/N) and g = 1 implies that an
element z € Jo(IV) belongs to the Shimura subgroup X(N) if and only if the
kernel of ¢(z) contains I'; (N). By identifying T'y(N) /T (N) with (Z/NZ)*,

we therefore deduce from 3 a canonical injective homomorphism

¥ : £(N) — Hom((Z/NZ)*,U). (19)
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A homomorphism h : T'g(N) — U belongs to the image of ¢ if and only
if its kernel contains the set S = {y € To(N)||Tr(v)| < 2} (see 1.5).
This set consists of the matrices of the form t ];cd Z , with b,¢,d in
Z,t € {-2,-1,0,1,2} and d(t — d) — Nbc = 1. Its image S’ under the
canonical surjection T'g(N) — (Z/NZ)* (~ I'¢(N)/T1(N)) consists of the
roots in Z/NZ of the polynomials X2 — ¢tX + 1, for t € {-2,-1,0,1,2}.
A homomorphism ¢ : (Z/NZ)* — U belongs to the image of 3’ if and
only if its kernel contains S'. Since —1 belongs to S’ and since the roots of
X2 —-tX +1 and X2+ tX + 1 are interchanged by multiplication by —1,
thm. 1 follows.

2.3 Group structure of (N)

Let J denote the subgroup of (Z/NZ)* generated by —1 and the roots in
Z/NZ of the polynomials X2+1, X2+ X +1 and (X —1)2. The dual of the
finite abelian group X (V) is canonically isomorphic to (Z/NZ)*/J (thm.
1). We shall describe explicitly the latter group in this section. First, we
recall some notations introduced in cor. 1 of thm. 1:

(i) Let m denote the largest integer such that m? divides V.

(ii) Let my be equal to 2 if —1 is a square mod IV (i.e., if 4 fN and each
prime factor p # 2 of N is congruent to 1 mod 4), and let my be equal to 1
otherwise.

(iii) Let m3 be equal to 3 if X2+ X + 1 has a root mnod N (i.e., if 9 JN
and each prime factor p # 3 of IV is congruent to 1 mod 3), and let m3 be
equal to 1 otherwise.

LEMMA 1 .— The set of roots of (X — 1)* in Z/NZ is the kernel of the
canonical surjection (Z/NZ)* — (Z/(N/m)Z)*; it is contained in J.

By the definition of m, an element of Z/NZ has square 0 if and only if
it is congruent to 0 mod N/m. This proves the first assertion. The second
assertion follows from the definition of .J.

Let J’ denote the image of J in (Z/(N/m)Z)*. By lemma 1, the canon-
ical map

(Z/NZ)*|J — (Z/(N|m)Z)* | ]’ (20)

is bijective.
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If p is an odd prime and » > 1 is an integer, the group (Z/p"Z)* is canon-
ically isomorphic to FX x (Z/p"~'Z) (the class of 1+p mod p"Z corresponds
to (1,14+p"~1Z) ). Let N =[] p" be the prime power decomposition of N.
By the Chinese remainder theorem, we get an isomorphism

(Z/(N/m)Z)* =~ (z/27"/AZ)* x  [] (F) x (Z/p2)), (21)

pIN,p#£2

where, for each prime factor p # 2 of NV, r}, denotes the integer r, —[r, /2] —1.
If a prime p distinct from 2 and 3 divides V, we have that p = 1 mod 2m,m3
by definition of m, and m3, and the group pm,m,(Fp) of maoms-th roots
of unity in F, has order myms. We shall denote by J” the subgroup of

(Z/(N/m)Z)* corresponding to I Pmoms(Fp) via the isomorphism
pIN,pg¢{2,3}
(21).

PROPOSITION 5 .— Assume that N 1s different from 1,2 and 4. The group
J" is a subgroup of index 2 of J'. If —1 is not a square mod N, then —1
belongs to J' — J". If —1 is a square mod N, then any square root of —1 in
Z/NZ reduces modulo N/m to an element of J' — J".

By lemma 1, the group J' is the image under the canonical surjection
(Z/NZ)* — (Z/(N/m)Z)* of the subgroup of (Z/NZ)* generated by —1
and the roots of X2+ 1 and X2+ X + 1.

As we have N # 1, 2,4 by hypothesis, we have N/m > 3, and —1 # 1 in
Z/(N/m)Z. This implies the two last assertions of prop. 5 because every
element x of J” satisfies > = 1 when —1 is not a square mod N and satisfies
2% =1 when —1 is a square mod N.

Let py(Z/NZ) and p3(Z/NZ) denote the groups of square roots and
third roots of unity in Z/NZ respectively. The proposition is now a conse-
quence of the following two lemmas.

LEMMA 2 .— Assume that there exists a € Z/NZ such that a*> +1 = 0.
The subgroup of (Z/NZ)* generated by the roots of X? + 1 is equal to
p2(Z/NZ)U po(Z/NZ)a; it contains —1. The reduction modulo N/m of
u2(Z/N1Z) is the 2-torsion subgroup of J".

The roots of X241 in Z/NZ are the elements of uy(Z/NZ)a, and a® =
—1 belongs to p3(Z/NZ). This implies our first assertion. The existence of
a square root of —1 mod N implies that N is divisible by neither 3 nor 4.
The last assertion follows easily.
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LEMMA 3 .— Assume that X2+ X +1 has a root in Z/NZ. The subgroup
of (Z/NZ)* generated by these roots is then equal to p3(Z/NZ) and its
reduction modulo N/m is the 3-torsion subgroup of J".

Our hypothesis implies that N is divisible by neither 2 nor 9; we may
write N as N’ or 3N’, with NV’ prime to 6. When identifying (Z/NZ)* with
I1 (F} x (Z/p™~'Z)), the group u3(Z/NZ) gets identified with ] us(Fp).
pIN p|N’

The last assertion of the lemma follows. All roots of X2+ X + 1 in Z/NZ
belong to u3(Z/NZ). The group p3(Z/NZ) is generated by the elements z
such that z # 1 mod p for each prime divisor p of N’. For such an z, the
relation (z —1)(z?+2z+1) = 2°—1 = 0 implies that 22 + 2 + 1 = 0 mod N';
furthermore, if 3 divides IV, we have that z = 1 mod 3 and hence 22+z+1 =
1+1+1=0 mod 3. This shows that z is a root of X? + X +1 in Z/NZ,
and hence completes the proof.

The finite abelian group £ (V) is (non-canonically) isomorphic to its dual
(Z/NZ)*/J and hence to (Z/(N/m)Z)*/J' (see (20)). From the explicit
description of J' given in prop. 5, and from (21), we deduce:

COROLLARY 1 .— Assume that —1 is a square mod N and that N # 1,2.
Then N 1is of the form N’ or 2N', with N' % 1 and each prime factor of N'

congruent to 1 mod 4ms. The group 3(N) is isomorphic to the quotient of
the group

T1(2/5232) x (2/p42))

by the unique subgroup of order 2 which has a non-zero projection on each
factor Z/g;—;Z.

COROLLARY 2 .— Assume that —1 is not a square mod N. Then the group
L(NN) is wsomorphic to (Z/(N/m)Z)*/({—1,1}pms(Z/(N/m)Z)).

3 The order and the exponent of X(N)

In this section, the symbols m, k,m;, my, m3, 9,7, and 7, have the same
meaning as in cor. 1 and cor. 2 of thm. 1.
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3.1 The order of (N)

If N < 4, the group (Z/NZ)*/{—1,1} has order 1 and hence X(N) has
order 1 (thm. 1).

Assume now that N > 5. In 2.3, we have defined an isomorphism
between the dual of the finite abelian group X(/V) and the quotient of
(Z/(N/m)Z)* by a certain subgroup J'. Since m? divides N, the order
of (Z/(N/m)Z)* is ¢(IN)/m, where ¢ denotes the Euler function. We have
shown in prop. 5 that J’ has a subgroup of index 2 which is of order m&ms%.
In conclusion, we have (for N > 5)

Card B(N) = ¢(N)/(2mmEmE):

This proves cor. 1 of thm. 1.

3.2 The exponent of X(N)

Let e be the exponent of £(N). If N < 4, then ¥(/V) has order 1 and we
have e = 1. From now on, we assume that N > 5. We shall prove cor. 2 of
thm. 1 by distinguishing between two cases:

a) The case where —1 is a square mod N (i.e., my = 2)

In this case, IV is of the form N’ or 2N’, with N’ # 1 and each prime
factor of N' congruent to 1 mod 4mg, and £ (V) is isomorphic to the quotient
of the group

2mga

A= T1(Z/532) < (2/p+2)

by the unique subgroup of order 2 which has a non-zero projection on each
factor Z/LZ (2.3, cor. 1 of prop. 5). The exponent of X(/V) is the same
as that of A if N has at least two prime divisors (i.e., if m; = 1), and is
equal to that of A divided by 2 if N’ has only one prime divisor (i.e., if
my = 2). As the exponent e4 of A is given by

€0

p—
= lcm = — lcm — =
ca= 1|N'( 2mg p )= pC|N'((p ™) 2my’

we have
e =eas/my = ey/2myms = eg/mymams.
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b) The case where —1 is not a square mod N (i.e., my =1)

In this case, the group X(NV) is isomorphic to the quotient group
(Z/(N/m)Z)* /] ({—1,1}ptms (Z/(N/m)Z)) (2.3, cor. 2 of prop. 5). Its ex-
ponent e is equal to the exponent e’ of (Z/(N/m)Z)*/{—1,1} divided by
mg.
We first assume that r, < 2. Then (Z/(N/m)Z)* is isomorphic to
|NH¢2(F;’< x (Z/p™*Z)) and the exponent of (Z/(N/m)Z)* is
pIN.p

lcm —1)p™) =lem((p — 1)p™*) = eq.
sem, ((p — 1)p') = lem((p — 1)p") = eo
The integer IV has at least one odd prime divisor because we have assumed
that IV > 5; we have ¢’ = eg if IV has at least two such divisors (i.e., if
my; = 1) and €' = ey/2 if it has only one such divisor (i.e., if m; = 2). In
conclusion, we have

!
e=¢'[/m3 = eg/mymy = ey /mymymy.

We now assume that r5 > 3 (hence m; = 1). We have then an isomor-
phism (see 2.3, (21))

(Z/(N/m)Z)* ~ Z/2Z x Z/2"*Z x [ (F} x Z/p™Z)

pIN p#2

such that the projection of —1 on the factor Z/2Z is of order 2. The group

(Z/(N/m)Z)*/{—1,1} is hence isomorphic to Z /2 Z x |NH¢‘£F: x Z/[p"rZ)
PINp

. . o/ .
and its exponent €' is lclm((p — 1)p™) = ey. In conclusion, we have
pIN
e =¢'/ms = ey/ms = eg/mymyms.

3.3 Cases where the exponent of X(N) is 1 or 2

Let N > 1 be an integer such that the exponent ¢ of S(NV) is 1 or 2.

For each odd prime divisor p of /N, the exponent 7, of p in the prime
power decomposition of IV is at most 2: otherwise, p would divide e (cor. 2
of thm. 1). Furthermore, p — 1 divides m,mymse (loc. cit.) and a fortior:
24, hence p belongs to the set {3,5,7,13}.

The integer IV cannot be divisible by 2.7, 2.13, 5.7, 5.13 or 32.7 because,
in these cases, we have mz = 1 and 3|e (loc. cit.). It cannot be divisible by
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3.5, 3.13, 7.13, 23.5 or 27 because, in these cases, we have m; = my = 1 and
4le (loc. cit.). From this, we deduce:

(a) If N is divisible by 13, it is equal to 13 or 13%2. In both cases, we
have, in fact, e = 1.

(b) If N is divisible by 7, it is equal to 7,7%,3.7 or 3.72. We have, in
fact, e = 1 in the first two cases and e = 2 in the last two.

(c) If N is divisible by 5, it is equal to 5,52,2.5,2.5%,22.5 or 22.52. We
have, in fact, e = 1 in the first four cases and e = 2 in the last two.

(d) If N is divisible by 3 and not by 7, it is of the form 223 or 232, with
0<a<6. Wehave,infact,e=1ifa<2ande=2if3<a<6.

(e) If NV is a power of 2, it is equal to 2%, with 0 < a < 6. We have, in
fact,e=1ifa<4ande=2ifa=5o0ra=86.

The integers N for which e = 1, i.e., for which the group X(/V) has
order 1, are therefore 1,2, 3,4,5,6,7,8,9,10,12,13,16, 18, 25, 36,49, 50 and
169. This proves cor. 3 of thm. 1.

The integers N for which e = 2 are 20, 21, 24, 32, 48, 64, 72,96,100, 144,
147,192, 288 and 576.

3.4 Behaviour when N approaches infinity

Let S be a set of positive integers such that the exponents of the groups
Y(N), for N € S, are bounded. Cor. 2 of thm. 1 shows that the prime
divisors of the integers IV € S are bounded, and that for each prime number
p, the exponent of p in N, N € S, is bounded. This implies that S is finite.

In other words, when NN approaches infinity, so does the exponent of
Y(N). This proves cor. 4 of thm. 1.

4 Action of Gal(Q/Q) on X(N)

4.1 The remark of section 1.4 revisited in algebraic
geometry

Let K be a field of characteristic 0 and let I be an algebraic closure of K.
If S is a K-scheme, we denote the I{-scheme S Xspec k Spec K by Sg.

Let X,Y be two absolutely irreducible proper smooth curves over K,
and let f : X — Y be a non-constant morphism (over ). Let g : Z = Y
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be the maximal unramified covering of Y through which f factorises, such
that gz : Z — Y% is an abelian covering; let A denote the Galois group
of the covering g. For ¢ € Gal(K/K) and a € A, there exists a unique
o(a) € A such that the diagram

1z XSpec o
@7F @ 22)
gla a
1z XSpec o
g — Zr

is commutative. This defines an action of Gal(K/K) on A. We deduce an
action (o, x) +— “x of Gal(K/K) on the character group A = Hom(A, K )
characterised by the formula (“x)(a) = o(x(¢7(a))).

Let J(X) and J(Y) be the Jacobian varieties of X and Y, viewed as
the connected components of 0 in the Picard varieties. The group J(X)(K)
parametrises the isomorphism classes of line bundles of degree 0 on X3. We
denote by f* : J(Y)(K) — J(X)(K) the homomorphism deduced from f
by Picard functoriality.

For each x € A, there is a line bundle L, on Y7 associated to the Galois
covering Zg — Yz its underlying scheme is (27 Xgpecw AL)/A, where A
acts simultaneously on Zz and on the affine line AL, the action on AL
being given by a +— x(a™!'). The pullback of L, on Z, and a fortiori on
X%, is the trivial line bundle, hence L, is of degree 0 and its isomorphism
class [L,] belongs to the kernel of f*.

PROPOSITION 6 .— The map x +— [L,] is a group isomorphism from A
to the kernel of f*: J(Y)(K) — J(X)(K). compatible with the actions of
Gal(K/K).

To prove that the map x +— [L,] is a group isomorphism, we can assume
that I is equal to I{, then reduce to the case where ' = C by the Lefschetz
principle, and finally use the GAGA principle to derive the result from the
analogous result for compact connected Riemann surfaces (see 1.4, remark).

We shall now prove the compatibility with the actions of Galois. Let
o be an element of Gal(K/K) and let L be a line bundle of degree 0 on
Y. The I-scheme °L deduced from L by the base change Speco is a line
bundle of degree 0 on Y% : this is because the K-scheme deduced from Y
by this base change is Y. The action of Gal(I/K) on J(Y)(K) is none
other than (o, [L]) — [7L]. Now let us consider the case where L is the line
bundle L, = (Z xg,..x Ax)/A associated to a character y € A. Then
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L is the quotient (Zx Xgp.. ¥ Ak)/A, where A acts on Zz by a +— o(a)
(see diagram (22)) and acts on A= by a — o(x(a™')). This is the same as
taking the quotient (Zz Xgp.. 7 A%)/A, where the action of A on Zz is the
original action and where A acts on A}? by a — “x(a”!). Hence, we have
[°(Ly)] = [Loy]. This completes the proof.

4.2 Galois action on the Shimura subgroup

The Riemann surfaces X;(/N) and X,(N) are the sets of complex points
of algebraic modular curves naturally defined over Q, denoted by X;(/V)q
and Xo(N)q: these may be defined as the smooth compactifications of
the coarse moduli schemes associated to the modular problems described
in the remark of 2.1 (modular problems which make sense over Q). The
holomorphic map u : X;(N) — Xo(/N) considered in 2.1 comes from a
morphism uq : X;(N)q — Xo(IN)q and each automorphism g € G (with
G = To(N)/{-1,1}I'1(N) ~ (Z/NZ)*/{-1,1}) of the covering u comes
from an automorphism of X;(/N)q: this follows from the modular descrip-
tion of v and G (2.1, remark).
We have defined in 2.2 a canonical injective homomorphism

¥ : $(N) — Hom((Z/NZ)*,U).

Let A denote the Galois group of the maximal abelian unramified covering
of Xo(NV) through which u factorises. It is a quotient of G, and hence of
(Z/NZ)*. The homomorphism ¥’ is none other than the homomorphism
obtained by composing the isomorphism ¥(/N) — Hom(A, U) defined in the
remark of 1.4 and the canonical injection Homn(A, U) — Hom((Z/NZ)*, U).
This follows from the commutativity of the natural diagram

Lo(N) — Hi(Xo(N),2Z)

l !
(Z/NZ)* — A

Since Jo(V) is the set of complex points of the Jacobian variety Jo(IV)q
of Xo(IN)q, the Galois group Gal(Q/Q), where Q is the algebraic closure
of Q in C, acts on the group of torsion points of .Jo(N) and, in particular,
on X(N).

Let e be the exponent of the group £(/V) and let z, be the group of e-th
roots of unity in C. We can interprete ¢’ as an injective homomorphism
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X(N) — Hom((Z/NZ)*, u.). Prop. 6 implies that this homomorphism is
compatible with the actions of Gal(Q/Q) (the action on (Z/NZ)* is trivial).
Hence, each point of £(/V) is defined over Q(g.), and Gal(Q(u.)/Q) acts
on (V) via the cyclotomic character Gal(Q(u.)/Q) — (Z/eZ)*. Let x be
an element of (V) and let €’ be its order. The field of definition of z is the
subfield of Q(u.) fixed by the kernel of the composition of homomorphisms
Gal(Q(pe)/Q) — (Z/eZ)* — (Z/e'Z)*, i.e., the cyclotomic field Q(pe).
In particular, Q(u.) is the smallest extension of Q over which all points of
Y(N) are defined. This completes the proof of thm. 2.

4.3 Points of ¥(N) rational over Q

Let = be a point of £(N) and let e’ be its order. We have shown in 4.2 that
the field of definition of = is Q(u.s). In particular, = is rational over Q if
and only if €' is equal to 1 or 2, i.e., if and only if we have 2z = 0. This
proves the first assertion of cor. 1 of thm. 2. To prove the last assertion,
we shall, as in the statement of the corollary, denote by P the set of odd
primes dividing N and by € the number defined by

—1 if 4 fN and there exists p € P, p Z 1 mod §;
—1 if 4|N,8 JN and there exists p € P, p Z 1 mod 4;
1 if 32|N;

0 otherwise.

By definition, the 2-rank of an abelian group A is the dimension of A/2A

over Z/2Z.

LEMMA 4 .— Let A be a finite abelian group and let a € A be an element
of order 2. The 2-rank of A/{0,a} is equal to that of A if a belongs to 2A,
and s equal to that of A minus 1 otherwise.

The lemma is obvious.
To complete the proof of cor. 1 of thm. 2, we have to show that the
2-rank of ¥(N) is Card(P) + €. If N is cqual to 1, 2 or 4, the 2-rank of

Z(N), Card(P) and € are all equal to 0. We assume now that NN is distinct
from 1, 2 and 4, and distinguish between two cases:
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a) The case where —1 is a square mod N.
The integer V is of the form N’ or 2N’, with N’ # 1 and each prime
factor of N’ congruent to 1 mod 4. The quoticnt of the group

A= T1(2/*2)
p|N'

by the unique subgroup of order 2 which has a non-zero projection on each
factor has the same 2-rank as £ (V) (2.3, cor. 1 of prop. 5). The 2-rank of
A is Card(P). By lemma 4, the 2-rank of ¥(N) is Card(P) or Card(P) — 1,
depending on whether each prime factor of N’ is congruent to 1 mod 8 or
not, i.e., whether ¢ =0 or ¢ = —1.

b) The case where —1 s not a square mod N.

Let r2 be the exponent of 2 in the prime power decomposition of N. The
quotient of the group

A= (z/2»" Az x ] FJ
pIN p#2

by the subgroup {—1,1} (which is embedded diagonally in A) has the same
2-rank as £(N) (2.3, cor. 2 of prop. 5, and isomorphism (21)).
Assume first that v, < 2. Then A is isomorphic to INH¢2 F;, and its 2-
pINp
rank is Card(P). By lemma 4, the 2-rank of ¥(/V) is Card(P) or Card(P)—1,
depending on whether the set P’ of prime divisors of N congruent to 3 mod 4
is empty or not. If r, = 0 or r5 = 1, P’ is not empty because —1 is not a
square mod NN; we have e = —1 in this case by definition of €. If ry = 2, we
have ¢ = 0 when P’ = () and € = —1 when P’ # (), by definition of e. This
proves the announced formula for the 2-rank of ¥(/V) when r, < 2.
Assume now that 7, > 3. Then (Z/2"2~[2/2Z)* is the product of a
cyclic group of order 2 onto which {—1,1} maps surjectively and a cyclic
group of order 272, where 1y = 7y — [15/2] — 2. The group A/{-1,1} is
therefore isomorphic to Z/2™Z x | [T Fj. lIts 2-rank, equal to that of
pIN,p#2
Y(N), is Card(P) or Card(P) + 1, depending on whether 7 is equal to 0
(i.e., 12 = 3 or 7, = 4) or is at least 1 (i.e., r, > 5). In the first case, we
have ¢ = 0 and in the second case, ¢ = 1, by definition of e.
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4.4 Cases where all points of >(/N) are rational over Q

By cor. 1 of thm. 2, all points of ¥(/V) are rational over Q if and only if
the exponent of the group £(N) is 1 or 2. The list of integers for which this
is the case has been obtained in 3.3. In the 14 cases where the exponent of
3(N) is 2, the 2-rank of ¥(/N) can be computed by using cor. 1 of thm. 2
and the following table

N 20 21 24 32 48 64 72 96 100 144 147 192 288 576
CardP) 1 2 1 0 1 0 1 1 1 1 2 1 1 1
€ 0 -1 0 1.0 1 0 1 0 0 -1 1 1 1

In all these cases, the 2-rank of ¥(V) is equal to 1, except for N = 96, 192,
288 and 576 where it is equal to 2. Cor. 2 of thm. 2 follows.

5 Shimura subgroups and Atkin-Lehner in-
volutions

To each divisor N; of N such that gcd(N;, N/N;) = 1 is associated an
Atkin-Lehner involution wy, of Xo(NV).

Analytic definition: The involution wy, is deduced, by passing to the
A B\ .
c p )i
any matrix in M,(Z) such that N;|4, N,|D, N|C and AD — BC = N;.
(Such a matrix g normalises I'g(NV).)

quotients, from the transformation 7 +— g7 of H, where g =

Modular description: The involution wy, stabilises Yo(/V) and its restric-
tion to Y, (V) has the following modular interpretation (with the conventions
of 2.1, remark): if E is an elliptic curve over C and C' a cyclic subgroup of
E of order N, we have wy, ([E,C]) = [E/Cx,.(En, +C)/Cp,], where Ch,
and Ey, are the kernels of multiplication by N; in C' and E respectively.

Let wy,* and (wy, ), be the involutions of Jo(N) deduced from wy, by
Picard and Albanese functorialities. Since the holomorphic map wy, is of
degree 1, we have (wy, ), o wn,* = Id ,(n), and this implies (wy, ), = wn,*
because wy,* is an involution.

By prop. 3 of 1.5, and 2.2, thm. 3 is a conscquence of the following
lemma:
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LEMMA 5 .— Let g = ( é, g ) be as in the analytic definition of wn,
gwven above. The automorphism v +— gyg~! of To(N) stabilises T'1(N). The
automorphism of (Z/NZ)* (~ T'g(N)/T1(N)) which is deduced by passing
to the quotients coincides with t — t~! modulo N, and with the identity
modulo N/Nj.

a b a b

Let v = ( c d ) be an element of I'y(/N) and let ( J d ) be the

matrix gyg~'. We have d' = (—aBC + bAC — ¢cBD + dAD)/N;. From the

properties satisfied by g and from the fact that N divides ¢, we deduce that

—aBC,bAC, —cBD, dAD are respectively congruent to aNVy, 0, 0, 0 modulo

N and to 0, 0, 0, dN; modulo N. Therefore, we have d = a = d~! mod NV,
and d' = d mod N/N;. This proves the lemma.

6 Shimura subgroups and degeneracy maps

6.1 Degeneracy maps

Let M be a divisor of N. For each divisor D of N/M, we have a holomor-
phic degeneracy map vp : Xo(IN) — Xo(M). It is the map deduced from
the transformation 7 — D7 of H by passing to the quotients. The map
vp induces a map from Y5(V) to Yo(M) which has the following modular
interpretation (with the conventions of 2.1, remark): if E' is an elliptic curve
over C and C a cyclic subgroup of E of order N, we have

vp([E,C) = [E/Cp,Crmp/Chl,

where Cp and Cjsp denote the unique subgroups of C' of orders D and M D
respectively. Let vp* : Jo(M) — Jo(N) and (vp)s : Jo(N) — Jo(M) denote
the morphisms of abelian varieties deduced from vp by Picard and Albanese
functorialities.

6.2 Proof of thm. 4

By prop. 3 of 1.5, and 2.2, thm. 4 concerning the behaviour of the Shimura
subgroups under the degeneracy maps vp* is a consequence of the following
lemma:
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LEMMA 6 .— Let g be the matriz ( g (1) ) and let v : Ty(N) — I'o(M) be

the homomorphism v +— gyg~'. We have v(T|(N)) C I'1(M) and v induces,
by passing to the quotients, the canonical surjection (Z/NZ)* — (Z/MZ)*.

Lemma 6 follows from the identity
D Oo(ab\(DoO\' ([ a«a oD
0 1 c d 0 1 =\¢pD d )

6.3 A compatibility property of transfer homomor-
phisms

In this section, G denotes a group and H denotes a subgroup of G. We
denote by (g p : H*» — G* the homomorphism deduced from the canonical
injection H — G. If the index [G : H] is finite, Vg : G** — H*P denotes
the transfer homomorphism.

LEMMA 7 .— Let G’ be a subgroup of G such that G = HG' (i.e., such that
G’ maps surjectively to H\G ) and let H' be « subgroup of H NG’ of finite
index in G'. Then [G : H] s finite, the quotient » = [G' : H']/|G : H] s
equal to [H NG’ : H'] and the diagram

\ T
Glab H'.C [Ilnh
eX) Lo
vy
v G .
Gab " H"I',

where Vi o denotes the homomorphism w — (Vi (x))", is commutative.

In the proof, let us write the groups additively and consider the diagram

G'ab Vina' ! (HnN Gl);\l) Vi na! H'ab
el e tinc | can | (23)
Gab Va6 Hal) el ab H“b.

The canonical map H N G'\G' — H\G is bijective by hypothesis, hence H
is of finite index in G, we have [G’ : H') =[G : H][HNG' : H'] and a system
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of representatives in G’ of H N G'\G' is also a system of representatives in
G of H\G. The first square of diagram (23) is therefore commutative, by
definition of the transfer homomorphisms (1.5). This definition also implies
that ¢gne', 1" © Vi, Hng' coincides with multiplication by » = [H NG’ : H'|
in (H NG')*®, and the commutativity of the second square of diagram (23)
follows. Since the transfer homomorphisms satisfy the transitivity property
Vi v#ne'oVine ¢t = Vi o ([2], thm. 14.2.1), the commutativity of diagram
(23) establishes the lemma.

6.4 The transfer homomorphism Io(M)* — Ty(N)2P

Let M be a divisor of N, tprn : To(N)* — T'o(M)* the homomorphism
deduced from the injection T'o(N) — To(M), Vyas : To(M)2® — Ty(N)=P
the transfer homomorphism, and ny : To(N)* — (Z/NZ)* the surjection
deduced from our identification of To(N)/T'|(N) with (Z/NZ)*.

In the next proposition, we use the following notation: for an integer
n, n* denotes n when n is odd and n/2 when n is even. We also write
N = N;N,, with N, the largest divisor of NV prime to M.

a b

d
image in Do(M)*®. The element mn(Vyar (7)) of (Z/NZ)* is congruent to
dCo(M):To(N] ymodulo NY and to 1 modulo Nj.

PROPOSITION 7 .— Let v = be an element of I'o(M) and 7 its

Let p be a prime divisor of N. Let us write M = p™M', N = p"N',
with M’ and N’ prime to p. The map Ty(p")\SLy(Z) — PYZ/p"7Z)

which sends a coset T'o(p") ;“ to the point of P1(Z/p"Z) with ho-

v
v t
mogeneous coordinates (w,t) is bijective. Therefore the canonical map
Fo(M) — To(p™)\I'o(p™) is surjective. By applying lemma 7, we get a
commutative diagram

To(M)*® 2 (N N (Z/NZ)
lpm M ! Lpn \N ! ! (24)
VT" m Tyn
To(p™)™" =5 Do) = (Z/prZ)%,
where 7 is equal to [[o(M) : To(N)]/[To(p™) : To(p™)] and the last vertical
map is the canonical surjection. This shows that, in order to prove the
“p-primary part” of the congruences of prop. 7, it is sufficient to prove
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prop. 7 when N is a power of p. From now on, we make this assumption.
We consider two cases:

a) The case m > 1

In this case, we have Ny = N = p"”, Ny = 1, M = p™ and the matrices
s = l]l\l (1) ), with 1 <1 < N/M, form a system of representatives of
Lo(N)\T'o(M). For each integer I, 1 < | < N/M, there exists a unique
integer k such that 1 < k < N/M and «lM + ¢ = kM (bIM + d) mod N;
the identity

1 0 a b\ a—bkM b 1 0
IM 1 c d )]\ alM+c—kMOBIM +d) bIM+d kM 1

shows that we have s;v = a;,s; with a;~ in I'o(/V), and that my(a; ;) is the
class of bIM + d mod N. By definition of the transfer homomorphism (see
1.5), nn(Vn.m (7)) is equal to [l 7 (ar5), i.c., to the class mod N of

1<ISN/M
I1 (blM + d). From this, we deduce
1<ISN/M
v (Vam (7)) = d¥M (T 7™, (25)

hell

where M’ is given by M' = gcd(bM,N) and H denotes the subgroup of
(Z/NZ)* consisting of the elements congruent to 1 mod M.

LEMMA 8 .— Let A be a finute abelian group. The product of the elements
of A is equal to the unit element, except in the case where A has a unique
element € of order 2; in that case. the product is equal to €.

The lemma is immediately proved by writing A as a product of cyclic
groups.

We now apply the lemma to the subgroup H of (Z/NZ)*. The only
cases where H has a unique element of order 2 arce those where we have
p = 2, and either (M’',N) = (2,4) or 4 < M' < N. In these cases, [] his

heH
the class of 1 + (/N/2) mod N; in all the other cases, [] /& is the class of
heH
1 mod N. From (25), we therefore deduce the congruence

(Vo (7)) = d¥™ mod N*. (26)
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Since we have N/M = p™~™ = [['o(M) : Ty(N)], prop. 7 follows.

b) The case m =0

In this case, we have Ny = M = 1, N, = N = p". Since prop. 7
is obvious when N = 1, we may assume n > 1. The group Iy (M) is
equal to SLy(Z). It is isomorphic to the group given by the presentation
(s,u;s*, ub, s?2u=?) ([6], p-52): an isomorphism between this latter group and

SLy(Z) is obtained by sending s to S = ( (1) —01 ) and u to TS, where

T= ( 11 ) (loc. cit.). The group SL,(Z)" is hence isomorphic to the

01
group defined by the presentation (s, u; s*. u csus~ w1y ie., (by tak-
ing v = u?) to the group defined by the presentation (s, v; s*,v?, svs~lv~1).
It is a cyclic group of order 12. Let S and T denote the canonical images
of S and T in SLy(Z)*». The subgroup of order 4 of SL,(Z) is generated
by S and the subgroup of order 3 by (T S)? = ?2(73)" = ST '. This
implies that T generates SL,(Z)*". In order to prove prop. 7, it suffices to

o, .
",,s“'ll, 3

. b\ . .
treat the case where the matrix v = ( (cL (; > is the matrix T = ( (1) 1 )

1 0 - N s _ (0 =1
Ip 1 ),fm 1 <1< N/p, and s} = 1 ,

for 1 < j < N, form a system of representatives of T'y(N)\SLy(Z). For
each integer I, 1 < | < N/p, there cxists a unique integer & such that
1<k < N/pand!=k(1+ Ilp) mod N/p. and the identity

1 0 1 1)\ 1—Fkp 1 1 0
Ip 1 0 1) \ilp—Fkpl+iIp) 14+1p kp 1

shows that s;T = a;s;, with a; in T'¢(N) and 7x(@7) =14 Ip mod N. Fur-
thermore, we have

The matrices s; = (

s;T = sy for1<j <N

syT = ( __lN (1))5’,

By definition of the transfer homomorphism, 7y (Vy 1(T)) is then the

class mod N of [I (1+Ip). By lemma 8, this class is equal to 1 mod IV,
1<I<N/p

except in the case N = 4, where it is equal to 3 mod N. Prop. 7 follows.
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6.5 Proof of thm. 5

Let M be a divisor of N, and D a divisor of N/AM. As in 6.4, we write

N = N;N,, with Ny the largest divisor of N prime to M. The index

[Co(M) : Ty(N))] is equal to & T (1+;—)), Lence is a multiple of N7 /M. Since
pIN2

N; and M have the same prime divisors, this implics that, if d is an integer
prime to M, the class dFe(M)To(M)] 164 N, depends only on d mod M. We
can therefore define a homomorphism ¢ : (Z/MZ)* — (Z/NZ)* by the
following relations:

8(d+ MZ) = dToADTo (NI 64 N,
S(d+MZ)=1 mod N,.

By prop. 4 of 1.5, and 2.2, thm. 5 concerning the hehaviour of the Shimura
subgroup of Jo(/N) under the morphism (vp). @ Jo(N) — Jy(AL) (which was
defined in 6.1) is equivalent to the following statement: the diagram

To(M)™® — Ty(M)/T\(M)~ (Z/MZ)

‘/,l J,("I (.
To(N)** — T¢(N)/T(N)~ (Z/NZ)*.

8]
=1
~

where V' is the transfer homomorphism and the horizontal arrows represent
the canonical surjections, is commutative modulo .J. where .J is the subgroup
of (Z/NZ)* defined in 2.3.

Prop. 7 tells us that (27) is commutative when 4 AN, and that (27)
1s commutative modulo the subgroup of order 2 of (Z/NZ)* generated by
the class d of 1 + (/N/2) mod N, when 4[NV, In the latter case, we have
(d—1)2 =0 in Z/NZ, hence d belongs to J. This completes the proof of
thm. 5.

7 Action of the Hecke algebra on the Shimura
subgroup
Let p be a prime number. The two degeneracy maps

.'\’()( .’\‘7[) )
g N
Xo(N) Xo(N)

v
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define a correspondence T}, between Xo(N) and itself: we have T, = vy o v;'!,
where the symbol v, ! denotes the inverse correspondence of v, and o denotes
the composition of correspondences.

If [r] denotes the image in X,(V) of a point 7 € H, then T}, is given by

[pr]+ ¥ [5F] if p AN

0<i<p-—-1

TP([T]) =

[2£] if p|V.
0<i<p-1 P
The restriction of T}, to Y;(/V) has the following modular interpretation:

if E is an elliptic curve defined over C and C' a cyclic subgroup of order N
of E, then

T,([E,C)) = > _[E/C',(C +C")/C],
C/
where the sum is indexed by the subgroups C' of E of order p, with the
restriction that C N C’" = {0} if p divides V.
We can define endomorphisms T},* and (7},). of Jo(IN) by

Tp* = (vp)eog”
(28)
(Tp)s = (v1)x 00",

(When we think of a correspondence as an object generalising a map, T,”
and (T,)« can be thought of as associated to T, via Picard and Albanese
functorialities respectively; however, the definition of each of them involves
both functorialities, as is seen in the formulac.)

Theorems 4 and 5 imply that both the endomorphisms 7," and (T3).
stabilise the Shimura subgroup £(N) of Jy(/N), and that they coincide on
Y(N) with multiplication by [To(N) : To(Np)], i.e., by p + 1 if p does not
divide N, and by p if p divides V. This proves thm. 6.

It is possible to define, for each integer n > 1, a Hecke correspondence
T, on Xo(N) and, hence, endomorphisms T,,* and (T,)« of Jo(N). The
endomorphisms T,* satisfy recurrence relations which can be summarised
by the formal identity between Dirichlet scrics

ZTn*n—s - H (1 _ Tp*p—s)—l H (1 _ Iw”*p—s +pl—-23)-—1’

pIN PAN
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and we have an analogous identity for (7},).. Therefore, remark 2 in the
introduction follows from the identity

1

S an(myn~t = [L(1—p'=)™" T (1 —p=)(1 = p=)"",
n=1

a a

pIN PAN

where ay(n) denotes the sum of the divisors d of n satisfying the condition
ged(NV,5) =1.
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Congruence primes for cusp forms of weight k£ > 2

FRED DIAMOND

§1. Introduction

This paper generalizes to higher weights a result of Ribet [R1] on congruences
between weight two newforms of different levels. If f = Y a,q™ and g = )_b,q"
are newforms with the a,,b, € K, and p is a prime of K over the rational prime
p, we say f =g mod p if a, = b, for all n prime to the levels of f and g. If f has
weight k, character x and level N, then for a prime £ not dividing Np, denote by
Ry the set of newforms of weight k, character x, but of level d¢ with d dividing NV

(thus “new at £7).

THEOREM (RIBET). For f as above, with k = 2, trivial x, sufficiently large K and
p1 -;;qb(N)NZ, there exist g € Ry with g = f mod p if and only if

a2 =(£+1)> mod p.

In [D], it is observed that Ribet’s proof requires neither trivial character nor
p prime to N. Consequently an analogue [D, Th. 6] is proven for A-adic forms
([I12], [W]) which p-adically interpolate classical forms. This provides a result for
p-stabilized newforms of any weight £ > 2 [D, Cor. 6.9]. However, inherent in the
definition of a p-stabilized newform is that it is ordinary at p. In §2 below, we

dispense with this hypothesis and prove:
THEOREM 1. For f as above, with k > 2, arbitrary x, sufficiently large K and
pt 3&(N)NLk — 2)!, there exist g € Ry with g = f mod p if and only if

a? = x(€)¢F"2(£+1)? mod p.

This is proved by applying Ribet’s method directly to the parabolic cohomology
groups associated to forms of higher weight. Decomposing the space of cusp forms

into subspaces which are old and new at £ yields a cohomology congruence module

S.M.F.
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which can be computed using the ingredients of a result of Ihara [I, Lemma 3.2].
For k = 2, Thara’s result may be viewed (via the exact sequence of Lyndon) as the
vanishing of the parabolic cohomology group, with coefficients in F,, of a principal
congruence subgroup of level N in PSL2(Z[€7']). We generalize this to cohomology
with weight k coefficients in the proof of Lemma 3.2 below by noting that the
restriction of a parabolic cocycle to the principal congruence subgroup of level Np
vanishes, as does the kernel of this restriction homomorphism if p { N(k — 2)!
(Lemma 3.1).

Theorem 1 may be regarded in terms of raising the level of the modular repre-
sentation Gal(Q/Q) — GL3(Ok/p) associated to f. It has already been proved
in some cases of higher weight in work of Jordan and Livné [J-L]. Their method
requires that a prime g divide N exactly, and the result is needed to lower the
level of the representation if it is unramified at g (from N to N/gq). This also is
a generalization of a weight two result of Ribet [R2] relating the Artin conductor
of the representation to the level of some form from which it arises, as conjectured
by Serre [S]. Theorem 1 is shown to be similarly useful in lowering the level of a
modular representation (when ¢” divides N, but not the Artin conductor) in recent
work of Carayol [C].

This research was completed while visiting Ohio State University. I would like to
thank Avner Ash for many suggestions, especially regarding the proof of Lemma 3.1,
whose ingredients can be found in [A-S]. I would also like to thank Richard Taylor

for helpful correspondence.

§2. Congruences

We fix a rational prime p and a finite extension K of Q,. Let Ok be the integral
closure of Z, in K and denote by p its maximal ideal. We also fix embeddings of
K into the algebraic closure Q, of Q,, and of Q into Q, and C.

Now consider a level N, a weight £ > 2 and a prime £ not dividing Np. Let
Z = Sk(T1(N)NTo(£); K), the cusp forms on I'1(N) N Ty (£) of weight k with g-
expansions having coefficients in K. Let Hz be the Ok-algebra of endomorphisms
of Z generated by the Hecke operators T, for n > 1 (e.g. [H2, §1]). We note
that this algebra includes the endomorphisms S,, for m prime to N defined by
f| Sm =m*~2f | o,, where o € T'y(N£) is congruent to ("‘o_l ::.) mod N.

We have a decomposition of Z into its subspaces which are old and new at ¢,
Z =X@®Y [Rl, §2]. Here X is the direct sum of two copies of S(I'1(N); K), and

Y may be characterized as the kernel of T — S;. The newforms in X are those
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in Z of level dividing N, and those in Y have level divisible by ¢. We will always
assume X # 0 (in particular, if N < 2 then k is even and sufficiently large). This
decomposition is stable under the action of Hz. We let Hx be the image of Hz in
the endomorphism ring of X and similarly define Hy. Then to prove the existence
of non-trivial congruences between forms in X and forms in Y, we must show that
Hx,y = Hx ® Hy/ Mz is non-trivial. We do so (under suitable conditions) by
using the cohomology to construct an H x,y-module.

We now apply Ribet’s analysis [R1, §3] of such a cohomology congruence module
to the parabolic cohomology corresponding to cusp forms of weight k. For n = k—2,
we define L,(Z) = Z™*! with the action of SLy(Z) determined by

(c )G -(E8)
c d Yy T \ex+dy ’
where (:) =z, 2" ty,...,y").

For any abelian group R, SL3(Z) then acts on L,(R) = L,(Z) ® R. Then
let W(Ok) be the image of Hb(T'1(N), La(OKk)) in Hu(T1(N),Lo(K)) and let
W(R) = W(Ok) ®o, R for any Og-module R. Similarly define V(R) using the
parabolic cohomology of T;(N)NTo(£). (For a subgroup G of SLy(Z), G will
denote its image in PSL3(Z).) Following Hida, we can define a pairing on W(Og)
which is perfect if p t N(k — 2)! [H1, Th. 3.2], as is the pairing defined analogously
on V(Ogk). (Note that the constraint on p, together with the assumption X # 0,
ensures that there are no elliptic elements of order p.)

The inclusions of I';(N) NTe(€) in I';(N) and in (; '1)) 'y (N) (‘;l '1’) naturally
induce a homomorphism W(R)? — V(R). Let A(K) be the image of W(K)? in
V(K), and B(K) its orthogonal complement under the pairing (on V(X)). Then
V(K) = A(K)® B(K), and under the natural action of the Hecke operators of level
N¢, A(K), B(K) and V(Ok) are respectively faithful Hx, My and Hz-modules
(see [D, Prop. 3.1]). Therefore

q - [AK)+V(0Ok)]N[B(K)+ V(OK)]/
V(Ok)

is an ‘H x y-module.
As a generalization of Thara’s result [I, Lemma 3.2], we will prove in §3 the
injectivity (if p ¥ N(k — 2)!) of the induced map

a: W(.K/OK)2 — V(K/Ok).
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As an immediate consequence §2 = ker(foa), where §: V(K/Ok) — W(K/Ok)? is

the adjoint of a with respect to the above pairings. This isomorphism is H z-linear

’
where for m prime to ¢, T, acts as the matrix 1;)"‘ 1?, ) on W(K/Ok)? (using
" T k-1
primes to denote Hecke operators of level N), and T as ( 2 4 s 0 >
- /4

A straightforward computation then yields

_(f+1 T,”
ﬂ°°“( T} ek—z(e+1>)

(4
(where T} is adjoint to 7} and satisfies £¥=2T, = S,T,"). Since S; = ( 0‘ g,)
¢
on W(K/Og)?, we have

-5, T,
T}—S,:( 0‘ _lszsz)oﬂoa.

Since S} is an automorphism, we have ker(8 o &) = ker(T? — S;). Using Ribet’s
argument ([R1, p. 510] or [D, Prop. 3.4]), we deduce that Anny, @ C (T? — S¢)Ix
where Tx is the integral closure of Hx in Hx ®o, K. Now since 2 is an Hx,y-

module, this implies
(*) (T? — Se)Hx C wx(kernwy) C (T — Se)Ix,

where mx and 7wy denote the appropriate projection maps of Hz.

We can replace Z by Z(X) = §(T'¢(N£),x ; K), where x is a Dirichlet character
defined mod N with values in K and consider the decomposition Z(X) = X0 gy (),
Ifp+t %qS(N), then H 4 (x) is a direct summand of Hz, and we can replace X and Y
by X and Y(®) in (x). Now suppose f = 3 anq™ is a newform of level N, weight
k, character x and coefficients in K. Suppose further that 2 — asx + €5~ x(£) has
roots a, B € K. Then fo = f — ff(£z) is an eigenform of Ty, and applying 7wxy, to
(*) we get

i s (ker my ) = (a? — x(£)€F"2)Ok.

Using the duality between the Hecke algebra and the lattice in Z of forms with

integral ccefficients to compute the congruence module [D, §2], we find
CKf,,,Y(x) = (az - X(Z)Ek_z)"IOK/OK.
Noting that

(a® — x(£)€*72)(B* — x(£)e* )0k = (af — x(O)€*7*(£ +1)*)Ok,
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we see that if p t 2¢(N)N(k — 2)!, and a? = x(£)£¥~2(£+ 1)? mod p, then there
exists g € R; congruent to f modulo the maximal ideal of the ring of integers of
Qp. Conversely, if such a g exists, we deduce from properties of the associated
Galois representations that a? = x(£)¢*~2(£+1)?2 mod p [R1, p. 506]. This proves
Theorem 1.

We can sharpen this result by decomposing Y(X) = Y+ @ Y ~, computing the
appropriate congruence modules and applying a method of Wiles using Fitting
ideals. We thus obtain Theorem 2; for further details, see [D, §4].

THEOREM 2. For f as above, K sufficiently large and p t N£(k — 2)!, there exist

integers d; and distinct newforms g; € Y ) with
gi=f mod p* and Zdi > vp(a? — x(£)€572(€ + 1)?) — 20, (2¢(N)).

§3. Parabolic cohomology

In this section we prove the injectivity of a (Lemma 3.2). First recall that for
a group G, a subset Q of G, and a G-module A4, HIQ(G,A) is the subgroup of
H'(G, A) obtained from the cocycles u satisfying u(y) € (y — 1)A4 for all v € Q.
For a congruence subgroup of PSLy(Z), we write Hp(G, A) for HIQ(G,A) where @
is the set of parabolic elements of G. We begin by proving the vanishing of a finite
cohomology group necessary to the proof of Lemma 3.2. In many cases this is a

consequence of [K-P-S, Th. 1.5.3].

LEMMA 3.1. Let Q be a p-sylow subgroup of G = SLy(F,), and F, a finite field of
characteristic p. Then HIQ(G,LH(Fq)) =0for0<n<p-1.

PROOF: We let Q act trivially on F, and consider the induced module Ind3(F,),
the set of functions from G/Q to F,. ldentifying G/Q with the punctured plane
F»?\ {(0,0)}, and L,(F4) with the space of homogeneous polynomials of degree
n in F,[z,y], we have an injection of G-modules ¢ : L,(F,) — Indg(Fq) [A-S, p.
855], which induces

#. : Ho(G, La(Fq)) — Hp(G,IndG(F,)).
Since Shapiro’s isomorphism,
H'(G,Ind3(F,)) = H'(Q,F,),

sends Hg(G,IndG(F,)) to Hy(Q,F,) = 0, we conclude that H5(G,Indg(F,)) = 0.
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We now need only prove ¢, is injective. By the long exact sequence of the

cohomology, this will follow from the surjectivity of
(Ind3(F4))€ — (4n(F,)),

where A,(F4) denotes the cokernel of ¢. Since all functions from sz to F, are

defined by polynomials, we can decompose (as G-modules)
p—2
Ind§(F,) = @ M;(F,),
j=0

where M;(F,) denotes those functions defined by homogeneous polynomials of de-
gree d = j mod (p — 1). First note that My(F,) = Lo(F,) ® L,_1(F,), so the
desired surjectivity holds for n = 0or p—1. If 1 < n < p — 2, then we have an

exact sequence of G-modules (see [A-S, Lemma 3.2])
¢ ¥
0 — Ln(Fg) — M, (Fg) — Lp—1-n(Fg) — 0
where 1 is defined by
T ) grnyp-1-7 fn<r<p-1
¢(wryn+p—l—r) — n y ) SrTr>p
0, otherwise.

Surjectivity for such n then follows from the vanishing of (Lp—1-n(F4))C.
LEMMA 3.2. If p 4 N(k — 2)!, then a is injective.

PRrRoOOF: We first reduce the problem to one involving the cohomology of principal

congruence subgroups [R1, p. 511] by considering the commutative diagram,

@

W(K/Ok)? I V(K/Ok)
Hb(T5(NV), Ln(K/OK))’ Hb(T3(V) N To(8) , La(K/Ox))

| |
Hp(T(NV), Lo(K/Ok))? ——— HL(T(V) N To(£), Ln(K/Ok)).

We show «a is injective by proving that v, § and € are injective.

The map « arises from the long exact sequence of the cohomology,

- = HY(T1(N), Ln(Ok)) = B (T1(N), La(K)) — H(T1(N), Ln(K/Ok)) — -+
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If m generates a parabolic subgroup of I';(IV), then it is conjugate in PSL3(Z) to
+ (2 %) for some d dividing N. Since p { N(k — 2)!, we have

(m —1)Lo(K)NLp(Ok) = (7 — 1) Ln(Ok),
and the exactness of
Hp(T1(N), La(Ox)) = Hp(T1(N), La(K)) — Hp(T1(N), La(K/Ok)).

Recalling the definition of W(K/Og ), we see v is injective.

Next consider the inflation-restriction exact sequence
HYZ/NZ,L.(K/Ok)'™) - HYT1(N), Ln(K/Ok)) —» HY(T(N), Lo(K/Ok)).

Note that Z/NZ has order prime to p and L,(K/Og) is a p-group, so the restriction,
and consequently §, are injective.
The problem now is to prove that € is injective. For n = 0, Ribet [R1, p. 513]

appeals to the long exact sequence of Lyndon. We may do so for n > 0 to obtain
) _ -
HY(T'n, Ln(K/Ok)) — BY(T(N), Ln(K/Ok))* — B (T(N) N To(£), La(K/Ox)),

where I'y is the principal congruence subgroup of level N in PSLy(Z[£7']). Now
suppose u € ZY(T'y, L,(K/Ok)) with 8(@) € Hp(T(N), L.(K/Ok))?. Let S be
the set of elements of 'y conjugate in PSL,(Z[€71]) to &+ ((1' ;’) Then if # € S,
" e W for sufficiently large M [R1, p. 513], and

A+m+m 47 Du(r) = w(xt™) € (7™ — 1)L (K/Ok).

Since (1 + 7 4+ 72 + «-- + w¢"" =) is an automorphism of L,(K/Og), we conclude
that @ € Hy(Tn, Lo(K/Ok)). So if this group vanishes, then ¢ is injective.

Multiplication by a uniformizer IT in K leads to a long exact sequence
n
= HY(TN, La(Fy)) — H (T, Ln(K/Ok)) — H'(Twv, La(K/Ok)) — -

If 7 is conjugate in PSLy(Z[€7?]) to &+ (; 'f) with d € Z[€~'] prime to p, then we
have (m — 1)Lno(K/Ok) N Lp(p 'Ok /Ok) = (m — 1)Lo(p~*Ox/Ok). Since any

element of S is the power of such a w, we in fact have the exactness of

HY(Cn, La(Fq)) — H5(Tn, La(K/Ok)) — BY(Tn, La(K/Ox)).
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So it suffices to prove H5(I'n, Ln(F4)) = 0. For if so, multiplication by II is injective
on HY(T'n, Lo(K/Ok)), whose elements are p-torsion.

For this key step we use the inflation-restriction exact sequence,
Hl(Gan(Fq)) - HI(FNan(Fq)) - HI(FvaLn(Fq))v

where G = PSLz(F,) if N = 1 or 2, and SLy(F,) if N > 2. Again I'n, is the
principal congruence subgroup of level Np in PSL,(Z[¢7]). As for the parabolic

cohomology, this gives the exactness of
HIQ(G’ Ln(Fq)) — H.IS‘(FN1 Ln(Fq)) — HISnI‘N,,(I‘NP’ Ln(Fyq)),

where @ is a p-sylow subgroup of G. The first term vanishes as a consequence of
Lemma 3.1. The third term vanishes since I, is generated by elements of SNTnp
[R1, p. 513] and acts trivially on L,(F,). Hence the middle term vanishes, and the

proof is complete.
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Two-dimensional representations in the
arithmetic of modular curves

B. Mazur K. A. Ribet

In the theory of automorphic representations of a reductive algebraic
group G over a number field K, it is broadly — but not always — true that
irreducible representations occurring in L?(Ga /Gg) occur with multiplicity
one. In a classical special case (G = GL(2), K = Q, and where we restrict
attention to automorphic representations which are holomorphic, cuspidal,
and of weight 2), the Galois-theoretic counterpart of the above “multiplicity
one phenomenon” is the assertion that given a newform of the above type,
of level N, the (two-dimensional p-adic) Gal(Q/Q)-representation associated
to it occurs with multiplicity one in the p-adic Tate module of J;(N).

For some important arithmetic applications, however, one is led to search
for criteria guaranteeing certain analogues of the above “multiplicity one phe-
nomenon” valid for the mod p Galois representations associated to newforms.
The “mod p multiplicity” questions are somewhat more delicate than their
p-adic counterparts. Indeed, to our knowledge, the main cases where the
mod p Galois representation questions have been treated seriously so far are
for cuspidal newforms of weight two which are either unramified at p [20, 30]
or ordinary and nonspecial at p [25, 43].

The present article concerns itself with a “missing p-ordinary case,” one
for which the newform is “special” at p.! We assume, more precisely, that
the level of the newform is divisible by p but not by p?, and also that the
Nebentypus character of the form is trivial. (Our method might also treat
the more general case in which the character is unramified at p, but possibly
non-trivial.) For the case where the character is ramified at p, see [12].

!We also require that the associated mod p Galois representation be absolutely ir-
reducible, avoiding the important, but much more difficult, case of Eisenstein primes
[20, 24].

S.M.F.
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This case arises in the second author’s article [30] on Serre’s conjectures.
Assume that p is an odd prime, and suppose that p is an irreducible mod p
representation of Gal(Q/Q) which arises from the space of weight-2 modular
forms on I',(M). (We then say that p is modular of level M.) Assume that
£ # p is a prime factor of M for which p is unramified at £. Then Serre’s
conjectures [37] predict that p is modular of level M,, where M, is the prime-
to-£ part of M. This statement was proved by the first author [22] in case
£ “exactly divides M” (i.e., M, = M/{) and the congruence £ = 1 mod p is
not satisfied. (See [30], Theorem 6.1.) It was proved by the second author
if £ exactly divides M and the newform giving p is unramified at p, i.e., p is
prime to M ([30], Theorem 8.2). The methods of [30] show, more generally,
that p is modular of level M, whenever £ exactly divides M and p occurs
with multiplicity one in the Jacobian J,(M). This motivated our interest in
the mod p multiplicity one question for Galois representations.

The mod p multiplicity-one question for Galois representations has an
intriguing, and relatively complicated, answer for twisted forms of GL(2)
[32]. It would be quite interesting to have even a conjectural picture telling
us what to expect for multiplicities of mod p Galois representations in a more
general context.

We would like to thank Bas Edixhoven for enlightening conversations on sub-
jects related to this article and for detailed comments on our preliminary versions.
We also thank the IHES for providing the congenial setting in which much of this

work was done.
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1 Introduction and statement of the main theorem

1.1 The representations V,

Let M be a positive integer. Let I',(M) be (as usual) the subgroup of

SL(2,Z) which consists of matrices (Z' 3) € SL(2,Z) with ¢ = 0 (mod

M). Let X,(M) be the associated modular curve over Q. Finally, let T,
for n > 1 denote the standard Hecke correspondences on X,(M). (See, for
example, [24], Chapter 2, §5 for a description of the Hecke operators T, for ¢
prime. When ¢ divides M, our operator T, is the “Atkin operator” denoted
U, in [24].)

These operators induce endomorphisms on the space S,(I',(M)) of weight-
2 cusp forms on the group I',(M) and on the Jacobian

J = J,(M) = Pic®(X,(M))

of X,(M). We write simply T, for each of these endomorphisms. (The endo-
morphism T, of J,(M) is denoted T}; in [18].) The subrings of End(J,(M))
and of End(S,(I",(M))) which these operators generate are the “same.” More
precisely, the faithful operation of End(J,(M)) on S2(I',(M)) (coming from
the fact that this latter space is the cotangent space of the abelian variety
dual to J,(M)) maps the endomorphism labeled T;, of J,(M) to the endomor-
phism of S3(I',(M)) labeled T,. We let Ty be the subring of End(J,(M))
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generated by the T,,, viewing this ring, when convenient, as operating on
SZ (FO(M )) . _

Let ¢ : Ty — F, be a ring homomorphism. The kernel of ¢ is a maximal
ideal m = m,, of Tp. As usual, we denote by J[m] the “kernel of m on J,”
i.e., the intersection of the kernels of all elements of m acting on J(Q). This
subgroup of the finite group J[p] has natural commuting actions of Gal(Q/Q)
and of the residue field k,, = T /m. Further, the field &, is embedded in Fp
by ¢. Let

Vo:= J[m] Rkm Fp.

Then V,, is a finite-dimensional (continuous) representation of Gal(Q/Q) over
F,. The vector space V,, is easily seen to be non-zero.

The representations J[m] and V,, may be compared with the canonical
two-dimensional representation p, of Gal(Q/Q) which is associated to m
([11], Th. 6.7 or [30], Prop. 5.1). Recall that this is the semisimple represen-
tation of Gal(Q/Q) over kg, unique up to isomorphism, which is unramified
outside the set of primes dividing pM and which satisfies

trace(pm(o,)) = T, mod m, det(pm(0,)) =r mod m

for all primes r not dividing pM. (Here o, is a Frobenius element for r
in Gal(Q/Q).) We define p, to be the representation pn ®x, Fp, i.e., the
representation of Gal(Q/Q) deduced from p, by the base change kn — F,
induced by .

These two-dimensional representations are said to be modular of level M.
More generally, suppose that F is an algebraic extension of F,. We say that
a semisimple representation p : Gal(Q/Q) — GL(2,F) is modular of level
M if there is an embedding ¢ : F — F, so that p, when viewed over F, via
¢, is isomorphic to some p,. It is equivalent to ask that the representation
p ®F F, be of the form p,, for each embedding ¢ : F — F,.

Assume that the two-dimensional representation py, is irreducible. Then
by the Eichler-Shimura relations, the Cebotarev Density Theorem, and the
Brauer-Nesbitt Theorem, one sees that the semisimplification of J[m] as a
kw|[Gal(Q/Q)]-module is a direct sum of some number of copies of pm ([20],
Chapter I1,§14 or [30], Th. 5.2). Also, the representation p, is automatically
an irreducible representation of Gal(Q/Q) over F,, provided that p # 2.2

2According to a recent theorem of Boston, Lenstra and the second author [6], J[m] is
semisimple whenever p,, is irreducible over F,.
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1.2 Questions of multiplicity

Definition 1 The multiplicity of p, in the representation J|[m] is the multi-
plicity of p, in the semisimplification of J[m]. We denote this integer by pm
or p,. We have p, = dimV,,/2.

The multiplicity g, is “typically” equal to 1. To cite the simplest possible
example, take M = 11. Then J,(11) is an elliptic curve, T = Z, and the
ideals m are the prime ideals (p) of Z. The kernel J,(11)[p] is then an F,-
vector space of dimension two. In [20], the first author showed more generally
that um = 1 when M is a prime, except perhaps in a small number of special
situations when p = 2. (In these special situations, no example has been
found where pn # 1.) In [30] (Th. 5.2b), the second author employed the
techniques of [20] to prove a theorem valid when M is not necessarily prime,
but p does not divide 2M.

MAIN THEOREM Let M = pN, where N is prime to p. Let m be a maximal
ideal of the Hecke ring Ty with T /m of characteristic p. Suppose that py is
an absolutely irreducible representation of Gal(Q/Q). Assume further that
Pm 1s not modular of level N. Then p, = 1.

The absolute irreducibility of py, is equivalent to the irreducibility of pg,
as a representation of Gal(Q/Q) over T/m whenever p is odd. This follows
from the fact that pn(c), where c is a complex conjugation in Gal(Q/Q),
then has the distinct eigenvalues 4+1, —1 in T/m.

The condition that p, is not modular of level N may be examined from
varied perspectives. Serre conjectured in 1985 that py is finite at p ([37],
p. 189) if and only if p,, is modular of level N ([36], Conjecture Cs, cf. [37]).
This conjecture was proved by the first author soon afterwards: see [22], or
[30], Theorem 6.1.

The condition may also be expressed in terms of newforms of weight 2.
To say that pn, is modular of level p/N means, concretely, that it is a mod p
representation attached to a weight-2 newform f, having trivial character,
whose level divides pN. To say that it is not modular of level N then means
that every f giving rise to pp, has level divisible by p. In the language of rep-
resentation theory, f is “special” at p in the sense that the component at p
of the adelic representation of GL(2) associated to f is a special representa-
tion of GL(2,Q,). (See [25] for results in the case of weight-two p-ordinary
modular forms which are not special at p.)

Suppose, more generally, that m C T is a maximal ideal, and assume
that p,, is absolutely irreducible. What is the multiplicity of pr, in J,(M)[m]?
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In cases where the residue characteristic p of m divides the integer M, we
have little information other than that provided by the Main Theorem. For
example, we have not been able to determine the multiplicity in all cases
when M = pN is as in the Main Theorem, but p, is modular of level N.
We have been able to show, at least, that there are some cases where the
multiplicity exceeds 1; those which we have discovered have M divisible by
p® and p, modular of level M/p? (see §13 below).

The reader may wish to consult also [32], which gives a systematic con-
struction of multiplicity-two examples for Jacobians of Shimura curves.

1.3 mod p Galois representations p and homomorphisms ¢

The discussion of this section records some thoughts on placing the Main
Theorem in a somewhat larger context. It will not be used in the rest of
the article. For simplicity, we suppose throughout this discussion that p is a
prime number different from 2 and 3.

We shall be concerned with mod p Galois representations arising from
weight-two eigenforms with Nebentypus, whose associated Dirichlet charac-
ters have conductor prime to p. In other words, we shall consider cusp forms
of weight two on groups of the form I'y(N) N T',(p”), where N an integer
prime to p and where I'; (V) is, as usual, the subgroup of SL(2,Z) which is
represented by matrices (Z 2) which satisfy the congruences a =d =1
and ¢ = 0 (mod N).

There is a standard operation of (Z/NZ)* on the space of such forms.
For each a € (Z/NZ)*, the corresponding automorphism of the space of
cusp forms is the “diamond bracket operator” (a). This operator arises
from an automorphism, again denoted (a), of the modular curve over Q
which is associated with the subgroup I';(IV) N T,(p*) of SL(2,Z). (See,
for example, [18] for a discussion of (a) in varied guises.) In the context
of T'1(N) N T'y(p¥), we include the operators (a), for a € (Z/NZ)*, along
with the Hecke operators T}, in defining T,»x. A semisimple representation
py: Gal(Q/Q) — GL(2,F,) is again associated to each ring homomorphism
¢ : Tpony — F,. This representation satisfies

trace(py(0r)) = ¢(T2),  det(py(0y)) = @((r))r

for all prime numbers r which are prime to pN.
Similarly, for each M > 1, we have a diamond bracket operation of
(Z/MZ)* on the space of cusp forms of weight two on I'y(M).
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Let p : Gal(Q/Q) — GL(2,F,) be a continuous, irreducible representa-
tion with odd determinant. Serre ([37],§3) has associated to such a repre-
sentation three invariants: N = N(p), k = k(p), and € = €(p). Here N is a
positive integer prime to p (which we shall call the tame level of p), k is an
integer > 2 (the weight of p), and € is a homomorphism from (Z/NZ)* to F;
(the character of p).

Given such a homomorphism € : (Z/NZ)* — F,, we have its multiplica-
tive (or “Teichmiiller”) lifting €, : (Z/NZ)* — 6;, the unique character of
finite order prime to p which lifts e.

Serre conjectures ([37] 3.2.3, 3.2.4) that there exists a classical (parabolic)
newform over Qp, on I',(N), with weight k¥ and character ¢,, such that the
mod p Galois representation associated to it (by the construction of Shimura
when k£ = 2 and Deligne for k£ > 2) is equivalent to p. (As Serre has noted
[38], his conjectures must be modified slightly in the cases p = 2 and p = 3.
These cases have been excluded in our discussion.)

Suppose, now, that p is given with invariants (N, k,€) and that Serre’s
conjecture holds for p, i.e., that there is a newform with invariants (V, k, €,)
whose associated mod p Galois representation is equivalent to p. Suppose
further that

k = 2 mod p—1.

The determinant of p is then the product ye, where x is the mod p cyclotomic
character of Gal(Q/Q). This suggests that p arises from an eigenform of
weight two on I'1(N) NT,(p*) for some integer v > 0. If this is the case for
a given v, we shall refer to p* as a wild level for p.

PROPOSITION 1 There is a newform with invariants (p* N, €,,2) whose asso-
ciated mod p Galois representation is equivalent to p, for some v < 2.

Proof. Using Theorem 3.5(d) of [4], we can find an integer j such that the
twist of p by the j** power of the mod p cyclotomic character arises from an
eigenvector g in the space of weight-two cusp forms on I';(pN) over F,. This
eigenform may be chosen so that the diamond bracket operation of (Z/pNZ)*
on g is given as follows: the group (Z/NZ)* operates via the character €, and
the group (Z/pZ)* operates as the (27)* power of the identity character
(Z/pZ)* — F;. Equivalently, (Z/NZ)* operates via (the mod p reduction
of the character) €,, while (Z/pZ)* operates via w?, where w is the unique
Dirichlet character (Z/pZ)* — Q_; which lifts the identity character. After
twisting g by w™7, we obtain a weight-two eigenform on the group I';(p?N),
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with character €, whose associated Galois representation is p. (For a conve-
nient discussion of the behavior of characters and levels of eigenforms under
twisting, see [3], §3.) This eigenform is a modular form over F,.

It follows by a well known lemma ([11], lemme 6.11) that p arises from a
weight-two eigenform on I'; (L), for some level L dividing p? N. Further, the
associated Dirichlet character of (Z/LZ)* is a lift of the character e. By [8],
Prop. 3 (which applies because we have supposed p > 5), we may assume
that this lift is €,. Also, we may suppose that the eigenform is a newform,
possibly after replacing L by a divisor of L. (A short summary of the theory
of newforms is presented in (28], §1.) The Proposition now follows from the
fact that L is necessarily divisible by N ([8], §1.1 or [19], Proposition 0.1). O

Let p: Gal(Q/Q) — GL(2,F,) be an irreducible representation as above,
i.e., one of tame level N for which Serre’s conjecture holds. Suppose that p”
is a wild level for p.

Definition 2 A homomorphism ¢ : Tpry — F, is associated to p if the
representations p and p, are isomorphic. The homomorphism ¢ : Tyr — F,,
is (p-)ordinary if ¢(T,) # 0. It is (p)-singular if ¢(T},) = 0.

For each homomorphism ¢ associated to p, a multiplicity p,, is defined as
above. The methods presented below should show that we have g, =1 in
the case where ¥ = 1 and where p” is a minimal wild level for p, i.e., where
p is not modular of level N. Similarly, the argument of [20], Chapter II,
Proposition 14.2 (cf. [30], Proposition 5.1b) should prove that 4 = 1 whenever
v = 0. (In both cases, one needs only to check that arguments given for forms
on I',(N) work equally well for I'y(V).) This suggests that the multiplicity
tt, should be 1 in the remaining case where p” is a minimal wild level for
p, i.e., that for which v = 2 and p does not arise from weight-2 forms on
T (N)NT,(p). It would be very interesting to investigate this question.

We next discuss the extent to which ¢ is determined by p.

PROPOSITION 2 There is at most one p-singular homomorphism ¢ associ-
ated to p.

Proof. Let ¢ be a p-singular homomorphism ¢ associated to p. By definition,
the image of T}, under ¢ is 0. The images of the diamond bracket operators
(a), for a € (Z/NZ)*, are the character values €(a), where € = €(p). Similarly,
for each prime number r not dividing pN, ¢(T,) = trace(p,(0,)). It remains
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to show that the quantity ¢(7}) is uniquely determined when r is a prime
dividing N.

Let V be a two-dimensional F,-vector space which is furnished with a
continuous Gal(Q/Q)-action equivalent to p. For each prime r # p, let
I, C Gal(Q/Q) be an inertia group for r. We shall prove the formula

o(T;) = trace(o, | V), (1)

where VI is the space of I.-invariants on V.
For this, we recall that the formal power series > ¢(T},)q" is a weight-two
n>1

cusp form on I'y (N)NT,(p*), with coefficients in Fp_(cf. [30], §5). This means

that there is a cusp form on this group, with coefficients in the “integer ring”

O of Q,, whose g-expansion reduces to Y. ¢(T,)¢" modulo the maximal
n>1

ideal p of O. The form Y ¢(T,)q™ is an eiTgenform for the Hecke operators
n>1

T,., with eigenvalues ¢(T3,).

By a well known lemma ([11], 6.11), one may find an eigenform f =
> anq™ with coefficients in O whose eigenvalues A, lift the ¢(T,,). There is
then a newform g of level dividing p* N whose n*® coefficient coincides with A,
for n prime to pN. The level of g is in fact divisible by N. Indeed, let W be
the p-adic representation of Gal(Q/Q) associated to f. According to results
of Deligne, Langlands and Carayol (see [7]), the level of g is the conductor
of W. Further, this conductor is divisible by the conductor N = N(p) which
Serre associates to V' ([8], §1.1 or [19]).

Thus the conductors of V and W coincide locally at each prime r # p.
Concretely, this equality means that the F,-dimension of VI~ agrees with the
Q,-dimension of the space W ([8], loc. cit.). By viewing V as the mod p
reduction of a lattice in W, we then obtain the congruence

trace(o, | V") = trace(o, | W¥) mod p.

However, by the results of Deligne, Langlands and Carayol mentioned above,
we have the equality
trace(o, | WTr) = A,.

Since A, reduces to ¢(T;) mod p, we find the desired congruence (1). O
Analogously, we find:

PROPOSITION 3 There is at most one p-ordinary homomorphism ¢ associ-
ated to p.
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Proof. In view of the proof we have given for Proposition 2, the proposition
will follow after we show that there is at most one possibility for ¢(T}), given
that ¢(T},) is non-zero and that ¢ is associated to p.

PROPOSITION 4 ([23]) Let ¢ be associated to p and suppose that ¢(T,) # 0.
Then V', viewed as a representation of a decomposition group for p, D,, in
Gal(Q/Q), has a 1-dimensional unramified quotient on which o, acts by
multiplication by ¢(T5).

This proposition follows from Theorem 9 of [23] (which, incidentally, re-
quires the hypothesis p > 3 which we imposed above). It clearly implies that
there is at most one non-zero possibility for ¢(T}), since V' cannot have two
distinct unramified quotients. Indeed, the full representation V cannot be
unramified at p, since the determinant of V' is given by the character ey,
which is ramified at p. (Note that p # 2 by assumption.) O

2 Admissible models and admissible morphisms

Let p be a prime number. Let K be a finite field extension of Q,, O C K its
ring of integers, and k its residue field. Let O be the completion of a strict
henselization of O, and denote by k the (algebraically closed) residue field of

Oh. The normalized valuation on O is the one which gives a uniformizer of
O the value 1.

Let n be a positive integer. A complete local OM-algebra R will be said
to be of type n if there is an element { € OM of normalized valuation 7, such
that R is isomorphic (as complete local OM-algebra) to O"[[X,Y]]/(XY —¢),
where OM[[X,Y]] is the power series ring in the two variables X and Y over
Oh. If Ris of type n, then R is a rational singularity, and, in fact, an isolated
normal singularity of type A, in the sense of [1] (see also: [16] and [10] Chap.
VI 6.9). If R is of type 1, then R is regular, and the images of X and Y
provide a regular sequence for R. If R is of type n > 1, then R is not regular.
Nevertheless, the scheme Spec R has a canonical (minimal) desingularization
obtained by a series of blow-ups; the inverse image of the closed point of
Spec R in this canonical desingularization is a chain of n—1 curves of genus
zero. For a readable and graphic account of this blow-up procedure, at least
in the analogous situation of complex surfaces, see Pinkham’s survey article
[26].

Say that a local Oh-algebra R is admissible if it is of type n for some
positive integer n.
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Let X be a proper flat O-scheme. Then we will call X admissible if the
closed fiber is reduced, every irreducible component of the closed fiber is a
smooth curve, and the completions of the strict henselizations of the local
rings of the scheme X at all closed points z at which the structure morphism
X — Spec O is non-smooth are admissible local Oh—a,lgebra.s. A proper flat
admissible O-scheme has the property that its closed fiber is reduced, and
is a union of smooth curves which possesses only ordinary double points as
singularities. In particular, such a scheme & has only a finite number of
non-regular points, and possesses a canonical minimal desingularization X
obtained by punctual blow-ups.

Let X,k be a smooth, proper (not necessarily irreducible) curve. An
admissible model for X,k over O is a proper flat model X,» for X,k over
Spec O such that the scheme X, is admissible. If X/, is admissible, then
the canonical desingularization X /o is also admissible.

Example 1 Let N be an integer relatively prime to p, and let X,(Np)/q,
be Shimura’s canonical model of the modular curve X,(Np) over Q,. Then
the canonical model X,(Np),z, as described in [10, 14] is admissible in the
above sense. The special fiber of X,(Np),z, is isomorphic to two copies of
X,(N),r, intersecting transversally at each of the supersingular points, these
supersingular points being of type A,, for some n > 1.

For a proof of this assertion, the reader can consult [10], Chapter VI,
Theorem 6.9, where in fact a more general result (which will also be useful
to us) is proved. Namely, let N be an integer prime to p, let H be a subgroup
of GL(2,Z/NZ), and let H™ be the inverse image of H in GL(2, Z) In [10],
the coarse moduli scheme Mg-nr,) over Z[+] is studied. Let O = Z, and
let X,(p; H™),z, be the pullback of Mg-ar,(p) to Z,. (It should perhaps be
noted that the scheme X,(p; H™),z, is not necessarily irreducible, but this
is not much of a bother.) The indicated theorem of [10] guarantees that
X.(p; H™)/z, is admissible.

Consider a finite morphism
[ X0 = X2/0

between admissible O-schemes which is surjective on generic fibers. It follows
that f is finite and faithfully flat on generic fibers. The restriction of f to
fibers over k has the property that it is again finite and surjective (but not
necessarily flat).
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If s, is any singular point of the fiber of X, over k, denote by A, and B,
the two irreducible components of X,z containing s». Let s; be a point of

XI/E in f_l(Sz).
Definition 3 The mapping f is said to be equi-ramified at s; if:

(a) The point s, is singular in X, 5. The two components of X, z containing
s; then have the property that one of them (say, A;) is mapped by f
onto A, and the other (call it B;) is mapped onto B,.

(b) The ramification indices at s, of the two mappings
AL — A, B, — B,

induced by f are equal.

If f, as above, is equi-ramified at sy, we let the ramification index es(s,)
of f at s; be the common ramification index of the two mappings A; — A,

and B; — B,.

Definition 4 The mapping f is said to be admissible if it is a finite morphism
of admissible models, as above, which is equi-ramified at every point s; of
X1z such that f(s1) is a singular point in X 3.

We thank Bas Edixhoven for providing us with a proof of the following
Proposition.

PROPOSITION 5 Let
f:X10 — X2/0

be a finite morphism between admissible models. Then f is an admissible
morphism. If the schemes X,,o and X3,» are regular, then f is finite and
flat; moreover, for s; any closed point of Xl/; such that s, = f(s1) is a
singular point osz/z, the ramification index e¢(s1) is 1 (i.e., f is unramified
at 81).

Proof. Without loss of generality, we may assume that k¥ = k. Let s; be a
closed point of X, such that s, = f(s1) is a double point. For i = 1,2,
let R; denote the completed local rings of the schemes X;/» at s;. Then the
rings R; are of the form

Ry = Allz,yll(zy — 2%), Rz = Allu,v]]/(uv - 2°),
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where A is a complete discrete valuation ring, z is a uniformizer of A, and a,
b are positive integers. The morphism f induces a morphism ¢: R, — R; of
A-algebras which makes R; a finite Rj-algebra. Let Z,, Z, denote the irre-
ducible components of Spec R; /2R, defined as the reduced subschemes with
support £ = 0 and y = 0, respectively. Interchanging = and y, if necessary,
we may suppose that f maps Z, and Z, to the branches of Spec R;/zR, cut
out by u = 0 and v = 0, respectively. In particular, ¢(u) is a unit at the
generic point of Z, and ¢(v) is a unit at the generic point of Z,.

Form the complete regular local ring R = A[[s, t]]/(st — z). Map the ring
R; to R by sending z to s* and y to t* and send R, to R by composing
¢ with this homomorphism R; — R. The homomorphisms of R; to R are
injections. The ring R is a unique factorization domain, and the factorization
of z is given by z = st (s and ¢ being irreducible elements). Since uv = z°
(= s*-t in R), and since ¢(u) is a unit at the generic point of Z,, the
unique factorization of the image ¢ of u in R is given by % = & - s where &
is a unit of R, and c is a positive integer. For the same reason, the unique
factorization of the image v of v in R is given by v = B -t for B a unit of
R and d a positive integer. It follows that @8 = 1 and ¢ = d = b. Now let
O,, O, denote the discrete valuation rings which are the localizations at the
generic points of the irreducible components s = 0 and ¢ = 0, respectively,
in Spec R. Let O, O,, O,, O, be the analogously defined discrete valuation
rings for z, y, u and v. Their residue fields are respectively k((t)), k((s)) and
kE((y)), k((x)), k((v)), k((u)), where k is A/z A, the residue field of A. All six
of these discrete valuation rings have z € A as uniformizer. Therefore, the
extensions

0.Cc0O,CcoO,, 0,coO,cCoO,

have degrees equal to the degrees of the corresponding residue field extensions
k((w)) C k((z)) C k((s)),  K((v)) C k((¥)) C k((2))-
In view of the two equalities
[k((5)) : k((u))] = [k((5)) : k()] - [k((2)) : k((u))],
[B((2)) : k()] = [B((2)) : (W))] - [k((®)) : k((v))],

we have b = a - n, where n is the (common) degree

n = [k((z)) : k()] = [k((y)) : k((v))].
Hence & - 2" = 4 and &~ ! - §™ = 9, giving that

p(u) = a-z" and p(v) = a~1y",
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for a a suitable unit in R;. In particular, f is admissible, the ramification
index eg(s1) is equal to n, and we have established the first assertion of the
Proposition.

Suppose now that the schemes X/, are regular. Then a = b =1, and so
n = ez(s1) is also equal to 1. Since f is a finite morphism between regular
(equidimensional) schemes of the same dimension, it follows that f is finite
and flat; for a proof of this, see [14], Notes added in proof, pp. 507-508. O

PROPOSITION 6 Let M and N be positive integers such that M divides N
and N is relatively prime to p. Then the natural mapping

Xo(Np)/z,, - Xo(MP)/z,,’

composed, before and after, with any automorphisms of the domain and
range Z,-schemes, is an admissible morphism of admissible schemes.

Proof. We will prove (and make use of) a more general assertion. Let H,
and H, be subgroups of GL(2,Z/NZ) with H; C H,, and let Hy and Hj be
their inverse images in GL(2,Z). Let X,(p; HY),z, and X,(p; Hz) 7, be the
corresponding modular curves, as in Example 1 above. Consider the natural
projection

Xo(p; Hi) 7, — Xo(p; Hz) 3,

and let A be a composition of this map with automorphisms of the source
and target Z,-schemes. Then we have

PROPOSITION 7 The mapping h is admissible.

Proof. By the discussion in Example 1 above, the domain and range of h
are admissible schemes over Z,. The morphism h being finite, Proposition 5
implies the statement of our Proposition. O

3 The graph S

Let X,o be admissible, and denote by Z,;, — X/ the normalization of the
special fiber. Thus Z/; is a disjoint union of smooth projective curves over k.
By the graph of our model, we mean the usual graph S (or S(k) to emphasize
its dependence on the choice of an algebraic closure, k) of its special fiber. In
other words, the set of vertices of S(k) is the set of irreducible components
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of Xz (or equivalently, of Z ) and the set of edges of S (k) is Sing(X /%), the
set of singular points of X 7. The incidence relations are the evident ones,
i.e., inverse-inclusion, and the graph S(k) is endowed with a natural action
of Gal(k/k).

By H,(S,W) we mean the singular (first) homology group of the graph S,
with coefficients in an abelian group W. We may view H;(S, W) explicitly
as follows (cf. [13], IX 12.3.5). The oriented edges of the graph S(k) are
in 1-1 correspondence with points s on Z,; which lie over singular points
s € Sing(X /E)- Since each s is an ordinary double point, there are two
oriented edges lying over each singular point s. A 1-chain with values in W
is a formal sum } wg - s where the summation is taken over oriented edges,
the coeflicients are drawn from W, and we have ws = —ws whenever s and
s’ are the two oriented edges lying over a given s € Sing(X /E)' For each s,
let A(s) be the irreducible component of Z ; containing s, and set

D ws-s) 1= ws- A(s),

where the right-hand sum is considered as formal sum, with coefficients in
W, on the set of components of Z . The group H;(S,W) is then the sub-
group of the group of 1-chains consisting of those 1-chains > ws s which are
annihilated by 8. This condition means that for each irreducible component
A we have Y wg = 0, where the summation is taken over all oriented edges s
which correspond to points lying on A.

We shall view H;(S, k) = H;(S(k),F,) ® k as a Gal(k/k)-module via the
diagonal action.

Let f: X1/0 — X2/0 be an admissible mapping. Let Z;,, — X,/ be
the normalizations of the special fibers of the domain and range of f and let
S;(k) denote the associated graphs (i = 1 and 2). The mapping f induces a
map on special fibers Z; — Z, over k and a Gal(k/k)-equivariant mapping
of graphs S; — S,. This latter mapping is surjective on vertices and edges;
it collapses an edge of S; if and only if the corresponding singular point z; of
X1,5 maps to a smooth point of X, ;. For each abelian group W, we define

f* . HI(S]_,W) — Hl(Sz,W)

to be the map on homology which is induced by this equivariant mapping.
Further, we define
f”= . Hl(Sz,W) — Hl(Sl,W)

by defining f* on oriented edges as follows: f*(s;) = 3 ef(s1) - s1, where the
summation is taken over all oriented edges s; of the special fiber of X; which
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map, via f, to the oriented edge s, of the special fiber of X,. Here, es(s1)
is the ramification index of the unoriented edge s; (i.e., the unoriented edge
“underlying” s;). It is straightforward to check that f* so defined brings
1-cycles to 1l-cycles, i.e., induces a mapping f*: H;(Ss, W) — H;(S1,W),
and that f*f, is given by multiplication by deg(f).

In what follows, we will concentrate on the Gal(k/k)-equivariant map-
pings f.: H1(S1,k) — H;(S2,k) and f*: H;(S2,k) — H1(S1,k) on homology.

ProOPOSITION 8 The homotopy type of the graph S is functorially dependent
only upon X,k and not upon the choice of admissible model X 0.

Proof. The essential fact used in the demonstration of this proposition is
that any two (admissible) models X0 and X}, of the same curve Xk are
commensurable via blow-ups at points on the special fiber [15, 39]. This
being the case, one must show that the homotopy type of S is independent
of such blow-ups, which is straightforward. O

4 Pic’(X,0)

Let X,0 be admissible, and let X /o — X0 be its canonical desingularization.
Let Pic® be the functor which is studied by Raynaud in [27]. Since X has
rational singularities, the induced morphism of functors

Pic’(X,0) — Pic®(X,0)

is an isomorphism. Indeed, this can be seen by a computation of the mapping
on tangent spaces induced by the above morphism using the Leray spectral
sequence for the mapping ¢ : XX , and relative coherent cohomology over
O. More precisely, since ¢ is the “blowing down” morphism of a rational
singularity, one calculates:

LEMMA 1 We have

0 forq >0
q JU— ’
R"’*OX‘{OX for ¢ = 0. O
Since the functor Pic°()2' /o) is representable by a smooth group scheme
over O, so is Pic’(X,0). We refer to the group scheme representing Pic’(X /o)
simply as Pic®(X,0).
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Let A/o denote the Néron model over the base O of the abelian va-
riety A = Pic®’(X k). (The recent publication [5] may be consulted as a
source book on Néron models. It contains, in particular, a detailed dis-
cussion of Néron models of Jacobians of curves.) By Raynaud’s theorem
(for statements, compare: [24] Chap. 2 Prop. 1, [9] Theorem 2.5, [13] IX
12.1 and [27]), which applies to X/ since X0 is a regular surface with re-
duced special fiber, the natural homomorphism of group schemes over O,
Pic’(X/0) — Ao identifies Pic’(X/0) with the open subgroup scheme A7,
(the connected component containing the identity) of A;». We have natural
morphisms

f+ : Pic’(X1/x) — Pic®(Xz/k)
@)
f* : PiCo(Xz/K) — PiCo(Xl/K)
since f is finite and flat on generic fibers. From (2), and functoriality of the
Néron model we obtain direct and inverse image mappings

fe: A1/o - A2/o
3
f* iAo — Ajo
which by restriction to connected components and the identification de-
scribed above yield:

[+ 1 Pic®(X1/0) — Pic’(X3,0)
_ _ (4)
f* 1 Pic®(Xz,0) — Pic’(X1,0).
By restriction to the closed fiber, we have morphisms

f* : PiCo(Xl/k) — PiCo(Xz/k)

()
f* : PiCo(Xz/k) — PiCo(Xl/k),

In (2)-(5), the composition f*f, of direct and inverse image mappings is
given by multiplication by deg(f). Moreover, the inverse image mapping in
(5) is the natural pullback morphism.

5 Semi-stable filtrations

Let X,;0 be admissible. We shall recall and compare the standard filtrations
on (a) the special fiber A/; and (b) the p-divisible group associated to the
generic fiber A k.
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(a) As for the special fiber A/;, we have the three-stage filtration:
0 C (As)* C (Am)° C Ay, (6)

where the superscripts ° and * refer to “connected component containing the
identity” and “toric part,” respectively.

Denote by Ty the toric part (As)* and let Jj. be the abelian variety
(A/k)°/Tx. We have already remarked in §4 above that Pic’(X/,) is isomor-
phic to (A,;)° by Raynaud’s theorem. The natural normalization mapping
Z — X induces a mapping ¢: Pic’(X,z) — Pic’(Z;), which is a sur-
jective mapping of group schemes over k. The kernel of ¢ can be identified
with the subfunctor of Pic®(X /i) whose k-valued points are given by isomor-
phism classes of line bundles on X ; which are trivial on each irreducible
component of X z. Since Pic®(Z/) 1s an abelian variety and since, from the
above description, ker ¢ is seen to be a torus whose character group may be
naturally identified with Hy(S(k),Z) (cf. [13], IX, 12.3.7), we have:

PROPOSITION 9 The abelian variety Pic’(Z,;) may be identified (via ¢)
with Jyi, the abelian variety part of Pic’(X/x) while Ty, the toric part of
Pic®(X k), may be identified with ker ¢, whose character group is canonically
isomorphic to H(S(k),Z). O

It follows from this that the Néron model Ao is semi-stable.

(b) As for the semi-stable filtration on p-divisible groups over K, let A4,

denote the p-divisible group (over K) attached to the abelian variety A/ k.
We have the filtration of p-divisible groups over K:

0C AL Cc AL C 4, (7

in which A:, denotes the maximal p-divisible subgroup of A, over K which
extends to the p-divisible group associated to a torus over O, and where A;
is the maximal p-divisible subgroup of A4, /K which extends to a p-divisible
group over O (cf. [13] IX §5 and especially Raynaud’s result quoted there
(Thm. 5.8)). By a result of Tate [42], if there is an extension of a p-divisible
group over K to O, then that extension is unique (up to canonical isomor-
phism). Let, then, Af, /o and A; /o denote the unique extensions of A; and
A}, respectively, to O.

By ([13] IX 5.2) the filtration (7) is self-dual in the sense that in the
natural (Cartier) self-duality on the Gal(X/K)-module Ta(A,(K)), the sub-
modules Ta(A}(K)) and Ta(AL(K)) are the annihilator subspaces of each
other, where Ta denotes “Tate module.”
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PROPOSITION 10 There are canonical morphisms
(i) Af; Ze) - A/O
e ‘; f
(ii) Ap/o — Ap/o’
where (i) is a morphism in the evident sense (i.e., a direct limit of compatible
morphisms on the kernels of multiplication by p™ in the p-divisible group over
O, asn goes to infinity) extending the natural morphisms on the generic fiber,

and where (ii) is an embedding of p-divisible groups over O extending the
natural embedding on the generic fiber.

Proof. The existence of the morphism (i) is a direct consequence of Raynaud
([13] IX 5.8). To see that (ii) is an embedding, note that the dual of A;/o
is etale, and is consequently a (faithfully flat) quotient of the “etale quotient

group” of Af, /o The result then follows easily by dualizing. O

Starting with the morphism (i) of Proposition 10, we first pass to the spe-
cial fiber, and then note that the resulting morphism factors through (A/;)°
and hence through its associated p-divisible group. We obtain therefore a
morphism
(iii) A:,/k — (Am)s.
of p-divisible groups over k.

ProprosSITION 11 The above morphism is an isomorphism, and it identifies
the p-divisible subgroup A;/k of A;/k with (A/k)y, C (As)2.

Proof . This is the content of the isomorphisms (7.3.1)—(7.3.4) of [13]. O

Returning to the filtration (7) of p-divisible group schemes over K, and
letting the “suffix” [p™] denote kernel of multiplication by p”, we have the
filtration

0 C A;[p"] C 4;[p"] C Aplp"] 8
of finite (etale) group schemes over K. The Weil pairing [ , ] defines a perfect
(alternating) self-duality

App™] % Ap[p"] = ppn

with values in the scheme-theoretic kernel p,» of multiplication by p™ in the
multiplicative group Gm. The filtration (8) is auto-dual with respect to this
pairing, in the sense that A}[p"] and Af[p"] are each other’s annihilators.
This follows from a simple argument using ([13] IX 5.2.2 or Prop. 5.6).
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COROLLARY Let W denote the module defined by the exact sequence
0— A;[p](T(—) — Ap[p](F) — W — 0.

Choose an algebraic closure K /K compatible with the choice of algebraic
closure k/k of the residue field, giving a surjection

¢: Gal(K/K) — Gal(k/k).

Use ¢ to endow the F_,L[Gal(ﬁ/k)]-module H,(S(k),F,) with an action of
the Galois group Gal(K/K). Once K and . are fixed, there is a canonical
isomorphism of F,[Gal(K /K)]-modules,

W ~ H,(S(k),Fp).

In particular, the action of Gal(K/K) on W is unramified.

Proof. This is a straightforward calculation using the duality statement
above combined with Proposition 9. (Cf. [13], IX, §11.6.) O

6 Rosenlicht differentials

Let X,o be admissible, and let Z;x — X/r be the normalization mapping of
its special fiber. If s € X (k) is a singular point, denote by s1,s2 € Z(k) the
two points in its pre-image. If k' is a subfield of k, a Rosenlicht differential
on an open subscheme U of X, is a rational differential 1-form w on V,
the pre-image of U in Zj, such that w is regular on the complement in V'
of the pre-image of the singular locus of U and such that w has, at worst,
simple poles on the pre-image points s;,s, € V (k) of each singular point
s in U(k) C X (k) and such that w has residues of opposite sign at these
pre-image points:

res,, W = — Ies,, W. (9)

The assignment
U — Rosenlicht differentials on U

defines a coherent sheaf on X/k, which we denote simply 2 or Qx,,.

Remark. The reader might compare the above definition with ([33] bottom
of page 177 and Theorem 8) and also ([35] Chapter IV, §3, n°9), where the
notion of regular differential is defined on singular curves. Specifically, if
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X is a complete singular (reduced) algebraic curve, a regular differential on
X is defined to be a regular differential w (in the ordinary sense) on the
normalization X' of X, which has the property that

> resy(g-w) =0.

8'—s

Here, s is any k-valued point of X, s’ ranges over all points of X' lying over
s, and g is an arbitrary rational function on X' which is regular at all points
lying over s.

A global Rosenlicht differential w on X ;i defines a simplicial 1-cycle with
coefficients in k on the graph S(k) in an evident manner. Indeed, let

Cy i = E resgw - S,

where the sum runs over all points on Z; lying over some singular point of
X/E- In view of (9), the sum ¢, is a 1-chain in the sense of §3. Moreover, this
1-chain is visibly a 1-cycle (i.e., satisfies 9(c,) = 0) because the sum of the
residues of w over all points in any irreducible component vanishes. Passing
to the homology class of the cycle ¢,, we obtain a map

h: H(X 5, Q) — Hi1(S(k), k).
This map is Gal(k/k)-equivariant because of the formula
o(ress w) = resy,s(ow), (10)
valid for o € Gal(k/k), w € H*(X , ), and s a k-valued point on Z.
PROPOSITION 12 The map h:w +— ¢, is a surjection
H(X 5, Q) — Hi(S(k), k)

whose kernel may be identified with HO(Z/E, Q). We have, in other words,
a Gal(k/k)-equivariant exact sequence:

0 — HY(Z5, Q") — HY(X 5, Q) 2 Hi(S(E),F) — 0.

Proof. Left-exactness of the sequence in the statement of the Proposition
is immediate. The surjectivity of h follows from a general fact: given any
finite set S of points on a smooth projective curve over k, and any mapping
r: S — k such that the sum Y ,¢s 7(s) vanishes, there is a 1-differential w on
the curve with at worst simple poles on S as singularities and such that for
each s € S we have res,(w) = r(s). O
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COROLLARY Let k' be an extension of k in k, and let G' = Gal(k/k'). Then
we have an exact sequence

0 — H(Zj, Q') —» H(X 1, Q) — Hi(S(k), k)¢ — 0. (11)

Proof. Taking G'-invariants in the exact sequence of Proposition 12, we ob-
tain (11). Indeed, it is well known that the 1-dimensional cohomology of
G’ with values in the k-vector space H°(Z;, Q') vanishes (Hilbert’s Theo-
rem 90). O

Now let f: X;,0 — X2/0 be an admissible mapping. Then we have a
series of induced “direct” and “inverse” image mappings f., f* which fit into
a diagram

0 — H%ZifQY) — HY(X1Q) — H;(S:1(k),k) — 0

DA R s A A (12)

0 — HO(ZZ/E,QI) - HO(XQ/E,Q) — Hl(Sg(E),E) — 0.

The definition of f* and f. on regular differentials on Z; ; and Z i is given
in the standard local manner, the definition of f, being the usual trace con-
struction on differentials using flatness of the morphism 7, ; — Z;;. To
check that the trace mapping (which is defined a priori on rational differen-
tial 1-forms) extends to regular and to Rosenlicht differentials, we may use
the characterization of Rosenlicht differentials which is given in the above
Remark, together with the local calculation

3" resy(w) = res,(Tracez, ;z,(w))
for w any rational differential 1-form on Z, ; and for s' ranging through all
points of Z, ;7 lying over a point s of Z; . (Compare: [35], Chapter II, n°12,
Lemma 4; or [2] Chapter VIII (3.7) and (4.4).)

The definition of f* and f. on the homology of the graphs is as given
in §3.

PROPOSITION 13 The above diagram (12) is commutative.
Proof. Commutativity of the square(s) on the left is immediate. As for
those on the right, it is a direct calculation, where in the case of commuta-

tivity involving f. one uses the fact that res,(f.w) = f.(2 resy w), where the
summation is over all s’ in Z; mapping to s in Z,. O
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7 Regular differentials on X,o

Let X,» be admissible, and let X /o be its canonical desingularization. The
smooth loci Yo and 17/0 of the O-schemes X ,» and X /o are open subschemes
consisting in the complements of the closed (finite) subschemes of ordinary
double points in the special fibers of X,» and X /o, respectively. Let Qi-,/o
denote the coherent sheaf of (relative) Kahler differentials on the smooth
O-scheme f’/o. Since X is regular, the complement of Y in X consists in
closed points of depth 2, and therefore the coherent sheaf Q%-,/o has a unique

extension (the direct image) to an invertible coherent sheaf on X, which we
shall call Q2 X0

Definition 5 Let X,» be admissible. Let ¢: X J/o — X0 be the canonical
desingularization. By the sheaf (1x,, we mean the direct image ¢.Q X0

The sheaf Q)-(/o may be seen to be the relative dualizing sheaf of the

O-scheme X, and, as a consequence of this, together with the fact that
¢: X — X consists in blowing up rational isolated singularities, one sees
that X0 is an invertible Ox-module, and is the relative dualizing sheaf of
the O-scheme X. Further, we have:

LEMMA 2 The natural mappings
0:Qz = ¢ 0%, J e Q%,, = OQx,0

are isomorphisms. [

Remark. It would be good to have a concise and complete reference for
Duality Theory tailored to admissible models and, in particular, to modular
curves over rings of integers in number fields. Lacking such a reference, we
suggest [10] and [20] II 3 for a discussion of these issues, and especially [15]
Chapter IV §4 for a more complete discussion, with some proofs.

Next, if f: X1/0 — X2/0 is an admissible mapping, we have “direct” and
“inverse” image mappings f., f* connecting Q%,l/o and Q;,z ‘o These extend
uniquely to Q}G/o and Q}{“o, since the schemes X; Jo are regular and the

subschemes Y;/o are the complements in X;/o of points of codimension 2.

Using Lemma 2, one constructs “direct” and “inverse” image mappings f.
. .

and f* connecting Qx, ,, and Qx, -

237



B. MAZUR ET K.A. RIBET

PROPOSITION 14 (i) Let X ;o be admissible. There is a natural isomorphism
of coherent sheaves over X i:

Qx,o ® k ~ Qx,,.

(ii) If f: X1/0 — X2/0 is an admissible mapping, then the direct and in-
verse image mappings f., f* are compatible, in an evident sense, with the
isomorphisms of (i) above for X; and X,.

Proof. Part (i) is seen by local calculations where we distinguish the case
of a neighborhood of a smooth point for the morphism f and that of a
neighborhood of an ordinary double point of the fiber of f. Once (i) is
established, (ii) follows easily. O

Now suppose that X/, is admissible, and let Cot(A/0) denote the cotan-
gent space at the zero-section of the Néron model A/o. If f: X;/0 — X3/0
is an admissible mapping, let

f*l COt(Al/o) — COt(Az/O)

be the mapping induced by f*: A3/0 — A1/0, and define f* on Cot(A4z/0)
similarly.

PROPOSITION 15 There is a natural identification
HO(X, Qx,o) ~ COt(A/o)
which is compatible with f* and f. whenever f: X;,0 — X2,0 is an admis-

sible mapping.

Proof. This is standard. See the discussion in [21] §2 (e). O

8 Admissible correspondences

Xo
Let X;/o (¢ =0,1,2) be admissible, and let ./ N, be a diagram of
X1 X2
admissible mappings f;: Xo — X; (¢ = 1,2). Referring to such an ordered
pair of admissible morphisms (fi, f2) by the single letter f, we call f an ad-
missible correspondence. We think of f as a generalized admissible mapping
X, ~ X,. Set fy := fo,f1* and f* := fi1,.f2", so that we have direct and

238



TWO-DIMENSIONAL MODULAR REPRESENTATIONS

inverse image mappings defined for the same panoply of instances that they
have been defined, in the case of admissible mappings. If f is an admissible
correspondence corresponding to the ordered pair (fy, f2), its adjoint is the
admissible correspondence f’ obtained by reversing the order, i.e., by using

(2, f) in place of (f1, ). Cleatly, f, = f* and f* = f..
Let X,0 be admissible. A commutative subring

will be called admissible if it is generated by the direct and inverse image
0

mappings f. and g* coming from admissible correspondences N

X X
(with no a priori restriction on the admissible models Xy;» which may ap-
pear). By replacing correspondences by their adjoints, we may require in the
definition that R be generated exclusively by inverse image or direct image
mappings.

PROPOSITION 16 For each T € R, there are associated endomorphisms T,
and T* on each of the following: Ak, Ao, A, H*(X,Q), H(Z,Q'), and
H,(S,k). For fixed T € R, the families of maps (T.) and (T™*) are each
compatible with the morphisms listed in Propositions 13-15.

Proof. This is immediate from the statements of those Propositions. [J

In the discussion which follows, we will be concerned principally with the
maps (7). We use the phrase “covariant action” to suggest that T acts as
T, on a given object.

9 Local admissible data

For simplicity, we now suppose that k = F,. Let X0 be an admissible model
of its generic fiber X. We preserve much of the previous notation. Thus, for
example, we let Z/; be the normalization of the special fiber X i of X,o. In
addition, we shall let ® be the group of components of A/;. We view ® as a
finite abelian group furnished with an action of Gal(k/k) ([13], IX, §11).

Let R be a commutative subring of End(A,x) generated by admissible
correspondences. Then R operates by functoriality on A, and thereby (co-
variantly) on the component group ® and the abelian variety Pic’Z. We let
R be the image of R in End(Pic°Z). We consider the covariant action of R
on H°(X/;, Q).
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Suppose that p C R is a maximal ideal of residual characteristic p. Let
F = R/p be the residue field of R. We say that the triple {X /o0, R, p} is local
admissible data if the following axioms are satisfied:

I. The image of p in R is the unit ideal of R.
II. The F-vector space H®(X/x,Q)[p] has dimension < 1.

II1. If p = 2, then p does not belong to the support of the R-module ®.

Remark. To anticipate the application of our theory, it might help if we
dropped these hints: We will be working in the context where K = Q,, and
X is a classical modular curve. Axiom I will follow since p will correspond
to a p-newform, and since Z “involves” only forms of lower p-level, p can
have no support in H°(Z,Q'). Axiom II will follow from a version of the
“g-expansion principle.” Axiom III results from the fact that the component
group ® is known to be “Eisenstein” in the situation we encounter [31]. Hence
a prime p of R can belong to the support of ® only if the associated Galois
representation is reducible.

PROPOSITION 17 Let {X,0,R,p} be local admissible data. Let W be the
module introduced in the Corollary to Proposition 11. Then

dimp Wip|] < 1.

Proof. By the Corollary to Proposition 11, it is equivalent to prove that
dimp Hy(S(%k),F,)[p]) < 1.

By the Corollary to Proposition 12, and by Axiom I, we have for each k' an
isomorphism

H(X i, Q)[p) ~ Hy(S), B)S*Fp).

Consider this isomorphism in the case where ¥’ = k = F,, and let G =
Gal(k/F,). The proposition follows from the following lemma, in which we
have put Y := H,(S(k),F,).

LEMMA 3 We have dimp Y[p] = dimpz(Y ®r, k)%[p].
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Proof. One first shows that the natural inclusion
Y[pl ®F, k C (Y ®F, k)[p]

is an isomorphism (e.g., by proving this with k replaced by any finite subfield
k', via a dimension count over F,, and then passing to k by direct limit).
Since passage to the submodule of G-invariants commutes with passage to
the kernel of p, we get that the natural inclusion

(Y[p] ®F, F)° C (Y ®F, ) Ip]

is also an isomorphism. This reduces us to the case where Y = Y'[p]. In this
case, the equality to be proved,

dimp, Y = dimg, (¥ ®F, ¥)°,

is evident. O

10 Global admissible data

We now let X,q be a smooth projective curve over Q, and denote by A,z
the Néron model of its Jacobian over the base Z. Let R be a subring of
endomorphisms of A,q defined over Q (equivalently, a subring of End(A4,z)).
Let p C R be a maximal ideal of residual characteristic p. Let F be the
residue field of p, as in §8. Let X,q, denote the base extension of X,q to
Qp. Let O = Z, and let X/0 be an admissible model of X,q, over the base
Z,. We shall say that {X,q, X0, R,p} is globally admissible data if:

(a) It is locally admissible; i.e., {X 0, R, p} is locally admissible in the sense
of §9, and,

(b) The F[Gal(Q/Q)]-module 4,q[p](Q) has a Jordan-Hslder filtration all
of whose successive quotients are isomorphic to one absolutely irre-

ducible F[Gal(Q/Q)]-module V for which dimpV = 2.
PrROPOSITION 18 (“dimension two”) Assume that

{X/QvX/Oa Ra p}

is globally admissible. Then A;q[p](Q) is an F-vector space of dimension
two.
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Proof. Let U denote the F[Gal(Q/Q)]-module A,q[p](Q). Then U is non-
zero because R acts faithfully on A. By property (b) above, all minimal
F[Gal(Q/Q)]-submodules of U are isomorphic to V. Choose one such sub-
module, and identify it with V'; this gives us an inclusion V C U.

Let dimp U = 2N, so that U possesses an F[Gal(Q/Q)]-stable Jordan-
Holder filtration of N stages, each of whose “successive quotients” is isomor-
phic, as F[Gal(Q/Q)]-module, to V. We must prove that N = 1.

Fix an embedding Q — Q,; use it to identify U = A,q[p](Q) with
A/q,[pl(Q,). Via this identification, U and its submodule V inherit filtra-
tions (as F[Gal(Q,/Q,)]-modules) from the filtration (8), made with n = 1:

0 Cc Ut c Ut c U,
0 c Vvt ¢ vt c W

Axiom I of §9 (coupled with Propositions 9 and 11) proves that U* = U* and
therefore that V* = V. Further, since U/U* = U/U* embeds in the module
Wp] of the previous §, and since, by Proposition 17, W{p] is of F-dimension
< 1, the codimension c of Ut in U is at most 1.

The inertia subgroup I of Gal(Q,/Q,) acts trivially on U/U* and as the
mod p cyclotomic character x on U'. Hence the semisimplification of U as
an I-module is the sum of ¢ copies of the trivial representation and 2N — ¢
copies of the 1-dimensional representation corresponding to x. Meanwhile,
this semisimplification is the sum of NV copies of the semisimplification of V.

Assume now that p is an odd prime. Then x is non-trivial, and we see
that either N = 1 or else U = U'. We will eliminate the latter possibility,
using the assumption that p is odd.

For this, we note first that the entire p-divisible group A4,(Q) ®r R, =
UA[pi](ﬁp) lies in the toric part A} of the p-divisible group of A. Indeed,
suppose that A[p?] lies in A,[p"]. Then, by Axiom I, to say that A[p?] is
contained in A}[p"] is to say that it is contained in Aj[p"]. If not, then
Alp‘] maps non-trivially to A,[p"]/Af[p"], which is unramified, whereas the
assumption U = U*' implies easily that A[p‘] has no unramified quotient.
(One uses the standard fact that A[p‘]/A[p*~!] maps injectively to a direct
sum of copies of U, cf. [20], II, §14.)

We then conclude by using an argument due to Serre (compare [24],
Chap. III §7). Let ' be the Q,-adic Tate module associated to A,(Q) ®r R,
and let A denote its h* exterior power where A is the dimension of I'. Let
A(—h) be the twist of A by the —hth power of the p-adic cyclotomic character
of Gal(Q/Q). Then A(—h) is unramified at p, so that Gal(Q/Q) acts on
A(—h) via a character of finite order. Hence the eigenvalues of Frobenius
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elements ¢, on A (where £ # p is any prime of good reduction for A) are
of the form £"{, where ¢ is a root of unity. These eigenvalues thus have
archimedean absolute values £*. However, the eigenvalues of ¢, on I'" all have
absolute values £1/2, which is a contradiction.

We now consider the case p = 2. Then, by Axiom III, the maximal
ideal p does not belong to the support of ®. Using this information, but
making no further use of the assumption p = 2, we shall establish that U*
has dimension < 1. Since its codimension is also bounded from above by 1,
we get that U has dimension at most 2, so that N =1 as desired.

Let X denote temporarily the character group Homfp (A}k, Gm) of the

maximal torus in the reduction of A. Then U* = Hom(X/pX, u,(Q,))-
Hence the F-dimension of U* is that of X'/pX. If ) is the analogue of X for
the reduction of the dual of A (so that ) and X are in fact isomorphic), then
the monodromy pairing of SGATI furnishes an exact sequence

0— Y — Hom(X,Z) — & — 0.

By considering the maps “multiplication by p” on the groups in this sequence,
and by using the Snake Lemma, we find a 4-term exact sequence

0 — ®[p] = W — Hom(X /pX,F,) — ®/p® — 0,

since W is canonically Y /pY. If we localize at p, the two terms involving ®
disappear, because of Axiom III. Hence, localizing and then performing the
operation “[p]” gives an isomorphism

Wip] = Hom(X /pX,F,).

In view of Proposition 17, the dimension of the right-hand side is < 1, as
claimed. O

11 Modular curves and Hecke operators

Let N be an integer prime to p, and let M = pN. Let X be the complete
modular curve X,(M),q, which is associated with the subgroup I',(M) of
PSL(2,Z). We will be working with this curve and its canonical model
over Z[1/N]. As we intimated in the Introduction, however, one could work
equally well with the curve X (V,p) attached to the subgroup I';(N) NT',(p)

of I',(pN). This subgroup is defined by matrices (Z Z) which satisfy the
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additional congruence a = d = 1 (mod N). These two cases could be treated
simultaneously by the introduction of a curve which lies between X (N, p)
and X in the natural covering X (N,p) — X.

As we recalled in our introductory comments, the curve X is furnished
with a standard Hecke correspondence T,, for each integer n > 1; the cor-
respondence Ty is frequently called U, when £ is a prime number divid-
ing pN. The correspondences T, induce endomorphisms of the Jacobian
Jo(pN) = Pic’(X) of X, which are again denoted T;,. (We use the conven-
tion which was explained in §3 of [30]. Thus, the endomorphism 7, is the
transpose of the endomorphism &,, which is defined in Chapter 7 of [41].) Let
w = w, be the Atkin-Lehner involution of X relative to the prime p, and
write again w for the involution of J,(pN) induced by this operator.

Also, recall [21] that there are two degeneracy maps

a=26,=206:X 33 X,(N).
These correspond respectively to the modular operations
(E7 Cn, Cp) = (E, CN)7 (E’ CN,CP) = (E/Cp’ (CN + Cp)/CP),

where Cx and C, denote cyclic subgroups of orders NV and p on an elliptic
curve E. These degeneracy maps induce maps a., B, : J,(pN) = J,(N) and
o, B* : Jo(N) 3 Jo,(pN). The maps o* and * each identify J,(N) with an
abelian subvariety of J,(pN).

Consider now the following three closely related commutative subrings of
End(J,(pN)):

- S = the subring generated by the T;, with n prime to p,
- T = T,n = the subring generated by the T, for all n,
- R = the ring generated by S and w.

We have T = S[T,] = S[U,] and R = S[w]. All three rings are finitely
generated as Z-modules, since End(J,(pN)) is of finite rank over Z.

We say that maximal ideals p C R and m C T are compatible if their in-
tersections with S coincide. By the “going-up” theorem of Cohen-Seidenberg,
there is always at least one maximal ideal m or p compatible with a given p
or m.

Next, let S be the “p-old quotient” of S, defined (for instance) as the
quotient of S cut out by J,(N), viewed as an abelian subvariety of J,(pN).
In other words, we identify J,(N) with its image in J,(p/N) under o*, and
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observe that this image is stable under T3, for all n prime to p. The subring of
End(J,(N)) generated by these T;, is then the quotient S of S. (Alternatively,
S may be defined as the image of S in R, where R is defined as in §9, cf. [30],
3.11.) Note that S is a subring of the Hecke algebra Ty, which is the subring
of End(J,(IV)) generated by all the Hecke operators T;, at level N. Thus Ty
is the ring generated by S and the Hecke operator 7}, at level N.

We call a maximal ideal m, of S strongly p-new, or simply strongly new,
if it is not the inverse image in S of a maximal ideal of S. Thus, “strongly
p-new” means “not p-old.” A maximal ideal m C T or p C R is defined to
be strongly (p-)new if its intersection with S is strongly new.

PROPOSITION 19 Let m be a maximal ideal of Tpy. Assume that py, is
an irreducible representation which is not modular of level N. Then m is
strongly p-new.

Proof. Let m, = mNS. Assume that m is not strongly p-new, so that m, is
the inverse image of a maximal ideal I of S. The residue field of I is then
the quotient S/m,, which is a subfield of T,5/m. Let J be a maximal ideal
of Ty lying over I, and consider the representation p;. For almost all prime
numbers r, we have

trace(pm (o)) = T, mod m, = trace(ps(o,)),
det(pm(o,)) = rmod m = det(ps(o,)),

the equalities holding in the common subfield S/m, of T,5/m and Ty/J.
(Here, o, is a Frobenius element for r in Gal(Q/Q).) By the Cebotarev
density theorem, the representations p, and py are isomorphic in the sense
that they both arise by base change from the same two-dimensional repre-
sentation of Gal(Q/Q) over S/m,. This contradicts the assumption that pp
is not modular of level N. O

PROPOSITION 20 Let m be a maximal ideal of T which is strongly p-new.
Then R acts on J,(pN)[m](Q) via a surjective homomorphism R — T /m.

Proof. The endomorphism T,,+w of J,(p/N) maps J,(pN) into the subvariety
a*(Jo(N)) of Jo(pN) (cf. [30], proof of Proposition 3.7). In particular, T} +w
maps Jo(pN)[m] into J,(N)NJ,(pN)[m,], where m, is the intersection SNm.
The group J,(N) N J,(pN)[m,] is killed by the image of m, in S, which
is the unit ideal of S by hypothesis. Hence J,(N) N J,(pN)[m,] = 0, so
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that T, = —w on Jo(pN)[m]. All generators of R now act on J,(pN)[m]
as elements of T, since T; € R acts as Ty € T, for £ # p. The result now
follows; in particular, the action of R on J,(pN)[m](Q) is given by a surjective
homomorphism because each generator of T /m is, up to sign, the image of
a generator of R. OJ

COROLLARY Assume that m is strongly p-new. Then we have

To(pN)m|(Q) € L (pN)[p](Q),

for some maximal ideal p of R which is compatible with m and whose residue
field is isomorphic to that of m. [

12 Admissible data coming from modular curves

We continue the discussion of §11, retaining the notation. In addition, we
let X,z[1/n) denote the canonical model of the modular curve X = X/q, as
in [10], [14], or [24]. Let O = Z,, and let X,» denote the base change of
X/Z[l/N] to O.

ProPOSITION 21 The model X0 is admissible, and the ring R is an admis-
sible subring of End(J,(pN)).

Proof. That X, is an admissible model follows from the discussion of Ex-
ample 1 of § 2. The scheme-theoretic definitions given in ([24], Chapter 2,
§5) of the correspondences defining the T, (for £ not dividing pN) and the
U; (for ¢ dividing N) show that these correspondences are determined by
diagrams
X)o
VAN
X0 X0

where the oblique arrows are morphisms of the type given in Proposition 6. It
follows from that Proposition that the correspondences T} (for £ not dividing
pN) and U, (for £ dividing N) are admissible. The map w,, in the other
hand, extends to an automorphism of X0, so its admissibility again follows
from Proposition 6. O

The scheme-theoretic definition of the correspondence U, (as in [24],
Chapter 2, §5) does not exhibit U, as an admissible correspondence. How-
ever, U, behaves as the negative of w on the representation spaces which
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interest us, cf. Proposition 20 and its corollary. Thus, U, is “morally” an
element of the ring R.

Now let p C R be a maximal ideal whose residue field F' is of characteristic
p. As we recalled in the Introduction (in discussing maximal ideals of T),
one can attach to p a two-dimensional semi-simple Galois representation

pp : Gal(Q/Q) — GL(2, F).

This representation is unramified at primes not dividing pN and enjoys the
following property: Let £ be a prime number not dividing pN, and let ¢, €
Gal(Q/Q) be a Frobenius element for the prime £. Then the characteristic
polynomial of p,(¢;) is X? — a, X + £, where a, is the image in F = R/p of
the Hecke operator T, € R. This representation visibly depends only on the
intersection p N S; it coincides with p, for any m C T which is compatible
with p.

We say that p is of absolutely irreducible type if the associated represen-
tation p, is absolutely irreducible. By working with a complex conjugation
in Gal(Q/Q), one sees when p > 2 that p, is absolutely irreducible if and
only if it is irreducible over F'.

PROPOSITION 22 Let p be a prime number and N an integer not divisible
by p. Let X,q, X/0, and R be as above. Let p be a maximal ideal in R
of residual characteristic p, which is strongly p-new of absolutely irreducible
type. Then {X,q,X 0, R,p} is globally admissible.

Proof. Since p is strongly p-new one sees immediately that Axiom I (in the
definition of “local admissible data,” §9) holds for {X,0, R,p}. Indeed, R
acts on H°(Z,Q') through its quotient R.

To establish Axiom II, we shall make use of “g-expansion principle” tech-
niques, very similar to those used in ([24], Chap. 2 §10). The work of Deligne-
Rapoport [10] implies that X is as depicted on page 177 of [20]. In particu-
lar, two components of X 3 are copies of the modular curve X,(N); we shall
refer to these below as the “good components.” The remaining components, if
any, are projective lines arising from supersingular points of X,(N) z (which
are represented by elliptic curves plus subgroups of order N) with “extra
automorphisms.” We refer to these components as the “possible P1’s.”

To prove Axiom II, we must bound the dimension of the F-vector space
H°(Xk,2)[p]. Let k' be a subfield of k. A Rosenlicht differential w in the
k' ® F-module H°(X /s, 2)[p] is uniquely determined by its restriction to the
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good component containing the cusp co. Indeed, the restriction of w to the
good component containing oo determines it on the other good component
as well (the action of w, permutes the two good components and takes w to
w times the image of w, in F'). Further, its restriction to the “possible P!’s”
is also determined since we know its residues by virtue of the fact that w is
a Rosenlicht differential. Thus w is entirely determined by its g-expansion at
the cusp oo, since it is standard that this g-expansion determines w on the
good component containing co.

Let F' be a finite field extension of F', and suppose that we are given
a Rosenlicht differential w on X, with the property that when viewed as
Rosenlicht differential over F”, it is an eigenvector for the operators in R.
Say that ), is the eigenvalue of T, acting on w (for each integer n prime
to p) and that —X, = +1 is the eigenvalue of w, acting on w. We need to
show that w is determined by its eigenvalues up to multiplication by a scalar
in F'. (Cf. Propositions 9.2 and 9.3 of [20], Chapter II.)

Consider the g-expansion f = aiq' + azq® + ... of w. We will show
that all a,, are determined by a, and the A’s. A familiar argument (cf. [24]
Chap. 2 §10) proves that the coefficients a,, for n prime to p are determined
by a;. Indeed, since the coefficient of ¢ in the expansion of w|T, is a,, we
have a,, = A,a; for each n prime to p. To control the coefficients a,, with n
divisible by p, we shall establish the complementary formula a,, = A,a, for
n > 1.

Consider the Cartier operator C ([34], §10) on the space H°(X,(N) z, Q).
(Compare the discussion in [24] Chap. 2 §10.) Think of X,(/N) as the good
component contalning oo, and write simply w for the restriction of w to this
component. Let ¢ denote the Frobenius automorphism of k. The differential
0(Cw) has g-expansion Y a,,q™, and it will suffice to show that o(Cw) is the

negative of the restriction to X,(IV) of wyw.

At each supersingular point s of X,(V) 5, the residue of w,w is — resyp w,
since w, permutes the two good components and induces the Frobenius map
(?) (an involution) on the set of singular points of X /k- On the other hand,
we have the formula

o(ress(Cw)) = resgp 0(Cw),

cf. (10). The left-hand side of this equation, however, represents the residue
at s of w, in view of equation (33) of [34]. [The exponent (P was incorrectly
placed on the left-hand side of this latter equation in the initial printing of
[34]. The equation was reprinted correctly, with the exponent on the right-
hand side, in Serre’s Buvres.] Hence wyw + 0(Cw) is a differential of the first
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kind on X,(N);z. However, it is clear that this differential is annihilated
by the intersection m, of m and the subring S of R. By the definition of
“strongly p-new,” we see that w,w + o(Cw) = 0.

We now come to Axiom III. This follows from Theorem 2 of [31], which
proves that the component group ® is “Eisenstein.” Indeed, if the mod p
Galois representation associated with a prime p is irreducible, p cannot in-
tervene in the support of a module which is Eisenstein (cf. [30], Th. 5.2¢). (It
is perhaps worth pointing out that no information about the residue charac-
teristic of p is used.)

We have therefore established that {X,0, R,p} is locally admissible. To
see that {X,q, X0, R,p} constitutes global admissible data we need only
check condition (b) of §10. This follows from the argument in the proof
of Proposition 14.2 of [20]. To give the bearest hint: the Eichler-Shimura
relations, and the Cebotarev Density Theorem guarantee that the charac-
teristic polynomials of the action of elements of Gal(Q/Q) on the F-vector
space Jo(pN),qQ[p] are the same as on a direct sum of a number of copies of V.
The Brauer-Nesbitt theorem then provides the existence of an F[Gal(Q/Q)]-
Jordan-Hélder filtration whose successive quotients are isomorphic to V. [Al-
ternatively, we could now apply the main theorem of [6], which guarantees
that J,(pN),qlp] is a direct sum of copies of V.] O

We now can prove the Main Theorem which appears in the Introduction.
We repeat it here as

THEOREM 1 Let p be a prime number and N an integer not divisible by
p. Let m be a maximal ideal in T,y of residue characteristic p, which is
of absolutely irreducible type and such that p., is not modular of level N.
Then J,(pN)(Q)[m] is a vector space of dimension two over Tpx/m, and the
representation py is equivalent to the natural representation of Gal(Q/Q)

on J,(pN)(Q)[m].

Proof. Let p be chosen as in the Corollary to Proposition 20. By that
Corollary, it suffices to prove that J,(pN)(Q)[p] is of dimension two. This
result follows from Proposition 18, in view of Propositions 21, 19, and 22. O

13 Higher multiplicities

In this §, we construct kernels J,(M)[m] with multiplicities py, > 1. In our

examples, M is divisible by p®, and the representation py, is modular of level
M/p?.
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Let p be a prime number, and let N be a positive integer prime to p.
For each v, let a, : X,(p**'N) — X,(p*N) be the degeneracy covering
with the modular interpretation (E,C) — (FE,C[p*N]), where C denotes
a cyclic subgroup of order p**!N in an elliptic curve E. Let 3, be the
“other” degeneracy covering X,(p**'N) — X,(p”N); it has the modular
interpretation (E,C) — (E/C[p],C/C|p]). The degeneracy coverings «,, 3,
have degree p if v > 1, and degree p+ 1 when » = 0. (In §11, we introduced
the degeneracy coverings a = g and 8 = (y.) They induce maps

Cyus Buw : Jo(PHIN) 3 Jo(p"N), o, By Jo(P'N) 3 Jo(p"*'N)

via the two functorialities of the Jacobian. Since neither covering «,, 8,
factors through a non-trivial unramified abelian covering Z — X,(p*N), the
maps «, and B are injective. Correspondingly, their duals o,. and 3,, are
surjective, with connected kernels.

Let o), and B, denote the transposes of o, and (,, viewed as correspon-
dences. (We regard o/, and 3, as generalized maps X,(p*N) ~ X,(p**'N).)
We have the formulas o), = o, and B, = B;. The Hecke correspondence
T, on X,(p”N) is defined as the composition «, o 3,. Accordingly, we have
the formula T, = B, o ], for the transpose of T,. One may check that this
Hecke correspondence has the familiar modular description

(E,C)+— %:(E/D,(C @ D)/D),

in which the sum runs over subgroups of E having order p whose intersection
with C is trivial. From this description, we obtain for » > 1 the formulas

a,oT, =T, o, BooT,=p-ay.

The Hecke operator T, on the left-hand side of each equation is a self corre-
spondence of X,(p*+t'N), whereas the T, on the right-hand side of the first
equation is a self-correspondence of X,(p¥N). Finally, consider the Hecke op-
erator 7, and the Atkin-Lehner involution w, on the modular curve X,(pN).
As we recalled above in our proof of Proposition 20, the sum T}, + w, is the
correspondence ) o oy of degree p + 1 (cf. [30], Prop. 3.7).

Fix v > 1. For each n > 1, write, as usual, T}, for the n'® Hecke operator
on J,(p*N), i.e., the pullback to J,(p*N) = Pic’(X,(p*N)) of the Hecke
correspondence T;, on X,(p”N). Similarly, write w, for the involution of
Jo(p” N) induced by the Atkin-Lehner involution of X,(p*N). Also, write T,/
for the “dual” of Ty, i.e., the pullback of T), to J,(p*N).
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Take v = 1, and let m C Tpx be a maximal ideal of residue characteristic
p for which the associated representation p, of Gal(Q/Q) is: (1) absolutely
irreducible and, (2) not modular of level N = M/p. Let V = J,(pN)[m],
which is a priori a successive extension of some number p, > 1 of copies of
Pm. Our main theorem states that the multiplicity py, of pr in V' is 1; however,
we shall not make use of this fact. Since py, is not modular of level N, we have
04 (V) = Bo,(V) = 0. Because of the formula T, + w, = aj o By,, w, is the
scalar —T}, on V. Similarly, w, = =T, on V. We deduce, first, that T, = +1
on V, and secondly that T)) =T, on V. Therefore, 7,7, =TT, =1on V.

Let v : J,(pN)? — J,(p®2N) be the composition of the product o} x 3;
and the “sum” map on J,(p?N). Thus, symbolically,

v(z,y) = oi(z) + B (y)-
LEMMA 4 The map 35 o : J,(pN)? — J,(p>N) induces an injection

V xV < J,(p*N).

Proof. Let § : J,(p?N) — J,(pN)? be the map given by the symbolic for-
mula ¢t — (a1.(%),51,(¢)). The composition § o v is the endomorphism of
Jo(pN)? represented by the matrix (7{)\, 7;;”) (or its transpose, depending
on conventions). The restriction of this composition to V' x V is thus the

+1 :%1) of V x V. Accordingly, the restriction of v to

V x V is injective. The lemma now follows, since 33 : J,(p®?N) — J,(p®N) is
injective. []

automorphism (

The Hecke ring Tpnx acts on V' via a tautological character T,y — k,
where k is the residue field of m. For each n > 1, let a, be the image
of T,, under this character, i.e., T, mod m. Let W denote the image of
V x V in J,(p?N) under B; o y. For all n > 1 with (n,p) = 1, the Hecke
operator T;, € T,sn acts on W by the homothety a,. In view of the formula
T,0085 = pai, and the fact that p = 0 on W, we see that T,, = 0 on W for all n
divisible by p. Thus the action of T3y on W is given by the homomorphism
¢ : Tpsy — k which is determined by:

_ [a, for (n,p) =1,
o(Tn) = { 0 for n divisible by p.

This homomorphism is in fact surjective, since a, = +1.
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Let M be the kernel of ¢. Then ¢ identifies the residue field of M with the
residue field k of m. Moreover, the k-representations p, and paq of Gal(Q/Q)
are isomorphic, by the Cebotarev Density Theorem. Now W C J,(p*N)[M],
and the dimension of W over k = Tpsn/M is 2pum. Hence the multiplicity
pa of pag in J,(pPN)[M] satisfies pag > 2pm.

Summing up, we get

THEOREM 2 Let N be a positive integer prime to p, and let m C T,n be
an ideal of residue characteristic p. Assume that the representation py is
absolutely irreducible and that py, is not modular of level N. Then there is
a homomorphism Tpsy — Tpn/m taking T,, € Tpay to T, mod m for all n
prime to p. If M is the kernel of this homomorphism, then py, has multiplicity
greater than 1 in the kernel J,(p® N)[M]. More precisely, the representations
pm and py are canonically isomorphic, and J,(p* N)[M] contains a product
of two copies of py.

To make a concrete example of a maximal ideal m as in the Theorem, take
p =11 and N = 1. The ring T;; is isomorphic to Z, and there is a unique
ideal m = (11) of residue characteristic p. The associated representation py
is the two-dimensional representation J,(11)[11] of Gal(Q/Q) over F;;. This
representation is known to be absolutely irreducible; indeed, the associated
map Gal(Q/Q) — Aut(J,(11)[11]) is surjective [40].
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General abstract

This book originates from K. Ribet’s paper “On modular representations of
Gal(Q/Q) arising from modular forms” (Invent. Math. 100, 1989), proving in
particular that the Taniyama—Weil conjecture implies the Fermat conjecture.
The first three papers are issued from conferences at a Seminar on that paper
held in Orsay in 1987-88 and organised by G. Henniart and K. Ribet. The
other four papers give new original results and generalisations on topics related
to Ribet’s paper. Altogether they give an overview of the present knowledge
on the arithmetics of modular curves and Shimura curves.

More specifically the first two papers by Raynaud and Illusie describe the
reduction mod p of the Néron model of the Jacobian Jo(N) of the modular
curve Xo(N), at a prime p dividing exactly N (meaning p|N, but p?{N;
they give all necessary previsions concerning the Hecke and Galois actions
on this reduction. The third paper, by Boutot and Carayol is a detailed
exposition with complete proofs of Drinfeld’s method for obtaining the p-adic
uniformisation of Shimura curves (a result due originally to Cerednik). Such
Shimura curves are used in a crucial way in Ribet’s paper but are equally
important in other aspects of number theory.

The last four papers deal only with modular curves. Edixhoven’s paper
proves that the Hecke action on the group of components of the Néron model
at p of Jo(IV) is of Eisenstein type, for p a prime dividing IV, thereby generating
results of Mazur and Ribet. Ling and Oesterlé’s article deals with a related
finite subgroup of Jo(V), the Shimura subgroup, together with its Hecke and
Galois action. Diamond’s paper investigates the process (used by Ribet in
weight 2) of raising the level of a modular form in weight & > 2. Finally
Mazur and Ribet show that multiplicity one theorem mod p used by Ribet to
complete his proof can be extended somewhat to level pM where p is prime
to M, but not to the general situation. The introduction to the volume gives
more details on the connection between the different papers and helps the
reader get the global picture.

S.M.F.
Astérisque 196-197  (1991) 257





