
Astérisque

L. L. AVRAMOV

Y. FÉLIX
Espaces de Golod

Astérisque, tome 191 (1990), p. 29-34
<http://www.numdam.org/item?id=AST_1990__191__29_0>

© Société mathématique de France, 1990, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la collection « Astérisque » (http://smf4.emath.fr/
Publications/Asterisque/) implique l’accord avec les conditions générales d’uti-
lisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou
impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie
ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=AST_1990__191__29_0
http://smf4.emath.fr/Publications/Asterisque/
http://smf4.emath.fr/Publications/Asterisque/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


Espaces de Golod 
L.L. Avramov* et Y. Félix** 

Un c.w. complexe fini 1-connexe X est appelé un espace de Golod si pour un certain n le 
revêtement n-connexe Xn de X a le type d'homotopie rationnelle d'un bouquet de sphères. La 
terminologie provient de l'analogie algèbre locale-homotopie rationnelle ([2]) : la notion 
constitue en fait la transposition en topologie de celle d'anneau de Golod généralisé, introduite 
dans [1]. Les espaces de Golod X jouissent de nombreuses propriétés : 
- l'algèbre H.(QX,<Q) est cohérente (résulte de [5, Théorème 3]); 
- tout H*(QX,(Q)-module, qui admet une résolution finie par des H*(QX,(Q)-modules libres, 

N-1/2 
en possède une de longueur 1 + X rang^ (TC2i+l(X)) (résulte de [5, Théorème 2]); 

i=l 
- la série de Poincaré Pox(t) est rationnelle [3, Corollaire (4.2)]. 
Pour tout espace vectoriel gradué de type fini V on désigne par IVI(t) la série formelle 
I* dimCVOft et pour tout c.w. complexe de type fini Y on pose PY(0 = IH*(Y,Q)l(t). 

Le but du présent texte est la démonstration de la propriété suivante des fibrations à base 
un espace de Golod, qui généralise la dernière propriété énoncée ci-dessus. 

P 

THEOREME. Soit F —» E —» B une fibration, avec E un c.w. complexe fini \-connexe. 
Supposons que B soit un espace de Golod alors la série de Poincaré de F est rationnelle. 

Plus précisément, il existe un polynôme Denfi(t) à coefficients entiers, tel que Denfi(t) 
PFO) soit un polynôme pour tout E. En plus, Dene(t) peut être calculé à partir de légalité 

PflB(t) = [ n ( l + t ^ - l ^ ^ i ^ / D e n g ^ 
2<2i<n 

où n est tel que le revêtement n-connexe B' deB a le type d'homotopie rationnel d'un bouquet 
de sphères. 

* Recherche financée en partie par le Contrat № 884/88 avec le Ministère de la Culture, la 
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Exemples : Une première famille d'espaces de Golod est fournie par les espaces formels 
de dimension finie dont la cohomologie est une algèbre graduée de Golod généralisée. Parmi 
ceux-ci on trouve tous les squelettes finis de produits d'espaces d'Eilenberg-MacLane, cf. [6]. 

Une seconde famille est fournie par les algèbres de Lie graduées de dimension finie, L. 
On note L <V> (respectivement L <{xi)i€i>) l'algèbre de Lie libre sur un espace vectoriel 
gradué V (respectivement sur un ensemble de générateurs {xi}iei). A une présentation L = L 
<{xi}iel>/({yj}jej) on associe l'application 

VjejS1^2 A VieiS,xi,+1 

qui envoie la classe fondamentale de S1^^2 sur le produit de Whitehead des classes 
fondamentales des s'xi'+1 correspondant à y y Notant par X la cofibre de g, on a par 
[4, Théorème 2] la suite exacte d'algèbres de Lie 

0 —» L <V> -» rc.(QX) ® Q -> L ->0 

qui montre bien que X est de Golod. 
La démonstration repose sur les deux propositions suivantes extraites de [3]. Pour rester 

self-contained nous en donnerons une démonstration. 

PROPOSITION 1 [3, Théorème (4.1)]. Soit F —» E —» B une fibration avec 7C*(B) ® Q et 
H*(E;Q) de dimension finie, alors 
(1) H*(F;Q) est un H*(GB\Q)-module noethérien. 

(2) La série de Poincaré de F est une fonction rationnelle de la forme 

p(t) / n (i-t2i)rank7l2i+l(B) , où p(t) est un polynôme. 
i>l 

PROPOSITION 2 [3, §4, Lemme 3]. Soit Y, une algèbre de Lie graduée connexe de dimension 

finie sur un corps et V un UL-module gradué de type fini (V = 0 Vp), alors la série de Hilbert 
p>0 

deV 
IVI(t) = S dim Vntn 

n̂O 

est une fonction rationnelle de la forme p(t) / Il (l-t2i)^m L2i , où p(t) est un 
i>l 

polynôme. 
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Démonstration proposition 1 : (1) La suite spectrale de Serre de la fibration QB —» F —» E 
est une suite spectrale de H*(£2B,Q)-modules. Le terme 2E = H*,(QB) ® H*(E) est un 
module noethérien. Il en est de même de chaque PE. Comme H*(E) est de dimension finie, PE 
= °°E pour p assez grand. D en résulte que H*(F,(Q) est un module de type fini. (2) résulte de 
la proposition 2. • 

Démonstration proposition 2 : elle calque de près la démonstration classique de Hilbert de 
la rationalité de IVI(t) lorsque V est un module gradué de type fini sur un anneau commutatif de 
polynômes. 

Nous travaillons par récurrence sur dim L. Si dim L = 0, V est de dimension finie et le 
résultat s'en déduit. Supposons le résultat vrai pour les algèbres de Lie de dimension p et soit L 
une algèbre de Lie graduée de dimension p + 1 et V un UL-module de type fini. Le générateur 
x de degré maximal est donc dans le centre et on a une suite exacte de L-modules gradués 

(*) o - > K - > v i v - > c - > o . 

(1) Si x est de degré impair, on pose K' = xV. Par Poincaré-Birkhoff-Witt, K' est un L-
module contenu dans K, donc un L/(x) module lui aussi. L'hypothèse de récurrence appliquée 
à la suite exacte 

0 - > K - > V - > K ' - » 0 

montre que IVI(t) = IKI(t) + r,xl IK'l(t) est rationnel de la forme souhaitée. 

(2) Si x est de degré pair, la suite exacte (*) donne l'égalité 

(l-t,xl) IVI(t) = ICI(t) - t'x'lKI(t). 

Comme xK = 0 et xC = 0, K et C sont en fait des modules de type fini sur L/(x), et on conclut 
par l'hypothèse de récurrence. • 
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Démonstration du théorème : Comme B est un espace de Golod, nous avons un 
diagramme commutatif de fibrations, avec TC*(B") ® Q < oo où B* désigne le recouvrement 
n-connexe de B : 

F — F 
*l i 

E* -* E »̂ B" 
i 4Q | 
B* —» B -» B". 

p 

Par la proposition 1, H*(E',Q) et H*(B';Q) ont des séries de Poincaré rationnelles de 
dénominateur q(t)= Il (i-t2iJ»**2i*l(B). Le morphismc de fibrations 

3£2i+l£n 

F -> E' 
l i 
E — E 

q J, iv 
в -> В" 

P 

induit un diagramme commutatif 

v 
QBxF F 

Clp x r ^ l T 
OB"xE' -> E' v' 

où v et v' désignent respectivement les opérations d'holonomie de l'espace des lacets de la base 
sur la fibre dans les deux fibrations. Il en résulte que I = Im H*(r,Q) est un sous H*(QB";dé­
module de H*(E';Q). Il est donc de type fini. 11 l(t) est donc, par la proposition 2, une fraction 
rationnelle de dénominateur q(t). 

Revenons à la fibration F —» E' —> B'. Par [3, Proposition (8.1)] elle détermine une suite 
spectrale 

2Ep>q=Toi«*<nB''C>(Q,H.(F;(Q))q => Hp̂ CE.Q). 
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Comme B' a le type d'homotopie rationnelle d'un bouquet de sphères, H*(QB',(Q) est l'algèbre 
associative libre sur la désuspension s-1 H*(B',<Q) de l'homologie réduite de B. Donc pour 
calculer le terme 2E de la suite spectrale, on peut utiliser la résolution bien connue de 
<Q = H.(ŒB*,Q)/H*(QB',<Q), en tant que H.(QB',Ç)-module à droite. 

di 
0 -» s-1 H*(B',Q) ® H*(QB',Q) -> H*(QB',Q) 

Ceci donne la suite exacte d'espaces vectoriels gradués 
91 

0 -> °°Ei,* -» s"1 H.(B',(Q) ® H*(F,Q) -» H*(F,<Q) -» °°E0,. -» 0 

et les égalités °°EPJ* = 0 pour p * 0,1. En d'autres termes, on a le triangle exact d'espaces 
vectoriels gradués 

H*(r,Q) 
H*(F,<Q) H.(E',<Q) 

3l ô 

s-l H.(B',Q) ® H*(F,Q), 

où 5 est un homomorphisme de degré -1. 
Un simple jeu sur les séries de Poincaré donne alors 

(**) pF(t) = 
(i+t-i) 11 ко - t-i pE-(t> 

1 -t-i(PB-(0-l) 

Comme 11 l(t), PE'(t), et PB'W sont toutes des fonctions rationnelles de dénominateur q(t), on 
trouve bien Pp(.t) sous la forme p(t)/DenB(t), avec p(t) un polynôme à coefficients entiers, et 
DenB(t) = q(t) (1-rl (PB<0-1) ) e Z[t]. 

Reste à calculer PfiB(t). Dans ce cas la suite exacte d'homotopie rationnelle de la fibration 
QB' —» QB=F —» E'=QB" a un connectant nul, puisque B' est rationnellement un bouquet 
de sphères. 

Ceci implique la surjectivité de H*(r,<Q). La formule (**) devient 

PQB(0 = 
POB"(0 

1 -t-i(PB(t)-D 
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Comme PnB«(t) = n (i+t2i-l)nink TC2Ì(B) / q(t) par p0incaré-Birkhoff-Witt, on a bien la 
2<2i<n 

formule voulue. • 
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