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HOMOLOGIE DE HOCHSCHILD ET HOMOLOGIE
CYCLIQUE DES ALGEBRES DIFFERENTIELLES
GRADUEES

Micheline Vigué-Poirrier *

La notion d’homologie de Hochschild pour une algébre associative A sur un anneau commutatif
unitaire & est bien connue, [Mc]. Elle est notée H H,(A) et définie par HH,(A) = Tor*®4” (4, A)
ou A°? est ’algebre opposée de A .

Cette notion a été étendue a la catégorie des algebres associatives différentielles graduées sur

un anneau commutatif k¥ (notée k-ADG) par plusieurs auteurs, [B1],[G].

La notion d’homologie cyclique, notée HC.(-) , est apparue plus récemment ; on trouvera un

exposé complet dans [LQ)] pour le cas des algébres ; et pour la catégorie k-ADG dans [B1] ou [G].

Ce papier contient une généralisation & la catégorie k-ADG (ou k est un corps quelconque) du
résultat de Loday-Quillen du calcul explicite de I'homologie de Hochschild et de ’homologie cyclique
pour une algebre tensorielle. Nous fournissons un algorithme de calcul précis de ’homologie de
Hochschild et de I’homologie cyclique pour une algébre différentielle graduée libre. Le résultat

général s’énonce ainsi :

Théorémes 1.5 et 2.4 Soit (A,d) = (T(V),d) une algébre différentielle graduée libre sur un

corps commutatif k . Alors, on a des isomorphismes d’espaces vectoriels gradués :

(1) HH.(A,d) = H(AD(AQ®V),8) ot Vo =Vy, bja=d, 6(a®?) =da® v — S(a,dv) +
(=1)lel+Pl(an — (—1)18l1vlpa) et S est Uapplication k-linéaire :

r—1
S(a,vy - -vp) = (—-1)"zl Z(—l)"vﬂ.l e pavy Vi @ T
=1

+ (—l)lalavl U1 @ Tp .

(2) HC.(A,d) = Hy (k[u] @ (A® A®V),D) ot |[u| = 2 ,D = 0 sur k[u] ,D = § sur
A (ku]®(ARV)) et

Du™Q@uvy--vp) =u"@d(v1---vp) +u" ' @ w1+ vp_1 @ Dy
p—1
+ Z(—l)“ivi_‘.] <t VUpVUy - - Vi Q 'l_),']
i=1
stin>1,p>1.

La motivation d’un tel travail est double : d’une part, il est facile de montrer que si (4, d) est
une ADG quelconque, alors il existe une ADG libre (T((V),d) et un morphisme p : (T(V),d) —
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VIGUE-POIRRIER

(A, d) qui induit un isomorphisme en homologie, et, par un résultat classique, [B1], les ADG (4, d)
et (T'(V), d) ont des homologies de Hochschild et cycliques isomorphes; le calcul, dans le cas général,
se ramene donc, au calcul pour les ADG libres. D’autre part, en topologie algébrique, le calcul
de I'homologie (resp. I’homologie équivariante)de ’espace des lacets libres sur un espace donné
X se raméne a un calcul d’homologie de Hochschild (resp. cyclique) d’invariants topologiques
liés a X, [BF],[G], [J]. Enfin, la théorie de Morse permet de montrer des résultats concernant la
géométrie d’une variété riemannienne & partir uniquement de I’étude de la cohomologie de ’espace
des lacets libres sur cette variété. Ceci explique notre recherche d’un “modeéle” permettant de
calculer 'homologie de ’espace des lacets libres sur un corps k¥ quelconque. En caractéristique
0 , le probléme a été complétement résolu dans [SV], en travaillant dans la catégorie des algebres
commutatives différentielles graduées. En caractéristique p non nulle, il est possible, dans certains

cas, de travailler encore dans la catégorie des algébres commutatives graduées, [HV].

Le plan de D’article est le suivant : Dans le § .1, nous donnons quelques rappels d’algebre
différentielle homologique, et nous définissons un complexe dont I’homologie calcule I’homologie de
Hochschild. Dans le § .2, nous définissons sur le complexe précédent un opérateur B8 de degré +1;
le complexe mixte ainsi obtenu permet de calculer I’homologie cyclique, cf. [K]. Dans le § .3, nous
donnons une méthode de calcul de I’homologie (resp. de ’homologie équivariante) de I’espace des
lacets libres sur un espace X , & valeurs dans un corps commutatif k¥ , & partir de la donnée de
Palgébre C.(2X, k) des chaines sur ’espace des lacets QX ou de I’algébre des cochaines C*(X, k) .
Si X est un espace simplement connexe de L-S catégorie 1 , alors on a une formule explicite pour
I’homologie (resp. I’homologie équivariante) de I’espace des lacets libres sur X . Elles coincident
avec celles données par Hsiang et Staffeldt [HS], et Burghelea [B1] pour X une suspension et k
un corps de caractéristique 0. Cette formule figure aussi dans [CC]. Pour les sphéres, un calcul
analogue se trouve dans [H]. Notre modéle permet de calculer explicitement ’homologie de ’espace
des lacets libres sur X = CP? .

Un probléme reste ouvert. Peut-on montrer, en utilisant le modéle du § .3, la célebre conjec-

ture :

Conjecture : Soit X un espace simplement connexe tel que H*(X, k) soit de dimension finie

(k corps quelconque).

Alors, la suite des nombres de Betti de I’homologie de I’espace des lacets libres a valeurs dans
k n’est pas bornée si et seulement si H*(X, k) ne peut pas étre engendrée par un seul élément en

tant qu’algébre commutative graduée.
qu alg &

Cette conjecture a été completement résolue en caractéristique 0 , [SV]. En caractéristique

p # 0, elle a été résolue dans certains cas, voir [HV].
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HOMOLOGIE DE HOCHSCHILD & HOMOLOGIE CYCLIQUE

§.1. Homologie de Hochschild d’une algébre différentielle graduée libre

Les définitions de base en algebre homologique différentielle se trouvent, par exemple, dans

[HMS],[FHT1].

Tous les espaces vectoriels sont définis sur un corps commutatif k et sont Z-gradués, avec la
convention que M" = M_,, si ®,M™" est un k-espace vectoriel gradué. La valeur absolue du degré

d’un élément z est notée |z| .

On dit que (A, d) est une k-algébre différentielle graduée (en abrégé ADG), si A = @peczin
est un k-espace vectoriel gradué, muni d’une structure d’algébre associative unitaire sur k telle que
An-Ap C Apgm . Deplus, d est une dérivation de k-algebre de degré 1 vérifiant d2 = 0 . Dans la
suite, on considérera uniquement, ou bien des algébres différentielles graduées A, avec A, = 0 pour
n < 0 et d de degré —1 , ou bien des algebres différentielles graduées A* avec A™ =0 pourn < 0 et
d de degré +1 . Une ADG de ce dernier type sera étudiée comme une ADG (A_., d_,) uniquement
graduée en degrés négatifs et munie d’une différentielle de degré —1 . Si V = @pezV, est un
k-espace vectoriel gradué, on note T(V) l'algébre associative libre construite sur V' . Si (4, d) est
une ADQG, on définit ’ADG (A°P,d°?) par A°? ~ A, a°?-b°? = (—1)laI'bl(ba)°P, d°P(a°P) = (da)°P .

L’application Fy : (A ® A°?) ® A — A définie par F,(a ® 8°P,7) = (=)o yB munit A
d’une structure de (A ® A°?)-module différentiel gradué & gauche.

L’application Fy : A ® (A ® A°?) — A définie par Fy(v,a ® §°P) =
(—=1)1All+17") By munit A d’une structure de (A ® A°P)-module différentiel gradué a droite.

Définition 1.1 [B1],[G]. Soit (A, ds) une algébre différentielle graduée telle que, ou bien
A, =0 pour tout n < 0, ou bien A, =0 pour tout n > 0 et A, = k , alors on définit ’homologie
de Hochschild de (A,,d,) , notée HH,(A,,d,) par HH,(A,,d,) = Tor2®4°7 (4, A) .

Définition 1.1.” Soit (A*,d*) une algébre différentielle graduée telle que A° = k ,A* =
@Bn>0A"™ , et d* de degré +1 , on définit ’homologie de Hochschild HH*(A*,d*) par

HH*(A*,d*) = HH_,(A_.,d_.) .

La définition du foncteur Tor dans la catégorie différentielle se trouve, par exemple, dans

[FHT1] et ne sera pas rappelée.

Si (A, d) est une algebre différentielle graduée vérifiant les hypothéses de la définition 1.1, on
a alors HH,(A,d) = H,(A ® agae» P) ol P — A est une résolution quelconque semi-libre de A
par des (A ® A°?)-modules différentiels gradués a gauche. Rappelons que si R est une algébre
différentielle graduée, un R-module est dit libre si c’est un Rg4-module libre sur une base de cycles
(o Ry est l'algebre graduée sous-jacente a R), et un R-module P est dit semi-libre s’il est une

réunion croissante de sous-modules 0 = P_; C Py C - - - tel que chaque P;/P;_; soit libre.
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Dans le cas particulier ot A = T(V') , avec V gradué en degré 0 et d = 0 , rappelons le résultat
de Loday-Quillen (lemme 5.1), on a une suite exacte de (A ® A°?)-modules: 0 - AQV ® A LA
ARADB A—-Ooum(a®a')=ad ,V(a®@v®a')=av®a' —a®va , ce qui leur permet de

calculer facilement I’homologie de Hochschild et ’homologie cyclique de T'(V) .

Nous supposons maintenant que (A4, d) = (T(V'), d) est une ADG libre vérifiant les hypotheses
de la définition 1.1. Nous utilisons une version graduée de la résolution de [L-Q] pour construire

une résolution semi-libre de A par des (A ® A°?)-modules différentiels gradués.

Il est immédiat de vérifier que, si W = @, W, est un k-espace vectoriel gradué, alors AQW® A
est un (A ® A°?)-module différentiel gradué a gauche, si on pose (@ ® ) - (a @ w ® @') =
(—1)lBllal+lwl+la g @ w ® a'B , pour o, B,a,a' € A, w €W .Ona: aQuw®a' = (=Dl l»l(g @
a?)-(1Qew®l).

Soit A = T(V) une algebre tensorielle graduée, posons V = @V, ou V;, = V,,_; . On définit
m:A®A— Aparm(a®a')=aad' ,6:A—> A@Apare(a) =a®1,0' : AQVR®A - AQA
par (a®7®a') = (-1)*l(av ®a’' —a@va')et s: AQA —» AQV ® A par s(a @ vy ---vp) =

f;ll(—l)l+z;:=-'+l lu"lavl---vi_l QUi®@Vig1-Vp—avy--Vp_1QT,®1 ,sia €A, v - v, €
T?(V),et s=0sur AQk .

U m

Lemme 1.2 Soit le diagramme suivant : AQV Q@A — AR A . A oub,s,m,e ont
s

€té définis ci-dessus. Alors
1)me =1dy ,b's + em = Idsga ,sb' = Idsgvea
2) La suite 0 - AQV®A LN A®A B A — 0 est une résolution de A par des (A® A°P)-modules

gradués.

m Il est facile de vérifier que ¥, m, ¢, s sont des morphismes de (A ® A°?P)-modules gradués. De
plus, 1) se montre immédiatement et prouve que (&,s) est une homotopie entre Id et 0 , ce qui

donne 2). |

Soit maintenant (A4,d) = (T(V), d) une ADG libre; nous allons définir une différentielle d; sur
AQV ® A qui fasse de (A® V ® A,d;) un (A ® A°?)-module différentiel gradué et qui fasse de ¥’

un morphisme de modules différentiels gradués.

Sia,a’ € A, 5 €V ,ona: a®v®a' = (-1)""l(a®a'?). (1®5®1). I suffit donc de
définir d;(1 ® ¥ ® 1) et de I’étendre par :

(-D)l'Plg(a®@5®a)=da®a?) - 150 1)+ (-1)Hl(a@d?) - di(1®5®1).

Onadf(1®9®1)=dv®1-1Qv)=dv®1—-1Qdv, mais 1®5Q®1 = —s(1 ®v) , donc
d'(1 @5 ®1) = —db's(1®v) . D’aprés le lemme 1.2, d0'(1®7® 1) = —d(1 @ v) + dem(1 Q v) =
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—1@dv+em(1@dv) = ¥ (—s(1®dv)) . Posons d;(195®1) = —s(1®dv) , soit d;s(1®v) = s(1®dv) .

(*) di(a®5®d)=da®v®a +(-1)*Hla® s @ da' + (—1)leHe I+ 54 @ (dv)a’) .

Lemme 1.3 (1) La formule (*) définit une différentielle d; sur AQV ® A qui en fait un
(A ® A°P)-module différentiel.

(2) On a b'dy = db' et sd = dys ou d désigne la différentielle produit sur AQ A .
m (1) est vrai par construction et (2) est vérifié sur k® V ® k , donc partout. |

Posons P, = (AQ A)n ®(AQV ®A)n , P = ®,Pn , Djaga = d , D(€) = d1(£) + (—1)K1¥(¢)
siE€AQV ® A. On définit & : (P,D) » (A,d)par ®=msur AQA,2=0sur AQV®A.

Théoréme 1.4 Soit (A,d) = (T(V),d) une ADG libre, et soit & : (P,D) — (A,d) défini
ci-dessus, alors ((P,D),®) est une résolution semi-libre de (A,d) par des (A @ A°P)-modules
différentiels gradués.

B D est un morphisme de (A ® A°?)-modules puisque d;, b ,etdlesont. SiE€ AQV®A,on

a -
D(D(8)) = D(d1(€) + (~1)F8(§)) = du 0 du(§) + (—1)I*8'dy (¢)
+(—1)€ldb'(€) = (-1)I[ab'(§) - B'du(e)] =0,
donc D% = 0 . 1l est clair que (P, D) est un module semi-libre. Il reste & montrer que ®, :

H.(P,D) — H.(A,d) est un isomorphisme. Cela découle d’un argument classique de suites spec-

trales compte-tenu des lemmes 1.2 et 1.3. ]

Par définition du Tor différentiel, on a :
Tor?®4”" (A, A) = H,(A ® aga-r P,d @agaer D).

Il est facile de vérifier que I’application § : A @ 4040» (AR A) B ARV R A) - AP (ARV)

définie ci-dessous est un isomorphisme de k-modules gradués.
O(a @apacr (b V')) = (—1)¥IMIlal+Blpap | si b0 ac A
0(a ®agar (b®T®Y)) = (—1)¥IlelHbHEIYap @5 sise V.

Théoréme 1.5 Soit (A,d) = (T(V),d) une algébre différentielle graduée libre sur un corps
commutatif k telle que, ou bien V = @n>oVn , ou bien V = @n<_1V, , posons V = oV,
et Vo = Vay . Alors il y a un isomorphisme de k-espaces vectoriels gradués : HH,.(A,d) ~
H(A®(A®V),6) oi la différentielle § est donné par |4 = d ,6(a® ) = da ® v — S(a,dv) +
(=1)lel+1%l(qv — (=1)loH%lva) . L’application S : A@ A — AQ®V est k-linéaire et définie par
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S(a,v1...vp) = (=1)lal Zf;ll(—l)"'v;.,.l ...vpavy ... vio1 @ T + (—1)%lav; ... Vp—1 @ Tp et & =
(liga] + .. -+ lvpD(a] + o1 + ... + |vi-1]) , sta€ A,v; €V .

m  Ilsuffit de transporter &8 A®(A®V), al'aide de 'isomorphisme 6 , la formule de la différentielle
d®agae» D . En particulier, S(a,dv) =
(=1)1%l8(a @ agacr s(1 ® dv)) . ]
Pour tout m > 1 , définissons la permutation cyclique 7, : VO™ — V@™ par 1,(v; @ ... ®
V) = (=1)Iomlllvilttomailly @ v, ® ... ® vm_1 et on pose 7o = Id .
Remarque 1.6 L’application S : VO™ @ V®? — Y®m+r—1 g |/ définie pour m > 0,p > 1, est,
au signe pres, égale a :

o0 [Id+ (Tm41 ®Id) o (Id®Tp) + (T ® Id) o (Id @ 72) + ... + (r23) ® Id) o (Id @ T271)]

ol o est I’isomorphisme V®™+P _, Y ®(m+r—1) ¥ qui envoiev; . .. Vmtp—1Vm4p SUL V1 ... Vg p_1®
Brmtp -

Le théoréme 1.5 s’énonce ainsi dans lecasoud =0 .

Théoréme 1.7 Soit A = T(V) une algébre tensorielle graduée sur un corps commutatif k
gquelcongue, avec, ou bien V, = 0 pour n < 0, ou bien V, = 0 n > 0, alors I’homologic de

Hochschild HH,(T(V)) se décompose en la somme directe de deuz k-espaces vectoriels gradués :

m@o(V®’"/(Id —Tm)) et "@l Ker(Id — ) , o2t Ker( )y, = Ker( )p—1) -

§.2. Homologie cyclique d’une algébre différentielle graduée libre
(B1],[BV],[G],[T].

Soit (A,d) une algébre associative sur un corps commutatif k vérifiant les hypothéses de
la définition 1.1. On définit le complexe de Hochschild bigradué (C,,(A),d,b) , p > 0 , par
Cpe = (5] A,'°®A,'l®...®A,‘p ,d(a;o®...®a,-p) =(-1)? £=0(—1)i°+ 4"’""‘(1,‘0®(.l,'l .Q

io+i1...+ip=q
da,',‘ ®...®a,~p , si ai; € A,". .

r—1
b(ai;, ®...® a,-p) = Z(——l)ka,'o ®...0a,08i,, B...0a;,
k=0

+ (_1)p+i,(io+...+i,-1)a..paio ®...0a,_,
Proposition et Définition 2.1 (C, 4(A),d,b) est un compleze bigradué appelé compleze de
Hochschild bigradué. L’homologie du compleze total associé (Co = ®nCp,d+b) (0uC, = P Cpy)
ptg=n
est isomorphe ¢ I’homologie de Hochschild de (A,d) .
Soit N : Cpq — Cpg défini par N = Y% ((—1)P1p41)F , ol Tpia(ai, ® a4, ... ® a;,) =

(—l)iﬁ(i°+"'+iP-‘)a;p ®ajy...Qap—1 . Soit s : Cpyq — Cpi1,q définie par s(ag @ -+ ® ap)
1®a @ -®ap. Posons B:Cpyq — Cpt1,4,B=1d—(-1)P*1,43)0s0N .
P P,

260



HOMOLOGIE DE HOCHSCHILD & HOMOLOGIE CYCLIQUE

On vérifie que B? = Bb+ bB = Bd + dB = 0 . On peut former le bicomplexe :

b+d va+d lb+d
B B
€ C2 A Cl — Co
b+d lb+d
B
Cl € Co
b+d

dont le complexe total sera noté k[u]®pC , ([K]), ot k[u] est I’algébre de polyndémes & un générateur

de degré 2.

Définition 2.2 L’homologie du compleze total k[u]®@pC associé au compleze de Hochschild bi-
gradué est appelée homologie cyclique de Ualgébre différentielle graduée (A, d) et notée HC.(A,d) .
Remarque : Si A = @ A, , on retrouve la définition de [B1] ou [G]. Si 4 = (D 4", d) ,

n>0 n>0
Ay = k,d de degré +1, alors HC,(A_.,d_,) est uniquement graduée en degrés négatifs ou nuls et

coincide avec ’homologie cyclique négative HC~( A, d) introduite par Jones, [J].

Rappelons briévement la définition de la résolution standard de Hochschild de A comme
(A ® A°?)-module différentiel, (voir [Mo],§.6). Posons pour n >0, B, , = A® (A®°")Q A, et
b : B, . — B;_,,, est défini par :

V@a®@M® --®A)®ad)=a\1 QX+ @A\, ®a’

n—1
+D (D@ ®Akdky1 @ @A ®a' +(=1)"a® As -+ Ano1 ® Ana’ .

k=1

Soit B, = @.,B,, ou B, = @®ptq=nB,, et ® : B, — A définie par ‘I)iB;,,, =0sip2>1,

!
Pq
q)iB& (a®B)=afsia€ A, B € A; alors ((B,,d+1b'),®') est une résolution semi-libre de A appelée
résolution standard de Hochschild.

Revenons au cas o (4,d) = (T(V),d) et généralisons, au cas différentiel gradué, les résultats

de [K] §.3 : considérons le diagramme :
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b b
— B}, =A®A®A— B),=AQA — A — 0

E [ [
¥ m
— AQV®A —— A®A ____ A —0
ot la ligne du bas est la résolution ((P, D), &) du §.1. ‘
Posons j' = sob' , c’est, par définition, un morphisme de (A ® A°P)-modules différentiels
gradués, qui rend commutatif le diagramme ci-dessous. Il définit un morphisme explicite de la

résolution standard de Hochschild vers la résolution définie au §.1. Tensorisons chacune des deux

résolutions par A® 4gacr , on obtient le diagramme commutatif suivant :

b
Con(A)=A®(A®?) — W Cla=A®A ——s A — 0

l | |

_ b
0 —_— ARV — A — 0

Le morphisme j n’est rien d’autre que Id ® aga¢» j' , aprés avoir identifié A ® agaer By, (4)
au complexe de Hochschild bigradué et A @ gac» P & E; = (AQ® V,8,) > Ey = (4,d) on
bla® 7) = (—1)leltiol [av — (=1)lel'*lva] et 6;(a ® T) = da ® & — S(a,dv) .

On a donc construit un morphisme Z entre le complexe de Hochschild bigradué (C..(A),d,b)
et le complexe défini au théoreme 1.5: ona Z(xz) =0siz € Cpr et p> 2, I(x) = j(z)siz € Cy,.
et Z(z) = = si z € Co,» = A, et il est classique que Z induit un isomorphisme en homologie. On
a:j(a®l)=0et

Ha®uvy - vp)=avy - -vp_1 ® Dy

p—1
4+ S (cnylvern gl llaltio btloclly, gy - vy ® B

i=1
sia€ A,v; €V .
Posons 3=joB:A— A®Vetf=0sur AV .Onap(1l)=0
B(vy--vp) =01+ vp_1 @ Tp
+ ”E_:l(_l)llvu.l|-~~+|v,|][|v1|+~-~+|v.~|]vi+] CevpUy Vi @ Ty
i=1
Lemme 2.3 L’application T de (Cuu(A),b,d,B) sur (B1. = (AQ®V,61) 3 Eo . =(4,4d),8)
est un morphisme de compleres bigradués qui commute auz opérateurs B et B et qui induit un

isomorphisme entre les homologies cycliques correspondantes. On a :

HC.(A,d) = H.(k[u| @3 (AD AB®V,§))
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® Démonstration identique a celle du lemme 3 de [K]. ]
On déduit du lemme 2.3, le théoréme suivant :

Théoréme 2.4 Soit (A,d) = (T(V),d) une algébre différentielle graduée libre sur un corps
commutatif k telle que ou bien V = @n>0Va , ou bien V = @ac_1Va . Soit (AD(AQV),6) le
compleze défini au théoréme 1.5. Alors ’homologie cycligue de (A, d) est isomorphe d Uhomologie
du compleze (k[u) @ (A® AQ®V),D) ot lu| =2 ,D =0surkfu], D=656sur A®@(A®V),
Du"®(a®?9)=u"®6a®v)sin>1,

D(u"®a)=u"®da+u""' ® (v1--vp—1 ® p

r—1
+ Z(_l)['”‘+l|+"'+|vP"[|vlI+'"+Iv"l]vi+l. . .vpvl. c Vi1 %4 t—)t)

=1
sita=wy---vp,etn>1.

Rappelons que, si V = ®,V,, est un espace vectoriel gradué, alors pour tout m > 1, V®™ est un
espace vectoriel gradué, VO™ = @,(V®™), , et les groupes d’homologie H,(Z/mZ,V®™)ou Z/mZ
agit sur V®™ via 1, , sont des k-espaces vectoriels gradués; on a Hn,(Z/mZ,V®™) = ®,H, »(m)
ot Hp p(m) = Hp,p(Z/mZ,VO™) est le ni*™egroupe d’homologie de Z/mZ agissant sur (V®™),

. ,
via T, . On peut alors énoncer :

Théoreme 2.5. Soit A = T(V) une algébre tensorielle graduée sur un corps commutatif
quelconque k. Alors Uhomologie cyclique réduite HC.(A,0) = HC.(T(V),0)/HC.(k) est donnée
par :

HC,(T(V),0) =P P Hpo(m).

m>1 pt+g=n

m  Dans le cas particulier ou la différentielle est nulle, le complexe défini au théoréeme 2.4 se
décompose ainsi : k[u]@(ADARV) = k[u]®d FL D F! ot FL = k[u]@TH(V) ,Fl =k[u]|T(V)®
V,D=0sur TH(V),D(u" Quv1- - vm)=u""1B(v1 - vm)sin>letm>1,Du"®a®R0) =
u(=1)l%l x (av — (=1)I*I%lya) sin >0 ,a € A,v € V. Ona D(F?) C F! et D(F!) c 70 .
Reprenons les notations introduites dans la remarque 1.6, ona: D(u" ®@a) = u"~1 E:’_:(;l aoti(a)

sia e VO™ et D(u®" @ a @) = (—1)IMu™(Id — Tp41) 00~ H(a® T) si « € VO™ |

La formule du théoréme 2.5 résulte du calcul classique des groupes d’homologie d’un G-module

lorsque G est le groupe cyclique Z/mZ , [Mc]. [ ]

Corollaire 2.6 Soit A = T(V) une algébre tensorielle graduée sur un corps commutatif de car-
actéristique 0 , alors Uhomologie cyclique réduite HC,(T(V),0) est isomorphe TH(V)/[T(V), T(V)]

ot [T(V), T(V)] est le sous-espace engendré par les commutateurs gradués.
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m  Si le corps est de caractéristique 0 , les groupes d’homologie de Z/mZ agissant sur VO™
sont nuls en degrés homologiques strictement positifs, d’ou le corollaire & partir du théoréme. Ce
résultat figurait déja dans [BF]. =

Remarque. Si A = T(V') est graduée uniquement en degré 0 , alors les groupes d’homologie
Hp p(Z/mZ,V®™) sont nuls si p> 0, et le théoréeme 2.5 redonne la proposition 5.4 de [LQ].

§.3. Homwlogie de I’espace des lacets libres sur un espace topologique

Le paint de départ de cette étude est le résultat de Burghelea-Fiedorowicz [BF] et de Goodwillie
[G] qui dit :

Théoréme 3.0. Soit X un espace conneze par arcs, pointé, et k un anneau commutatif, alors

il eziste des isomorphismes de k-modules gradués :
(1) HH.(C.(QX),k) ~ H (XS k)
(2) HC.(C.(QX),k) ~ HS (XS k)

Rappelons que X° " est I’espace des lacets libres sur X muni de la topologie compacte ouverte,
et que Cu (X, k) est la k-ADG des chaines singuliéres sur ’espace des lacets de Moore de X . Enfin
H fl(X st k) désigne ’homologie équivariante de 1’espace des lacets libres sur lequel le groupe S?!
agit par rotation des lacets; par définition, HS l(X s k) est ’homologie, a coefficients dans k , de

LY . ’ 1
l’espace de Borel associé a cette action et noté X5 xgs ES! .

Dans toute la suite, on supposera que k est un corps commutatif et X est simplement connexe.
Rappelons le résultat de Adams-Hilton [A-H], il existe une k-ADG libre (Ax = T(W),dx) et
un morphisme Ox : Ax — C.(22X) qui induit un isomorphisme en homologie, de plus W, ~
Hpy1(X, k) . Le calcul de 'homologie (resp. équivariante) de X S' se raméne donc au calcul de
I’homologie de Hochschild (resp. cyclique) de PADG libre (Ax,dx) . Le point de vue dual de
celui de [BF] et [G] consiste a considérer la k-ADG C*(X, k) des cochaines singuliéres de X et a
regarder son homologie de Hochschild (resp. cyclique). Dans [HV], Halperin et ’auteur montrent
que HH,(C.(QX),k) et HH*(C*(X,k)) sont des espaces vectoriels duaux, et donc, d’apres le
théoréme 3.0, ’homologie de Hochschild de (C*(X,k)) est isomorphie & la cohomologie de X st
Dans [J], Jones démontre que ’homologie cyclique négative HCZ, de C*(X, k) est isomorphe &
la cohomologie équivariante de X 5* | donc Ihomologie cyclique de C*(X, k) définie au §.2 est

isomorphe & la cohomologie équivariante de X° .

La moralité de cette étude est que le calcul de I’homologie ou de la cohomologie (resp. équiva-
riante) de XS " se ramene au calcul de ’homologie de Hochschild (resp. cyclique) de C.(2X, k) ou
de C*(X,k). D’aprés un résultat classique, (théoréme I, [B1]), on peut remplacer C,(2X, k) par

son modele de Adams-Hilton, ou la cobar construction de Adams [A], et C*(X, k) par un modéle

264



HOMOLOGIE DE HOCHSCHILD & HOMOLOGIE CYCLIQUE

libre dans la catégorie k-ADG. Alors les théorémes 1.5 et 2.4 fournissent des complexes calculant

I’homologie et ’homologie équivariante de ’espace des lacets libres.

Soit X un espace simplement connexe tel que H.(2X, k) soit une algébre tensorielle graduée
T(V) , pour le produit induit par la composition des lacets, alors nécessairement V}, est isomorphe

a Hpy1(X, k) pour tout p > 1. Les théoremes 1.7 et 2.5 s’énoncent ainsi :

Théoréeme 3.1. Soit X un espace simplement conneze et k un corps commutatif tel que
H.(QX,k) soit isomorphe ¢ une algébre tensorielle graduée. Posons V, = H,.41(X,k) . Alors
pour tout n > 0

(1) Ho(XS', k) = HH,(C.(2X, k)) est la somme directe de ®m>oVE™/(Id — 1) et

Pm>1Ker(Id — 71) 0t Ty est la permutation cyclique agissant sur yoem

(2) HS' (XS, k)/Ho(BS', k) = HCH(C.(2X), k) est la somme directe

D ®iri=nHi,i(m)

m2>1

ot H; j(m) est la composante de degré j du i*™° groupe d’homologie de Z/mZ agissant sur VO™
»J P

Remarque. Le calcul de 'homologie cyclique des sphéres est trivial a partir du résultat
ci-dessus. Plus généralement, le théoreme 3.1 permet de calculer I’homologie (resp. I’homologie
équivariante) de Pespace des lacets libres sur n’importe quel espace simplement connexe de L-S-
catégorie 1, (L-S signifiant Lusternik-Schnirelman), comme le font remarquer les auteurs de [FHT2]
dans I'introduction de leur article. Le premier exemple intéressant d’application des théorémes
1.5 et 2.4 est 'espace X = CP? , en caractéristique p > 2 . En effet, le modele de Adams-
Hilton est (Ax,dx) = T(ei,e3) avec |e1| = 1 ,|les] = 3 ,de; = 0 ,des = 2¢2 . On calcule
d’abord H.(Ax,dx) = H,(2X) : on montre que ¢ = eze; + eje3 est un cycle et n’est pas un
bord, ainsi que toutes les puissances de c; de plus e;c? — cPe; est un bord, pour tout p > 0;
donc H.(2X) contient l’algébre commutative k[e1]/e? ® k[c] . A l’aide de la suite spectrale de
Serre du fibré --- — Q8% — QCP? — S! — ... associée & S? — S5 — CP? , on montre que
H.(2X) = kl[e1]/e? ® k[c] . On utilise alors le modeéle exhibé au théoreme 1.5 pour calculer
I’homologie de Hochschild de C,(Q2X) , on vérifie facilement que dimH,((CP?)S’, k) = 1 pour
tout n >0 .
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