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INTRODUCTION 

En 1967 , D. Kazhdan a ouvert avec sa propriété (T) un nouveau chapitre 
dans l'étud e de s groupe s localemen t compact s e t d e leur s représentation s 
[Kaz]. 

En avril-ma i 1987 , le Troisième Cycle Roman d de Mathématiques a  or-
ganisé à Berne un "Séminair e Suisse" sur le sujet d u titre. E n voic i des notes, 
à quelque s compressions et développement s près. Nou s avons adopté le plan 
suivant. 

Définition d e Kazhdan e t première s conséquences (chapitre 1). 

Exemples (chapitre s 2 , 3 et 9). 

Définitions équivalente s de la propriété (T ) (chapitres 4  et 5 ). 

Applications (chapitre s 6 , 7 et 8). 

Liens avec les algèbres d'opérateurs (chapitr e 10). 

Les participant s a u séminaire nous ont beaucoup aidé par leur s questions 
et commentaires . Merc i en particulie r à  N . A'Campo , J-P . Anker , E . Ghys, 
T. Giordano , E. Granirer, P . Jolissaint. Un e mention spéciale pour M. Burger 
pour ses multiples remarques, pou r nous avoir montré l'argument d e Fursten-
berg prouvant qu e SL3(R)  es t u n groupe de Kazhdan (théorèm e 2.4), et pour 
l'appendice qu'i l a  bien voulu adjoindre à  notre texte . 

Nous tenons à  exprimer fortement notr e gratitud e à  J-P. Serre . D'abor d 
pour ses exposés sur le  sujet qu i nous ont beaucoup appris. Ensuite  pou r une 
lecture généreuse d'une première rédaction de ce texte, et pour de nombreuses 
suggestions de corrections et autre s améliorations. Enfi n e t surtou t pou r des 
résultats, inédit s jusqu'ici , résolvan t de s problème s posés dan s l a premièr e 
rédaction: ce s résultats apparaissen t au x numéro s 2.1 1 e t suivants , 3.1 7 e t 
6.24; le s premiers montrent e n particulier qu'i l existe des groupes de Kazhdan 
à centres infinis . 

Les deu x auteur s remercien t chaleureusemen t Mesdame s N . Aels t e t 
M. Millier , respectivement d u Secrétaria t d u Départemen t d e Mathématiqu e 
de l'Universit é Libr e d e Bruxelle s e t d e Genève , pour l e soi n e t l a patienc e 
qu'elles ont consacré s à la frappe de s versions successives de notre manuscrit . 

Le secon d auteur bénéficiait durant l'élaboration d e ce travail d'un man -
dat d e charg é d e recherches a u Fond s nationa l belg e de la Recherch e scien-
tifique. 
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CHAPITRE 1 

DÉFINITIONS E T PREMIÈRE S CONSÉQUENCE S 

Les groupes localement compacts qui apparaissen t ic i son t toujour s sup -
posés à  base dénombrable, c'est-à-dire métrisable s e t dénombrable s à  l'infin i 
(voir [BTG] , pag e IX.21) ; e n particulier , le s groupes discret s son t ic i dénom-
brables. Le s exemples principaux d e tel s groupe s localemen t compact s son t 
les groupe s d e Li e réel s ave c u n nombr e fini  d e composante s connexes , les 
groupes algébriques su r le s corps locaux, et leurs sous-groupes discrets . Rap -
pelons qu'u n corps local F es t u n corp s commutati f localemen t compac t non 
discret; s i F  es t d e caractéristiqu e nulle , o n sai t qu e c'es t l e corp s de s réels , 
celui de s complexes , ou un e extensio n finie  d'u n corp s p-adique; s i F  es t d e 
caractéristique no n nulle , c'es t u n corp s de série s formelle s su r u n corp s fini 
(voir [BAC] , chap . 6, §9 , n°3) . 

Une représentation 7 r d'u n group e localemen t compac t G es t ic i un e 
représentation fortemen t continue de G par de s opérateurs unitaires sur un es-
pace de Hilbert not é 7in si nécessaire. Sau f mention expresse du contraire , 
les espaces d e Hilber t considéré s ici sont complexes (pourtant, au x chapitre s 
4 et 5 , il est parfoi s commod e d'introduire de s espaces réels). S i U(H) désign e 
le group e de s opérateur s unitaire s su r un e représentatio n d e G es t don c 
un homomorphism e ir : G —• U(1~C), e t l a continuit é fort e d e 7 r équivau t à  la 
continuité d e l'application G x  7i  >  7ï  associée. 

Rappelons qu'un vecteur unité dans 7i  es t u n vecteu r d e norme 1 . 

1.- Définitions . Soi t 7 r :  G —> U(7i) un e représentation . Etan t donn é 
un nombr e e > 0 et un e parti e compacte K C  G, on di t qu'u n vecteu r unit é 
£ G H es t (e, K)-invariant s i 

sup{ II(g)€ -€ : g G  K} e . 

On di t qu e 7 r possède presque des vecteurs invariants si , pou r tou t (e,A') , 
il exist e u n vecteu r unit é (e , K)-invariant. O n di t enfi n qu e 7 r possèd e de s 
vecteurs invariants no n nul s s'i l exist e rj £ H ave c 7 7 ^  0  e t 7T{g)i] — 7 7 pou r 
tout g E G. 

2.- Exemples . L a représentatio n régulièr e À R :  R  — • U(C2(R)) d e l a 
droite réell e possède presque de s vecteurs invariants . E n effet , soien t e > 0 et 
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P. de  la  HARPE,  A. VALETTE 

K C  R une partie compacte . O n a K C  [—c , c] pour c assez grand. Choisisson s 
deux nombre s a < b et poson s £ =  ( 6 — a )_1/2x, o ù x  désign e l a fonctio n 
caractéristique d e [a , 6] et où le facteur (b—a)'1!2 fai t de £ G £2(R) u n vecteur 
unité. Alor s ||AR(£) £ — £||2 <  dè s que \t\ < c, donc £ est (e, AT)-invariant 
si b — a > 2ce~2. 

En revanche ÀR ne possède aucun vecteur invariant no n nul. Plu s généra-
lement, si la représentation régulièr e gauche \G :  G —• U(C2(G)) d'u n group e 
localement compac t G possèd e un vecteu r invarian t no n nul , alor s G es t d e 
mesure de Haar finie,  et pa r suit e G est compac t ([BI] , chap . 7, §1 , n°2). 

De même , la représentatio n régulièr e À G d'un group e infin i G d u typ e 
Rm 0 Z n possèd e presqu e de s vecteur s invariant s mai s n e possèd e pa s d e 
vecteur invarian t no n nul . Cec i vau t plu s généralemen t pou r u n group e G 
moyennable (pa r exempl e abélien ) no n compact . E n fait , l'un e de s nom -
breuses définitions possibles de la moyennabilité de G demande que XG possède 
presque de s vecteurs invariants: voi r l e théorème d e A. Hulanicki (théorèm e 
7.1.8 de [Zim]) . 

3.- Définitio n [Kaz] . U n group e localemen t compac t G possèd e l a 
propínete (T), ou est u n groupe de Kazhdan, si toute représentatio n d e G qui 
possède presqu e de s vecteur s invariant s possèd e des vecteurs invariant s no n 
nuls. 

4.- Remarqu e su r le s espace s separables. Soit T T : G —» U(H) un e 
représentation o ù G es t comm e plus haut e t o ù T~i n'es t pa s separable. Pour 
tout vecteu r £  G  7i, l e sous-espac e fermé Hç d e Tí engendré pa r 7r (G)£ es t 
invariant pa r G. Comm e G es t à  base dénombrable , Hç es t separable. Une 
application d u lemm e d e Zor n montr e qu e H es t somm e direct e (a u sen s 
hilbertien) d'un e famill e de sous-espaces separables invariants pa r G. 

Il en résulte qu'o n ne changerait pa s la définition 3 en remplaçant "repré -
sentation" pa r "représentatio n dan s u n espac e de Hilbert separable". 

5.- Exemple s banals , (i ) Le groupe R ne possède pas la propriété (T). 
Plus généralement , u n group e moyennabl e non compac t n e possèd e pas l a 
propriété (T). 

(ii) Tou t groupe compact est u n group e de Kazhdan. 

Preuve. L'assertio n (i ) es t un e reformulatio n d u numér o 2  ci-dessus. 
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DÉFINITIONS 

Pour (ii) , considérons u n group e compac t G  e t un e représentatio n 7 r :  G —• 
U(H) qu i possèd e presque de s vecteur s invariants . I l exist e don c £ G  H ave c 
IKII = i « * 

sup II(g)€ 
• C l ••ge G} 2l/2 

Pour g (E C?, on écri t n(g)Ç = Ag £ + ?? s où Xg est u n nombr e complex e et o ù 
rjg es t u n vecteu r perpendiculair e à  £. Comm e 7 r es t unitair e ||7r (p)£ —  £||2 = 
2(1 — ReAff) , don c ReAfl >  0  par hypothèse . Poson s 7] = JG^{g)idg\ alor s 

Re{€|n} 
G 

{Re\)dg>0 

et e n particulier ? /  ̂0 . V u l'invariance d e la mesure d e Haar, le vecteur 7 7 es t 
invariant pou r 7 t . • 

6.- Proposition . Soi t (p : G —> H u n homomorphism e contin u d'imag e 
dense. S i le groupe G possède la propriété (T ) alors H l a possède aussi. 

Preuve. Soi t 7 r :  H — > un e représentatio n qu i possèd e presqu e 
des vecteur s invariants . Alor s 7r< ^ :  G —•> U(H) e n possèd e aussi . S i G  a  l a 
propriété T , il existe un vecteu r unité de H invariant par 7r (<^(G)), donc aussi 
par n((p(G)) =  Tr(jff) . • 

7.- Proposition . Soi t G  un group e d e Kazhdan . 

(i) Tou t homomorphisme continu de G dans un groupe moyennable a une 
image relativement compacte . 

(ii) Tou t homomorphism e contin u d e G dans Rn ou Zn es t banal . 

(iii) L e groupe G es t unimodulaire . 

(iv) L e group e abélie n G/(G, G' ) es t compact . E n particulier , s i G  es t 
discret, l e groupe G/(G,G ) es t fini. 

Preuve. L'assertio n (i ) résulte des deux numéros précédents . Le s autres 
assertions sont de s ca s particuliers de (i) . • 

8.- Remarques . Concernan t l'assertio n (ii) de la proposition, R. Alperin 
a montr é qu e tou t homomorphism e d'u n group e d e Kazhda n dan s Z n es t 
continu, don c banal [Alp] . 
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P. de  la  HARPE,  A. VALETTE 

Dans (iv) , on désign e pa r (G, G) l e sous-group e d e G engendr é pa r le s 
commutateurs ghg^h-1 ave c g,h £ G, e t l a barr e indiqu e l'adhérence . I l 
y a  de s ca s o ù (G, G) es t automatiquemen t fermé : pa r exempl e s i G es t u n 
groupe d e Li e réel connex e et s'i l exist e u n homomorphism e contin u injecti f 
de G dans GLm(C ) pou r u n entie r m convenable . E n particulier , (G, G) es t 
fermé dan s G s i G  es t u n group e d e Lie réel connex e qui es t soi t résolubl e e t 
simplement connexe , soit réducti f (voi r l e n°XVIII.4 de [Hoc]) . Toutefois , il 
existe u n group e d e Lie réel connex e nilpotent G  de dimension 4  dans lequel 
(G,G) n'es t pa s ferm é (voi r [BLi] , exercice 6, page 276). 

Il résult e d e l'assertion (ii ) qu'un group e libr e no n rédui t à  u n élémen t 
n'a pa s l a propriét é (T) ; un te l group e es t group e fondamenta l d'un e surfac e 
ouverte. D e même, il résulte de (ii ) que le groupe fondamenta l d'un e surfac e 
close orientable d e genre g > 1  (ou non orientabl e d e genre g > 2) n'a pa s l a 
propriété (T) , puisque Pabélianis é d'u n te l group e es t isomorph e à  Z2 # (ou à 
( Z / 2 Z ) © ! * - 1 ) . 

L'assertion (ii ) impliqu e e n particulie r qu e l e group e d e cohomologi e 
jff1(G,R) es t rédui t à  zéro . I l es t nature l d e demande r plu s généralemen t 
quand i ï *(r ,R) =  0 , où on écri t provisoiremen t T plutôt qu e G. L e problème 
a ét é étudi é pa r Garland , Casselman , pui s Bore l e t Wallach , lorsqu e T es t 
un sous-group e discre t cocompac t irréductibl e d u group e de s F-point s d'u n 
groupe algébriqu e semi-simpl e G  défin i su r u n corp s loca l no n archimédie n 
F: o n montr e dan s c e cas qu e fl"*(T,R)  —  0 pour i ^ 0,/ , o ù /  es t l e F-rang 
de G . Voi r [Gar] , ains i qu e le théorème 2. 6 e t l a propositio n 3. 7 a u chapitr e 
XIII d e [BW] . Noton s toutefoi s qu e l a cohomologi e n e s'annul e pas dan s les 
mêmes dimension s lorsqu e F  es t archimédien : nou s donnon s a u n°3.1 8 u n 
exemple d'un sous-group e discret cocompac t T d'un group e de Lie simple réel 
de R-rang strictemen t supérieu r à  2, tel qu e i î 2(r ,R) ^  0 . 

9.- Proposition . Soi t 1  — > Gx — > G — > G2 - + 1  une suit e exact e d e 
groupes localement compact s et homomorphisme s continus . 

(i) S i Gx e t G 2 sont de s groupes d e Kazhdan, i l en es t d e même de G. 

(ii) S i G  es t produi t direc t d e Gx e t G2 , alors G  es t d e Kazhda n s i e t 
seulement s i Gx et G 2 sont d e Kazhdan . 

(iii) O n suppos e le s groupe s G,G X e t G 2 discrets . S i Gx e t G 2 on t l a 
propriété qu'aucu n d e leurs sous-groupe s autre s qu e {1 } n'es t u n group e d e 
Kazhdan, alor s G  a  la mêm e propriété . 

8 



DÉFINITIONS 

Preuve. Noton s d'abord que le morphisme de G sur G2 est strict , parc e 
que G es t dénombrabl e à l'infin i ([BTG] , pag e IX.55 , prop . 6). I l e n résult e 
qu'une représentation d e G constante sur Gx se factorise en une représentatio n 
de G2. 

Pour (i) , on considèr e une représentatio n 7 r :  G —• U(H) qu i possède 
presque de s vecteurs invariants. Noton s K le  sous-espace de 7i  de s vecteurs 
invariants pa r Gx . Comme Gx est un groupe de Kazhdan, K n'est pa s réduit à 
{ 0 } . Comm e Gx est normal dans G, l'espace K est invariant pa r G. I l n'est pa s 
possible que la représentation d e G dans l'orthogonal K,L possède presque des 
vecteurs invariants (sino n il y aurait dans KL de s vecteurs non nuls invariant s 
par Gl 5 contrairement à  la définitio n d e /C) . Pa r suit e l a représentatio n d e 
G dan s K possèd e presque de s vecteur s invariants . Cett e représentatio n s e 
factorise e n une représentatio n d e G2, qui es t u n group e de Kazhdan. Ains i 
K contient des vecteurs invariants pa r G2 , et don c aussi pa r G  tout entier . 

L'assertion (ii ) résulte d e l'assertion (i ) et d e la proposition 6. 

Enfin, dan s le s hypothèses de (iii) , considéron s un sous-group e H d e G. 
Si l'imag e d e H dan s G 2 n'es t pa s réduit e à  u n élément , l a propositio n 6 
montre que H n'es t pa s un group e de Kazhdan. Sino n H es t u n sous-groupe 
de G^, et n'es t don c pas non plus de Kazhdan. • 

Notons qu e la réciproque de l'assertion (i ) n'est pa s vraie , ca r u n sous-
groupe fermé normal d'un group e de Kazhdan n'a pa s forcément la propriété 
(T). Ains i le produit semi-direc t R 3 X SL3(R) a  la propriét é (T) —  c'est l a 
proposition 2.1 0 ci-dessous — alors que le groupe abélien non compact R3 ne 
l'a pas . 

L'assertion (iii ) s'applique entr e autres au x suite s exacte s o ù Gx e t G2 
sont des groupes libres. C'es t pa r exempl e ainsi qu'o n montre que, pour tou t 
entier n > 1 , le groupe d'Artin de s tresses colorée s à  n brins n' a aucu n sous-
groupe autr e qu e {1 } qu i ai t l a propriét é (T) ; ce group e es t e n eflfe t un e 
extension successive de groupes libres; voir [GH] . 

10.- Lemme . Soi t G un group e localement compact. 

(i) Pou r qu e G  soi t à  génératio n compacte , il faut e t i l suffi t que , pour 
toute suite emboîtée Gx C . . . C Gn C Gn+1 C . . . de sous-groupes ouverts de 
G recouvran t G , on a G = G m pour m  assez grand . 

(ii) S i G  es t u n group e de Kazhdan , alor s G  possèd e les propriété s d e 
l'assertion (i) . 
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P. de  la  HARPE,  A. VALETTE 

Preuve. Rappelon s d'abord qu'u n sous-group e ouvert H d e G est auss i 
fermé, ca r G — H es t réunio n de s ouverts gH lorsqu e g décrit G —  H. 

(i) Pou r montrer l a nécessité, on suppose G engendré par un e partie com-
pacte K e t o n se donne une suit e emboîtée (Gn)n>1 de sous-groupes ouvert s 
de G recouvrant G. Comm e ((Gn+1 — Gn)C\K)n>1 es t un recouvrement ouver t 
du compac t o n a  K C  Gm et a  fortiori G z=~GTn pou r m asse z grand . 

Montrons l a suffisance . Comm e G es t dénombrabl e à  l'infini , i l exist e 
une suit e Ux C U2 C . . . d e voisinages compacts de 1  qui recouvren t G (voi r 
[BTG], page 1.68) . Pou r n  >  1 , notons Gn le sous-groupe de G engendré pa r 
Un. Comm e Un est u n voisinag e de 1 , le sous-groupe Gn es t ouver t dan s G. 
Si la seconde condition de (i) est satisfaite , alor s G = G m pour m asse z grand , 
de sorte qu e G  es t engendr é pa r le  compact Um. 

(ii) Soi t (Gn)n> 1 une suite emboîtée de sous-groupes ouverts de G recou-
vrant G . O n v a montrer qu e G = G m pour m asse z grand . 

Pour tout n > 1, l'espace quotient G/G n es t un espace discret dénombra -
ble (ca r G est à  base dénombrable) . O n le munit d e la mesure qu i compte les 
points. O n note P(G/Gn) l'espac e de Hilbert de s fonctions de carré sommable 
pour cett e mesure , £ n G  £2(G/Gn) l a fonctio n caractéristiqu e d u poin t base , 
et 7r n l a représentation quasi-régulièr e d e G dans £2(G/Gn). Soi t 7 r la somme 
directe de s 7rn . 

Alors 7 T possède presqu e de s vecteur s invariants . Soi t e n effe t K u n 
compact d e G . L e recouvrement (Gn+ 1 — Gn)n>1 étant ouvert , K C  Gp , et 
donc snpgeK \\n(g)£p - Cp\\  =  ° > Pour V assez grand . 

Comme G  a  la propriét é (T) , il existe un vecteu r no n nu l 

TJi 

n>l 
t\G/Gn) 

invariant pa r G . Soi t q un entie r te l qu e la projectio n r]q d e rj sur £2(G/Gq) 
ne soi t pa s nulle . Alor s nq(G)r)q = rjq. E n d'autre s termes , l a fonctio n 
rjq :  G/Gq — y C es t constante . Comm e elle es t auss i d e carr é sommable , 
l'ensemble G/Gq es t fini.  Comm e G es t l a réunion de s Gn, il existe u n entie r 
m > q tel que  G = Gm . • 

L'affirmation à  retenir d u lemme 10 s'énonce comme suit. 
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DÉFINITIONS 

11.- Théorème . Tou t groupe de Kazhdan es t compactemen t engendré . 
En particulier , u n group e de Kazhdan discre t es t d e type fini . 

Le théorème précédent est un outil essentiel pour montrer qu e tout résea u 
dans u n group e d e Li e rée l connex e semi-simple es t d e typ e fini . Voi r l e 
corollaire 3. 2 ci-dessous , ainsi qu e les remarques 6.1 8 e t 13.2 1 de [Rag] . E n 
revanche, les exemples de Gromo v (voi r l a fi n d e notre chapitr e 3 ) montren t 
qu'un group e discret d e Kazhdan n'es t pa s toujours d e présentation finie . 

12.- Remarque . L e lemme 10 ou le théorème 1 1 impliquent auss i qu e 
certains groupe s n'ont pa s l a propriété (T) . Par exemple 

SL3(q) 
N>1 

SL3(Z[l/iV]) 

n'a pa s la propriété (T). 

Plus généralement , soi t G un group e algébrique linéaire su r Q  de dimen-
sion au moins 1 (par exempl e SLn ave c n > 2). Comme on peut montre r qu e 
le groupe G(Q) des point s rationnel s d e G n'es t pa s d e type fini,  c e groupe 
n'a pa s l a propriét é (T) . Cec i rest e valabl e quan d o n remplac e Q  pa r u n 
corps global quelconque K  (c'est-à-dir e u n A -corps, o u corp s adélisable , a u 
sens d e Wei l [Wei] ; e n caractéristiqu e nulle , K  es t u n corp s de nombres ; en 
caractéristique finie, K  es t un e extensio n d e degr é d e transcendanc e 1  d'u n 
corps fini). 

Notons f\K l'annea u de s adèles de K . (Pa r exempl e A Q es t l'annea u des 
suites (ap)pç.pU{00} où P désign e l'ensemble de s nombre s premiers , ave c ap 
dans le corps Q de s j>adiques pour p E P et G  R, et ap dans l'anneau ~Lp 
des entier s p-adique s pou r presqu e tou s le s nombre s premiers . La  topologi e 
convenable fait d e A Q u n anneau localemen t compact dans lequel Q se plonge 
comme sous-annea u discre t co-compact . Voi r [Rob] , [Wei]. ) Alor s on peu t 
montrer qu e le groupe G ( A K ) de s point s adélique s d e G n' a pa s no n plus l a 
propriété (T). 

13.- Rappe l su r l a topologie d e Fel l [Fel] , [Fe2] . Soi t à nouveau G 
un groupe localement compact. Notons G l'ensemble des classes d'équivalence 
de représentations d e G dans des espaces de Hilbert separables et G l'ensemble 
des classes d'équivalence de représentations irréductible s d e G; comme G  es t 
à bas e dénombrable , G es t u n sous-ensembl e de G  (voi r l a remarqu e 4) . O n 
dit qu e G est l e dual unitaire de G. 
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Il exist e su r G  (e t don c su r G) un e topologie don t l a découvert e es t 
due à  Fel l e t qu'o n peu t défini r comm e suit . Etan t donn é un e (class e de) 
représentation 7 r G G, un e parti e compact e K d e G , u n nombr e rée l e > 0 
et de s vecteurs orthonormau x £ l 5 . . . , £ n G  Tt^ o n note V ( 7 r ; . . . , £n) 

l'ensemble des représentations a £ G telles qu'i l existe des vecteurs orthonor-
maux r]1,..., r]n G  71 v ave c 

sup {ViW(g)Vj) tM9)ti) < e 1  < z , j ' <  n 

On muni t alor s G  d e l a topologi e pou r laquelle , pou r tou t 7 r G G, le s en -
sembles V(7T-,...) constituen t un e bas e d e voisinage s de 7r . O n not e 7r 0 la 
représentation unité de G , défini e pa r TT0(g) = 1  G  Z^(C) pou r tou t g  G  G. 
Une représentatio n TT £ G possède presque de s vecteurs invariants s i et seule-
ment s i la représentatio n unit é 7r 0 es t dan s l'adhérenc e d e 7r . (Attention : l a 
relation 7T 0 C {n} n'impliqu e en général pas que n G  {n0}-> car {no} es ^ fermé 
dans G  !  D'autr e part , mêm e lorsque les points de G sont tou s fermé s (voi r 
[Dix], numéro s 13.9.4 , 13.11.1 2 et 4.7.15) , u n poin t d e G  peu t n e pa s êtr e 
fermé dan s G.) 

14.- Proposition . Soi t G un group e localement compact. On conserve 
les notation s d u n°13. Les propriétés suivantes son t équivalentes : 

(i) G  a  la propriété (T ) au sens de la définition 3. 

(ii) I l existe un voisinage V d e 7r 0 dan s G  tel que toute représentatio n 7 r 
dans V a  des vecteurs invariants no n nuls . 

(iii) L a représentation unit é 7r 0 es t u n poin t isolé de G. 

(iv) I l existe une représentation irréductibl e d e dimension finie de G qui 
est u n poin t isol é de G. 

(v) Tout e représentation irréductibl e de dimension finie de G est un point 
isolé de G. 

Preuve. Montron s l'implication (iii ) => (i) , en suivan t [DK] . O n con -
sidère d'abor d u n voisinag e basique d e 7r 0 dan s G  dont l'intersectio n ave c G 
est réduit e à  { TT0}; en d'autre s termes , o n considère une parti e compact e K 
de G  et u n nombr e e > 0 tels que , si 

, .  J ~ i l existe un vecteur unité 7 7 G  HQ tel qu e 1 
l / ( A , e ) - | ( 7 G G :  \(r]\a(g)r]) —  1 | < £  pour tout g £ K J ' 

12 
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alors V(K, e) fl G = {TT 0}. O n suppos e de plus qu e e < 1 , e t o n note 6  un 
nombre positif tel qu e | 1 — w\ < s pour tou t nombr e complexe w satisfaisan t 
\w\ <  1  et 1  - Rew < 6. 

Soit 7 T G  G une représentation qu i possède presque des vecteurs invariants, 
c'est-à-dire tell e que 7r 0 soi t adhérent à  { 7 r } . L a théorie de la réduction (voi r 
le théorèm e 8.5.2 de [Dix] ) montre qu'il existe un espace borélien standard Z, 
une mesure positive bornée /i sur Z, un champ mesurable z \-> Hz d'espaces de 
Hilbert su r Z  e t u n champ mesurable z »— > ttz  de représentations irréductible s 
de G dans le s 7ïz tel s qu'o n puisse identifier l a représentation 7 r à l'intégral e 
directe Jz 7rzd/j,(z). Comm e 7 r G V(K,6), i l existe un vecteur unit é 
£ = ^zd¡i{z) tel qu e |(^|7r (gf)£) —  1 | <  6  pour tou t g G  K. O n pose 
Zx = {z G  Z :  £_ ^ 0} ; c'es t u n borélie n dans Z , et ii{Zx) >  0  car £  ^ 0 . 

Quitte à  remplace r £. , pa r e t d^(z) pa r | | £ J | 2 í f y ¿ ( ¿ : ) aux point s 
z G  Zx (c e qui n e chang e pa s l a class e d'équivalenc e d e l'intégral e direct e 
des 7 rz ) , o n peu t suppose r | | £J | =  1  si z G  Zx e t £z = 0  sinon ; l a relatio n 
| | £ | | 2 —  J* | |£J|2dMz ) —  1 restant vraie , o n doi t alor s suppose r n(Zx) — 1. 
Avec ces normalisations, la condition sur £  s'écri t 

lz1 
: < e , k ( 0 ) O - i 

dµ(z)| < s 

pour tou t g  G  if, d e sorte que 

z1 
{ l - R e ( £ z | 7 r 2 ( ^ z ) W z ) < 6 

pour tou t g £ K. I l exist e don c un e parti e mesurabl e Z 2 dans Z x telle qu e 
fi(Z2) >  0  et tell e que 

0<l-Re{Qirz(g)Q<6 

pour tou t z G  Z2. Par définitio n de 6, on a auss i 

i < e , h r , ( * ) e , > - i | < * . 

ou encor e nz G  V(l f ,e) pou r tou t z G  Z2. Cec i implique 7r z = 7r 0 pou r tou t 
z G  Z2. Il en résulte qu e 7izd/x(z) es t u n sous-espac e de W w no n rédui t à 
zéro dont tous les vecteurs sont fixes par n. 
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L'implication (i ) = > (ii ) es t démontré e à  l a propositio n 15. i ci-dessous. 
Pour plu s d e détail s e t pou r l'équivalenc e de s conditions (i ) à  (iii) , nou s ren-
voyons à  [DK] . Pour l'équivalenc e d e ce s condition s ave c (iv ) e t (v) , nous 
renvoyons à  [Wa2] . • 

En principe , on peut don c décider si un group e a  ou n'a pa s l a propriét é 
(T) e n étudian t l a topologi e de so n dua l unitair e G. Mai s cett e étud e es t 
notoirement difficil e e n généra l —  voi r pa r exempl e [Clo ] et [Tad ] pour un e 
mise a u poin t dan s l e ca s d'u n group e réductif . E n fait , l'un e de s force s 
de l'approch e d e Kazhda n es t précisémen t qu'ell e permet souven t d e décider 
qu'un group e G a  ou n'a pa s l a propriét é (T ) sans déterminer so n dual G. 

En terme s d e l a topologi e de Fell , o n peu t reformule r l a définitio n 3 
comme suit . 

15.- Proposition . Soi t G un group e localement compac t engendré pa r 
une parti e compacte K. 

(i) S i G a  l a propriét é (T) , i l exist e u n nombr e s >  0  te l qu e tout e 
représentation n : G —> U(TC) qu i possèd e un vecteu r unit é (s , K)-invariant 
possède un vecteu r invarian t no n nul . 

(ii) O n suppose qu'il existe un nombre s' > 0 tel que toute représentatio n 
irréductible 7 r E G possédan t u n vecteu r unit é (e' , K)-invariant soi t équiva -
lente à  la représentation unit é 7r0 . Alor s G a  la propriété (T). 

Preuve, (i ) Supposon s qu e l'assertio n n e soi t pa s vraie , e t montron s 
qu'on abouti t à  un e contradiction . Pou r tou t entie r n > 1 , noton s Kn 
l'ensemble compac t formé des produits g1g2  ...^n, ave c les g- dans K U  K~x. 
Ainsi G = Un>i Kn. 

Pour tou t entie r n > 1 , on peut choisi r vu l'hypothèse un e représentatio n 
7rn :  G —> U(Hn) san s vecteur invarian t e t u n vecteu r unit é £n G  Hn ave c 

s u p { | K ( < 7 ) £ n - y | :geK}<  -L . 

Cette inégalit é impliqu e 

s u p { | | 7 r n ( ^ n - Í J | :geKn} <  e- . 

Par suit e l a somm e orthogonal e 7 r = ©n>i7r n possèd e presque de s vecteur s 
invariants. L e group e G ayan t l a propriét é (T) , il exist e r\ = (^n)n> 1 ave c 
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7r(G)i] =  77 . O n choisi t u n entie r n  >  1  avec rjn  ^  0 . Alor s r)n  G  Hn  es t 
invariant pa r 7r n(G), en contradictio n ave c le choix de 7rn . 

L'assertion (ii ) résulte de l'implication (iii ) =>• (i) de la propositio n 14 . 
• 

Dans la première assertio n d e la proposition précédente, on peut affirme r 
de plu s qu'i l exist e u n vecteu r invarian t proch e d'u n vecteu r unit é (s^K)-
invariant donné . O n obtien t ains i l'énoncé suivant. 

16.- Proposition . Soi t G  u n group e d e Kazhda n engendr é pa r un e 
partie compacte K e t soi t 6  un nombre tel que 0 < 6  < 2 . I l existe un nombr e 
s >  0  ave c l a propriét é suivante : pou r tout e représentatio n 7 r : G — » U(H) 
qui possède un vecteu r unité ( ê, K)-invariant £  g W, il existe un vecteu r unité 
77 g T~C invariant par G  tel qu e £| | < 6  (en particulier || TT((7)£—£|| <  2< 5 pour 
tout g g G . 

Preuve (d'aprè s un e idé e de M. Burger). Soi t a u n nombr e strictemen t 
positif te l qu e tout e représentatio n d e G  possédan t u n vecteu r unit é ( a , / i ) -
invariant possèd e aussi un vecteu r unit é invariant (propositio n 15) . O n pose 
s = \ab. Soi t 7 r : G —> UÇH) un e représentation possédant de s vecteurs unit é 
(e, K)-invariants. Noton s H0 le sous-espace de H formé des vecteurs invariants 
par G  e t H1  son complémen t orthogonal ; ains i H0  ^ {0 } par hypothès e su r 
a. O n écri t (  =  C0+C 1 l a décomposition d'un vecteu r dan s H  =  H0  ©  H1. 

Soit £  g  H u n vecteu r unit é (£,/if )-invariant. S i £x =  0 , i l n' y a  rie n à 
montrer. Sinon , on a 

||II(g) i l 

i l 

i l 

i i II 

i 

I i i 

II(g)E 
- i l 

e 

E1 

pour tou t g g  K. Comm e Wx n'a pa s d e vecteur invarian t non nul , o n a 

^ | j > a don c ^  > ll^i I I -

Notons que £0 ^ 0 , et poson s 7 7 = y|~jj . Alor s 

ifo-eii N - u + i K - u = i-ne.n + i i e - u 
; 2 | | f - f o l l = 211^1 1 <<5 
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et l a preuve est achevée. 

17.- Problèm e ouvert . Le s notation s étan t celle s d e l a proposition 
15, i l serai t intéressan t d e connaîtr e de s estimation s pou r e dan s de s ca s 
particuliers. Exemple s faciles : s i G es t l e group e cycliqu e d'ordr e n e t s i 
K es t rédui t à  u n générateur , l e plu s gran d nombr e possible est donn é pa r 
e =  2sin (7r/n). S i G es t fini  e t s i G — K, alor s e > y/2; voir l'exempl e 5.ii 
ci-dessus. S i G = (a,6 | a2 = b2 = (ab)n = 1 } es t l e groupe diédral d'ordr e 2n 
et s i K =  {a,fc} , o n obtient e = 2  sin (7r/2n). 

Parmi le s rare s travau x qu e nou s connaisson s pouvan t conduir e à  de s 
estimations d e e pour des groupes infinis, mentionnons la thèse d e M. Burger 
(voir l a proposition 1 de [Bul] ) e t l'appendic e au présen t travail . 

Voici une variation su r l e même thème, abordée dans ce t appendice . On 
considère le group e G = SLS(Z) e t l'ensembl e générateur A " formé (pa r ex-
emple) de s 12 matrices qu i diffèrent d e 1 par u n seu l coefficien t no n diagonal 
valant ± 1 . On demande d'estimer l e plus grand nombr e Sf >  0  ayant l a pro-
priété suivante : tout e représentatio n d e dimensio n finie  7r : G —» U(H) qu i 
possède un vecteu r (e^ A")-invarian t possèd e aussi u n vecteu r invariant . O n 
sait qu'une tell e représentation s e factorise par u n quotien t fini de SL3(J.) — 
voir par exempl e [Ste] . 

18.- Propriét é relativ e [Ma4] . Soien t G un group e localement com -
pact et H un sous-groupe fermé de G. Le s conditions suivantes sont équivalen-
tes. 

(i) Tout e représentation d e G qui possède presque des vecteurs invariant s 
(par G) possède des vecteurs non nuls invariants pa r H. 

(ii) I l existe un voisinage V d e 7r 0 (notatio n du n°14) dans G tel que toute 
représentation dan s V ai t de s vecteurs non nuls invariants pa r H. 

(iii) I l exist e u n voisinag e V d e 7r 0 dan s l e dua l G d e G te l qu e tout e 
représentation dan s V soi t constant e su r H(i.e. vérifi e 7r (h) — 1 pour tou t 
heH). 

Si ce s conditions sont satisfaites , o n di t qu e l a pair e (G, H) possèd e la 
propriété (T) . Marguli s a tiré parti de cette notion dans [Mal ] et [Ma4] . Pou r 
des exemple s non banals de paires (G, H) qu i possèdent la propriété (T) , voi r 
ci-dessous le n°2.2 et l a remarque 2.9.v. 
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CHAPITRE 2 

PRINCIPAUX EXEMPLES : GROUPES D E LI E 

Dans ce chapitre, nou s montrons d'abor d qu e SLn(R) a  la propriété (T) 
pour n > 3. Nou s indiquons ensuite commen t on peut montre r qu'i l en est de 
même des groupes de Lie simples de rangs réel s >  2  à centres finis, comment 
on peut remplacer le corps des réels par un corps local quelconque, et comment 
on peut omettr e l'hypothès e de finitude des centres . 

2.a. L E CA S D E SLn(U) 

Le premie r lemm e exploite la remarqu e suivante . Soien t 7 r :  G —» U(H) 
une représentation , H u n sous-group e fermé d e G e t £  G  H u n vecteu r in -
variant pa r H. Alor s le coefficient tp : G —> C  défin i pa r <p(g) = (£\n(g)£) 
est un e fonctio n bi-#-invariante, ca r (p(hgh') = (n(h-l)£\ir(g)7r(hf)£) = (p(g) 
pour g £ G et /i , h' G  H. 

Notons ln la matrice identique n-fois-n, et Nn_t l e sous-groupe de SLn(R) 

constitué de s matrices d e la forme ^  ^"q1 ^  ^ ,  où x G  R71"1 est u n vecteu r 

colonne. Nou s identifions SLn_1(R) ave c son image dans SLn(R) pa r l e plon-

gement S I— • ^ q J  ^ . 

1.- Lemme . Soi t 7 r une représentation d e SXn(R) , où n >  2 . S i £ est u n 
vecteur d e invarian t pa r Nn_l^ alor s £  est invarian t pa r SLn(R). 

Preuve. Supposon s d'abord n = 2 , O n considèr e le coefficien t (p défini 
par <p(g) =  ( £ | 7 r ( # ) £ ) . H  suffit d e montrer qu e <p es t un e fonctio n constante : 
en effet, s i 7r (g)£ ^ £  pour un élémen t g  de 5L2(R) , alor s R e< <p(l). L a 
preuve qui sui t es t cell e du théorème 2.4. 2 de [Zim] . 

Le vecteu r £  étan t fixe  pa r A^ , la fonctio n (p est bi-A^-invariante . L e 

groupe Nx es t l'isotropie du vecteur pou r l'action canonique de SL2(R) 

sur R2 , donc SL2(R)/N1 s'identifi e à  R 2 - { 0 } . O n peu t ains i considére r <p 
comme une fonctio n sur R 2 — { 0 } , constant e su r le s orbites d e Nx. O r celles -
ci son t le s point s d u premie r ax e d e R 2 (sau f 0 ) e t le s autres droite s d e R2 
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parallèles à  ce t axe . La  fonctio n <p étan t continu e su r R 2 — 0 , i l e n résult e 
qu'elle est constante su r l e premier axe de R2 privé de 0. Mai s cet axe épointé 

est l'orbit e d e (1/10)  Par ̂ e sous-groupe triangulaire supérieu r P  d e SL2(R). 

Donc (p es t P-invariante , e t mêm e bi-P-invariante puisqu e c'est u n coefficien t 
de représentation . 

Le group e P  es t l'isotropi e d u poin t à  l'infin i pou r l'actio n canoniqu e 
de SL2(R)  dan s PX(R ) =  R  U {00}, e t o n peut auss i considére r (p comme une 
fonction su r PX(R ) constante su r les orbites de P. O r l'orbite de 0 dans PX(R ) 
est dense (c'es t R = PX(R ) — {00}), don c la fonction continue (p est constante . 

Supposons ensuite n > 3. Pou r chaque i g  { 0 , 1 , . . . , n — 2}, o n définit u n 
plongement h{  de SL2(R)  dan s SLn(R)  pa r 

hi a b 
с d 

1. 0  0  O N 
0 a  0  b 
0 0  l n _ . _ 2 0 
O c 0  dj 

et o n a  /ii(5L2(R) ) f l Nn_x =  h^NJ. S i £  es t fixé  pa r JVn_1 , i l l'es t pa r 
chaque ^i ( iV1) , don c pa r chaqu e ht(SL2(R))  v u l'argumen t précédent . L e 
lemme résulte d e ce que les /^ (SX2(R) ) engendren t SLn(R).  • 

2.- Proposition . L a paire (Rn~1  xSLn_1(R)^  R71"1 ) possède la propriété 
relative d e la définition 1.1 8 pou r tou t entie r n  >  3 . 

La preuve de cette proposition utilise la notion de fonction de type positif, 
sur laquelle nous revenons en détail au chapitre 5.a . Ici , rappelons simplement 
ceci: soien t G u n group e localemen t compac t e t (p : G — > C un e fonctio n 
continue. O n di t qu e (p est d e type positif si , pou r tou t entie r m > 1 , pou r 
tous . . . ,gm g  G e t pou r tous À1?.. . ,Àm g C , on a 

1 i,j ra 
А- Л , 9 i 19i 0 . 

Si 7 r es t un e représentatio n unitair e de G e t s i £ est u n vecteu r d e 7 ^, i l es t 
clair que  la fonction 

9 — > <£k(<7) 0 

est de type positif. Réciproquement , soit (p une fonction de type positif sur G; 
une construction due à Gelfand, Naimark e t Segal — et dite construction GNS 
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— montr e qu'i l exist e u n espac e de Hilbert une représentatio n unitair e 
7r^ d e G sur e t u n vecteu r f  y G  tel s que 

ч>{9) = (tv\*v(g)tv) 

pour tou t p  G  G; d e plu s l e sous-espac e de engendr é pa r ^ ( G ) ^ est 
partout dense . 

3.- Preuv e de l a proposition 2. Cett e preuve, sur une idée de Fursten-
berg, nous a  ét é montré e pa r M . Burger; nous la divison s en troi s pas . Voi r 
le théorèm e 7.3.9 de [Zim ] pou r un e autre preuve. 

1er pas . Soi t 7 r une représentatio n d e G —  W1"1 x  SLn_1(R)  possédan t 
presque des vecteurs invariants. Soi t {Krn)m>1  un e suite croissante de parties 
compactes de G  recouvrant G . O n choisit pour tou t m  >  1  un vecteu r unit é 
£m G  7in qui es t ( ^ , Km)-invariant. D e l'égalité 

Um *(9)u\2 --2-2Re(u*(9)u , 

il résult e qu e la suite d e fonctions 

9 • Re Em|II(g)Em (m >  1 ) 

converge vers 1  uniformément su r tou t compac t de G. Comm e 

\(u*(9)u\ 1 pou r tout q G G , 

on voi t qu e la suite d e fonctions de type positif 

V m : 2 ' >(£т\*Шт) (m >  1 ) 

converge aussi ver s 1  uniformément su r tou t compac t de G. 

Considérons la restriction d e <pm  au sous-groupe abélien fermé H =  Rn-1 
de G . Comm e ( p ^ H es t d e type positi f sur Rn_1 , u n théorèm e d e Bochner 
(voir par exempl e l'exercice 1 1 . 14 d e [Rud] ) fourni t un e mesure de probabilité 
fjLm su r le dual Rn_ 1 d e Rn_ 1 don t la transformée d e Fourier es t ipm\H. Dan s 
la suite, nous choisissons une identification (no n canonique) entre Rn_1 e t son 
dual R ^ 1 . 

Montrons qu'i l exist e u n entie r m > 1  te l qu e A * m ( { 0 } ) ^  0 . Pou r cela, 
supposons pa r l'absurd e qu e M m ( { 0 } ) =  0  pou r tou t m > 1 . O n peu t alor s 
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considérer chaqu e /x m comme une mesure d e probabilité su r Rn_1 — { 0 } . Soi t 
S G  SLn_x(R) e t soi t 5 * la matrice transposée . Comm e la suite d e fonction s 
sur R " - 1 

x 1 > ^mW ~ VrrA&x) ( m > 1) 
tend ver s 0 uniformément su r tout compac t de Rn_1, la suite des transformées 
de Fourie r inverses , c'est-à-dire l a suite de mesures (no n positives) sur Rn_1 — 
{0} 

(Mm - S+H m )т>1 

tend faiblemen t ver s 0. 

Notons Pn_2(R ) l'espac e projecti f réel de dimension n  — 2  et p  :  Rn~1 — 
{0} — > Pn~2(R) l a projectio n canoniqu e .  Alor s (p*M m)m>i es ^ une suit e de 
mesures d e probabilit é su r P n - 2 ( R ) , e t l a suit e (p*/x m —  5*.P*Mm)m>i ten d 
faiblement ver s 0 . O r l'espac e de s mesure s d e probabilit é su r P n - 2 ( R ) es t 
faiblement compact . Quitt e à  passer à  une sous-suite , o n peut don c supposer 
que la suite (p+Atm)m> i converg e faiblement ver s une mesure d e probabilité v 
sur Pn_2(R) . D'aprè s c e qui précède , v  es t invariant e pa r SLn_1(R).  Mai s 
il es t bie n conn u qu'i l n'exist e pa s d e mesur e d e probabilit é su r Pn~2(R ) 
invariante par SLn_1(R).  (C 'est ici qu'on utilise l'inégalité n  >  3. ) O n a ainsi 
obtenu la contradictio n annoncée . 

2e pas . Nou s rassemblons ici quelques faits su r l a construction GN S que 
nous utilison s a u troisièm e pas ; il s son t établi s à  l a propositio n 5.9 . O n s e 
donne un sous-group e fermé H d'u n group e localement compac t G. 

(a) S i V>> X sont des fonctions de type positif sur G  telles que <p = tj) + X-> 
alors 7r ^ es t un e sous-représentatio n d e ir^. 

(b) S i <p es t un e fonctio n constante strictemen t positive , alors 7r ^ es t l a 
représentation unit é de dimension 1 . 

(c) S i (p est un e fonctio n d e typ e positi f su r G , alor s l a représentatio n 
n<p\H d e H es ^ une sous-représentatio n d e la restriction à  H d e 7r^ . 

(d) Soi t 7 r un e représentatio n d e G , soi t £  G  e t soi t (p la fonctio n de 
type positif définie par ip(g) = (£|TT ((/)£). Alors es t une sous-représentatio n 
de 7r . 

3e pas : conclusion . O n repren d le s notation s d u premie r pa s e t o n 
choisit u n entie r m > 1 tel qu e cm = Mm({0} ) > 0 . O n écri t // m = cm<5 0 + ^ 
où 6 0 désigne l a mesur e d e Dira c à  l'origin e d e Rn_ 1 e t o ù fjbfm désign e un e 
mesure positiv e sur Rn_ 1 qu i ne charg e pas { 0 } . Pa r transformé e d e Fourie r 
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inverse, on a 
m 

n-1 C +  0 9 m 1  ' m 

où (f'^  est un e fonctio n d e typ e positi f su r Rn_1 . Le s faits énuméré s a u 
deuxième pas , appliqué s dan s Tordre , montren t qu e la représentation unit é de 
dimension 1  de Rn_1 est une sous-représentation d e la restriction d e 7r à Rn_1. 
En d'autre s termes , 7 r possèd e de s vecteurs no n nuls invariant s pa r Rn_1 . • 

4.- Théorème . L e groupe SLn(R) es t un groupe d e Kazhdan pou r tou t 
entier n > 3. 

Preuve. Identifion s l e produit semi-direc t Rn_ 1 x SLn_1(R) à  son imag e 
dans SLn(R) pa r le plongemen t 

a ' 

R " - 1 x  S £ n _ x ( R ) SLn(R) 

ж, 5 S x 
0 1 

(on pens e à  x comm e à  un vecteu r colonne) . 

Soit 7 r une représentation d e SLn(R) qu i possède presqu e de s vecteur s 
invariants. I l e n es t a  fortior i d e mêm e d e l a restrictio n d e 7 r à Rn_ 1 xi 
SLn_1(R). L a proposition 2  montr e qu'i l exist e dan s de s vecteurs non 
nuls invariant s pa r Nn_1 = a(Rn~1), e t le lemme 1  qu'il exist e dan s Hn des 
vecteurs no n nuls invariant s pa r SLn(R) tou t entier . • 

2.b. AUTRE S GROUPE S D E LI E SIMPLES À  CENTRE S FINI S 

Expliquons brièvemen t commen t o n peut étendr e l e théorème 4  à de tels 
groupes. Convenon s qu'u n group e G es t uniformément engendré par deu x 
sous-groupes H, H' s'i l existe un entier N > 1 tel que tout élémen t d e G peu t 
s'écrire g  =  h1h'1h2h,2  .. .hNh'N  ave c h{  g  H  e t h\  g  H1.  Dan s so n articl e 
original, Kazhda n démontr e l e lemm e suivan t (théorèm e 4  d e [DK]) , don t 
nous donnon s un e preuve e n 3.16. 

5.- Lemme . S i le groupe localemen t compac t G es t uniformémen t en -
gendré pa r deux sous-groupe s fermé s H, H' ayan t l a propriété ( T ) , alor s G a 
la propriét é (T ). 
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On sai t qu'un systèm e de racines de rang >  3  qui est irréductible possède 
un sous-systèm e isomorph e à  A2. O n e n dédui t qu'u n group e d e Li e rée l 
connexe simple G à centre fini de rang réel > 3  et de décomposition de Cartan 
G = KAK es t uniformémen t engendr é par u n sous-group e compact maximal 
K e t u n sous-group e localement isomorphe à SX3(R) ; voi r [DK] . Kazhda n en 
déduit qu'u n te l group e G possède la propriété (T). 

Peu après , Delaroche-Kirillo v [DK] e t Vaserstei n [Vas ] ont indépendam -
ment remarqué que le raisonnement précéden t s'étend aux groupes algébriques 
simples d e rang rée l >  2 , à  conditio n qu'on montr e séparémen t qu e Sp4(R ) 
a la propriété (T) . La raison e n es t qu'u n systèm e de racines irréductible de 
rang >  2  possède un sous-systèm e isomorphe à i2 o u à C2 . L e second ca s se 
traite comme suit . 

6.- L e ca s d e Sp4(R). Rappelon s qu e 5p4(R ) es t l e group e de s ma -
trices 4-fois- 4 su r R  qu i préserven t l a form e bilinéair e alterné e d e matric e 

( ^  Q 2 ) '  ^n ^n^ro(^u ^ les sous-grouPes 

H 
A 
0 

B 
tA-i Mat4(R) ; A £ GL2(R) e t AlB = B1 A 

N : 12 
0 

B Ma*4(R) ;  *B = B\ 

de 5p 4(R). E n fai t H = N x  G I 2(R) , pou r l'actio n usuell e B -> ABlA d e 
A G  GL~(R) su r l'espac e N de s matrices symétriques . 

On montr e d'un e par t que , si 7 r est un e représentatio n d e 5p4(R ) ayan t 
un vecteur non nul £  invariant pa r TV , alors £ est invarian t pa r Sp4(R) . 

On montr e d'autre part que la paire (if , N) a  la propriété (T). C e dernier 
point requiert un e modification du premier pas du n°3 ci-dessus. On construi t 
d'abord comme au n°3 une mesure de probabilité sur l'espace projectif associ é 
à T V qui es t invariant e pa r GL2(R). O n utilise ensuit e u n nouve l ingrédient, 
qui est le lemme suivant, dû à Furstenberg (voi r le corollaire 3.2.2 dans [Zim]) . 

Lemme. O n s e donn e u n entie r n > 2 . Soi t G u n sous-group e d e 
GLn(R) qu i préserve une mesure de probabilité sur l'espace projectif Pn_1(R) . 
On suppos e qu e l'actio n su r R n d e tou t sous-group e d'indic e fini  de G es t 
irréductible. Alor s l'image de G dans PGLn(R) es t relativemen t compacte. 
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7.- Passage aux groupe s algébriques simples de ran g déployé >  2 
sur u n corp s local . Dan s son article origina l [Kaz] , Kazhda n considèr e un 
groupe comm e SL3 no n seulemen t su r le s réels , mai s plu s généralemen t su r 
un corps local F. Soi t plus précisément G le groupe des points rationnels d'u n 
groupe algébrique simple défini e t d e rang déployé >  3  sur F . 

Dans l e cas de 5Ln, o n se convainc sans pein e que le lemme 1  s'adapte 
à F . Pou r généralise r l a propositio n 2 , i l fau t remarque r qu e l e théorèm e 
de Bochne r est valabl e pour tou t group e localement compact abélien. (Voi r 
[Gu3], théorème 2.4; sous cette forme, l e résultat est dû à Weil.) Noton s aussi 
que le dual Fn_ 1 d e Fn_1 s'identifi e (no n canoniquement) à  Fn_1 [Wei] . 

Pour u n group e G quelconqu e de rang déploy é >  2  sur F , l e seul poin t 
non classique dans le cas non archimédien est l'existence d'une décompositio n 
de C  art an G — KAK. Mai s cette décompositio n a ét é établi e pa r Bruha t e t 
Tits: voi r l a proposition 4.4.3 de [BT] . 

L'observation d e Delaroche-Kirillov e t Vaserstei n pou r traite r l e cas des 
groupes de rang déploy é >  2  reste valable . O n doi t montre r séparémen t qu e 
£p4(F) es t u n group e d e Kazhdan . O n peu t reprendr e l'argumen t d u n° 6 
ci-dessus, car le lemme de Furstenberg es t vra i su r un corps local quelconque. 
(Voir l e corollaire 3.2.2 dans [Zim] ; la restriction d e Zimmer à un corp s F de 
caractéristique null e n'est pa s sérieuse. ) 

En résumé , le  théorèm e d e Kazhda n amend é pa r Delaroche-Kirillo v et 
Vaserstein s'énonc e comme suit . 

8.- Théorème . Soi t F  u n corp s loca l e t soi t G l e group e de s point s 
rationnels d'u n group e algébrique simple défini e t d e rang déployé >  2  sur F . 
Alors G a la propriété (T). 

9.- Remarques , (i ) Le théorème 8 ne s'applique pa s à  SX3(Q) , comm e 
nous l'avons déjà noté à  la remarque 1.12 . L e lecteur attenti f aur a remarqu é 
l'usage essentie l fai t d e l a topologi e no n discrèt e d e R , notammen t dan s l a 
preuve du lemme 1. 

(ii) Soi t à  nouveau F u n corp s local, e t soi t maintenant G le groupe des 
points rationnels d'u n group e algébrique simple de rang déployé 1 sur F . Nou s 
verrons aux chapitres 3  et 6  que G n'a pa s la propriété (T) s i F n'es t n i R ni 
C. E n revanche, si F contien t R , la situation es t plu s compliquée: le s groupes 
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en question son t ( à isomorphisme local près) 

5O0(l ,n) ave c n > 2; SU(l,n) ave c n > 2; 

Sp(l,n) ave c n >  2; ^ 4 ( - 2 0 ) 

(ces groupes sont défini s au chapitre 6) . Nous verrons plus loin que SO0(l, n) 
et SU(l,n) n'on t pa s l a propriét é (T) . Mais Kostant a  montré qu e Sp(l,n) 
et i r4(_2o) l'ont (voi r le chapitre 9). 

(iii) Il existe une autre preuve du théorème 8, apparemment du e à Zimmer 
(théorème 7.4.2 de [Zim]) , qui utilise le théorème d'annulation de s coefficient s 
de Howe-Moor e (théorème s 5. 2 d e [HM ] et 2.2.2 0 de [Zim]) . O n utilis e l a 
théorie de s systèmes d e racines pou r montre r qu e l e groupe G d u théorèm e 
8 contien t u n produi t semi-direc t FN  xi SL2(F) relati f à  un e représentatio n 
de SL2(F) su r F N sans vecteu r invarian t no n nul . O n montr e comm e à  l a 
proposition 2 et au lemme 6 que la paire (F N *5JC2(F), FN) possède la propriété 
(T) relativ e (voi r auss i l e lemme 1  de [Ma4]) . A  fortior i (G,FN ) l a possède 
aussi. O n suppos e alor s (a b absurdo ) qu e G possèd e une représentatio n n 
sans vecteur invariant no n nul ayant presqu e des vecteurs invariants. Alor s la 
restriction 7r|F N n' a pa s non plus de vecteur invariant no n nul (s'i l en existai t 
un, alor s l e coefficien t correspondan t g — > (£|7r (g)£) n e s'annulerai t pa s à 
l'infini, contrairemen t a u théorèm e d'annulatio n de s coefficients) . Mai s cec i 
est absurd e puisqu e (G ',FN) possèd e la propriété (T). 

(iv) Rappelon s du n°1.14 qu'un group e G possède la propriété (T) s i et 
seulement si 7r 0 es t un point isolé du dual unitaire G de G. Cowlin g a introdui t 
le dual uniformément borné de G: c'es t l'espac e topologique Gub des (classes 
d'équivalence de ) représentations irréductibles , non nécessairement unitaire s 
mais uniformément bornées , de G dan s de s espaces de Hilbert . O n sai t qu e 
G = Gub si G es t moyennabl e [Dil] , mai s o n peu t avoi r G ^ Guh (c'est 
par exempl e le ca s s i G = GL2(R), voi r [KS]) . Cowlin g a  montré l e résultat 
suivant, qu i rétabli t l'équilibr e entr e l e ca s F  =  R  (o u C) e t le s autre s ca s 
(corollaire 2.3.4 de [Cgi ] et théorèm e 7.1 de [Cg2]) . 

Proposition. Soi t G un groupe de Lie simple réel connexe, non compact 
et d e centre fini.  Alor s 7r 0 es t u n poin t isolé de Gub si et seulemen t s i le ran g 
réel de G est >  2. 

(v) E n plu s d'un e preuv e de la propositio n 2, les arguments d u numér o 
3 fournissen t d e nombreu x autres exemple s de paire s (G,G0 ) possédan t l a 
propriété (T)  relative , et même mieux. Soi t en effet V  u n espac e vectoriel de 
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dimension finie sur u n corp s local; o n note V l e dual d e V. Soi t H u n sous-
groupe de GL(V) qu i est ferm é pour la topologie localement compacte, et te l 
qu'il n'existe aucune mesure de probabilité sur l'espace projectif P(V) qu i soit 
^-invariante. (Exemple : H =  SL2(T)  dan s GL2(R).)  O n pose G = V  xi H. 

Proposition. Ave c le s notation s ci-dessus , la pair e (G , V) possèd e la 
propriété (T) . Mieux: soit ir  une représentatio n d e G  telle qu e la restrictio n 
de 7 T à H possèd e presque de s vecteurs invariants; alor s il existe des vecteurs 
non nul s de Hn invariant s par V. 

Preuve. I l suffit d e montrer l a seconde assertion. O n considère d'abord 
comme au numér o 3  une suit e (£m)m> ! d e vecteurs unité de Hn  telle qu e la 
suite de s fonct ion s 

H R 
S Em II(S)Em 

tende ver s 0  uniformément su r tou t compac t de H. O n not e fim l a mesur e 
de probabilit é su r V don t l a transformé e d e Fourie r es t l a fonctio n d e typ e 
positif v H + ( É m K ( « ) £ m ) su r V. 

Soit S G  H. I l s'agit de montrer qu e la suite de mesures {nm — Slltfim)m>1 
sur V ten d faiblemen t ver s 0 ; e n d'autre s termes , s i B es t u n borélie n de 
V, i l fau t montre r qu e limm_0 0 |^m(5-1i?) -  ^m(J5) | =  0 . L e théorèm e 
spectral montr e qu'i l exist e pou r tou t borélie n A d e V u n projecteu r P(A) 
de Hx te l qu e fim(A) = {Çm\P(A)£m). Comm e G est u n produi t semi-direct , 
P(S~lB) = 7 r ( 5 - 1 ) P ( J B ) 7 r ( 5 ) . O n a donc 

\»m(S-'B)-iim{B) (UP(S-1B)U (UP(B)U 

\(*{S)UP{B) (II(S)€m-€m)) (II(S)€m-€m)) P(B)U 

2| *{S)UP > m 

qui tend ver s 0 si m tend ver s l'infini . 

On montr e alor s comm e a u n° 3 qu'i l exist e un entie r m  >  1  tel qu e fim 
charge l'origin e d e V. Don c P{{0}) ^ 0 . Mai s P({0}) es t précisémen t l e 
projecteur d e su r l e sous-espace des vecteurs fixes par V.  • 

Il n'y a  pas que des groupes semi-simples parmi le s groupes de Kazhdan. 
Les premier s exemples non réductifs ont été obtenus par S.P . Wang (théorème 
4.3 de [Wa2 ] e t 7.4. 4 de [Zim]) : 
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10.- Proposition . Pou r n > 3 , l e produi t semi-direc t R n x  SLn(R) 
possède la propriété (T). 

Preuve. O n pos e G = Rn x SLn(R). Soi t n un e représentatio n d e G 
possédant presqu e des vecteurs invariants. L e théorème 4 montre qu'i l existe 
un vecteur unité £ G  Tin invariant pa r SXn(R) ; notons <p :  G — + C  le coefficien t 
défini pa r ip(g) = (£|7r (flr)f). O n a  (figxg-1) = cp(x) pour tou s g G  SLn(R) 
et x G  Rn; comme l'action d e SXn(R ) su r R n possède une orbit e dense , il en 
résulte que  la fonction ip est constante su r Rn , c'est-à-dire qu e £ est invarian t 
par Rn . L e vecteur £ est don c invariant pa r G tout entier . • 

Le mêm e argument s'appliqu e à  (R n © . .. © Rn) x  SLn(R), o ù SLn(R) 
agit pa r l a diagonal e de l'action standar d su r l a somm e de p copie s d e Rn , 
pour autan t qu e p < n. (Un e telle actio n possèd e une orbit e dense , formée 
des p-uple s de vecteurs linéairement indépendants. ) 

2.c. PROPRIÉT É (T ) E T REVÊTEMENT S 

Pour le s groupe s d e Li e réels , l a propriét é (T) es t invariant e relative -
ment au x isomorphismes locaux à noyaux finis (proposition 1.9). Pa r suit e le 
théorème 8 montre que tout group e de Lie réel connexe simple de rang >  2  et 
de centr e fini est un groupe de Kazhdan. Nou s allons montrer qu e l'hypothèse 
sur l a finitude  du centr e es t superflue . 

11.- Propositio n (Serre) . Soi t G un groupe localement compact. Sup -
posons que  G  es t engendr é pa r un e parti e compact e K,  e t qu'i l exist e u n 
sous-groupe fermé C  d u centre de G tel qu e G/C  a  la propriété (T) . Notons 
G1 l a partie ouvert e de G  formée des représentations irréductible s d e degrés 
strictement supérieur s à  1. Alor s la représentation unit é 7r 0 d e G n'appartient 
pas à  l'adhérence d e G1 dans G . 

Preuve. Soi t K l'imag e de K dan s G/G . C'es t un e partie compact e qui 
engendre le groupe de Kazhdan G/G. La proposition 1.15 montre qu'i l existe 
un nombr e e > 0  te l que  tout e représentatio n d e G/ G ayan t de s vecteur s 
unité {s,K)-in varian t s possède des vecteurs invariants no n nuls. O n va mon-
trer qu'aucun e représentatio n f  G  G1 ne possèd e de vecteur s unit é ( | , / i ) -
invariants. (Noton s que l'ensemble des représentations TV e  G  possédan t de s 
vecteurs unité (|,iïf)-invariant s es t u n voisinag e ouvert de 7r 0 dan s G.) 
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Soit iT  £ Gl. O n considèr e l'espace C2(Tïn) des opérateur s d e Hilbert-
Schmidt sur JiSs  c'es t u n espac e de Hilbert pour le produit scalair e 

S,T Tr S*T 

qui es t bie n défin i ca r l e produit d e deux opérateurs d e Hilbert-Schmid t es t 
un opérateu r à  trace . O n défini t un e représentatio n unitair e Adn d e G su r 
C2(H„) pa r 

Adn(g)(S) Tr^Sirig-1) 

pour tou s g G  G e t S G  C2ÇHn). Mai s n es t irréductible ; pou r tou t g G  C, 
l'opérateur 7r (g) es t don c scalair e e t Ad,7r(g) =  1 . E n d'autre s terme s l a 
représentation Adn s e factorise à  travers G/C. 

Soit £  u n vecteu r unit é d e O n not e G  C2(7ïn) le  projecteu r 
orthogonal de 7 ^ sur C£ . Soient £ et 7 7 des vecteurs unité de O n vérifie 
aisément qu e 

PE -Pn i2 2 - 2 | ( ^ ? ) | 2 . 

Comme on a 
E-n 2 - 2 1 ( ^ ) 1 , 

il vient 

\P(-Pn\\2 < 2 - 2 ( l - i | | e - 7 ? | | 2 ) 2 

=2 |K -«? | |A-£ |K -»7 l | 4 

<2||e-î?l|2 
donc 

l | P { -pJ I< > / 2 | | e - » 7 | | . 

Supposons pa r l'absurd e qu'i l exist e un vecteu r unit é £  qui soi t ( | , i f ) -
invariant pour 7r . L'inégalit é précédente montre que p+ est if)-invarian t 
pour Ad7r . Pa r hypothès e sur cec i implique que Aan contien t de s vecteurs 
invariants non nuls, c'est-à-dire qu'i l existe des opérateurs d e Hilbert-Schmidt 
non nul s dan s l e commutan t d e 7r . S i 7 r est d e dimensio n infinie o n a  déj à 
obtenu un e contradiction , ca r l e commutan t d e 7 r est rédui t au x scalaire s 
(lemme de Schur). 

Supposons don c d e plu s qu e 7 r est d e dimensio n finie  n > 2 . Noton s 
CoÇHn) l'espace de s opérateur s d e trac e null e su r Hv. S i f  es t u n vecteu r 
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unité de o n pose p^ =  —  ^  G  C^Ti^)  e t o n vérifie que  \\p^\\2  = 1  —  ^ . 

Posons encore cn = ( 1 —  ^)-ly'2 , d e sorte que  cnp^ es t u n vecteu r unit é dans 
£n(H ) . S i £ et 7 7 sont deu x vecteurs unité dans H ,  on a 

\cnPt ~ CnPV сп\\Р(-РЧ\\ Cn>fi\\t-4\\ 
2 le 

car n >  2  implique cn < y/2. S i £ est comme plus haut un vecteur unité ( |, K)-
invariant pour 7r , on voit que cnp^ est un vecteur unité (e, K)-invariant pou r la 
restriction d e Adn à  ^ ( W ^ ). Comm e précédemment, il y a une contradiction , 
car £ q(^7t ) n e contien t pa s d e vecteur no n nul invariant pou r Adir. • 

12.- Théorèm e (Serre) . Soi t G  u n group e localemen t compac t en -
gendré pa r un e parti e compacte . On suppose que 

(i) i l exist e u n sous-group e ferm é C  d u centr e d e G  te l qu e G/C  a  l a 
propriété (T), 

(ii) l'abélianis é sépar é G/[G,G ] d e G es t compact . 

Alors G a  lui-même la propriét é (T). 

Preuve. Soi t un e suit e d e représentation s irréductible s d e G 
qui converg e vers l a représentatio n unit é 7r0 . D'aprè s l a propositio n 11 , ces 
représentations son t d e dimension 1  et s e factorisent don c à travers le groupe 
abélien G/[G,G ] dè s que  i es t asse z grand . Mai s le groupe compact G/[G,G ] 
a la propriété (T) , donc 7T{ = 7r 0 pou r i assez grand . • 

13.- Corollaire . Tou t groupe de Lie réel simple connexe de rang déployé 
> 2  est u n group e de Kazhdan . 

Preuve. C'es t un e conséquence immédiate de s théorèmes 8  et 12 . QED. 

14.- Exemples . L e corollaire 13 montre qu'i l y  a des groupes de Kazh-
dan à  centres infinis . 

Soit e n effe t G  la composante connexe du group e des isométries d'u n es -
pace symétrique hermitie n irréductibl e no n compact de rang >  2 . Autremen t 
dit, soi t G  un group e de Lie réel connexe à centre bana l don t l'algèbre d e Lie 
apparaît dan s la list e suivant e (notation s d e [Hel] , sau f l'algèbr e sp(£,R ) de 
Helgason, notée ici sp(2£,R)) : 
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su(p, q) ave c q > p > 2 

so(2, r) ave c r > 3 
so*(2s) ave c s >  4 

sp(2t,R) ave c * > 2 

&3(-14) 

- T ( - 2 5 ) • 

(On a  de s répétitions : so(2,3 ) ^  £p(4,R) , so(2,4 ) «  sj/(2,2 ) e t so^(8) « 

5o(2,6).) Alor s le revêtement universe l G  —* G est cycliqu e infini, e t G est u n 
groupe d e Kazhda n pa r l e corollair e 13 . Noton s qu e G n'es t pa s u n group e 
linéaire, c'est-à-dir e qu'i l n'exist e aucu n honiomorphism e contin u injecti f d e 
G dan s un group e GLN(C), mêm e pour N trè s grand . 

Montrons qu'i l exist e auss i de s groupe s d e Kazhda n ave c centre s iso -
morphes à  R . Soi t G u n group e d e Li e rée l connex e à  centr e bana l d e l a 
liste ci-dessu s e t soi t K u n sous-group e compact maximal d e G. L'actio n d u 
revêtement universe l G  de G  su r lui-mêm e par automorphisme s intérieur s se 
factorise e n une actio n G —> Aut(G). L a restriction d e cette actio n à  K four -
nit u n produi t semi-direc t G X  K qu i es t l'exempl e annoncé. Comm e G a  l a 
propriété (T) , la proposition 1.9. i montr e qu e G x i K l' a aussi . O n a  d'autre 
part l e lemme d'algèbre élémentair e suivan t (don t nou s laissons l a preuve a u 
lecteur): 

Lemme. Soien t H,N deu x groupe s e t a :  H — > Aut(iV) un e actio n d e 
H su r N. L e centre d u produi t semi-direc t N x H défin i pa r a es t form é des 
couples (n,k) tel s que 

(i) k es t dan s le centre d e H, 

(ii) Oik(m) = n~lmn pou r tou t m E N 

(iii) oth(n) = n pou r tou t h £ H. 

Revenons à  G X  K. So n centre es t don c formé des couples ((? , k) tel s que 

(i) k es t dan s le centre d e if , 

(ii) p(g)k = 1 , où p : G —> G désigne la projection d e revêtement . 
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(La condition (iii) du lemme est alor s automatiquement vérifiée. ) Comm e le 
centre d e K es t u n cercl e e t comm e p es t u n revêtemen t cycliqu e infini , l e 
centre de G X  K es t isomorph e à R. 
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CHAPITRE 3 
PRINCIPAUX EXEMPLES : GROUPE S DISCRET S 

Ce chapitr e es t divis é en quatr e parties don t l'obje t commu n est l a de -
scription d'exemples . L a premièr e e t l a troisièm e son t respectivemen t con -
sacrées aux questions d e savoir quand l a propriété (T ) passe aux sous-groupes 
et aux sur-groupes. L a seconde est un intermède géométriqu e qui a son intérêt 
propre, e t qu e nous utilisons dan s les preuves d e la troisième partie . La  qua -
trième expos e des exemples dus à  Serre e t Gromov . 

3.a. SOUS-GROUPE S D E K A Z H D A N 
D'UN GROUP E D E K A Z H D A N 

Toutes le s preuve s qu e nou s connaisson s qu i montren t qu'u n certai n 
groupe discre t infin i —  pa r exempl e SL3(Z) —  es t u n group e d e Kazhda n 
utilisent l e résultat d'hérédit é d u théorème 4 , avant lequel nous rappelons u n 
cas particulier d e la "continuit é d e l'induction" (propositio n 7.3.7 de [Zim]) . 

1.- Définition . Soi t H u n sous-group e ferm é d'u n group e localemen t 
compact G . Rappelon s qu e G/H possèd e une mesur e invariant e par G s i e t 
seulement s i l a restrictio n à  H d e l a fonctio n modul e su r G es t l a fonctio n 
module sur H (chapitr e I  de [Rag]) . O n di t qu e H es t d e covolume fini dans 
G s'i l exist e une mesur e G-invariant e finie  su r G/H. 

2.- Rappe l su r l'induction . Soien t G un group e localement compact, 
H u n sous-group e fermé d e G e t 7 r une représentatio n d e H. Pou r simplifier , 
nous supposon s d e plu s H d e covolum e fini  dans G. (San s cett e hypothèse , 
il faudrai t introduir e dan s la suit e de s dérivée s d e Radon-Nykodim. ) Soi t fi 
une mesur e d e probabilité su r G/H invariant e par G. 

Soit C l'espace des classes de fonctions mesurables /  :  G —> Hn telle s que 

f(9h) — ,'ïï(h~1)f(g) pou r tou t h e  H et presqu e tou t g G  G , 

classes modulo la relation uf1 ~ f2 s i ft(g) = f2{g) pou r presque tou t g G  G". 
Comme 7 r es t unitaire , l a (class e de la) fonctio n réell e g i— • | | / (â0| | 2 s e ^ac " 

torise e n un e (class e de) fonction réelle su r G/ H, qu e nou s noton s (abusive -
ment) x i —> ||/(#)| |2. Soi t / C le sous-espace de C formé des fonctions /  telle s 
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que 

G/H 
f(x)\\*dn(x) oo . 

Alors /C est u n espac e de Hilbert . L'actio n à  gauche naturelle de G su r K es t 
une représentatio n (unitair e e t fortemen t continue ) qu i es t l a représentation 
de G induite par la représentation -K de H et qu'o n not e Ind^ir. 

3.- Lemme . O n conserv e les notations d u numér o précéden t e t o n sup -
pose d e plu s qu e n possèd e presqu e de s vecteur s invariants . Alor s Ind^n 
possède presque de s vecteurs invariants . 

Preuve. Noton s p : G —> G/H l a projection canonique . Soi t s : G/H —> 
G un e sectio n borélienne d e p qui es t localemen t bornée , c'est-à-dire telle qu e 
s{Y) es t relativemen t compac t dans G pour tou t compac t Y d e G/H. (Pou r 
l'existence d'un e tell e section , voi r l e lemme 1.5. 1 d e [Par]. ) O n introdui t l a 
fonction 

r 
G > H 

[g 
s(p(g))-1g 

telle qu e r(gh) = r[g)h pou r tou s g E  G et h G  H. O n introdui t auss i l e 
cocycle 

a 
G : G/H 

(g,x) 

H 

s{x)-1g-1s(gx) 

tel que  a(g1,p(g2)) = ^ M S i f l ^ ) - " 1 pou r tou s gx,g2€ G. 

Considérons un compac t i f d e G, un nombr e e > 0 et u n compac t Y d e 
G/H te l que  fi(YAkY) < Pou r tout k G  K, o ù A désigne la différenc e 
symétrique. La  sectio n s étan t localemen t bornée , i l existe u n compac t L d e 
H te l qu e a(K~l x Y) C L. Pa r hypothès e su r 7r , i l exist e u n vecteu r unit é 
£ G  Ti^ qu i es t (|,L)-invariant . O n défini t un e fonctio n /  :  G —> HK pa r 

№ u(Y)-Wn(r(Q)-i)£ 

Lo 

si p(q) E  Y 

sinon 

qui es t évidemmen t u n vecteu r unit é d e /C . Montron s qu e /  es t (e , i i ) -
invariant. 
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Soient k € K et g G G. Si p(g) Ç.Y D kY', on a 

И Я * - 1 * ) - / ^ ) ! ! = MY)-1/2 [ф(к-1д)-^-ж(т(д)-^}\\ 

= м г ) - 1 / ^ ) - ! ) ^ - 1 , ^ ) ) ) - îKl l 

< n{Y)-^ su p Mh)í - e n < м ( У ) - 1 / 2 | . 

Si p(fif) € y et ¿ kY, on a 

f(k-1g)- f(9) - M i r 1 ' 2 ^ ) - 1 ) ^ ß(Y)~l/2 . 

Si i>(<7 ) fÉ Y e t G  o n de même 

f{k~lg) - f(g) 
u(y)-1/2 . 

Enfin, si p(g) ¿ F U f c F . o n a f{k-lg) - f(g) = 0. Par suite 

( / ! « # * ) ( * ) / -  /II 2 
ß(Y kY) 

u(Y) 
£2 
4 

/7 , (yAfcr 

M r ) 
:e2 

et /  es t bie n (e , üí)-in variant. 

4.- Théorème . Soien t G  un group e de Kazhda n e t H u n sous-groupe 
fermé de G de covolume fini.  Alor s H es t u n group e de Kazhdan. 

Preuve. Soi t TT un e représentatio n d e H qu i contien t presqu e de s vec -
teurs invariants. L e lemme 3 montre que Ind^n contien t presque des vecteurs 
invariants. Comm e G est un groupe de Kazhdan, il existe un vecteur unité /0 
invariant pa r G dans l'espac e de la représentation Ind^n. C e vecteur / 0 es t 
une fonction mesurabl e d e G dans Hn tell e que 

foixh) 
II(h-1)fo(x) 

fo(gx) / o (* ) 

pour tou t h G  H, pou r presque tou t x G  G 

pour tou t g  G G, pou r presque tou t x G  G . 

La second e de ces relations et une version rudimentaire d u théorème de Fubini 
impliquent qu'i l existe xQ G G tel que 

fo(9) fo(xo) Pou r presque tou t g G G . 
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Posons £ = /0(^0 )5 <lu i est un vecteur non nul de H^. Soi t h G  H. O n a d'un e 
part 

fQ(xh) = e pour presque tou t x G  G  ; 

d'autre part, l'une de s relations précédente s s'écri t 

f0(xh) = wih-1)^ pour presqu e tout x G  G . 

En comparant , o n obtient 
II(h-1)E=E 

Mais / 1 est quelconqu e dans H, don c £ G 7^ es t u n vecteu r non nul invarian t 
par H. • 

5.- Corollaire , (i ) Soit T un réseau (c'est-à-dire un sous-group e discret 
de covolume fini ) dan s u n group e algébrique simple de rang déploy é >  2  sur 
un corps local. Alor s T est un group e de Kazhdan. E n particulier SLn(Z) es t 
un groupe de Kazhdan s i n > 3. 

(ii) L e groupe Zn x SLn(Z) es t u n group e de Kazhdan s i n > 3. 

Preuve. Cel a résulte immédiatement d u théorème 2.8, de la proposition 
2.10 et d u théorème 4 ci-dessus. • 

Notons que , s i l e group e G d u théorèm e 4  es t u n group e d e Li e rée l 
connexe simple de centre fini, le théorème de densité de Borel (théorème 3.2.5 
de [Zim] ) montre que les sous-groupes fermés propres de covolumes finis de G 
sont précisément les réseaux de G. 

Le théorème 4 est auss i util e à  montrer qu e certains groupe s n'ont pa s la 
propriété (T).  E n voic i quelques échantillons. 

6.- Proposition . Le s groupes suivants n'on t pa s la propriété (T): 

(i) SL2(F) e t PSX2(F) , o ù F es t u n corp s local, 

(ii) SL2{I) e t PSL2(Z). 

Preuve. I l suffi t d e vérifie r qu e le s groupe s de l'énoncé possèdent de s 
sous-groupes discrets de covolumes finis qu i n'ont pa s la propriété (T). 

(i) S i F = R , on peut identifie r PSL2(R) a u groupe des isométries hyper-
boliques du demi-pla n de Poincaré P préservan t l'orientation . Soi t T le sous-
groupe de PSL2(R) engendr é pa r le s transformations 2  H z  + 2  et 2  H -  j . 
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Un théorème classique de Poincaré montre qu e T a pour domaine fondamenta l 
le triangle hyperbolique idéa l 

D = {z eP:  \Rez\  <  1  e t \z\  > 1 } 

et qu e T  es t isomorph e a u produi t libr e d e Z  avec Z/2Z. Pa r suit e T  est u n 
réseau dans PSL2(R).  I l n' a pa s l a propriét é (T ) car i l possède un quotien t 
cyclique infini . 

Si F =  C , on sait que PSL2(C)  possèd e un réseau T qui est isomorphe au 
groupe d e l'entrelac borroméen (e t u n autr e isomorphe a u group e d u noeu d 
à quatr e croisements) . Voi r [Ril] , [Wie] , ains i qu e le s numéro s 1. 6 e t 4. 3 de 
[Thu]. Comm e Pabélianisé d e T  est infini , T  n'a pa s l a propriét é (T). 

Si F  n'es t n i R  n i C , alor s PSL2(F)  possèd e u n sous-group e libr e no n 
abélien cocompact . Voi r l'alinéa II.1.5 d e [Ser] , ainsi que [Iha] . 

Notons enfi n que , v u qu e PSL2(F)  n' a pa s l a propriét é (T) , le group e 
SL2(F) n e l'a pa s no n plus (propositio n 1.9) . 

Nous donnons une autr e preuve d e l'assertion (i ) au chapitr e 6 . 

(ii) L e sous-groupe T  « Z  * (Z/2Z) d e PSL2(R)  introdui t e n (i ) es t u n 
sous-groupe d'indice fini de PSL2(Z) qu i n'a pas la propriété (T) , donc SL2(I) 
ne l'a pa s no n plus . • 

Le résultat suivant est utilisé ci-dessous au chapitre 7 . I l est indépendam -
ment d û à  Margulis [Ma2 ] et Sulliva n [Sul] . 

7.- Proposition . L e groupe SO(n) contien t u n sous-group e dénombra -
ble dense ayant la propriété (T ) lorsque n >  5 . (Pou r n < 4, voir la proposition 
6.26.) 

Preuve. Considéron s la forme quadratique q  définie su r R n pa r 

q(x) 

n-2 

i=l 

x 2 - V 2 ( x l _ 1 + x l ) 

Son group e orthogona l spécia l SO(q)  es t isomorph e à  SO(n -  2,2 ) qu i es t 
simple et d e rang réel 2  pour n > 5. (Attentio n à  50(2 ,2) , don t l'algèbr e d e 
Lie est isomorphe à  d2(R)  x  5 / 2 № > c'est-à-dir e à  un produi t d e deux algèbres 
de rang 1) . Donc SO(q)  a  la propriét é (T)  pa r l e théorème 2.8 . 
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Considérons ensuite le corps de nombres Q(\/2) , so n anneau de s entiers 

l[y/2] = {m + ny/2; m,NEL} 

et l'élémen t no n bana l a d u group e de Galois de Q(\ /2) / Q défin i pa r 

<J(A + BV2) = A - B\PÎ . 

Posons T = SO(q) H  GLn(Z[y/2\). L'applicatio n 

RR 

1 7 

SO(q) x  SO(aq) 

( 7 , ( 7 7 ) 

est un plongement don t limage est discrete de covolume fini (proposition 6.1.3 
de [Zim]) . L a forme aq es t défini e positive ca r 

aq(x) 
n-2 

i=1 

x2i + V2 2 I 2 > 
Xn-l ' Xn; 

Par suit e le groupe SO(aq) es t compact , donc SO(q) x  SO(aq) es t u n group e 
de Kazhdan (exempl e 1.5.ii et proposition 1.9.ii) . L e théorème 4  montre don c 
que T possède la propriét é (T) . 

Il es t clai r qu e l'applicatio n 

r SO{aq) - SO(n) 

7 • (7 7 

est injective . Pou r montre r que  son image es t dense , on peut procéder comme 
suit. Pou r 1 < i < n — 2 et n — l < j < n , o n note gW ) la restriction d e q au 
plan des coordonnées x{ et x ^ e t T(%iï =  TnSO (q^). Comm e précédemment, 
r(^) es t u n résea u dans SO(gW) ) ~  R  x (Z/2Z) ; e n particulie r T ^ ) contien t 
une copi e d e Z . Comm e SO(aq^) es t isomorph e à  50(2 ) , l'injectio n 

f r<«) SO(aq№) 

7 • (7 7 

est à  image dense. Don c la fermeture d e l'image de T dans SO(aq) contien t le s 
sous-groupes à  un paramètre associés aux plans x { , X y I I est facil e de voir (pa r 
exemple e n travaillan t dan s l'algèbre d e Li e de SO(n)) que  ce s sous-groupe s 
à u n paramètr e engendrent u n sous-group e dens e d e SO(aq). • 
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3.b. CENTR E D'UN E PARTI E BORNÉ E DAN S U N ESPAC E 
MÉTRIQUE O Ù L'INÉGALIT É DE L A MÉDIAN E ES T VRAI E 

Soit X u n espac e métriqu e complet . O n désign e pa r \xy\ l a distanc e 
entre deux points x,y d e X. O n suppose que X satisfai t au x deu x conditions 
suivantes: 

(i) Pou r tou s x,y G  X , i l existe u n uniqu e poin t m E X te l qu e \xm\ = 
\my\ =  o n dit qu e m es t l e milieu du segment [x,y]. 

(ii) Soien t a , 6, c trois point s d e À"; notons m l e milieu d e [6 , c]. Alor s on 
a Vinéqalité de la médiane 

2\am\2+ \\bc\2 < \ab\2 + \ac\2 . 

Le lemm e qu i sui t es t d û à  Serre . I l impliqu e u n résulta t d e poin t fixe  d e 
Bruhat e t Tits (proposition 6  ci-dessous et lemm e 2.3. 2 de [BT]) . 

8.- Lemm e d u centre . Soi t X u n espac e métrique comple t satisfaisan t 
aux condition s (i ) e t (ii ) ci-dessus. Soi t A un e parti e borné e no n vid e de X. 
Pour tou t x G  X, on pose g(x) — supaÇA \xa\. Alor s il existe un uniqu e poin t 
de À " réalisant le minimum d e la fonctio n g : X R+ . 

En d'autres termes, parm i toutes les boules fermées de X qu i contiennen t 
A, i l e n exist e un e e t un e seul e d e rayo n minimum . So n centr e s'appell e l e 
centre de A. 

Preuve. Poson s r  =  infxeX g(x). Montron s d'abor d qu'o n a 

(*) \ы2 i>(*)2 + É>(ï/)2-2r2 

pour tou s x,y G  X. Pou r cela , considéron s l e milie u m  d e xy. Pou r tou t 
a G  Ay l'inégalité d e la médiane donn e 

\\xy\2 < \ax\2 + \ay\2 -2\am\2 Q{X)2 + g{y)2 - 2\am\2 . 

Comme supa^4 \am\ = g(m), cel a entraîne 

\\xy\2 < Q(x)2 + 6(y)2 - 2g(m)2 , 
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d'où (* ) puisque g(m) > r. 

On choisi t alors un e suit e {xn)n>1 d e points d e X tell e qu e 
r =  limn_>0 0 g{xn). La  formul e (* ) montr e qu e (xn)n>1 es t un e suit e d e 
Cauchy. L a limite d e cette suit e es t l e centre cherché . 

La même formule (* ) montre évidemmen t l'unicité d'u n te l centre . QED . 

9.- Propositio n (Bruhat-Tits) . Soi t X u n espac e métriqu e comple t 
où l'inégalit é d e l a médian e es t vrai e (condition s (i ) e t (ii ) ci-dessus) e t soi t 
G u n group e d'isométrie s d e X ayan t une orbit e bornée . Alor s G a un poin t 
fixe dans X. 

Preuve. L e centre d'un e orbite borné e es t évidemmen t fixe  pa r G . (L a 
preuve original e de [BT ] est différente. ) • 

10.- Exemples . Parm i le s espace s métrique s complet s pou r lesquel s 
l'inégalité d e la médiane es t vérifiée , on trouve : 

(i) Le s espaces d e Hilbert , o ù on a  même l'égalité (voi r [Pap] , livre VII, 
proposition 122). 

(ii) Le s variétés riemanniennes complète s simplement connexes à courbure 
sectionnelle non positiv e ([BT] , 3.2.5 , et [BGS] , théorèmes 1. 4 e t 2.1). 

(iii) Le s immeubles d e Bruhat-Tits ([BT] , 3.2.1) . 

(iv) Le s arbres , e t plu s généralemen t le s R-arbre s (voi r l e chapitr e 6  ci-
dessous). 

(v) Le s espaces satisfaisant CAT(0) a u sen s de Gromov (remarqu e 2.4. C 
de [Gro]) . 

11.- Corollaire . Soi t 7 r un homomorphism e d'u n group e G  dan s l e 
groupe unitair e U(H) d'u n espac e d e Hilber t H. S'i l exist e u n nombr e rée l 
e > 0 et u n vecteu r unit é £  G  H tel s qu e R e (£\n(g)£) >  s pou r tou t g G  G, 
alors i l existe dan s 7i  un vecteu r no n nul invarian t pa r TT(G) . 

Preuve. L'orbit e A = 7r(G) £ d e £  es t un e parti e borné e no n vid e d e 
Ti. Ell e possèd e donc un centr e r\ qui es t invarian t pa r TT(G ), e t i l s'agi t d e 
montrer qu e 7 7 ^ 0 . 

La plus petite boule centrée à  l'origine et contenan t A es t d e rayon 1 . Vu 
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le lemme 8, il suffit d'exhibe r une boule de rayon strictement inférieu r à  1 qui 
contienne A. Or , en posant C = £f, o n a pour tou t g G G 

HC - 7 r ( 9 ) £ | | 2 =  e 2 +  1  -  2eRe  < £ | 7 r ( 9 ) £ ) <  1  -  e2  , 

de sorte que la boule de centre ( e t de rayon (1—e2)1/2 contient A. (Remarque : 
il serait inutile ici de supposer G localement compact et 7 r fortement continu. ) 

3.c. A  PROPO S D'U N THEOREM E D E W A N G 

S.P. Wang a montré que la réciproque du théorème 4 est auss i vraie : soi t 
H u n sous-group e fermé de covolume fini d'un group e G; si H a  la propriét é 
(T), alor s G l' a auss i (voi r l e théorèm e 3. 7 d e [Wa2 ] et l e théorèm e 3. 9 d e 
[Val]). Nou s montrons ci-dessous un résulta t un pe u moins fort: 

12.- Proposition . Soi t H u n sous-groupe fermé cocompact d'u n groupe 
localement compac t G. S i H a  la propriété (T ) alors G l'a aussi . 

13.- Remarque . Cett e propositio n constitue bien un ca s particulier d u 
résultat de Wang; en d'autres termes le groupe de Kazhdan cocompac t H es t 
bien de covolume fini dans G. E n effet , la proposition 1.7 montre d'abord que 
H es t unimodulaire, e t ensuit e que la restriction à  H d e la fonction modulaire 
de G est auss i constante . Pa r suite , G/H adme t un e mesure G-invariante , e t 
celle-ci est finie car G/H es t compact. 

14.- Preuv e d e l a propositio n 12 . O n considère une partie compacte 
J d e G tell e qu e 1  G  J e t G = JHy ains i qu'un e parti e compact e K d e 
H qu i engendr e H e t tell e qu e 1  G  K. O n s e donn e u n nombr e 6 te l qu e 
0 <  8  < 2 . L a proposition 1.16 montr e qu'i l exist e e > 0 tel que , pour tout e 
représentation g de H possédan t u n vecteu r unité (e , K)-invariant i l existe 
un vecteu r unit é rj G HQ invariant pa r H te l qu e \\rj — (\\ <  6 , et a  fortior i te l 
que ||é>(/i) C-C|| < 2 6 pour tou t h G  H. 

Soit 7 r une représentatio n d e G qui contien t presqu e de s vecteurs invari -
ants. I l exist e un vecteu r unit é £  G  Hn qu i es t (£ , J K) -invariant . Pou r tou t 
g G  G, on écrit g = jh ave c j G  J e t h G  H, pui s o n calcule 

1-B*{t\*(g)t) 1 - R e <ek(j)OI +  |R « (tWJ)(*W ~  0)1 

^ H j ) e - e i l 2 +  N ^ - a < y + 26 . 
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Pour 6 et e convenables, ceci impliqu e 

inf R e ( £ | 7 r ( 5 ) £ ) > 0 
g€G 

et l e corollair e 1 1 montre qu e 7 r a  de s vecteur s invariant s non nuls . Don c G 
est u n group e d e Kazhdan . • 

15.- Corollaire . Soi t H u n sous-groupe d'indice fini d'un group e discre t 
G. Alor s H es t u n group e d e Kazhdan s i et seulemen t s i G l'est. 

Preuve. C'es t u n ca s particulier d u théorèm e 4  et d e la propositio n 12 . 

• 
16.- Démonstratio n d u lemm e 2.5 . Soi t N u n entie r naturel tel qu e 

tout g G  G peut s'écrir e 

g = h1h,1h2¡i2 . . . hfth'jy 

{hi G  H,h'j G  H'). Soi t K [resp . K') un e parti e compact e d e H [resp . 
H'] qu i engendr e H [resp . H']. Considéron s de s nombre s <5, £ tels qu e 0  < 
<52 <  1 /8N2 e t e > 0 , ave c s te l qu e tout e représentatio n d e H [resp . d e 
H'] ayan t u n vecteu r unit é £[resp . £' ] qu i es t (e , K)-invariant [resp . (e,Kf)-
invariant] ai t auss i u n vecteu r unit é invariant ^-proch e d e (  [resp . £'] ; pour 
ceci, voi r la propositio n 1.16 . Cett e mêm e propositio n montr e que , s i 7 r es t 
une représentatio n d e G ayan t presqu e de s vecteur s invariants , i l exist e u n 
vecteur unit é xi G  te l qu e 

\\*(h)t-t\\<26 

pour tou t h G  H U  H'. O n a  donc 

Mg)Í-Í\\<W6 

pour tou t g E G. Don c 

Re(C\n(g)0>l-SN262 

pour tou t g G  G, e t 7 r a  de s vecteurs invariant s non nul s par l e corollaire 11. 
• 
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3.d. EXEMPLE S DE SERR E E T D E GROMO V 

Les méthodes exposée s jusqu'ici son t limitée s quan t à  l a variét é de s ex-
emples d e groupe s d e Kazhda n dénombrable s qu'elle s permetten t d e met -
tre e n évidence . Ainsi , l e corollair e 5  ci-dessus n e concern e qu'un e famill e 
dénombrable d'exemple s ,  dont chacu n es t u n group e de présentation finie à 
centre fini. 

Pour termine r c e chapitre, nou s exposon s d'abord u n procéd é de Serr e 
qui construi t de s groupe s d e Kazhda n dénombrable s à  centre s infinis . Pui s 
nous évoquons l'approche d e Gromov pour produir e de s groupes de Kazhda n 
dénombrables en quantité non dénombrable — en particulier de s groupes qui 
ne sont pa s d e présentation finie. 

17.- Propositio n (Serre) . Soi t T un group e discre t ayan t la propriét é 
(T), e t soien t x1?. . . ,#r de s éléments d e H2(Y,~l) linéairemen t indépendant s 
sur Z . Soi t Yx l'extension central e d e T par Zr définie par . . . ,#r). Alor s 
Tx a  la propriété (T). 

Preuve. O n appliqu e l e théorèm e 2.1 2 a u group e G = Tx ave c sous-
groupe central C = Zr e t quotien t G/C = T. 

Vérifions qu e l'abélianis é Tx/\TxJTx] es t fini.  O n adopt e le s notation s 
usuelles d e l a cohomologi e de s groupes , e t o n considèr e Q  comm e module 
trivial pour le s groupes Zr, T e t T .  O n sait associe r à  l'extension central e 

0 —• Zr —>TX — > r —• 1 

une suit e exacte 

^ ( r , Q ) H1(Tx,Q) ^ ( Z - . Q ) 
6 

#2(r,Q) . 

Voir le théorème VI.8. 1 de [HiS] . Or fl ^Q) =  {0 } pa r l a proposition 1.7.i v 
et 6  est injecti f pa r hypothès e su r le s x{. Don c if1(ra,,Q) =  { 0 } . Comm e Tx 
est d e type fini,  cela signifie que TX/\TX,Tx] es t fini. • 

18.- Exemples . Soi t G un group e de Lie réel connex e simple sans cen-
tre, d e rang rée l >  2 , tel qu e l'espac e symétriqu e G/K es t hermitien , o ù K 
désigne un sous-groupe compact maximal de G; l'algèbre de Lie de G apparaît 
donc dans la liste de s exemples 2.14. Soi t T u n sous-group e discre t san s tor -
sion d e G te l qu e l a variét é M = T\G/K soi t compact e [Bor] . Comm e M 
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est kâhlérienne , l'espac e vectorie l jff2(M , C) n'es t pa s rédui t à  zéro , donc le 
groupe H2 (M', Z) contient un sous-groupe abélien libre non réduit à zéro. Mai s 
H2(M,Z) es t isomorph e à  i ï 2(r ,Z ) puisqu e l e revêtement universe l G/K d e 
M es t contractile . O n peut don c appliquer l a propositio n 17 , qui fourni t de s 
exemples de groupes de Kazhdan dénombrable s à  centres infinis . (O n trouv e 
de nombreux résultats sur le s espaces de cohomologie de T au chapitr e VI I de 
[BW].) 

19.- Su r le s groupe s hyperboliques . Pou r l a fin de ce chapitre, nou s 
nous référon s a u travai l d e Gromo v sur le s "groupe s hyperboliques " [Gro] . 
Des très nombreuses idées de ce livre, ne mentionnons qu e les quelques point s 
ci-dessous. 

Rappelons qu'un espac e métrique X es t di t géodésiqu e si toute pair e d e 
points x, y G  X à  distance d peut êtr e jointe pa r u n plongemen t isométriqu e 
du segmen t [0,d ] de l a droit e réelle . Etan t donn é u n nombr e K < 0 , o n 
sait défini r un e propriét é d'u n espac e géodésiqu e d'être à  courbure < K: o n 
impose l e résulta t d u théorèm e d e comparaiso n d e Alexandro v e t Topono -
gov (comparaiso n d'un triangl e géodésique dans une variét é riemannienn e d e 
courbure <  K e t d'u n triangl e convenable dans une variét é d e courbure con -
stante K). O n sai t pa r ailleur s généralise r l a notion d e variété riemannienn e 
en celle d'orbifold: une orbifold est un espace qui est localement donné comme 
quotient d'un e variét é riemannienn e pa r u n group e discre t d'isométries . O n 
peut défini r d e même un orbispace X d e courbure <  K comm e un espace avec 
données locale s Xv/Tv, o ù Xv es t u n espac e géodésiqu e de courbur e <  K 
et o ù Tv es t u n group e fini  d'isométrie s d e Xv. I l y  a  pou r ce s espaces (a u 
moins dans le "ca s rigide") des notions naturelles de revêtement universe l e t 
de groupe fondamental . Dan s le s bons cas (K < 0 et géodésique s prolongeâ-
mes), l e group e fondamenta l TT1 (X) es t u n exempl e d e group e hyperboliqu e 
(notion que  nou s n e définisson s pa s ici , mai s qu i généralis e cell e de group e 
fondamental d'un e variété clos e à  courbure <  0). 

Soit Vx un espac e hyperboliqu e compac t d e typ e quaternionien , c'est -
à-dire un e variét é compact e Vx = K\Sp(l,q)/T ave c q > 2 , o ù K désign e 
un sous-group e compac t maximal d e Sp(l,q) e t o ù T désigne un sous-group e 
discret cocompac t sans torsion d e Sp(l,q). Alor s T = ^ ( V ^ ) es t u n group e 
de Kazhdan (théorèm e 4  ci-dessus, et chapitr e 9) . 

Gromov défini t pa r "découpage s et recollages " une suit e {Vk)k>1 d'orbi -
spaces à  courbur e négativ e ave c les propriété s suivantes . D'abor d ^i(Vk+1) 
est u n quotien t d e ^i{Vk) pou r tou t k > 1 . Ensuit e tou t élémen t 7  G  T a 
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une imag e dan s ^i (Vk) qu i es t d'ordr e fini  pou r k asse z grand . Enfi n le s Vk 
ont une "limite " à  courbure non positive, et l e groupe ^ ( V ^ ) , qu i est u n 
quotient d e T, est encor e un group e infini . 

Plus précisément , i l résulte du corollaire 5.5.E de [Gro] qu'on a le résultat 
suivant (mêm e si la preuve d e [Gro ] est, pou r l e moins, elliptique). 

20.- Théorème . Soi t T un sous-group e sans torsion, discre t e t cocom -
pact dan s 5p( l ,g) , ave c q  >  2 . I l exist e un e suit e infini e (mJ.)-> 1 d'entier s 
positifs ave c la propriété suivante : 

Pour tout e suit e (nj)j>1 d'entier s telle qu e n- > rrij pour j > 1, il existe 
un quotien t infin i T  de T et de s sous-groupes r  •  c T avec 

(1) Tj=I/njI pou r j  >  1 , 

(2) jTjj-1  nfk  =  { 1 } pou r tou s 7  E  r e t j  /  fc, 

(3) tou t sous-group e propr e d e T es t conjugu é dans T  à  u n sous-group e d e 
l'un de s ï y 

En particulie r T es t u n group e d e torsion , e t deu x groupe s T , r associé s à 
deux suites ( ^ j ) j > i , {n'j)j>\ strictemen t croissante s e t distincte s n e son t pa s 
isomorphes. 

21.- Corollaire , (i ) I l exist e u n nombr e no n dénombrabl e d e groupe s 
discrets d e Kazhdan dénombrables . 

(ii) I l existe des groupes discrets de Kazhdan qu i ne sont pas de présenta-
tion finie. 

(iii) I l exist e de s groupe s discret s d e Kazhda n qu i n e son t pa s linéaire s 
en caractéristique 0 . 

Preuve. L'assertio n (i ) résulte d u théorèm e 9 , e t (ii ) de c e qu'il n' y a 
qu'un nombr e dénombrable de groupes de présentation finie. 

Pour l'assertion (iii) , on remarque qu e les exemples de Gromo v sont no n 
moyennables par (1.5.i) ; comme ce sont de s groupes de torsion, ils ne contien-
nent pa s d e copi e d u group e libre su r deu x générateurs . Mai s Tits a  montr é 
(voir [Ti4] ) qu'un group e linéaire e n caractéristique 0  qui es t no n moyennable 
contient un e copi e du group e libre su r deu x générateurs . • 
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CHAPITRE 4 

DEFINITION COHOMOLOGIQU E 

DE L A PROPRIÉT É (T ) 

Dans ce chapitre, nou s montrons le résultat de P. Delorme et A . Guichar-
det selo n lequel , pou r u n group e localemen t compact , l a propriét é (T) es t 
équivalente à  une propriét é d e point fixe  pour les actions affines . 

Pour une partie importante de s chapitres 4  et 5 , il serait artificiel d'impo-
ser des hypothèses de compacité locale; on y considère donc un groupe topolo­
gique G, a priori sans restriction. Lorsqu'i l y a lieu de supposer G  localement 
compact (notammen t au x numéro s 4.7 , 4.9 , 4.18 , 5.1 1 e t 5.20) , alor s G es t 
aussi supposé à base dénombrable , conformément à  nos conventions générales 
adoptées e n débu t d e chapitre 1 . 

Il nou s es t souvent  commod e de considére r de s espaces de Hilbert réels. 
Nous réservons l e terme d e représentation orthogonale d'un group e topologi -
que G à  une actio n d e G pa r isométrie s linéaire s d'u n espac e de Hilbert réel 

l'action G x  H —» H étan t toujour s supposé e continue . Nou s utilison s l e 
terme d e représentation unitaire dan s l e ca s complexe . (Nou s ne discuton s 
pas ici, pour les groupes non localement compacts, du problème de l'existence 
de telles représentation s distincte s d e la représentation unit é [Bak].) 

4.a. PROPRIÉT É (FH ) E T PROPRIÉT É (T ) 

1.- Définitions . U n espace de Hilbert affine (rée l ou complexe ) es t u n 
espace homogène principal H sou s l'action d'u n espac e de Hilbert (respective-
ment rée l ou complexe) H° qu i est l'espac e des translations de Ti. Une action 
affine d'un group e topologique G sur u n te l espac e H es t u n homomorphisme 
a d e G dans le groupe Is(H) de s isométries affine s d e H te l qu e l'applicatio n 

G x  H • H 

9¿ 
a(g)E 

est continue . 
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2.- Actions affines et représentations . Tou t homomorphisme continu 
d'un group e topologique G dans le groupe des translations H° d'u n espac e de 
Hilbert affine H fourni t un e actio n affin e d e G sur Ti. 

Soit H u n espac e de Hilbert affine. O n note U{H°) le  groupe des isomé-
tries linéaires d e H°] c'est l e groupe orthogonal ou unitaire de selo n que H 
est rée l ou complexe . L e choix d'une origine 0 £ H fourni t un e identificatio n 
de 7i° ave c 7Y, ainsi qu'une décompositio n en produi t semi-direc t 

h{H) = H0 x  U{H°) . 

Soit a : G —> U(7i°) un e représentatio n orthogonal e o u unitair e d e G. E n 
conjuguant a dan s Is(7ï) pa r un e translation , on obtient un e actio n affin e d e 
G su r H. C e procédé fournit précisémen t le s actions affine s qu i admettent u n 
point fixe.  Ce s dernières son t auss i caractérisées pa r l e lemme suivant. 

3.- Lemme. Soit a un e actio n affin e d'u n group e topologiqu e sur u n 
espace de Hilbert affine. Le s propriétés suivante s sont équivalentes : 

(i) a possèd e un poin t fixe, 

(ii) tout e orbit e d e a es t bornée , 

(iii) a possèd e une orbit e bornée . 

Preuve. Le s implications (i ) (ii ) (iii ) sont évidentes . L'implicatio n 
(iii) = > (i) résulte de la propositio n 3.9 , car l e centre d'un e orbit e borné e es t 
un poin t fixe  (o ù "centre" es t pri s au sen s d u lemme 3.8). • 

4.- Cohomologie . Soi t G un group e topologique . Soi t H u n espac e d e 
Hilbert affine; o n choisi t un e origin e 0  G  H comm e ci-dessus a u numér o 2 , 
dont o n reprend le s notations . 

Soit a : G —> Is(H) un e actio n affine . S a composé e avec la projectio n 
canonique Is(H) —> U{HÇ)) es t un e représentatio n orthogonal e o u unitaire n 
de 6? . Pou r tou t g G  G, l'isométrie a(g) s'écri t don c comme la composé e de 
l'isométrie linéair e ir(g) et d'un e translation b(g): 

<*(g) = b(g) + 7r(flf ) . 

En expriman t qu e a es t u n homomorphisme , on obtient l a relatio n 

(*) b(gh) = b(g) + n(g)b(h) pou r tou s g, h G  G . 
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Réciproquement, s i 7 r :  G — > U(7i°) es t un e représentatio n e t s i 6  : G — • W ° 
est une application continue vérifiant (*) , la formule a(g) = b(g) + 7r(g) défini t 
une actio n affin e d e G sur H. 

Dans le cas particulier o ù l'action a es t conjuguée à 7 r par un e translation 
de vecteu r £ , c'est-à-dire o ù 

a(g) :  rj -t +  *{g){t+v), 

on obtien t l a relatio n 

(**) b(g) = n(g)t - £  pou r tou t g e G . 

Il est éviden t qu e (** ) implique (*). 

Définitions. Soi t 7 T :  G —• U(H°) un e représentatio n e t soi t b : G H0 
une applicatio n continue . O n di t qu e 6  est u n cocycle pa r rappor t à  n s i l a 
relation (* ) ci-dessu s es t vérifiée ; o n not e Z 1 ( G , 7 r ) l'espac e vectorie l de ce s 
cocycles (espac e vectoriel réel ou complexe selon que 7ï est rée l ou complexe) . 
On di t qu e b es t u n cobord pa r rappor t à  7 r s'il exist e d e plu s u n vecteu r 
£ G  Tï° tel que la relation (** ) est vérifiée ; on note jB1(G,7T ) l e sous-espace de 
Zl(G,7r) form é des cobords . 

Le premier espace de cohomologie de G à valeurs dans TT es t l e quotien t 
H1(G^n) d e Z 1 ( G , 7 r ) pa r JB1(G,7r) . Pou r un e introductio n moin s sommair e 
à ce s espaces, voir par exempl e [Gui] , [Gu2] , [Gu4] . 

5.- Remarque . Tou t cocycl e 6  d e G  pa r rappor t à  7 r peut s'écrir e 
b[g) = 5(#) £ — £ où a es t un e représentatio n linéair e non isométrique dan s 
7i° x  F  (o ù F es t R ou C selon le contexte) dont l a restrictio n à  H° coïncide 
avec 7T . I l suffi t e n effe t d e poser 

a(g){ri,\) = (n(g)Ti  +  \b{g)J\) 

(où g e G, r¡ EH0, A  G F) e t 

£ = ( 0 , l ) G f t ° x F . 

Les cocycle s cohomologues à  6 sont alor s précisémen t le s cocycles de la forme 
g ,—> 5(g)Ç' - £ ' ave c £' G  H° x  { 1 }. 

6.- Définitio n (Serre) . U n group e topologique G possède la propriété 
(FH) s i toute actio n affin e d e G sur u n espac e de Hilbert affine rée l ou com -
plexe possède un poin t fixe. 
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7.- Théorème . Soi t G  un group e topologique. Les propriétés suivante s 
sont équivalentes : 

(i) G possède la propriété (FH). 

(ii) Pou r tout e représentatio n orthogonal e o u unitaire 7 r d e G , l'espac e 
H^G,*) es t rédui t à  { 0 } . 

(iii) Pou r tout e représentatio n orthogonal e o u unitaire 7 r d e G , tou t co-
cycle par rappor t à  7 r qu i es t contin u es t born é en tant que fonction 
sur G . 

Si de plus G  es t localemen t compact , ces propriétés son t équivalente s à 
(iv) G  possède la propriét é (T). 

8.- Remarques , (a ) L'équivalence (i ) 4=> (ii) et l'implicatio n (ii ) => (iii) 
résultent de s définitions . L'implicatio n (iii ) = > (i ) résult e d u lemm e 3 , ca r 
l'image d'u n cocycl e b G  Z1(G ,7r) es t l'orbit e d e 0  pour l'actio n affin e qu e 
définissent 7 r et b. L'importance d u théorèm e 7  tient don c à l'équivalence des 
conditions (i) à (iii) avec (iv). Ci-dessous , nous montrons d'abord l'implication 
(ii) (iv) , due à  Guichardet [Gu4] , e t ensuit e l'implicatio n (iv ) (i) , due à 
Delorme [Del] . 

(b) L e lien entr e les propriété s (T ) et (FH) a  ét é observ é dès 197 4 pa r 
S.P. Wan g [Wal] . Celui-c i démontr e e n effe t qu e tout e actio n affin e d'u n 
groupe d e Kazhda n G  su r u n espac e d e Hilber t affin e d e dimensio n finie 
possède u n poin t fixe.  So n argumen t es t élémentaire : noton s Isn l e group e 
des isométries affine s d e l'espace d e Hilber t (rée l ou complexe) d e dimension 
n, e t considéron s u n homomorphism e contin u a :  G  — > Isn. Comm e Isn 
est moyennable , la propositio n 1. 7 montr e qu e K = a(G) es t compact . Le s 
vecteurs d e la forme JK k(£)dk son t fixes par K, e t don c aussi par a(G). 

Nous ignorons s'il es t possibl e de généraliser l'argumen t d e Wang au ca s 
d'un espac e de Hilbert affin e 7ï de dimension infinie, en tirant parti de ce que 
le groupe non localement compac t Is(H) es t moyennabl e [Har]. 

(c) Dans ^ la conditio n (ii) , le group e G  agi t vi a 7 r pa r isométrie s d'u n 
espace d e Hilbert. Noton s qu'o n n e peu t pas généralise r au x action s pa r 
isométries su r u n espac e de Banach . 

En effet, soit G un groupe dénombrable de difféomorphismes d'une variété 
riemannienne compact e X, soi t C(X) l'espac e d e Banac h (pou r l a norm e d e 
la convergence uniforme) de s fonctions numériques continue s sur X , et soi t 7 r 
la représentation naturell e d e G dans C(X). Noton s ¡1  l a mesur e finie  sur X 
associée à la structure riemannienne. Pou r tou t g G  G, la mesure g/i est d e la 
forme ec(^)^ , où c(g) G  C(X) es t le logarithme de la valeur absolue du jacobien 
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du difféomorphisme g~x de X. Le s règles usuelles d e dérivation montren t qu e 
g i— • c(g) es t u n cocycl e contin u dan s Z1(G ,7r) . S i Hl(G,it)  =  { 0 } , il exist e 
une mesur e d e probabilit é invariant e par G  dans la class e d e /x . O r i l exist e 
des exemple s ave c G  d e Kazhda n san s tell e mesure:  c'es t l e ca s d e l'actio n 
naturelle de SL3(Z) su r l e plan projecti f réel . Pou r u n exempl e d e c e type , 
on a  par conséquen t H1(G ,TT) ^  { 0 } . 

9.- Preuv e de l'implicatio n (ii ) (iv ) d u théorème 7 . Soien t G un 
groupe localemen t compac t e t 7 r une représentatio n orthogonal e o u unitair e 
de G. O n muni t l'espace vectorie l Zx(G ,7r) d e la topologie de la convergence 
uniforme su r le s compact s de G . Ains i l'espace de s cocycle s Z1(G,ir) es t u n 
espace d e Fréchet , c'est-à-dir e u n espac e vectorie l topologiqu e niétrisable e t 
complet. (C e n'est u n espac e de Fréchet qu e parce qu e nous avons supposé G 
à base dénombrable; c'est l'un de s rares points où cette hypothèse est utilisée. ) 
On muni t Jff1(G ,7r) d e la topologi e quotient . I l n'y a  bien sû r aucun e raiso n 
de croir e e n généra l qu e B1(G ,TT) soi t ferm é dan s Z1(G ,7r) e t que  H1(G,7r) 
soit séparé . L'implicatio n (ii ) (iv ) résulte du lemm e suivant. 

Lemme (Guichardet) . Soien t G  u n group e localemen t compac t e t 
7r un e représentatio n orthogonal e o u unitair e d e G  qu i possèd e presqu e de s 
vecteurs invariants . S i i f1(G ,7r) es t séparé , alor s n possèd e de s vecteur s in -
variants non nuls . 

Preuve. Supposon s qu e 7 r ne possèd e aucun vecteu r invarian t no n nul , 
et montron s qu e H1(G,7r)  n'es t pa s séparé . 

Considérons l'application linéair e (3  : Tin — » Zx(G ,7r) défini e par /3 (£)(g) 
= 7r (g)£ —  £ pour tou s £  G  e t g G  G. Ell e est injectiv e par hypothès e sur 7 r 
et so n image es t l'espac e B1(G,7r)  de s cobords . Vérifion s que l'application /3 
est continue . Pou r tout e semi-norm e v définissan t l a topologie de Z1(G ,7r) , i l 
faut trouve r un e constant e c > 0 telle que  i/(/3(£) ) <  c||£| | pou r tou t £  G  Hn. 
Mais v es t d e la form e 

v(b) 
sup | | % ) I l 
g€K 

pour tou t b G Zx(G ,7r) 

où K es t un e parti e compacte de G, et o n peut don c poser c = 2 . 
Comme n possèd e presqu e de s vecteur s invariants , i l exist e un e suit e 

( £ n ) n > i ^ e vecteurs unit é dans Hn tell e qu e la suite de fonctions 

{9^n(9)tn-tn}n>i 

tende ver s zéro uniformément su r tou t compac t de G. L'applicatio n 

/ t 1 :B\G ,K)—>Hw 
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n'est don c pas continue . Dè s lors B1(Gy7r) n'es t pa s ferm é dan s Z1(G,7r): 
sinon 51(G , 7 r ) serait u n espac e d e Fréche t e t l e théorèm e d u graph e ferm é 
impliquerait que  l'inverse /3-1 de l'application continu e bijective /3 serait aussi 
une application continue . I l en résulte que l'espace H1 {G, ir) n'es t pas séparé . 
• 

Ce lemm e montre qu'o n peu t ajoute r au x propriété s d u théorèm e 7  une 
propriété supplémentair e (lorsqu e G es t localemen t compact): 

(ii') Pou r tout e représentatio n orthogonal e o u unitaire 7 r de G , l'espac e 
Hl{G,rî) es t séparé . 

4.b. L A FAMILL E («t)t>0 ASSOCIÉ E À U N 

ESPACE D E HILBER T AFFIN E 

La fin de ce chapitre 4  est consacré e à la preuve d e l'implication (iv ) 
(i) d u théorèm e 7 . Nou s suivons dès le numéro 1 3 une stratégie suggérée pa r 
J-P. Serre . 

10.- Définitions . Soi t G un group e topologique. On dit qu e G possède 
la propriété (FH)R s i toute actio n affine d e G sur u n espac e de Hilbert affin e 
réel possède un poin t fixe. 

Lorsque G  es t localemen t compact , o n di t qu e G  possèd e l a propriét é 
(T)R s i toute représentatio n orthogonal e de G possédant presqu e de s vecteurs 
invariants possède des vecteurs invariants non nuls . 

11.- Lemme . (i ) U n group e topologiqu e G qu i possèd e l a propriét é 
(FH)U possèd e aussi la propriété (FH). 

(ii) U n groupe localement compact G qui possède la propriété (T ) possède 
aussi la propriété (T)R. 

Preuve, (i ) Soit a un e action affine d e G sur u n espace de Hilbert affin e 
complexe H. Alor s G agi t auss i affinement su r l'espac e rée l HR sous-jacen t à 
H. S i G  possèd e la propriét é (FH)R, i l exist e u n poin t £  G  HR fixe  pa r G . 
Ce poin t peu t auss i être vu dans H, don c £ est fixe  pour a. 

(ii) Soien t H° un espace de Hilbert rée l et a :  G — * U(H°) un e représenta-
tion orthogonal e d e G possédan t presqu e de s vecteur s invariants . O n défini t 
l'espace complex e 7i°c  — H° <g) R C  e t l a représentatio n unitair e 7r c :  G  — > 
U{HPC) pa r 7r c(y) =  7r (<7) (g ) id, e t i l es t éviden t qu e 7r c possède presque de s 
vecteurs invariants. S i G possède la propriété (T) , i l existe dans Ti^ u n vecteur 
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non nul invariant d e la forme 

£ = £ x ® 1 + £ 2 <8> i 

avec £ x e t £ 2 dans 7I°. Le s vecteur s £ x e t £ 2 son t invariant s pa r 7r , e t l'u n 
d'entre eux au moin s n'est pa s nul . • 

12.- Remarqu e e t convention . L'intéçê t de s définition s 1 0 e t d u 
lemme 1 1 es t d e ramene r l a preuv e d e l'implicatio n (iv ) =^(i ) du théorèm e 
7, c'est-à-dir e (T ) {FH), à  ceU e de (T)R (FH)R. Jusqu' à l a fin  d u 
chapitre, nou s n e considéron s plu s qu e de s espaces de Hilbert réels e t de s 
représentations orthogonales. 

Avant l a preuv e propremen t dit e d e l'implication (T)R (FH)R, nou s 
exposons un e constructio n associan t à  u n espac e d e Hilber t affine H un e 
famille {T~Ct)t>0 d'espace s vectoriels. 

13.- Proposition . Soien t H u n espac e de Hilbert affin e e t t un nombr e 
réel strictemen t positif . I l exist e u n espac e de Hilber t Tït e t un e applicatio n 
continue 

7t : 
H Ht 

E Et 

dont l'imag e engendr e topologiquemen t Wt, tels que 

( t ^ ) =  eM-m  -  Vf) 

pour tou s £ , 7 7 G  ri. La  pair e (rit,jt) es t déterminé e a  isomorphisme uniqu e 
près pa r ce s conditions. En particulier , étan t donné un group e topologique G 
et un e actio n affine a  d e G sur W , il existe une représentation orthogonal e irt 
de G dans 7ii  tell e qu e 

(a(g)t)t =  Kt(g)(tt) 

pour tou s q G  G e t £  G 
Preuve. Cett e propositio n résulte immédiatement de s construction s d e 

type GN S exposées au chapitr e 5  (voi r l e n°5.10) . Nou s e n donnon s ic i un e 
autre preuve, basée sur l a notion d'exponentiell e d'u n espac e de Hilbert (voi r 
le chapitr e 2  d e [Gui]) . Nou s solliciton s l'indulgence de s puriste s qu i nou s 
reprocheront l e point d e départ vectorie l (plutôt qu'affine ) d e cette preuve . 

Choisissons un e origin e 0  G  H e t identifion s H à  l'espac e H° d e se s 
translations (voi r le n°2). Pou r tou t entie r n  >  0 , notons (?^0)® n l'espac e de 
Hilbert produi t tensorie l d e n  copie s de H° e t posons 

EXPft = 
00 

71 = 0 

(H°)®n 
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(la somm e directe est hilbertienne) . Pou r tout J G W , posons 

EXP£ 
oo 

n = 0 

(n!) l/2£<8>n 

= 1 e i © ® T L I ^ 0 ^ ® ••• 

Alors 
( E X P e | E X P 7 ? } =  exp(e|J?) 

pour tou s £ , 7 7 G  7Y. Pour tout t  > 0  et pou r tout £  G 7Y, posons 

£T = EXP(-*||É||2)EXP (>/2ÏO 

On a 
<Et|nt = exp(-<| |£| |2-%||2)exp(2 *(£|7?>) 

= e x p ( - < | | C - T ? | | 2 ) . 

En particulier, £ t est un vecteur unité pour tous £ G W et t >  0 . O n définit Wt 
comme étant le sous-espace fermé de EXP H engendr é par le s £t ave c £ G 7i. 

Si £1 5 • .. , £m son t de s points distinct s d e W, on montre qu e les vecteurs 
(£i)f> •  • • * (£m) < son ^ linéairement indépendant s dan s Hv (Propositio n 2.2 de 
[Gui]; l'hypothèse t > 0 est ic i cruciale.) 

Soient (WJ , 7* ) et 7" ) deux paires vérifiant les conditions de l'énoncé; 
on écri t £ ^ = 7t(£ ) et £ " =  7"(£ ) pour tou t £  G  H. D'un e part , i l es t clai r 
qu'il exist e a u plu s u n isomorphism e U : H't —> H" te l qu e U(£rt) =  £ " pour 
tout £  G Tï. D'autr e part, on a 

(cwt) =  expi-m-rjf)  =  (CM') 

pour tou s £ , 7 7 G  d e sorte qu e £^ h-> £ " s'étend e n un isomorphism e de 
sur H'{. • 

14.- Lemme . Soien t H u n espac e de Hilbert affin e e t (£n)n> 1 une suit e 
de points de H tendant vers l'infini (c'est-à-dir e telle que limn_>00 ||£n—£|| = 00 
pour tout £  G  H). O n considère un nombre t >  0  et l'espace de Hilbert Ht d e 
la proposition 13. Alor s 

lim ((Ut\v)=0 
n—*oo 

pour tou t rj G Ht\ e n d'autre s termes , l a suit e d e n-ièm e term e (£n) t ten d 
faiblement ver s 0 dans H+. 
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Preuve. Considéron s un nombr e e > 0 e t u n vecteu r 7 7 G  Ht. I l exist e 
un entie r m > 1 , des points 7 ^ , . . . , ? 7 m d e Tï et de s nombres réels Àl5. . . , Àm 
tels que 

n-
m 

i=l 
\(Vi)t 

e 

2 

Alors, e n utilisan t l'inégalit é d e Cauchy-Schwar z e t l a relatio n ||(£n)J | =  1 
pour tou t n  >  1 , on obtien t 

((Ut\v)\< \((Ut\v-

m 

i=1 

Xi(ni)t 
m 

i=l 
\ | \((Ut\(rii)t}\ 

e 

2 " 

m 

i=l 
A £ | e x p ( - ^ n - ^ | | 2 ) . 

Comme [Cn)n>i  ten( l ver s l'infin i dan s H , o n a  bie n |((£n)J^) | <  s  pou r n 
assez grand. • 

15.- Proposition . Soi t a un e actio n affin e d'u n group e topologique G 
sur u n espac e d e Hilber t affin e W , soit t u n nombr e rée l strictemen t positif , 
et soien t 7ït e t 7r t comme à  l a propositio n 13 . Pou r qu e l'actio n OL possèd e 
un poin t fixe , i l faut e t i l suffit qu e la représentatio n 7r t possèd e des vecteur s 
invariants non nuls . 

Preuve. S i £ est u n poin t d e H fix e pa r a , alor s £t es t u n vecteu r unit é 
de 7it invarian t pa r irt. 

Pour la suffisance, supposons que la représentation 7rt possèd e un vecteu r 
invariant no n nu l rj E 1~tv Supposon s par l'absurd e qu e l'actio n a n'ai t pa s 
de poin t fixe ; nou s allon s abouti r à  une contradiction . Soi t £  G  H. L'orbit e 
a(G)£ n'étan t pas bornée (lemme 3), il existe une suite (<7n)n>i d'éléments d e 
G tell e qu e la suite (a(<7n)£)n>i tende ver s l'infini dan s H. O n a  donc 

0 = li m ((a(gn)Ot\v) 
n—• OO 

par l e lemme 14 

lim M9n)tt\v) 
n—>oo 

par définitio n d e nt 

lim (ÉtKten1)*/) 
n—• 00 

par orthogonalit é de nt 

- (tt\v) par invarianc e d e 7 7 . 

Le vecteu r no n nu l 7 7 G  Ht es t don c orthogonal à  £ t pou r tou t £  G  H, c e qui 
contredit l e fait que  Ht es t topologiquemen t engendré pa r le s £t. • 
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16.- Lemme . O n repren d le s notation s d e la propositio n 13 . O n con -
sidère un e parti e borné e A d e l'espac e d e Hilber t affin e 7i e t so n imag e 
At pa r l'applicatio n H —• Ht. Alor s At es t borné e pou r tou t t >  0 , e t 
lim^0diam(At) =  0 . 

Preuve. Pou r tou s £ , 7 7 G  A, o n a 

| ^ - r 7 t | | 2 = 2 { l - e x p H | | £ - r / | | 2 ] } 

: 2{1 -exp[-*(diamA)2] } . 

Par suit e 
(diam(At))2 <  2{ 1 - exp[-*(dia m A)2]} . 

Si o n avai t ten u à  défini r Tït pou r t = 0 , le s formule s d e l a preuv e d e 
la proposition 1 3 nous auraien t condui t à  pose r TïQ = R  et £ 0 = 1  pour tou t 
£ G  Tï. O n peut don c comprendre le lemme 16 comme un énoncé de continuit é 
pour l a famille (T~Ct)t>Q qu i "s e contracte" su r R  quand t ten d ver s 0. 

17.- Proposition . Soi t a une action affine d'u n group e localement com -
pact G sur u n espac e de Hilbert affin e H e t soi t (tn)n>1 un e suite de nombres 
réels strictemen t positif s tendan t ver s 0 . O n écri t icFW n l'espace d e Hilber t 
noté 7it  à  l a propositio n 13 , et 7r n l a représentatio n orthogonal e d e G cor -
respondante. 

Alors l a représentatio n 0N>1 7rn d e G dan s @n>1 Hn possèd e presqu e 
des vecteurs invariants . 

Preuve. Etan t donn é £  G  H e t n > 1 , on écri t ci-dessou s £n a u lie u d e 

On considère un nombre e > 0 et une partie compacte if C  G; on suppose 
que K contien t l'élémen t unité . Soi t £  G  H. L e lemme 1 6 montre qu'i l exist e 
un entier m te l qu e diam[(a(iT)£)m] <  e. L e vecteur unit é £m G  Wm est alor s 
(e, Ji)-invariant pour 7rm , car 

I K m t e t ë m - É m l l = l l ( " ( 0 ) O m - U 

diam[(a(/i )£) J <  e 

pour tou t ( 7 G if. Comm e 7r m es t un e sous-représentatio n d e 0N>1 ?rn, cec i 
achève la preuve . ~  • 

Proposition 18 . Soi t G un groupe localement compact. S i G possède la 
propriété (T)u d e la définition 10 , alors G possède aussi la propriété (FH)R. 
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Preuve. Soi t a un e actio n affin e d e G  su r u n espac e d e Hilber t affin e 
réel 7Y . O n choisi t un e suit e (tn)n>1 d e nombre s réel s strictemen t positif s 
tendant ver s 0 . L a proposition 1 7 montre qu e la représentatio n orthogonal e 
7r =  ® n > 1 7 r n d e G possède presque de s vecteur s invariants . S i G possède la 
propriété (T)R , cette représentatio n possèd e un vecteu r invariant 7 7 ^ 0 . Soi t 
m u n entie r tel que  la composant e 7 7 m G  7 ïm d e 7 7 ne soi t pa s nulle . Alor s 7 7 m 
est u n vecteu r invarian t no n nu l pou r 7rm . fi  résult e de la proposition 1 5 que 
l'action a possèd e un poin t fixe.  • 

Ceci achèv e l a preuv e d u théorèm e 7  (voi r l a remarqu e 12) . Noton s 
que les proposition s 1 7 et 1 8 restent vraie s pou r u n group e topologique non 
nécessairement localemen t compact si on convient d'étendre à ce cas la défini -
tion 1 0 (propriét é (T)R ) et l a définitio n 1. 1 (posséde r presqu e de s vecteur s 
invariants). 

COMPLÉMENT A U §3.c . 

19.- Corollair e (Wang) . Soi t H u n sous-groupe fermé de covolume fini 
d'un group e localement compact G. S i H a  la propriété (T) , alors G l'a aussi . 

Preuve. Noton s fi  une mesur e d e probabilit é G-invariant e su r l'espac e 
homogène X = G/H. Soi t a un e actio n affin e d e G sur u n espac e de Hilbert . 
Il suffit d e vérifier que a possèd e un point fixe.  Comm e H possèd e la propriét é 
(FH), l a restrictio n d e a à  H possèd e un poin t fixe  £ . Pou r tou t x G  X, on 
peut défini r £ œ comme étant l e vecteur cx(g)^ o ù g G  G es t u n représentan t 
de x. Montron s que  la fonction x 1 —> £œ est bornée . 

Soit v l'image de /x par x 1 —> £x] soit B un e boule de centre £  et de rayon 
assez gran d pou r qu e v{B) > 0 . S i la fonctio n x \—> £x n'était pa s bornée , 
il existerait un e suit e ( # j ) j > i dan s G telle qu e les boules B - = a{g^)B soien t 
disjointes deu x à  deux ; pa r G-invarianc e d e z/ , on aurait v[Bx U  . .. U Bn) = 
nv(B) > 1 pour n asse z grand , c e qui es t absurde . 

On peu t don c définir l e vecteur fx £xd/i(x), e t o n vérifie qu'i l es t fixe  pa r 
a(G). Nou s remercions E . Ghy s et S.G . Dani, qu i on t respectivemen t v u un e 
erreur dans une premièr e rédactio n d e cette preuve , e t fourn i l a correction . • 
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CHAPITRE 5 

PROPRIETE (T) , FONCTION S D E T Y P E POSITI F 

ET FONCTION S CONDITIONNELLEMEN T 

DE TYP E NÉGATI F 

Dans c e chapitre, nou s donnon s d'autres caractérisations d e la propriét é 
(T); elle s complèten t l e théorèm e 4.7 . Le s principau x résultat s son t ic i le s 
théorèmes 1 1 et 20 . 

De même qu'au chapitr e 4, les groupes topologiques considérés ne sont pas 
automatiquement supposé s êtr e localement compacts . La  lettre X désign e en 
général u n espace topologique. Rappelons qu'un noyau sur X es t une fonction 
continue à  valeurs scalaire s su r À " x X. 

5.a. N O Y A U X D E TYP E POSITI F 

1.- Définition . U n noya u $  :  X x  X — > C es t d e type positif si , pou r 
tout entie r n > 1 , pou r tou s point s x1, . . . ,x n G  X e t pou r tou s nombre s 
complexes À 1 , . . . , Àn, on a 

n 

i-1 

n 

¿=1 
A¿ Л , Ф ( ж 0 ж , ) 

Notons qu'u n te l noya u es t hermitien . Soien t e n effe t xx e t x2 deu x point s 
de À^ . La  condition d e positivité ave c X1 = À 2 = 1  implique qu e $(x1,x2) + 
$(x2ixi) es ^ Téel, avec Àx = 1  et À 2 = i  qu e i$(x1,x2) —  i$(x2,x1 ) es t réel . 
On a  donc nécessairement l'identit é 

^(x2ix1) 9(x1,x2) 

que certains auteurs incorporent à  la définition . 

Un noya u rée l $  :  X x  X — • R est d e type positi f s'i l vérifi e l a condition 
ci-dessus ave c de s réel s et s'i l es t symétrique , c'est-à-dir e s i $(x2,x1 ) = 
$(x1,x2) pou r tou s xx,x2 G  X. 
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2,- Exemples . Soi t H u n espac e de Hilbert complexe . Le noyau 

HxH C 
(E1,E2) <E1|E2> 

est évidemmen t d e type positif . Pa r suite , s i 7 7 :  X —> H es t un e applicatio n 
continue, le noyau $ défin i sur X pa r $(x,y) = (r](x)\r](y)) es t d e type positif . 
Nous allons voir que ce t exempl e est universel , e n suivant l e §3.1 de [Gui] . 

Signalons auss i l'exemple explicite qui apparaî t plu s ba s a u numér o 10. 

3.- Proposition . Soi t $  u n noya u d e typ e positi f su r X. I l exist e u n 
espace de Hilbert complex e H$ e t un e application continu e 7 7 $ :  X — * 7ï$ tel s 
que 71$ es t topologiquemen t engendré pa r l'imag e d e 7 7 $ e t tel s que 

O (x,y) = < no (x) | n)(y))> 

pour tou s x,y G  X.' La  paire ( ^ $ , 7 7 $ ) es t déterminé e à  isomorphisme uniqu e 
près pa r ce s deux conditions. E n particulier , s i un group e topologique G agi t 
continûment su r À " en préservant 3>, i l exist e un e représentatio n unitair e 7r $ 
de G sur tell e qu e 

nO (gx) = IIo (g) no (x) 

pour tou s g E G et x e X. 

Preuve. O n utilis e un e constructio n d u typ e GN S (Gelfand-Naimark -
Segal). Soi t V l'espac e vectorie l des fonction s X — > C  à  support s finis . O n 
définit un e form e hermitienn e positiv e (no n nécessairemen t défini e positive!) 
sur V pa r 

A I / 2 
x.yex 

/i(^)/2(y)$(^52/) 

et un e applicatio n 7 7 :  X —> V qu i appliqu e u n poin t d e X su r s a fonctio n 
caractéristique. Soi t W$ l'espace de Hilbert obten u en séparant et complétan t 
F, e t soi t 7 7 $ l a compositio n de 7 7 ave c l a projectio n canoniqu e d e V dan s 
H$; l'applicatio n 7 7 $ es t continu e parc e qu e le noyau $  es t continu . La  pair e 
( ^ $ , 7 7 $ ) vérifi e les deux conditions de l'énoncé. 

Soient (/Hlyrii) et ( ^25^2 ) deu x paires vérifian t ce s conditions. I l est clai r 
qu'il y a au plus un isomorphisme de H1 sur H2 qui entrelace ^  e t 7 7 2 . D'autr e 
part les égalité s 

n 

¿=1 
XiVi(*i)\\2 

n 

i=l 

n 

¿=1 
XiXj O (xi,xj) 

n 

¿=1 
XiV2(Xi)\\2 
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montrent qu'o n obtient u n te l isomorphisme a :  7ix —• H2 en posan t 

a 
n 

I=L 

Xini(xi) 
n 

I=L 
XIV2(XI) 

pour tou t choi x d'u n entie r n  >  1 , d e point s x l5 . . . ,xn G  X e t d e nombre s 
complexes Àx , . . . , Àn. 

Pour une variante de cette constructio n o ù F es t remplac é par u n espace 
de fonctions continues, voir par exempl e le n°3.3.1 de [BCR] . • 

4.- Remarques , (a ) Dan s l'énonc é de l a propositio n précédente , sup -
posons de plus qu e le groupe G agi t transitivemen t su r X. Alors , pou r tou t 
x0 G  X, le vecteur r)$(x0) est cyclique pour 7r$ ; autrement dit , l e plus peti t 
sous-espace fermé invariant pa r G e t contenan t ?7$(#o ) es^ tou t entier . 

(b) L a première assertio n d u corollaire suivant es t du e à  Schur (Sat z VII 
de [Sch]) . 

5.- Corollaire , (i ) Soien t $ x e t 3> 2 deux noyau x d e typ e positi f su r 
l'espace X. L e produit ponctue l 

ФХФ2 : (xyy) ФГ(Х,У)Ф2(Х,У) 

est encor e de type positif. ^ 

(ii) Soi t $  u n noya u de type positif sur X te l qu e <  1  pour tou s 
ce, y G  X. Alor s le noyau 

( * , y ) > — { 1 - Ф ( з , у ) } - « 

est d e type positi f pour tou t nombr e réel t  >  0 . 

Preuve, (i ) La propositio n 3  montre qu'i l exist e u n espac e d e Hilber t 
Hj e t un e applicatio n continu e iy : X —• Hj tel s que $j(x,y) = (Vj{x)\Vj(y)) 
pour tous x,y G  X (o ù j = 1,2). Soi t 77 :  X —• H1®H2 l'applicatio n continu e 
définie par r](x) = rj^x) (g ) r]2(x). L'assertio n (i ) résulte de ce que 

ФЛ*>У)Ф2(Х>У) (ri(x)\r](y)) 

pour tou s x,y G  X. 
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(ii) L'ensembl e des noyaux de type positif sur X  es t un cône convexe dans 
l'espace de s fonctions continues d e X  x  X dan s C, cône qui es t ferm é pou r l a 
topologie d e la convergenc e simple. L'assertio n (ii ) résulte donc de (i ) et d e 
ce que la séri e 

1+t¤ t(t+l) 

2! 
$2 

t(t+l)(t+2) 

3! $3 + ... 

converge simplement ver s ( 1 —$)-(. 

6.- Définition . Un e fonction de type positif su r u n group e topologique 
G es t un e fonctio n continue <p : G —• C  telle qu e le noyau 

G x G > C 

9,h ,g-lh 

est d e type positif . 

7.- Exemples . Soi t G un group e topologiqu e agissant continûmen t su r 
un espac e X e n préservan t u n noya u $  d e type positi f e t soi t x0 un poin t d e 
X. L a fonction défini e su r G par <f(g) = 3>(#0,<7#0 ) es t d e type positif . 

Soient 7 r :  G —» U(7ï) un e représentatio n unitaire d e G e t £  un vecteu r 
de 7ï. L a fonction défini e su r G par (p(g) =  (£|7r (p)£) es t d e type positif . L a 
proposition 3  montre qu e ce t exempl e est universel . D e plus, e n exploitan t l a 
remarque 4, on arrive à l'énoncé suivant, déjà donn é dans les préliminaires à 
la preuve d e la proposition 2.2 . 

8.- Proposition . Soi t <p un e fonctio n d e typ e positi f su r u n group e 
topologique G. I l existe un espac e de Hilbert W  ,  une représentation unitaire 
ir^ d e G su r e t u n vecteu r G  cycliqu e pou r 7r ^ (a u sen s d e l a 
remarque 4) tels que 

<P(9) = ( ^ M F F ) ^ ) 

pour tou t g G  G. L e triple ( W ^ T T ^ , ^ ) es t détermin é à  isomorpliisme uniqu e 
près pa r ce s conditions. 

Voici la justification d u deuxièm e pas d u n°2.3. 

9.- Proposition . Soien t G un group e topologiqu e et H  u n sous-group e 
fermé d e G. 
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(a) S i (fj t/s x son^ des fonctions de type positif sur G telles que <p =  V ' + X? 
alors 7r ^ es t une sous-représentation de 7r^ . 

(b) S i (p est un e fonctio n constant e strictement positive , alor s es t l a 
représentation unit é de dimension 1. 

(c) S i <p es t un e fonctio n d e type positi f su r G , alor s la représentatio n 
71^1 # d e H es t une sous-représentation de la restriction à  H d e ir^. 

(d) Soi t 7 r une représentation d e G, soit £ G e t soi t <p l a fonctio n d e 
type positif définie par (p(g) = (£|TT (<7)£). Alors es t une sous-représentation 
de 7T . 

Preuve, (a ) Etant donn é un entie r n > 1 , des éléments gx,..., g n G  G 
et des nombres complexes Àx , . . . , An G  C, on a 

n 
« " \ 

i=l 

XiIIv (gi)Ev||2 
n 

É—> 

1=1 

n 

j=1 
XiXjv(gi-1gj) 

n 

i=l 

n 

j=1 
\*M9i 19J) 

n 

i=l 
\**(9i)tJ\2 

où l'inégalité résulte de ce que x es^ de type positif. Cec i montre que l'applica-
tion linéaire définie par 

n 

2=1 
\*<r(9i)£>v 

n 

¿=1 
xiIIv(gi)Ev 

s'étend e n u n opérateu r contin u surjecti f A : Tï^ — > qu i entrelac e le s 
représentations 7 r e t 7r^ . L'orthogona l (KerA)1 d u noya u de A es t don c 
un sous-espac e invariant d e H su r leque l G  agi t pa r un e représentatio n 
équivalente à  7r^ . 

L'assertion (b ) résulte d e la preuv e de la proposition 3. L'assertio n (c) 
est un cas particulier de (d) , car ip\H est un coefficient d e la restriction de 7r ^ 
kH. 

(d) L'assertio n d'unicité de la proposition 8 montre que la représentation 
de G  sur le sous-espace fermé de Hn engendr é par 7r (G)£ es t équivalent e à la 
représentation ir^. • 

10.- Autr e preuv e d e l a propositio n 4.13 . Noton s d'abord que la 
proposition 3  et s a preuve valent auss i dans le contexte réel. 
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Plus précisément , soi t $  u n noya u rée l d e typ e positi f su r X.  I l exis -
te u n espac e d e Hilbert réel 7i$  e t un e applicatio n continu e 77 $ :  X  —> 
71$ tel s que  Tï^  es t topologiquemen t engendr é pa r l'imag e d e 77 $ e t tel s 
que =  (r)<s>{x)\v*(y)) Pour tou s x,y e  X.  L a pair e es t 
déterminée à  isomorphism e unique prè s pa r ce s conditions . E n particulier , 
si un group e topologique G agit continûmen t su r X  e n préservant 3> , il existe 
une représentation orthogonal e 71$ de G sur H$ tell e que r]^(gx) = 7r ^(g)rj^(x) 
pour tou s g G  G et x G  X, 

La proposition 4.13 résulte immédiatement d e ce qui précède à condition 
qu'on montre que, si H es t u n espace de Hilbert affine réel, alors le noyau réel 

HxH R 

6*7 e x p H I K - i j l l ' ) 

est de type positif . E n choisissan t un e origine 0 G 7I, on réduit l e problème à 
celui de montrer que  la fonction 

f : 
H° R 

E exp(-*||£||2) 

est d e type positi f sur l e group e additi f d e H°. C e groupe n'est pa s locale -
ment compac t si H es t d e dimension infinie. Cependant , comm e chacune des 
inégalités d e la définitio n 1  ne fai t interveni r qu'u n nombr e fini de points d u 
groupe, o n ne restrein t pa s l a généralit é d e c e qui sui t e n supposan t H° d e 
dimension finie, donc en identifiant H° à  un espace euclidien Rn. O n identifie 
de plus Rn à  son dual . 

La fonction (p est l a transformée d e Fourier d e la fonction 

Rn R 

x 
TT 

4t 
exp 

AT 

qui es t positive . O r o n vérifi e aisément qu e la transformé e d e Fourie r d'un e 
fonction positiv e est d e type positif. (C'es t une partie banale d u théorème de 
Bochner, déjà utilisé a u numér o 2.3. ) Don c <p es t bie n de type positif . • 

Il es t temp s d'arrive r a u lien entre fonctions de type positi f et propriét é 
(T): 
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11.- Théorème . Soi t G un group e localement compact. Les propriétés 
suivantes son t équivalentes : 

(i) G possède la propriété (T). 

(ii) Soi t (v?n)n> i une suiïe de fonctions de type positif sur G normalisées 
par <pn(l) =  1 . S i (vpn)n>i converge vers la fonction constante 1 uniformément 
sur tou t compac t de G, alors (v?n)n> i converg e vers 1  uniformément su r G. 

Preuve. Montron s d'abord l'implicatio n (i ) (ii) . Soi t (v?n)n> i un e 
suite satisfaisan t le s hypothèse s d e (ii) . Pou r tou t n > 1 , l a propositio n 8 
montre qu'i l exist e u n espac e de Hilber t Hn, un e représentatio n unitair e 7r n 
de G dans Hn e t u n vecteu r unité £ n G  Hn tel s que 

Yn'g) '£п\*пШп) 
pour tou t g G  G. 

Soit K un e partie compacte de G qui engendre G (théorèm e 1.11) . Soi t 
6 >  0 , e t soi t s > 0 comme à  la propositio n 1.16 : pou r tout e représentatio n 
7r de G possédant u n vecteu r unit é (e , K)-invariant £  G H^, i l existe don c un 
vecteur unité ? ? G invarian t pa r G tel que II??—£1 1 < 6.  S i n es t assez grand , 
on a 

I K ( * ) £ n - £ „ l l 2 = 2 ( l - R * O r B ( f c ) 0 ) 
E2 

pour tou t G  if, d e sorte qu'i l exist e un vecteu r unit é G-invarian t ?/ n G 7Y n 
tel que ||??n—£n| | < s.  Comm e l e coefficien t g  \->  (v n\7r(9)vn) es^ ̂ a fonction 
constante d e valeur 1 , la condition ||?7n—£n|| < 6  implique 

sup | l - y>n ( f f ) l 
geG 

26 . 

Comme s  es t arbitraire , cec i achève la preuve. 

Montrons l'implicatio n (ii ) (i) . Soi t Kx C  K2 C  . . . un e suit e d e 
parties compactes de G qui recouvrent G . Soi t 7 r une représentation d e G qui 
possède des vecteurs invariants . Pou r tou t n > 1 , i l existe un vecteu r unit é 
£n G qu i est (^, Kn)-invariant. Poson s 

<рп(9) Ш9)Сп, 

pour tou t g e  G et tou t n  >  1 . Alor s l a suit e (y?n)n> 1 converge vers 1  uni-
formément su r tou t compac t de G. Comm e ( < / O n > i converg e uniformément 
sur G , on a 

I n f R e ( £ > ( 9 ) 0 
1 
2 
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dès que  n es t asse z grand . L e corollair e 3.1 1 montr e don c qu'i l exist e dan s 
7in u n vecteu r no n nu l invariant par G. • 

5.b. N O Y A U X CONDITIONNELLEMENT 
DE T Y P E NÉGATI F 

12.- Définitions . U n noyau rée l \ t :  XxX — • R est conditionnellement 
de type négatif si 

(a) \I > est nu l su r l a diagonale , 

(b) \ £ est symétrique , 

(c) pou r tou t entie r n > 2, pour tou s point s x1? . . . , xn G  Àr et pou r tou s 
nombres réel s Àl9. . . , Àn avec J27=i Xi — 0? 011 a 

n 

i=l 

n 
x.—"V 

j=1 

XiXj v (xixj) 0 . 

Une fonction réelle conditionnellement de type négatif SUT u n groupe topologi-
que G est une fonction continue V; • G —> R telle que le noyau (# , /i) i—» . ^(g^h) 
sur G  es t conditionnellemen t d e typ e négatif . (L a terminologie standard — 
hélas —  omet l'adverbe "conditionnellement". ) 

Pour le s noyau x e t le s fonction s à  valeur s complexes , voir le numéro 1 7 
ci-dessous. 

13.- Exemples . Soi t H u n espac e de Hilber t affin e réel . L e noyau 

HxH R 

(E1, E2) 
I I C X - ^ I I 2 

est conditionnellemen t d e typ e négatif . Pou r l e vérifier , o n s e donn e un e 
origine 0  G  7i, de s point s £x,...,£ n d e W , des nombre s réel s À1,.. . ,À n d e 
somme nulle , e t o n considère l'égalit é 

n 

1=1 

n 

j=1 
A{A.| 

^ - f i l l 2 
- 2 

n 

i=l 

XiEi||2 
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où l a somme des À-£ - es t calculé e dans H°. 

Par suite , s i rj : X — » 7i es t un e applicatio n continue , l e noya u \ £ défin i 
sur X pa r ^(x,y) = \\r](x) — r)(y)\\2 est conditionnellemen t d e type négatif . 

En particulier , si a es t un e action affine d'un group e topologique G sur H 
et si £ est un point de 7Y, la fonction -ip : G — • R définie par ^(ff ) = H f̂lO^—£ll 2 
est conditionnellemen t d e typ e négatif . Choisisson s un e origin e 0  €  H e t 
écrivons =  b(g) + 7r (g) comm e a u numér o 4.4 ; particularisons encore a u 
cas où £ = 0 . Alor s g >—> ||6(^)|| 2 es t un e fonctio n conditionnellemen t d e typ e 
négatif su r G. 

Nous allon s voi r qu e ce s exemples  son t universels , e n suivan t l e §4. 2 de 
[Gui]. 

Signalons auss i l'exempl e explicit e qu i apparaî t plu s ba s à  l a remarqu e 
15. 

Convenons qu'une parti e S d'u n espac e de Hilbert affin e rée l 7i  engendre 
topologiquement 7i  s'i l n'exist e aucu n sous-espac e affin e ferm é propr e d e H 
contenant 5 , ou de manière équivalent e s i l'espace vectoriel 7i° des translations 
de 'H est topologiquemen t engendré pa r l'ensembl e des différences —  £9 avec 
E1, E2 E S. 

14.- Proposition , (i ) Soi t ^  u n noya u conditionnellemen t d e typ e 
négatif su r À" . I l exist e u n espac e d e Hilber t affin e rée l e t un e appli -
cation continu e :  X —• tel s que Tiq, es t topologiquemen t engendr é pa r 
l'image d e rj^ e t tel s que 

9(x,y) I M * ) -v*(y)\\2 

pour tou s y G  X. L a paire (Hq^riq,) est déterminé e à  isomorphisme uniqu e 
près par ce s deux conditions . 

(ii) Soi t G un group e topologique agissant continûmen t su r X e n préser-
vant un noyau \£ conditionnellement d e type négatif. I l existe une action affin e 
a^u de G sur Hn, telle qu e 

nv(gx) • a9{g)r¡9{x) 

pour tou s g e G et x e X. 

(iii) Soi t ip  une fonction conditionnellement d e type négatif su r un group e 
topologique G. I l exist e u n espac e d e Hilber t rée l W^ , un e représentatio n 
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orthogonale ir^  de G  su r H!l  et u n cocycl e pa r rappor t à  7r ^ tel s que H0^ 
soit topologiquement engendré pa r l'imag e d e b^  et tel s que 

v(g) 
I I M s ) l l 2 

pour tout g  G  G. L e triple (7 "^,7T^,6^) es t détermin é à  isomorphisme uniqu e 
près pa r ce s conditions. 

Preuve. Montron s l'assertio n (i) . Soi t W°  l'espac e vectorie l de s fonc -
tions /  :  X — > R à  support s finis  e t d e mass e total e nulle , c'est-à-dir e telle s 
clue ^2xex f(x)  =  ®n  définit un e form e bilinéaire symétriqu e positiv e su r 
W° pa r 

( / 1 I / 2 ) 
_1 
~2 x,yEX 

fi(x)f2(ymxty). 

Soit W  l'espac e affin e de s fonction s h  :  X — + R à support s finis  e t d e mass e 
totale un . O n défini t u n écar t su r W  pa r 

( ^ 1 ^ 2 ) (h1-h2|h1-h2)1/2 

On défini t encor e une applicatio n 7 7 :  À" — » W  qu i applique u n poin t d e À " su r 
sa fonction caractéristique . 

En séparant et complétan t o n obtient u n espac e de Hilbert affin e rée l 
7~tq,, e t o n not e 7 7 ^ l a compositio n de 7 7 e t d e l a projectio n canoniqu e d e W 
dans Ti^.  L'applicatio n 7 7 ^ es t fortemen t continu e parc e que  l e noyau \I > est 
continu. La  paire (H^^q,)  vérifi e les deux conditions de l'énoncé. 

Soient (<W 1,?71) e t (H21V2)  deu x paire s vérifian t ce s conditions . I l es t 
clair qu'i l y  a  a u plu s u n isomorphism e isométrique affin e d e H1  sur 7i2  qui 
entrelace 77 1 et ?72 . On obtien t u n te l isomorphism e en posan t 

a l 

n 

i-1 
Xi7h{xi) 

n 

i=l 
xiv2{xi) 

pour tou t choi x d'un entie r n , d e point s a?1?.. . ,#n G  Ar et d e nombre s réel s 
À1?.. . , Àn d e somme nulle. Pou r vérifie r qu e ce s formules définissen t u n iso -
morphisme convenabl e a :  H1 —* W2, i l suffit d e choisir un poin t base  x0  G X 
et d e vérifier que 

n 

¿ = 1 
\{Vi{xi)-Vi{xo)) 

n 

1=1 
\{V2(Xi)-V2(Xo)Ï 
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Or, si on utilise l'identit é 

(E|E') 1 

: 2 'uf + u r - u - a 2 

où £ et £ ' sont de s vecteurs d'un espac e de Hilbert réel , on obtient bie n 

n 

i=l 
Xi{Vi(xi)-Vi(x0))\\2 

1 

: 2 

n 

¿,¿=1 

XiXj 
* ( * i > * o ) 

*(xj,xo) *(xi,xj) } 

n 

i=l 
Xi{V2(xi)-V2(xo))\\2 > 

ce qui achève la preuve de (i). 

Les assertions (ii ) et (iii ) sont de s cas particuliers d e l'assertion (i) . 

15.- Remarques , (a ) Soient X u n G-espac e et H u n espac e de Hilber t 
affine rée l H. Un e application continu e rj : X — > H tell e que \\t](x) — v{y)\\ — 
||?7(g#) — r](gy)\\ pour tou s x,y £ X et g e G s'appelle parfoi s une hélice (voir 
le §1 de [FH]) . La proposition 14.ii montre que tout noya u conditionnellement 
de type négati f su r X qu i es t invarian t pa r G provient d'un e hélice . 

La terminologie rappelle l'exemple suivant. O n considère deux constantes 
positives r, h et  l e noyau *  : R x R -+ R défini pa r 

*(x,y) 4r2s in2^J/+ / i2 (a ._y)2 
Li 

Alors \ & est conditionnellemen t de type négatif , e t associ é à l'hélice 

V 
'R - R3 

x (r cos ce, r sinx^hx) 

de rayon r et d e pas h. 

(b) L a preuve de la proposition 14 montre que , si *  es t u n noya u condi -
tionnellement d e type négati f su r X et s i x0 es t u n poin t bas e de X, alors le 
noyau rée l 

{*>y) *{x,x0) + yï>(x0,y)-y(x,y) 

est d e type positi f sur X. 
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Un théorème de Schoenberg (1938) montre un autre lien important entr e 
noyaux de type positi f et noyau x conditionnellement de type négatif . Voi r le 
théorème suivant , ains i que  le §4.1 de [Gui ] ou le §3.2 de [BCR] . 

16.- Théorèm e (Schoenberg) . Soi t $ : I x I ^ R u n noya u nul su r 
la diagonale. Le s propriétés suivante s son t équivalentes : 

(i) *  es t conditionnellemen t de type négatif . 

(ii) Pou r tou t nombr e réel t >  0 , le noyau réel e~t<5f es t d e type positif . 

Soient en particulier G un groupe topologique et tp : G —• R une fonction 
continue null e e n 1 . Alor s ip est conditionnellemen t d e typ e négati f s i e t 
seulement s i e~1^ est d e type positi f pour tou t t >  0 . 

Preuve. Montron s d'abor d (i ) (ii) . L a propositio n 1 4 montre qu'i l 
existe un espace de Hilbert affine réel H et une application continue 7 7 :  X —> H 
tels qu e 

* ( * , < / ) =  | | 77 (x ) -r7 (y ) | | 2 

pour tou s x,y G  X. I l résulte alor s du numéro 1 0 (ou de la proposition 4.13) 
que le noyau exp(—№) es t d e type positif . 

Montrons (ii ) (i) . Rappelons d'abord qu'u n noya u réel de type positif 
est symétrique (par définition). Notons ensuite que, si e_t* es t de type positif , 
alors —  e-** e t 1  — e~** son t conditionnellemen t de type négatif . D e plus 

*(x,y) l i m ^ j l - e x p [ - * * ( * , y ) ] } 

pour tou s £,2 / G  X. O n conclu t e n remarquan t qu e l'ensembl e de s noyau x 
conditionnellement d e typ e négati f su r X es t u n côn e convex e dans l'espac e 
des fonctions continues de X x  X dan s R , cône qui est fermé pour la topologie 
de la convergence simple. • 

17.- Noyau x complexes . La  définitio n 1 2 apparaî t (entr e autres ) 
chez Faraut e t Harzalla h [FH] . L'extension aux noyaux complexes s e formule 
comme sui t (définitio n 4. 2 d e [Gui]) : U n noya u \I > :  XxX — > C es t condi -
tionnellement d e typ e négati f s'i l es t hermitie n e t si , pou r tou t choi x d'u n 
entier n  >  2 , de points xlJ..., xn G  X e t de nombres complexes À 1 , . . ., Àn de 
somme nulle, on a 

n 

i=j 

n 

j=1 
XiXj*(xi,xj) 0 . 
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L'analogue complex e d u théorèm e d e Schoenber g rest e vrai : un e fonctio n 
continue \£ : XxX — » C est un noyau conditionnellement de type négatif si et 
seulement s i e~** est d e type positi f pour tou t t >  0 . (Voi r le §4.1 de [Gui]. ) 
On en dédui t e n particulier que , si \ t es t conditionnellemen t de type négatif , 
il en es t d e même de 1  — e-** pou r tou t t >  0 . 

18.- Proposition . Soi t \ t :  XxX — » C un noya u complex e condition-
nellement d e type négatif . Alor s la formule 

*o(*>2/) : Re 
[v(x,y) -1/2 (x,x) _ 1/2 

(y,y)}1,r 

définit su r X u n noyau réel conditionnellement de type négatif . 

Preuve. Noton s d'abor d qu'u n noya u complex e su r l'espac e à  deu x 

points s'identifie à  une matrice complex e ^  ^  .  O n vérifie sans peine que 

ce noyau est conditionnellemen t de type négati f s i et seulemen t s i a e t d  sont 
réels, b et c conjugués, et a  + d < 2Re6. I l en résult e qu e le noyau \& 2 défini 
sur X pa r 

*2(*>î/) 
v(x,y) -1/2 v(x,x) _ 1/2 v(y,y) 

est conditionnellemen t de type négati f e t vérifi e de plus Re \t2(#,y) >  0  pour 
tous x,y G  X. O n peu t don c défini r u n noya u $ 1 su r X pa r $1(a:,y ) = 
ty2(x,y)i, o ù la racine désign e toujours l a détermination principale . 

L'ensemble des noyaux complexes sur X qu i son t conditionnellemen t de 
type négatif est un cône convexe dans l'espace des fonctions continues XxX —> 
C, e t c e cône est ferm é pour la topologi e d e la convergenc e simple. I l résult e 
alors de la formule 

zl/2 '7T 

2 

oo 

'o 
{l-e-tz)t-z'2 dt (z £ C  et Re z 0) 

que ^ es t conditionnellemen t de type négatif. I l en est évidemmen t de même 
de e t don c aussi de *0 =  | ( * x + O 

Nous retiendrons pou r la suit e le  cas particulier suivant . 

19.- Corollaire . Soien t G u n group e topologiqu e et ^  :  G —» C un e 
fonction continue . S i la fonctio n ip (c'est-à-dire l e noyau (g,h) t- > ^{g~lh)) 
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est conditionnellement de type négatif au sens du numéro 17, alors la fonction 

% :  0 _ R e -V (l)]1/2} 

est conditionnellemen t de type négati f au sen s de la définition 12. 

De plu s tp et ip0 son t e n même temps bornée s ou non sur G. 

Preuve. I l rest e à  montre r que , s i ip0 es t bornée , alor s tp l'est aussi . 
Pour tou t g G  G, o n a  Re[ip(g) — ip(l)] > 0 , d e sort e qu e l'argumen t d e 
[ip{g) — '0(1)]1 es t dan s [— 7r/4,7r/4], e t don c que 

| [ V G / ) - W ] 1 / 2 | < V 2 ^ o ( 0 ) , 

ce qu i achève la preuve. 

Voici enfi n l e lien entr e fonction s conditionnellement d e typ e négati f e t 
propriété (T): 

20.- Théorème . Soi t G un group e localement compact . Les propriété s 
suivantes son t équivalentes : 

(i) G possède la propriété (T). 
(ii) Tout e fonction conditionnellement de type négati f sur G est bornée. 
Preuve. L e corollaire 19 montre qu'on peut comprendr e au choix (ii ) au 

sens rée l o u complexe. Pou r l a preuve , choisissons le sens réel . Le s numéros 
13 et 14.ii i montrent que  la propriété (ii ) est équivalent e à 

(ii') tou t cocycl e pa r rappor t à  tout e représentatio n orthogonal e su r G 
est borné , 

et cett e propriét é es t équivalent e à  la propriét é (FH)U d e la définitio n 4.1 0 
(voir la remarque 4.8) . L'équivalence des propriétés (FH)R e t (T) résult e d u 
lemme 4.11 et d u théorèm e 4.7 . • 

21.- Remarque . Comm e le théorème 4.7 , le théorèm e ci-dessu s a  ét é 
obtenu e n 197 7 par Delorm e [Del] et Guicharde t [Gu4] . Un e form e faibl e en 
avait déj à ét é dégagé e en 197 4 par Farau t e t Harzalla h dan s u n travai l su r 
les fonctions sphériques (sectio n 5.1 de [FH]) . L e théorème 2 0 a ét é retrouv é 
en 1981, avec une autre preuve, par Akeman n et Walter [AW] . Le s corollaires 
géométriques du chapitre 6 résultent de l'implication (i) (ii ) de ce théorème. 

68 



CHAPITRE 6 

APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUE S 

Dans c e chapitre , nou s émaneron s de s conséquence s géométrique s d u 
théorème 5.20 . L e thème principal es t l'existence de sévères restrictions à  cer-
taines actions d e groupe s d e Kazhdan su r diverse s classe s d'espaces : arbres , 
R-arbres, complexe s de Coxeter , espaces hyperboliques réels e t complexes. 

6.a. ARBRE S 

1.- Définition . U n arbre est u n complex e simplicial de dimension 1  qui 
est connexe , simplement connex e et orienté . 

Pour de belles illustrations, voi r les arbres de Serre [Ser] . Noton s toutefois 
que, ic i e t contrairemen t à  [Ser] , deu x sommet s voisin s d'u n arbr e son t lié s 
par une arête orientée, e t no n deux arêtes inverses l'une de l'autre. 

Etant donn é un arbr e T , nous désignons par A p l'ensemble des sommet s 
de T , pa r A p celu i d e se s arêtes , e t pa r dT :  Ap x  A p — > N l a distanc e qu i 
compte le nombre d'arêtes entre deux sommets . Nou s écrivons aussi A0 , A1 
et d chaque foi s qu'i l es t possibl e de ne pas précise r T. 

La proposition suivant e es t l e lemme 2. 3 de [JV] . Elle a  ét é inspiré e pa r 
la preuve d e Haagerup [Ha ] que la longueur de s mots es t un e fonctio n condi-
tionnellement d e type négati f su r u n group e libre. 

2.- Proposition . Pou r tou t arbr e T, la fonction d est u n noya u de type 
négatif su r A0. 

Preuve. Soi t W° l'espac e vectorie l des fonctions /  :  A0 —> R  à support s 
finis et de masse totale nulle . O n munit W° d'un e forme bilinéaire symétrique : 

:AI/2 
x,yEA° 

/ i(z)/2(y)d(a,y) 

(comparer avec la preuve d e la proposition 5.14) . 

Pour vérifie r qu e c'es t u n produi t scalaire , o n considèr e la bas e d e W° 
formée des fonctions 2-1/2(ôa.-ôy), où (x, y) parcourt l'ensembl e A1 des arêtes 
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de T  et o ù 6X  désign e la fonctio n caractéristique d e x , e t i l suffi t d e vérifie r 
que cette bas e es t orthonormale . O n a par définitio n 

<2-1/2(¿*-6y) 2-1/a(í..-M> - i  {d(x, x') - d(x, y') -  d(y, x') + d(yy y')} . 

D'abord, i l es t éviden t que  2~1/2(<5 œ — Sy) est d e norme 1  pour tou t (x,y ) G 
A1. Ensuite , s i (x,y ) et (x',y') son t deu x arêtes distinctes d e T , il y a  troi s 
cas d e figures  possible s selon qu e le s arête s son t cohérentes , divergentes  o u 
convergentes: 

y 

x 

ft 

-f 

y 

4 

x 

if 

x 

y 

y' 

x' 

On vérifi e dans chaqu e cas que (6  —6\6xl  —  6 ,)  =  0 . 

Ainsi W° es t u n espac e préhilbertie n réel . D e plus , o n a  d(x,y) = 
||2~1/2(6a. — 6y)\\2 pou r tou s x G  A0 e t y G  A0. Pa r suit e l e noya u d es t 
bien de type négati f (voi r 5.13) . • 

La définition suivant e es t encor e due à  Serre (n°1.6. 1 de [Ser]) . Un e ac­
tion d'un group e G sur u n arbr e T es t un e actio n d e G par automorphisme s 
simpliciaux respectant l'orientatio n d e T. S i de plus G est mun i d'une topolo-
gie non discrète , o n suppos e e n outr e qu e l e group e d'isotropie de chaqu e 
sommet es t u n sous-group e ouvert (e t donc fermé) de G. 

3.- Définition . U n group e topologique G possède la propriété (FA) s i 
toute actio n d e G sur u n arbre possède un poin t fixe. 

Au numéro 1.6.6 de [Ser], Serre montre que certains groupes , dont SLn(2) 
si n > 3 et Sp2n(Z.) si n >  2 , ont l a propriété (FA). Plu s généralement , tou t 
groupe de Kazhdan a  la propriété (FA)] c'es t c e qu'ont montr é Alperi n [Alp ] 
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et Watatan i [Wat] , aprè s qu e Marguli s l'ai t établ i pou r le s réseau x dan s les 
groupes d e Lie simples d e rang réel >  2  (Théorème 3 de [Ma3]) . 

4.- Proposition . U n group e localemen t compac t G qu i a  l a propriét é 
(T) a  aussi la propriét é (FA). 

Preuve. Soi t T un arbr e sur leque l le groupe de Kazhdan G agi t e t soi t 
x0 G  A0 u n somme t d e T . L e théorèm e 5.2 0 e t l a propositio n 2  ci-dessu s 
impliquent qu e la fonction 

G N 

9 d(xoi9xo) 

est bornée , c'est-à-dire qu e l'orbite d e x0 est bornée . O n en déduit l'existenc e 
d'un poin t fixe  soi t pa r l e lemme d u centr e 3.8 , soi t pa r l'argumen t suivan t 
([Ser],§1.4.3, proposition 19). 

Notons T 0 l e sous-arbr e engendr é pa r l'orbit e d e x0. C'es t u n arbr e 
invariant par G dont nous notons N l e diamètre, fini.  O n définit par récurrenc e 
une suit e Tj d e sous-arbre s d e T0 , o ù 1 ^ es t obten u à  parti r d e e n 
supprimant le s sommet s terminau x e t le s arête s qu i le s contiennen t (j = 
1,2,.. . , [^^f1]). L e diamètre de T1 est i V - 2 , celui de T2 est JV -4 , . . . , e t l e 
dernier de s r  •  a u n o u deu x sommets . Chaqu e Tj étan t invarian t pa r G, l e 
ou les sommets d u dernie r T - sont invariant s par G. • 

5.- Exemples . Le s exemples suivants montrent qu e la réciproqu e d e la 
proposition 4  n'est pa s vraie . 

(i) Considéron s l e group e d e Schwar z défin i pa r deu x générateur s a , 6 
et troi s relation s aA = bB = (ab)c = 1 , o ù A,B,C son t de s entiers >  2 . C e 
groupe a la propriété (FA): voi r le n° 1.6.3.5 de [Ser] . S i A'1 + B~X +C'1 < 1, 
ce groupe es t infin i e t n' a pa s l a propriété (T), ca r i l contient u n sous-group e 
d'indice fini isomorphe a u group e fondamenta l d'un e surfac e clos e orientabl e 
de genre >  1  (voir les numéros 1. 8 e t 3.15) . 

(ii) Plu s généralement,  soi t (W, S) u n systèm e d e Coxete r avec ensemble 
générateur S fini tel que l'ordre d e ss' soi t fini pour tous 5 , s' G  S. O n sait que 
W a  la propriété (FA), voi r l'exercice 1.6.5.3 de [Ser] . O n sait aussi que W n' a 
pas la propriété (T) s i W es t infini: c'es t u n résultat de Bozejko, Januskiewic z 
et Spatzie r [BJS ] repris ci-dessous (corollaire 16). 

(iii) O n considèr e un entie r rationnel D  >  1  sans facteur carré . O n sait 
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que SL2(2[y/D]) a  la propriét é (FA): c'es t mentionn é a u n°I.6. 6 de [Ser] , e t 
c'est auss i un ca s particulier d e résultats de Marguli s [Ma3] . Mai s ce groupe 
n'a pa s la propriété (T) . En effet , noton s a l'élément no n banal d u group e de 
Galois de Q(v^D ) su r Q , et considéron s l'injection 

' SL2(Z[VD\) • SL2(R) x  SL2(R) 

7 (7,(77) 

Son image es t u n réseau , don c SL2(T[\fD\) n' a pa s l a propriét é (T) ; voir les 
numéros 3.6.i , 1.9.U e t 3.4 . 

Signalons encor e qu e SL2(T[\f-ï]) e t 5£2(Z[1+<^~^] ) on t l a propriét é 
(FA) san s avoi r l a propriét é (T) , et qu e SL2(f\) n' a n i l a propriét é (FA) n i 
la propriét é (T) lorsqu e A  es t l'annea u de s entier s d'u n corp s quadratiqu e 
imaginaire autr e qu e Q(\ /^T ) e t Q(\/—3) . Voi r le s numéros 1.6. 5 e t 1.6. 6 d e 
[Ser]. 

La proposition 2  permet d e vérifie r qu e d e nombreux groupe s n'on t pa s 
la propriété (T) , à savoir les groupes possédant un e actio n sans point fix e su r 
un arbr e bie n choisi . C'es t pa r exempl e le ca s de s produit s amalgamé s no n 
triviaux (théorèm e 7  du §1. 4 de [Ser]) , des extensions à  la Higman-Neumann-
Neumann no n triviale s (idem , remarque 2) , et de s groupes fuchsiens no n co-
compacts (corollair e 4.4 de [JV]) . Notons aussi l'énoncé suivant (voi r le corol-
laire 3.5.i) . 

6.- Corollaire . Soi t G  u n group e d e Li e rée l simpl e d e rang rée l >  2 
et soit  T  un résea u d e G . Alor s T n'es t pa s u n produi t amalgam é d e deu x 
sous-groupes de manière no n banale . 

Ce corollair e a ét é obtenu pa r Marguli s comm e conséquence de résultats 
beaucoup plu s générau x (propositio n 1  e t théorèm e 1  d e [Ma3]) . Marguli s 
montre essentiellemen t ceci : soi t G l e produi t d'u n nombr e fin i d e groupe s 
GZ-(F£), o ù G{ es t u n group e algébriqu e simpl e su r u n corp s loca l ¥{ \ tout e 
décomposition d'u n résea u T  de G  e n produi t amalgam é es t induit e pa r un e 
décomposition d e G  e n produi t amalgam é d e sous-groupe s ouvert s (c'es t l e 
théorème 2  de [Ma3]) . L a preuve de ce fait e t celle de la superrigidité (chap . 5 
de [Zim] ) utilisen t de s idées semblables. 

7.- Corollaire . Soi t G  u n group e algébriqu e simpl e d e rang déploy é 1 
sur u n corp s local F qu i n'es t n i R  ni C  — par exempl e G =  SL2(D) ave c D 
une algèbr e central e simpl e sur F  qu i es t un e algèbr e à  division. Alors 
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(i) G n'a pa s la propriété (T), 

(ii) s i H  es t u n group e d e Kazhdan , l'imag e d e tou t homomorphism e 
continu de H dan s G est relativemen t compacte. 

Preuve. O n sai t qu e l'immeubl e d e Bruhat-Tit s d e G es t u n arbr e 
sur leque l G agi t naturellement , e t qu e le s stabilisateur s de s sommet s son t 
précisément les sous-groupes compacts maximaux de G. Voi r [Ti3] , ou le n°1.7 
du chap. II de [Ser] s i G = SL2(D). Le corollaire 7 résulte donc immédiatement 
de l a proposition 4. • 

Nous verron s a u corollair e 23 ci-dessous dans quell e mesure l e résultat 
reste vra i s i F es t R  ou C 

On doi t à  Zimmer une tout autr e preuve de l'assertion (ii) : voi r le corol-
laire 1 9 de [Zi2] . Lorsqu e H es t u n résea u dan s u n group e de Lie réel simple 
de ran g >  2 , l'assertion (ii ) est u n ca s très particulier d u théorème de super -
rigidité de Margulis. 

6.b. ARBRE S RÉELS 

Soit X u n espac e métrique . U n arc dans X es t u n sous-ensembl e de 
X homéomorph e à un intervall e compac t de R. U n segment dans X es t u n 
sous-ensemble de X isométriqu e à un intervall e d e R. 

8.- Définition . U n R-arbre est u n espac e métriqu e X satisfaisan t l a 
condition suivante : 

pour tout e pair e d e point s x,y £  X , i l exist e u n uniqu e ar c A C X 
d'extrémités x e t y , et A es t u n segmen t fermé. 

On not e [x,y] le segment d'extrémités x,y. 

On vérifi e qu'un arbr e a u sens ordinaire (définitio n 1) est u n R-arbr e (l e 
théorème II . 1.9 d e [MS] offre u n énonc é plus précis) . Mai s i l exist e de s R-
arbres qu i ne sont aucunement de s arbres ordinaires ; par exemple , si T est le 
groupe fondamenta l d'un e surfac e clos e d e genre g > 2 , il exist e un R-arbr e 
sur leque l T agi t libremen t [Sha] . 

Le résulta t suivan t a  ét é noté par plusieur s personne s (don t R. Alperin, 
M. Bozejk o [Boz] , S . Gersten, A . Hoare, J-P. Serre , les auteurs, . . . ). 

9.- Proposition . Soi t X u n R-arbre . L a distance d : XxX — • R est u n 
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noyau d e type négatif . 
Preuve. Soien t x1 , . . . ,x n de s point s d e X. Noton s Y le  plu s peti t 

sous-R-arbre d e X contenan t ce s points: 

Y 
l<ij<n 

[xi,xi\ 

Il est facile de voir que le R-arbre Y es t régulier au sens de Wang [Wan]. Mieux: 
il existe un e parti e finie S d e Y, contenan t le s x{ (e t e n particulie r le s point s 
terminaux de Y) ains i que  les points d e branchement d e Y (définition s 2.3. 2 
et 2.3. 3 de [Wan]). Il en résulte que Y es t u n complex e simplicial simplemen t 
connexe de dimension 1  (théorème 2.3. 5 de [Wan]). La seule différence d'ave c 
un arbre ordinaire es t que  la distance entr e deux sommets n'est pas forcémen t 
un entier . Mai s on dispose de la notio n d'arête : étan t donné s deu x sommet s 
distincts x,y G  5 , l e segment [x,y] es t un e arêt e si SO]x,y[ es t vide . 

Pour montre r qu e d es t d e type négati f su r X , il suffi t d e vérifie r que  l a 
restriction de d k S es t d e type négati f (pou r tou t choi x de points #1? . . . , xn 
comme ci-dessus) . O n imit e pou r cel a la preuv e d e la propositio n 2 . L e seu l 
détail à modifier es t l e suivant: pou r vérifie r qu'o n défini t u n produi t scalair e 
sur l'espace vectoriel W° de s fonctions / :  S — » R de masse nulle par l a formule 

( A I /2 
xyy£S 

fi(x) f2(v)d(x>y) 

on vérifie que les fonctions 6x — 6yJ où [x,y] parcour t le s arêtes de F, formen t 
une base orthogonale (no n nécessairement orthonormale ) d e l'espace W° (qu i 
est d e dimension finie).  • 

Dans la ligne des définitions 4. 6 et 6.3, il est naturel de poser la définitio n 
10 et d e croire à  la proposition 1 1 suivantes . 

10.- Définition . U n group e topologique G possède la propriét é (FRA) 
si toute actio n continu e d e G par isométrie s su r u n R-arbr e comple t possèd e 
un poin t fixe. 

Rappelons que  la completion d'un R-arbr e es t encor e un R-arbr e (corol -
laire 11.1.10 de [MS]). 

11.- Proposition . U n group e d e Kazhdan a  la propriét é (FRA). 
Preuve. Soi t G u n group e d e Kazhda n agissan t pa r isométrie s su r u n 

R-arbre comple t X e t soi t xn u n poin t d e bas e d e X. L a propositio n 9  e t 
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le théorème 5.2 0 montrent qu e l'orbit e GxQ est bornée . O n achèv e grâce a u 
lemme du centr e 3.8 . • 

12.- Remarques , (i ) Les groupes de Schwarz et le s groupes de Coxeter 
décrits au x exemple s 5 ci-dessus on t la propriété (FRA), le s arguments étant 
les mêmes que pour (FA), mai s n'on t pa s l a propriété (T). 

(ii) I l es t éviden t qu e l a propriét é (FRA) impliqu e l a propriét é (FA). 
Nous ne connaissons pas d'exempl e de groupe qui ai t l a propriét é (FA) san s 
avoir la propriété (FRA). 

6.c. C O M P L E X E S DE C O X E T E R 

13.- Définitions . Soi t (W, S) u n système de Coxeter, l'ensemble généra -
teur S d u group e W étan t fini. 

On associe à (W, S) so n complexe de Coxeter qu i est le complexe simplicial 
A défin i d e l a manièr e suivante . Pou r tout e parti e propr e (éventuellemen t 
vide) /  d e S, noton s Wx l e sous-group e d e W engendr é pa r / . Pou r tou t 
entier k G  { 0 , 1 , . . ., \S\ — 1} , l'ensembl e de s k-simplexes d e A (o u facettes d e 
rang k + 1 dans la terminologie de Tits) es t l a réunion disjoint e 

' W/Wr (réunion su r I C S, I ^  S ave c \I\ =  \S\ — k — 1). 

Les simplexes de dimension maximale (dimensio n \S\ — 1 o u rang |5| ) sont les 
chambres de A ; elle s sont e n bijectio n ave c W. Tou t simplex e de A  es t un e 
partie d e W; o n convien t qu e le  simplex e jWj contient l e simplex e 6Wj s i 
le sous-ensemble yWj d e W es t conten u (sic ) dans 6Wj. Un e cloison d'une 
chambre C es t u n simplex e de codimension 1 contenu dans C. 

Deux chambre s son t mitoyennes s i elle s on t un e cloiso n commune . Un e 
galerie de longueur n es t un e suit e (C0, Cl,..., Cn) d e n + 1  chambres, avec 
C{_i e t Ci mitoyenne s pou r i — 1,2, . . . ,n, e t C0,C1 son t le s extrémités d e 
cette galerie . O n montr e que  deu x chambre s d e A  son t toujour s reliée s pa r 
une galeri e (propositio n 1.4.1 d e [Ti2]) . O n défini t alor s l a distance d(C,C) 
entre deux chambre s C e t C comm e le minimum de s longueurs de s galerie s 
d'extrémités C e t C, e t o n vérifie que l'ensemble Cham(A ) des chambres d e 
A es t ains i muni d'un e structure d'espace métrique . 

On voi t facilement que  A  es t u n complexe mince, c'est-à-dir e qu e tout e 
cloison de A est contenue dans exactement deu x chambres de A. U n endomor-
phisme ip de A est un endomorphisme de l'ensemble sous-jacent W qu i envoie 
toute chambr e C d e A su r un e chambre , e t don t l a restriction C —• <p(C) est 
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un isomorphism e d e complexes . U n pliage est u n endomorphism e ip tel que 
(p2 = cp et te l qu e tout e chambr e C  d e A  soi t l'imag e d e 0  o u 2  chambres . 
L'image d'u n pliag e es t un e racine d e A . O n not e Rac(A ) l'ensembl e de s 
racines d e A. 

Les résultats suivants sont dus à  Bozejko, Januskiewicz e t Spatzie r [BJS] . 
14.- Proposition . Ave c les notations ci-dessus , la distanc e d su r 

Cham(A) es t u n noya u d e type négatif . 
Preuve. Pou r toute racine R G  Rac(A), désignons par \ R :  Cham(A) — > 

{0 ,1} l a fonctio n défini e pa r XR(C)  =  1  si C  C  R e t XR(C)  =  0  sinon . La 
proposition 2.2 2 de [Ti2 ] montre qu e 

d(C, C") 
i leRac(A) 

XR(C){1 -  XR(C')) 

pour C , C G  Cham(A), e t la proposition 1 4 en est un e conséquenc e immédia-
te. • 

15.- Corollaire . S i i(w) désign e la longueur d'u n élémen t w du group e 
W relativemen t a u systèm e d e générateurs 5 , l a fonctio n £ : W — > R est d e 
type négatif . 

Preuve. Cel a résulte du corollair e 2.13 de [Ti2] , qu i montre que  t(w) = 
d(C\w(C)) pou r tout e chambr e C  d e A . • 

16.- Corollaire , (i ) Un groupe de Coxete r infini n'es t pa s un group e de 
Kazhdan. 

(ii) Soien t G un groupe de Kazhdan, W u n groupe de Coxeter et <p : G —• 
W u n homomorphism e continu . L'imag e <p(G) es t finie . 

Preuve. Cel a résulte de la proposition 1. 6 e t d u théorèm e 5.20 . • 

6.d. ESPACE S HYPERBOLIQUE S 

On désign e pa r F  l'u n de s corp s R, C e t H  (quaternions), et pa r F J l e 
groupe multiplicati f de s élément s d e modul e 1  dans F . Su r Fn+ 1 v u comme 
espace vectoriel à  droite su r F , o n considère la form e hermitienne 

[x,y] = x0 yQ 
n 

i=l 
xiVi 
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Le groupe ¥ \ agi t à  droite su r l'ensembl e Vn des vecteur s x G  Fn+1 tel s que 
\x*x] — 1. 

17.- Définitions . L'espace hyperbolique Hn(F) d e dimension n sur F  es t 
le quotient d e Vn par l'actio n à  droite d e FJ . L e groupe de s isométries d e l a 
forme [  , ]  sur Fn+ 1 s e not e 

0(1,n) s i F  =  R 

£7(1, n) si F =  C 

5p(l ,n) s i F  =  H  . 

On pose 
SO(l,n) = 0(l,n)r\SLn+1(R) 

SU{l,n) = U(l,n)nSLn+l(C) 

5O0(l,n) =  composant e connexe de 50(1 ,71) . 

Pour l a géométrie des espaces hyperboliques , nous renvoyons (par exemple ) à 
[CG] ou [Eps] . 

18.- Remarques , (i ) L e group e 5p(l ,n ) es t parfait , e t i l n' y a  don c 
pas lie u d e distinguer comm e 50(1,n) e t 0(1 ,n) , o u 5[7(l,n ) et [7(1,n) . L e 
groupe 50(1 , n) a  deux composantes connexes, alors que 5[7(l,n ) et 5p(l ,n ) 
sont connexes. 

(ii) Soi t G  l'un de s groupe s 5O0(l,n) , 5[7(l ,n), Sp(l,n). Noton s A " l e 
stabilisateur dan s G d u poin t (1,0 , . . . , 0) d e l'espac e Fn+ 1 correspondant , 
de sorte que  Hn(F) s'identifi e à  G/A. Alor s A es t u n sous-group e compac t 
maximal d e G, e t A  es t l e group e 

SO(n) si F  =  R 

5([7(1) x  U{n)) =  ([7(1 ) x  [7(n) ) H 5£n+1(C) si F  =  C 

Sp(l) x  Sp(n) si F  = H . 

(iii) I l es t auss i possibl e d e défini r l e pla n hyperboliqu e H2(Cay) su r 
l'algèbre alternativ e (no n associative ) Cay de s octaves de Cayley. Un e cons-
truction élégant e d e ce plan a  ét é donné e par Tit s [Til] : c'es t l'ensembl e de s 
points intérieur s d'une polarit é hyperboliqu e dan s le plan projecti f P2(Caj/) . 
Le group e de s isométrie s d e c e plan es t l e group e exceptionne l ^ 4 ( _ 2 o ) ? d e 
dimension 52 (la forme de Killing est de signature —20), et le stabilisateur d'u n 
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point es t u n sous-group e compac t maximal d e i r4(_2o) isomorph e à  Spin(9), 
de dimensio n 36. 

(iv) A  isomorphisme local près, la liste de s groupes de Lie réels connexes 
presque simple s de rang réel 1  est 

SO0(l,n) SU(l,n) Sp(l,n) n > 2 

^4(-20) • 

D'autre par t 5O0(l,2 ) e t 5O0(l,4 ) son t respectivemen t localemen t isomor-
phes à  517(1,1 ) e t Sp ( l , l ) . 

La liste de s espaces riemanniens symétrique s d e type no n compac t et d e 
rang 1  es t donné e pa r le s Hn(F) e t H2(Cay); voi r l e chapitr e X  d e [Hel] , 
édition d e 1978. 

19.- Lemme . O n reprend le s notations de s définitions 18 . Soien t x,y G 
Vn. O n a  >  1 , ave c égalit é s i e t seulemen t s'i l exist e A  G FJ te l qu e 
y = x\. 

Preuve. O n a 

1 : > o l 2 - E h l 2 | y 0 l 2 - £ l < 

l * o l 2 - £ k l 2 \yo\2-J:\vil2] m E l y i l 2 - k l 
I \  2 
EI«JA) 

1*01 lîfol - TM2 Zivil2) 

\xo\ \Vo\ • 
xiyi|)2 par l'inégalité de Cauchy-Schwarz 

xoyo xiyi|2 par l'inégalité triangulaire 

| [ * . y ] | a -

On vérifi e aisément l a conditio n d 'ÉGAUTÉ. 

Dans l a définitio n suivante , nou s commetton s l'abus d e désigne r pa r l a 
même lettre un vecteu r d e Vn et so n image dans Hn(F). 

20.- Définition . L a distanc e hyperboliqu e d(x,y) entr e deu x point s x 
et y d e H„(F) es t donné e pa r 

ch d(x,y) = I [x,y] I 

La formule a  un sen s vu le  lemme 19 ; elle définit bie n un e distance : voi r pa r 
exemple le §19 de [Mos] . 
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Le résultat suivant est dû à Faraut et Harzallah (proposition 7.3 de [FH]) . 
21.- Théorème . L e noya u \ogch d es t conditionnellemen t d e typ e 

négatif su r HN(F) s i F  =  R  ou si F  =  C . 
Preuve. Grâc e a u théorèm e d e Schoenber g (5.16) , i l suffi t d e montre r 

que le noyau (x,y) —> | [x,y] |~* = (ch d(x,y))~t es t d e type positi f pour tou t 
nombre rée l t > 0. Comm e 

|[x,y] |-t 
1*оГ*1%Г*|1 (хоУо) V xiVi\ * 

et comm e l e noya u (x,y) —> \x0\~t\yQ\~t est évidemmen t d e typ e positif , l e 
théorème d e Schu r (5.5.i ) impliqu e qu'i l suffi t d e montrer que  le noyau 

${x,y) 1 -  (xoVo) 1 xiVi\ * 

est. de type positi f pour t  >  0 . 
Introduisons l e noyau 

¤o(x,y) (xoVo) 1] XV- • 
I I» ! 

Il es t éviden t que  <I> 0 est d e typ e positif , e t o n a  pa r l'inégalit é d e Cauchy -
Schwarz 

¤o(x,y) 1 
xoVo\ 

|xi|2 \Vi? 

1 
*o2/ol 

*ol2 - 1 l î /ol2-l <  1  • 

Le corollair e 5.5.H montre don c que le noyau 

( * , y ) ^ ( i - * n ( * , y ) ) - « / 2 

est d e type positif ; d e même pour l e noyau 

(x,y) ---> (1 - ¤o(x,y) )-t/2 

Le produi t d e ce s deu x noyaux , qu i es t $ , es t don c d e typ e positi f pa r l e 
théorème d e Schur . 

Notons qu'o n a  utilis é l'hypothèse F  G  { R , C }, o u F  ^  H , d'abor d pou r 
définir $0 , ensuite en invoquant l e corollaire 5.5.ii. Noton s aussi que les noyaux 
introduits dans cette preuv e n e son t pas tous invariants par isométries . • 
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Dans la ligne de la définitio n 10 , nous proposons encore la 
22.- Définition . U n groupe topologique G possède la propriét é 

(FHypC) s i tout e actio n continu e d e G pa r isométrie s d'u n espac e hyper -
bolique rée l ou complexe possède un poin t fixe. 

23.- Corollaire , (i ) Tout group e de Kazhdan a  la propriété (FHypC). 

(ii) Le s groupes 5O 0( l , n ) e t 5 /7(1, n) n'on t pa s la propriét é (T). 

(iii) Soi t G u n group e d e Kazhdan . Tout e imag e continu e d e G dans 
5O0( l ,n ) o u SU(l,n) es t relativemen t compacte . 

Preuve. L'assertio n (i ) s e montr e comm e les proposition s 4 , 1 1 e t le 
corollaire 16. L'assertion (ii ) est alors évidente. Enfi n (iii ) résulte de ce que les 
sous-groupes compacts maximaux d e 500 (1,n) e t SU(l,n) son t précisémen t 
les stabilisateurs des points dan s l'espace hyperbolique correspondant . • 

24.- Exempl e (Serre) . L a réciproque du corollair e 23.i n'est pa s vraie , 
comme le montre l'exempl e suivant d'u n group e qui a  la propriété (FHypC), 
mais qui n'a n i la propriété (T) n i même la propriété (FA). Nou s reproduisons 
ici u n passag e d'un e lettre de J-P. Serr e (juille t 1988) . 

"Soit D  un corp s d e quaternion s su r Q , e t soi t S  l'ensembl e de s place s 
de Q  ramifiée s dan s D . O n suppos e o o 6  S , d e sort e que  D R es t l e corp s 
des quaternions usuel s su r R. Soi t G le groupe des élément s d e D* de norme 
réduite 1 , v u comm e groupe algébriqu e su r Q  (form e "tordue " d e SL2); l e 
groupe GR es t compac t (isomorph e à SU(2)). Soi t d'autre part S un ensem -
ble fini  d e nombre s premiers , ave c S f l S  =  0  e t Card (5) >  2 . Soi t F u n 
sous-groupe 5 -arithmétique d e G Q . U n te l group e fourni t le  contre-exemple 
cherché. E n effet : 

a) S i p € S, le  group e loca l GP = GQ p es t isomorph e à  5L 2(Qp), e t 
les propriété s connue s de s groupe s ^-arithmétique s entraînen t que  l'imag e 
de T  dan s GP est dense. E n particulier , T n e fixe  aucu n poin t d e l'arbr e 
correspondant; i l n'a don c pas l a propriét é FA, n i non plu s T. (D'ailleurs , le 
quotient Ilp€ 5 GP/T est compact ; c'est un e autre façon de voir que T n'a pa s 
la propriété T.) 

b) D u fai t que  T es t u n sous-group e irréductibl e d u produi t YlpeS Gp, 
lequel est d e rang total >  2 , on peut applique r le s théorèmes d e superrigidit é 
de Margulis . Tou t homomorphism e d e T dans u n group e hyperboliqu e (o u 
plus généralement u n groupe algébrique réel ) provient — quitte à  se restrein-
dre à  u n sous-group e d'indic e fini —  d'u n homomorphism e d e GU dans ce 
groupe. Comm e GR es t compact , on voi t bien que  l'image d e T es t relative -
ment compacte . Don c T  a la propriété FHypC (e t mêm e mieux). 
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Remarque —  Si l'on pren d S te l qu e Card(5 ) =  2 , e t s i o n suppose T 
sans torsion, on peut montre r qu e T est u n amalgam e de deux groupes libres 
(amalgamés suivant u n sous-group e d'indice fini)." 

25.- Remarques , (a ) Le s assertions (ii ) et (iii ) du corollair e 23 four-
nissent de s analogues archimédiens du corollaire 7, car SL2 (R) es t localement 
isomorphe à 5O0(l,2 ) e t SL2(C) à  5O0(l,3) . O n peut mêm e ajouter à  cette 
paire u n group e SL2(H), auss i not é SU*(4), qu i es t localemen t isomorphe à 
5 0 0 ( 1 , 5 ) . Pou r un e autre preuve de (iii) , voi r le corollaire 20 de [Zi2] . 

(b) Lorsqu e le groupe G de l'assertion (iii ) est u n réseau dan s u n groupe 
de Li e réel simple de rang >  2 , l'assertion résult e auss i du théorème de super-
rigidité de Margulis (théorèm e 5.1 .2 de [Zim]) . 

La propositio n 3.7 montre que SO(n) contien t u n sous-group e de Kazh-
dan dénombrabl e dense dè s que n > 5 . A u contraire SO(n) n e contien t pa s 
de te l groupe si n < 4. C'es t c e que montre le dernier résulta t de ce chapitre, 
dû à  Zimmer [Zi2] ; il précise le corollaire 23.iii. 

26.- Proposition . Tou t sous-group e dénombrable d e SO(n) qu i a  l a 
propriété (T) es t u n group e fini si n < 4. 

Preuve. L e ca s n = 2  es t bana l (propositio n 1 .7.iv); l e ca s n =  4  se 
ramène au ca s n = 3, ca r 50(4 ) est u n revêtemen t doubl e de 50(3 ) x 50(3) . 
Le ca s de 50(3 ) est équivalen t à  celui de SU(2). O n considère donc un sous-
groupe de Kazhdan T de SU(2), e t i l s'agit d e montrer qu e T est fini si T est 
dénombrable. 

1er pas . O n peu t suppose r qu e l'actio n d e T su r C 2 es t irréductible . 
Si c e n'était pa s l e cas, T serai t conten u dans u n tor e d e 5(7(2) , e t o n serai t 
ramené a u ca s n = 2. 

2e pas . Le s valeurs propres des éléments de T sont des racines de l'unit é 
dans C . E n effet , soien t j0 u n élémen t d e T  e t À  une valeu r propr e d e 70. 
Notons K le sous-corps de C engendré par À  et par les coefficients d'un e parti e 
génératrice fini e d e T , d e sort e qu e T Ç  SL2(K). S i À  n'est pa s un e racin e 
de l'unité , i l résult e d'u n lemm e d e Tits ([Ti4], lemma 4 .1) qu'i l exist e u n 
corps loca l K ' e t u n homomorphism e a :  K — * K' tel s qu e \a(\)\ 7 ^ 1 (si K 
est un corps de nombres, cette assertion es t prouvée dans [Wei], IV 8; si À est 
transcendant, o n peut prendr e K' = C  et pou r a u n automorphism e sauvage 
de C  tel qu e |a(À) | ^ 1 ) . Alors l'image de l'homomorphisme 

r SL2(K') 

7 6(Y) 
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n'est pa s relativemen t compacte , ce qu i contredi t l e corollair e 23 s i K ' es t 
archimédien, e t le  corollaire 7 si K ' n e l'es t pas . L e deuxième pas a  comm e 
conséquence immédiate que T es t u n group e de torsion. 

3e pas . L'ensembl e TrT de s traces de s éléments de T es t fini . E n effet , 
si 7 G  T , les valeurs propres de 7 son t des racines de l'unité qui vérifient un e 
équation quadratiqu e su r K  ( à savoi r det(7 —  Al ) = 0) . U n autre lemme de 
Tits ([Ti4] , lemma 2.3) assure qu'i l n'y a  qu'u n nombr e fini d e telles racine s 
de l'unité . 

4e pas . Pou r conclure que T est fini , on utilise un théorème de Burnside 
(voir pa r exempl e [Ba], Cor.1.3): comm e T es t irréductibl e su r C 2 (1e r pas) 
et qu e TrT es t fin i (3 e pas), T lui-même est fini . • 

Notons que nous aurions pu conclure après le deuxième pas en utilisant le 
théorème de l'alternative d e Tits [Ti4] , qu e nous avions déjà utilisé a u corol -
laire 21 du chapitre 3: puisque T est un groupe de torsion, T ne contient pas de 
groupe libre, donc T es t presqu e résoluble , donc moyennable , et 1.5. i perme t 
de conclure . Nou s avon s opt é pou r un e démonstratio n u n pe u plu s longue 
mais plus élémentaire, qu i a aussi l'avantage d e montrer qu e la proposition 26 
et l e résultat d e Tits reposen t su r le s mêmes lemmes. 
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CHAPITRE 7 

LE PROBLÈM E D E RUZIEWIC Z 

Le problèm e est d e savoir s'i l exist e su r un e sphèr e un e mesur e Animen t 
additive invariant e par rotation s autr e qu e l a mesur e d e Lebesgue . Dan s ce 
numéro, o n suppos e qu e le s espace s borélien s son t tou s standard e t qu e le s 
mesures son t toute s positives et finies. 

1.- Définitions . Soi t ¡1  une mesur e su r u n espac e borélie n (X,B). 
L'espace M = £°°(X , B,fi) de s fonctions complexes sur X qu i sont ^-mesura -
bles e t ^-essentiellemen t bornée s (fonction s modulo l'égalité ^/-presqu e par -
tout) es t u n espac e de Banach pou r l a norme défini e pa r 

ll/ll sup ess | / ( x ) | 
xex 

Inf c>0: n {x e X :\f (x)\ > c} = 0 

Une forme linéaire $  :  M — > C est positive si $ ( / ) > 0  lorsque f (x) > 0 pour 
/u-presque tou t x E X. O n vérifi e qu'un e tell e form e es t toujour s continue : 

< ^KXjr)ll/ll > o u Xx désign e l a fonctio n caractéristiqu e d e X. O n 
désigne par Mjf . le cône des formes linéaires positive s sur M. O n appelle état 
sur M un e forme $ G  M+ qui prend l a valeur 1  sur l a fonction caractéristiqu e 
de X. 

Une forme $  G  M+ défini t un e applicatio n Animen t additiv e 

<p : 
B 

B 
[o,*(x*)] 
* ( x » ) 

Certains auteur s disen t qu e (p est un e charge sur (X , B), e t un e moyenne 
lorsque d e plus <p(X) =  1 . Réciproquement , toute applicatio n (p : B —• [0,c ] 
telle que 

<p(B) =  0 si n{B) =  0 

ip(X) = c 

(p{Bl II£2 ) =  (fiBt)  +  <p(B2)  s i BltB2  G  S ave c Bx nfi2 =  0 

provient d'un e form e $  comm e ci-dessus (voi r pa r exempl e [HeS] , théorèm e 
20.35). Nou s commettons ci-dessous l'abus consistant à  confondre $ e t <p. 
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Supposons d e plu s qu'u n group e G agi t su r (X , B) pa r isomorphisme s 
boréliens préservan t l a mesur e /x . (Nou s n'imposons aucun e conditio n de 
continuité su r l'action , mêm e s i G n'es t pa s dénombrable. ) Alor s G agi t 
naturellement su r M e t .  Pa r exempl e la forme positive 

u M C 

f Ixfd^ 

est invariante pa r G . 

2.- L a mesur e d e Lebesgu e su r le s sphères . Considéron s un entie r 
n > 2 , l a sphèr e unit é S™'1 d e l'espac e euclidie n Rn , l a cr-algèbr e B de s 
boréliens de 5n_1, la mesure de Lebesgue normalisée À sur (S^-1 , B), e t enfi n 
l'action canoniqu e du group e des rotations SO(n) su r (5n_1,fî , À) . 

Dans se s "Leçon s su r l'intégration " d e 1904 , H. Lebesgu e a essentielle -
ment montr é qu e À  est l'uniqu e mesur e su r Sn~1 qu i soi t invariant e pa r le s 
rotations [Leb] . O n peu t évidemmen t auss i voi r À  comme étan t défini e su r 
la cr-algèbre C des parties d e 5n_1 qu i sont mesurables a u sen s de Lebesgue. 
Toutefois, e n 1914 , F. Hausdorf f a  montr é qu'o n n e peu t pa s étendr e À  en 
une moyenn e invariante pa r rotation s défini e su r toute s le s parties d e 5n_ 1 
si n > 3  [Hau] . Pui s S . Ruziewic z a  demand é s i A  était uniqu e e n tant qu e 
moyenne sur (Sn~1,C) invariant e pa r rotations . E n 1923 , S. Banach fourni t 
une répons e négativ e pou r n = 2 ; mais l a questio n rest e alor s ouvert e pou r 
n > 3 [Ban] . 

3.- Borélien s e t mesurable s a u sen s d e Lebesgue . A  priori, i l y a 
trois problèmes distincts d'unicit é pou r la mesure de Lebesgue A vue comme 
moyenne invariant e su r 5n_1 , lorsque n > 3 : l'u n su r (5n_1,5) , l e secon d 
sur (Sn-\C), l e troisièm e su r M = / ^ ( S " - 1 , ¿3 , A) =  C^{Sn-\ £ , A). E n 
fait le s deu x dernier s problème s sont équivalent s pou r le s raisons suivantes . 
D'une part u n éta t \£ sur M invarian t pa r rotation s fourni t évidemmen t une 
moyenne invariante su r (5n_1 , £ ). D'autr e par t une moyenne invariante (f sur 
(5n_1,£) s'annul e su r le s ensembles négligeables en vertu d u lemm e suivan t 
qui est d û à Tarski (voi r les 5 dernières lignes de [Tar]) , de sorte que ip définit 
un éta t invarian t su r M (voi r l e numéro 1  ci-dessus) . 

Lemme (Tarski) . Soi t (p : C —» [0,1] une moyenne définie sur les parties 
de la sphèr e 5n_ 1 mesurable s a u sen s de Lebesgue, invariante pa r rotations . 
Si n > 3 alors <p(N) = 0 pour tout ensembl e négligeable N £ C. 
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Preuve. Soi t e > 0. O n choisi t un entie r nature l m ave c ~  <  s, e t u n 
nombre rée l r > 0  tels qu'i l exist e m  boule s 5 1 , . . . , Bm  d e rayo n r deu x à 
deux disjointes dans 5n"~1 . Par invarianc e e t additivit é d e </? , on a 

m 

i=1 
p(£¿) < 1 

d'où <f(B^) < e. L'existenc e de sous-groupes libres no n abélien s dan s SO(n) 
implique u n "paradox e d e Hausdorff-Banach-Tarski " qu i peu t s e formule r 
comme suit : i l existe un entie r fc, des partition s 

Çjîi — l 

l<j<k 
Ai 

B1 

l<j<k 

B1,j 

et de s rotation s g1,..-*gk ave c Qj(A-) = Bx- pou r j — 1,...,A* (voi r [HaS ] 
ou [Wag]) . 

Si N es t négligeable , alors Nj — N f l A - et g-(N-) son t mesurable s a u 
sens de Lebesgue (même si A - ne l'est pa s !) , de sorte qu e 

an) 
l<j<k 

f(Nj) 
l<j<k 

f(gj(Nj)) <P{BX) e 

Comme e est arbitraire , <p(N) es t nul , comm e désiré . 

Le premie r de s trois problème s d'unicité mentionné s plu s haut n'es t ap -
paremment pas équivalent au x suivants . E n fait , o n a le 

Problème de Marczewski: Existe-t-il un e moyenne ¡1  défini e sur le s boré-
liens de 5n_1 (n >  3 ) qui soit invariante par rotations e t nulle sur les ensembles 
maigres ? 

On sai t qu e la réponse es t positiv e pour n — 2; voir [Myc] . L e problème 
de Marczewsk i est li é à  u n problèm e connu d e l a théori e de s AW*-algèbres 
[BMW]. 

4.- Théorèm e (Rosenblatt, Margulis, Sullivan) . Pou r n > 5  l a 
mesure de Lebesgue est l a seule moyenne sur (5n_1 , C) qui est invariante par 
les rotations . 
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Ce résulta t es t d û indépendammen t à  Marguli s [Ma2 ] et Sulliva n [Sul] , 
qui utilisen t tou s deu x u n résulta t partie l d e Rosenblatt [JR], [Ros] . Avan t 
d'en donner la preuve, nous définissons deux types de formes positives et nous 
établissons quelque s résultats préliminaires . 

5.- Forme s positive s normale s e t singulières . Soien t à  nouvea u 
(À", Byfi) e t M comm e a u numér o 1 . Un e forme $  G  M + es t dit e normale si 
l i n i ^ ^ $ ( / • ) = $ ( / ) pour tout e suit e positiv e croissante 0  <  fx  <  f2  <  ... 
de M qu i converge point par poin t ver s une fonction /  G  M, c'est-à-dir e s i la 
moyenne associée 

B [0MXx)i 
B H * ( X B ) 

est un e mesur e a-finie . Nou s désignons par MÎ l a parti e d e M + constitué e 
par le s formes normales . 

Pour tout e form e $  G  M+, posons 

vo(B)= Inf J 
j 

: B 

j 

Bj es t un e /^-partitio n dénombrabl e 

pour tou t B g  B. C'es t u n exercic e facile de vérifie r qu e es t un e mesur e 
(j-additive: o n montre d'abor d qu e v$ es t a-sous-additiv e (voi r pa r exempl e 
la preuve du théorème A de la section 10 dans [Hai]), puis que v$ es t additive , 
enfin qu e v$ es t cr-additive . 

On di t qu'un e form e positiv e < & G M+ es t singulière si v§ =  0 . Tout e 
forme $  G  Af| L possède une décomposition canonique $ = v + cr, avec v = v§ 
normale e t a — $ — v$ singulière . S i de plus $  es t invariant e pa r u n group e 
G comm e a u numér o 1 , alors v e t a l e sont aussi . Noton s que la mesur e 
est absolumen t continu e par rappor t à  fi. 

6.- Lemme . Soi t $  un e forme positive singulière sur M = C°°(X,B,ii). 
On suppos e qu e fi major e <f r au sen s suivant : i l exist e un e constant e c  >  0 
telle que cfi{B) > ${B) pou r tou t B e B. Alor s $ =  0 . 

Preuve. U n théorèm e d u typ e Radon-Nykodi m dû à  I . Segai montre 
que, pour tout e form e $  G  M+ , singulière o u non, majorée pa r ¡1  a u sen s de 
l'énoncé, i l exist e un e uniqu e fonctio n a  G  M ave c a(x) > 0  pour //-presqu e 
tout x G  A " telle que 

$(/) =  /  f (x)a(x)d/i(x) pou r tou t /  G  M . 
Jx 
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Voir l a propositio n 3.3. 5 d e [Ped] . Pa r suit e $  es t absolumen t continu e pa r 
rapport à  ¡1, ave c dérivée de Radon-Nykodi m a. S i de plu s $  es t singulière , 
alors a = 0 presque partout , donc $ =  0 . • 

7.- Lemme . Soi t $  G  M+ un e form e singulière . Pou r tou t borélie n 
B £ B ave c >  0 , i l exist e u n borélie n B' C B ave c fi(Bf) >  0  e t 

q(B)= 0 . 

Preuve. Soi t B comm e dan s l'énoncé . L'assertio n étan t banal e s i 
$(B) — 0, supposon s a u contrair e $(B) >  0 . Choisisson s un e constant e 
c >  0  telle qu e cfi{B) > $(B). 

On peu t imagine r qu e l'idée d e Rosenblat t pou r l a preuv e d e la propo-
sition 1. 1 d e [Ros ] est l a suivante : défini r B1 comme le complémentaire dan s 
B d'u n élémen t maxima l (pou r l'inclusion) dans l'ensemble des sous-boréliens 
A C B vérifian t C/JL(A) < $(A). E n procédan t naïvement , o n se heurte à  des 
difficultés pou r estimer l a mesure — ou plutôt l a mesure extérieure —  de UA^, 
où (Aj)jeJ es t un e famill e d e boréliens en général no n dénombrable. Mai s on 
peut néanmoin s exploite r cett e idé e comme suit. 

Pour tou t borélie n i  C  I , noton s pA l'opérateu r d e multiplicatio n pa r 
la fonction caractéristique XA su r l'espac e d e Hilbert H = C2(X,B,/J,). Ains i 
pA es t l e projecteur orthogona l de H su r u n sous-espac e fermé 7iA. Soi t T l a 
famille de s projecteurs d e H d e la forme pA, o ù A est u n sous-borélie n de B 
vérifiant CJ.L(A) < $(A). O n ordonne T pa r pA < pA, s i HA C  HA,. Alor s T 
est inductif . 

Soit en effet (AJ)J^J un e famille de sous-boréliens de B vérifian t CJX^A-) < 

$(Aj), e t tell e qu e la famill e (pAj)j€J soi t totalemen t ordonnée . Noton s Tiw 
l'adhérence dan s 7i d e la réunio n de s TiAj, e t p^ l e projecteur d e H su r Hw. 
Alors pœ es t u n projecteu r dan s l'algèbre de von Neumann M = C°°(X,B,/J), 

et i l exist e u n borélie n A^ C  X te l qu e pw = pA^. Comm e Tï^ C  HB, o n 
peut suppose r A^ C B. Pou r montre r qu e T es t inductif , i l reste à  vérifie r 
que C\L{AJ) < Mai s la forme linéaire JJL G  M+ es t normale . Pa r suit e 

cfi(AJ = supc/iiAj) < sup*(A.) <  Q (AJ 

où l a dernière inégalit é résult e de la positivité d e $ . 

Vu l e lemme de Zorn, il existe donc un borélie n A' C B te l que c^i{A') < 
$(A ' ) , e t te l que le projecteur pA, soit maximal dans T. Poson s B' = B - Af. 

De l'inégalit é c/i(B) >  $(2? ) résulte que pB g T', donc aussi que /J>{Bf) > 
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0. Pou r tou t borélie n C C B' ave c /J>(C) >  0 , o n a  c/x(C ) > $(C) pa r 
maximalité d e pA,. I l résulte donc du lemme 6 que $(Bf) =  0 . • 

8.- Proposition . Le s notations étan t comm e aux numéro s 1  et 5 , soit 
$ G  M+ un e form e positiv e singulière su r M = £ ° ° ( X , / 3 , / / ) . I l exist e un e 
suite croissante Bx C  B2 C  . . . d e boréliens d e X ave c $(Bj) = 0  pour tou t 
j > l e t ]imj^oov(X-Bj) = 0. 

Preuve. Soi t T l'ensembl e (no n vide en vertu d u lemme 7) des boréliens 
B e l tel s que f.t{B) ^  0  et $(B) = 0. Poson s 

m = sup{/x(.B) :  B G  T} . 

Choisissons une suit e (B,A->1 d e T ave c 

m =  sup{/*(£; ) :j  >  1 } . 

Posons Bj = Ui<i< j B 'i Pou r tou t J  >  1  et 5 œ =  |Jj> i Bji  ^ e sorte qu'o n a 
aussi 

m =  li m =  Af (^oo) • 
.7 —>oo J 

Il suffit d e montrer qu'o n a  m =  fi(X). 

Si o n avai t m  <  /x(X) , l e lemm e précéden t montrerai t qu'i l exist e u n 
borélien B' C X - B ^ ave c BF G ^. O n aurait don c BJ U  B ' G  e t M ^oo U 
£?') >  m , ce qui es t absurde . Don c m = /J>(X). • 

9.- Moyenne s singulière s e t vecteur s presqu'invariants . E n con -
servant toujour s le s même s notations , considéron s d e plu s dan s l'espac e d e 
Hilbert H =  £2(X , fi,/*)  l'hyperpla n ferm é H0 de s fonction s /  telle s qu e 
Jx fdfi =  0 . S i un group e G agi t comm e plus haut su r (X , 6,/x) , i l agi t auss i 
naturellement su r H e t H0. 

Supposons d e plu s qu e l'actio n d e G es t ergodique, c'est-à-dire tell e qu e 
tout borélie n B G  B invariant pa r G satisfai t f.i{B) = 0  ou /J,(X — B ) — 0, ou 
encore tell e qu e l a représentatio n d e G dan s H0 n e possèd e pa s d e vecteur 
invariant. (Pou r l'équivalence , voir le corollaire 2.2.17 de [Zim]. ) 

Proposition (Rosenblatt) . O n suppose que G est dénombrabl e et agi t 
ergodiquement su r l'espac e d e probabilit é (X , B,/x). S'i l exist e un e moyenn e 
$ : M = £°° (X , #,/x) — > C invariant e pa r G e t distinct e d e /x , alor s l a 
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représentation d e G dan s Tï0 =  { / G  £2(X,B, /i) : Jxfdji = 0 } possède 
presque des vecteurs invariants . 

Preuve. Voyon s d'abord qu'on ne restreint pas la généralité d e la preuve 
en supposant $  singulière . Soi t $  =  v + a l a décompositio n canonique de $ 
— voi r le numéro 5 . Alor s v es t un e mesure su r (X , ¡1)  invariante pa r G et 
absolument continu e pa r rappor t à  ¡1.  L a dérivée de Radon-Nykodim es t 
donc un e fonctio n mesurable su r (X, B,/i) e t invariant e pa r G. L'hypothès e 
d'ergodicité impliqu e qu e cett e fonctio n es t un e constante . I l exist e don c 
c G  [0,1] avec v — cji. Comm e 3> ^ ¡1,  il exist e u n borélie n B C  X ave c 
$(2?) ^  fi(B). Quitt e à  remplace r B pa r X — B, o n peu t suppose r ${B) < 
/.i(B), e t a  fortiori v(B) < H-(B). Par suit e c < 1  et a ^  0 . Quitt e à  remplacer 
$ pa r u n multipl e d e cr , on peu t don c supposer qu e l a moyenn e donnée es t 
singulière. 

Posons V = { / G  Cl(X,B,ii) :  /  >  0  e t /  fdfi = 1} . U n argumen t 
standard qui utilise le théorème de Hahn-Banach montr e qu'i l existe une suit e 
généralisée {fi)ieI dan s V qu i converge vers $ a u sens où Umi J ff{dfi — $(/) 
pour tou t /  G  M (voi r la proposition 7.2.3 de [Zim]) . O n fait subi r à  la suit e 
(fi)ici le s modifications suivantes . 

Soit d'abor d B u n borélien de X ave c $(B) — 0 et ^i(B) > 1/2 (proposi-
tion 8) . O n a  0  = ${B) =  lim ^ JB j{d^, d e sorte qu e f{^0  su r X — B pou r i 
assez grand, e t o n peut suppose r f{  /  0  sur X — B pou r tou t i . O n note / / l a 
fonction d e V qu i es t null e sur B e t égal e à un multipl e convenabl e de f{  su r 
X — B. Alor s (fDiçi  converg e encore vers $  a u sen s précédent . 

Comme la moyenne $ es t invariante pa r G , la suite (//)jG j es t faiblemen t 
asymptotiquement invariante : 

lim 
i X 

f(gfl-f!№ =  o pour tou s /  G  M e t g G  G . 

Un argument d e Namioka, qui repose encore sur le théorème de Hahn-Banach , 
montre qu'i l exist e un e suit e [ff)ieI  d e V  qu i converg e toujours ver s $  a u 
sens précédent e t qu i es t fortemen t asymptotiquemen t invariante : 

tea\\9ff-fï\\i=0 
l 

pour tou t g E G 

où l a norme est calculé e dans £*(X , B,fi).  Pou r les détails, voi r la preuve du 
théorème 7.1. 8 de [Zim] . 
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Posons ff = {ff)1!2 pou r tou t i G  /. Alor s ff es t u n vecteu r d e norm e 
1 dans H = C2(X,B,ii), e t lim - \\gff - ff\\2 = 0 pour tou t g e G. 

Soit enfi n ff l a projection orthogonale de ff su r l'hyperpla n 7ï0 d'équa -
tion Jx fdfi = 0 dans Tí. Comme ff = 0 sur l e borélien B d e mesure /J>(B) > 
1/2, l'inégalit é d e Cauchy-Schwar z montr e qu e \\ffW2 > f  pou r tou t i G  /. 
Comme lim¿ \\gff - ff\\2 = 0 pour tou t g G  G, la preuve es t achevée . • 

Preuve d u théorèm e 4 . S i n > 5 , nous savon s par l a propositio n 3. 7 
que le groupe SO(n) contien t u n sous-group e dénombrable G qui est dens e e t 
qui a  la propriét é (T) . Comm e G es t dens e dan s SO(n) qu i es t transiti f su r 
5n_1, l e groupe G est ergodique sur Sn~1 (lemm e 2.2.13 de [Zim]) , donc G n' a 
pas d e vecteur invarian t dan s 7Y0 . Comm e G a  la propriét é (T) , le théorèm e 
4 résult e de la proposition 9 . • 

Vu l a proposition 6.26, il n'est pa s possible d'adapter l a preuve ci-dessu s 
du théorème 4  aux ca s n = 3 et n = 4. Mai s le résultat, lui, reste vrai [Dri] : 

10.- Théorèm e (DrinfePd) . S i n =  3  ou n =  4 , la mesure d e Lebesgue 
est l a seul e moyenne sur (S'n~1,£ ) qui es t invariant e par rotations . 

11.- Remarques , (i) A. Lubotzky, R. Phillips e t P . Sarna k on t donn é 
une "preuv e explicite " du théorèm e 10 ; voir [LPS1] , ainsi que [CV] . 

(ii) L e problème de Ruziewic z s'énonce aussi pour le s espaces euclidiens: 
la mesur e d e Lebesgu e est-ell e uniqu e e n tant qu e mesur e finiment  additiv e 
sur les ensembles mesurables a u sens de Lebesgue de Rn qui soit invariante par 
les déplacements e t normalisé e su r l e cube unité ? L a réponse pour n < 2 est 
négative [Ban] . Le s arguments de la preuv e d u théorèm e 4  montrent qu'ell e 
est positiv e pour n > 5 . De s arguments plus fins  dus à  Margulis , égalemen t 
basés su r l a propriét é (T) , montrent qu'ell e es t encor e positiv e pou r n  >  3 
[Ma4]. 

(iii) O n considèr e u n group e dénombrabl e G , e t le s action s d e G qu i 
sont ergodique s e t qu i préserven t le s mesures su r de s espace s d e probabilit é 
(X,B,¡JL) sans atome . E n utilisan t u n raffinemen t d e l a propositio n 9  [Ros] , 
ainsi qu'un résulta t de Connes et Weiss [CW], K . Schmidt [Sc2] a  montré qu'i l 
y a  équivalence entre 

(a) le  groupe G  a la propriété (T) d e Kazhdan , 
(b) tou t G-espac e comme ci-dessus possède une uniqu e moyenn e invari -

ante. 
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(Ce résultat a été généralisé par M . Choda [Clia].) L e même travail de Schmidt 
montre qu'i l y  a  auss i équivalence entre 

(c) l e groupe G  es t moyennable , 
(d) tou t G-espac e comm e ci-dessu s possèd e plusieur s moyenne s invari -

antes. 
En revanche , s i G  n'es t n i moyennabl e n i d e Kazhdan , pa r exempl e s i G  = 
SX2(Z), i l peut existe r u n G-espac e avec une seul e moyenn e invariante et u n 
autre G-espace avec plusieurs moyenne s invariantes [Sel] , [Sc2] . Noton s enfi n 
que, chaque foi s qu'il n'y a  pas unicité , le cardinal d e l'ensemble de s moyennes 
invariantes sur (X,B,ii) es t no n dénombrabl e [Cho] . 
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CHAPITRE 8 

UN PROBLÈM E D E CENTRAU X TÉLÉPHONIQUE S 

Margulis a  découver t e n 197 3 une applicatio n original e d e l a propriét é 
(T). Comm e nous l'exposon s dans c e chapitre, i l s'agi t d e l a solutio n d'u n 
problème de théori e de s graphes importan t e n théori e de s circuit s e t e n pro-
grammation (voi r [Rou]) . Tou s les graphes qui apparaissen t ici sont supposé s 
être no n vides , finis, connexes e t sans boucle (i.e . san s arêt e à  extrémité s 
confondues). Dan s u n graph e orienté , appelon s émetteur u n somme t qu i es t 
origine de certaine s arête s e t qu i n'es t extrémit é d'aucune , e t définisson s d e 
même la notio n d e récepteur. U n connecteur uniforme es t u n graph e bipart i 
orienté ayan t u n nombr e pai r 2n d e sommet s réparti s e n n  émetteur s e t n 
récepteurs. 

1.- Définitio n [Mal] . Soien t c, a de s nombre s réel s ave c c  >  1  e t 
0 <  a <  1 . U n (c , a)-concentrateur es t u n connecteu r uniforme à  2n sommets 
qui possède la propriété suivante : 

pour tout e parti e non vide X d e l'ensemble de s émetteurs vérifian t 
< a , l'ensembl e N(X) de s récepteur s connecté s à au moin s un émetteu r 

de X vérifi e 
\N(X) 

\x\ 
1 C 

Pour qu'u n (c , a)-concentrateur puiss e exister , i l faut évidemmen t que 

a 
1 
— et c 
n 

n 

an — 1 
1 
a 

L'idée qu'o n peu t avoi r d'un (c , a)-concentrateur à  2n sommet s es t celle d'un 
réseau téléphoniqu e don t chacu n des n abonné s es t représenté à  la fois pa r un 
émetteur e t u n récepteur . Le s arêtes d u graph e représenten t le s lignes. O n 
demande qu e tout ensembl e X suffisammen t peti t d'émetteur s soi t connect é à 
un ensembl e N(X) relativemen t asse z grand d e récepteurs, et plus précisémen t 
que tou t don t l a densit é vérifi e ^  <  a soi t connect é à  N(X) te l que 
^j^P^ >  c . S i a es t fixé,  l a qualité d'un (c, a)-concentrateur es t donc d'autan t 
meilleure qu e c es t grand . L e graph e bipart i comple t Kn  n qu i possèd e n 

émetteurs, n récepteurs e t n2 arêtes, est un exemple de ( l / a , a ) -concen t ra teu r 
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pour tou t a ave c 0  <  a < 1 . Mai s c'es t u n exempl e coûteux lorsqu e n es t 
grand, ca r les arêtes sont (pa r exemple ) en cuivre et l e cuivre est cher . 

En fait , étan t donn é c et a ave c 0 <  a < 1  et 1  <  c < 1/a , o n cherch e 
à construir e un e suit e {G-)->x d e (c,(^-concentrateur s tell e qu'i l exist e un e 
constante k avec les propriétés suivantes . D'abor d le nombre 2ni des sommets 
de G{ tend ver s l'infini ave c z, ensuite l e nombre d'arêtes de Gi es t majoré pa r 
kn{ pou r tou t i (voi r l e n°1.3 de [Mal]) . 

L'existence d'un e tell e suit e s e montre asse z aisémen t ([Pin] , [Bas] ) pa r 
des méthodes "probabilistes " basée s su r de s arguments de comptage : c , a e t 
k étan t fixés , o n estim e l a proportio n parm i tou s le s connecteur s uniforme s 
à 2 n sommet s d e ceux qui n e possèden t pas les propriétés décrite s plu s haut ; 
pour n assez grand, o n montre qu e cette proportio n es t strictemen t inférieur e 
à 1 . (O n montr e mêm e qu e l a proportio n de s "bons " graphe s ten d ver s 1 
lorsque n ten d ver s l'infini. Voi r [Rou ] 11.3 pour u n exempl e de telle preuve.) 
L'inconvénient d e la méthode es t d'êtr e irrémédiablement no n constructive. 

Nous allon s d'abor d indique r commen t Marguli s [Mal ] a  construi t ex -
plicitement un e suite (G^>: L ave c les propriétés ci-dessu s en utilisant l a pro-
priété (T) d e la paire (Z 2 x~SX2(Z), Z2) , pui s comment Alon e t Milma n [AM] 
construisent d'autre s suite s (Gi)i>1 e n utilisan t l a propriét é (T ) de SLn{T) 
pour n > 3. Avan t d'entre r dan s Te vif du sujet , i l es t util e d e disposer d e la 
notion suivante (implicit e chez Margulis). 

2.- Définition (Gabber et Gali l [GG]) . Soien t n,k de s entiers positifs 
et d un nombre réel positif. U n (n , fc, d)-extenseur es t un connecteu r uniform e 
à 2n sommets e t a u plu s kn arête s qui possède la propriét é suivante : 

pour tout e parti e non vide X d e l'ensemble de s émetteurs , o n a 

N(X) 

\X\ 
;l +  d 1 

n ) 

Pour qu'u n (n,&,d)-extenseur puiss e exister , i l faut évidemmen t qu e 

d n 1 

1 _ 2= 1 n  _ 1  * 
n 

3.- Conséquenc e immédiat e de s définitions . U n connecteu r uni -
forme à  2n sommets e t a u plus kn arête s est u n (n , fc, d)-extenseur s i et seule -
ment s i c'es t u n ( 1 + d(l — a),a)-concentrateur pou r tou t a ave c 0 < a < 1. 
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4.- Théorèm e (th . 2. 3 d e [Mal]) . Pou r tout entie r m > 2 , soi t 
(£'Tn,jRm, Am) le connecteur uniforme défini comme suit. L'ensembl e Em des 
émetteurs et l'ensemble Rm des récepteurs sont (Z/raZ)2. L'ensembl e Am des 
arêtes connecte chaque émetteur (x,y) G  (Z/mZ) 2 au x cinq récepteurs 

(x,y) (x + l,y) (x,y+l) (x,x + y) ( - y , x ) . 

Alors il existe une constante d > 0 telle que (£'m)i?m, Am) soit un (ra2,5,d)-
extenseur pour tout m > 2. 

Pour la démonstration, on introduit quatr e permutations affines d e Z2 , 
c'est-à-dire quatre éléments du groupe H = Z2 x SL2(Z): 

g1(x,y)= + l > 2/ ) g2(x,y) = (x,y+1) 

g3(x,y) = (x,y+1) fl^ÎO =  (-y> x) • 

5.- Lemme . L e groupe H = Z2xSX2(Z) est engendré par {<7l5 <72>#3>#4)-

Preuve. Le s translations g1,g2 engendrent Z2 et les transformations 

9s = 
1 
1 1 » # 4 

0 
1 

- 1 
0 engendrent SX2(Z); voir par exemple le §VII.l 

de [Se2], 

6.- Lemme . L a paire (Z2 >J SX2(Z),Z2 ) possèd e la propriété (T) de la 
définition 1.18. 

Preuve. Poson s G = R 2 X SL2(R). Soi t 7 r une représentation de H = 
Z2 x  SL2(2) possédan t presqu e des vecteurs invariants. Pa r le lemme 3.3, 
la représentation a =  Ind^ir d e G possède presque des vecteurs invariants; 
elle possède donc des vecteurs R2-invariants non nuls par la proposition 2.2. 
Notons /C le sous-espace non nul des vecteurs R2-invariants dans l'espace de 
la représentation a. Comm e R 2 est norma l dans G , c e sous-espac e / C est 
invariant pa r G. Comm e G  est u n groupe de Lie , le sous-espac e /C° ° des 
vecteurs lisses de K est dense dans K (voir plus bas le n°9.4) . O n choisit un 
vecteur non nul / 0 G  K°°. 

D'après la description de a donnée en 3.2, ce vecteur /0 est a priori une 
fonction mesurable de G dans 7i tell e que 

f0(xh) = *(h-i)fQ(x) pour tout h G  H e t presque tout x G  G 

fo(9*) = foix) pour tout g G  R 2 et presque tout x E G 
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Mais comm e f0 G  /C°°, on montr e qu e / 0 es t un e fonctio n differentiabl e d e 
G dan s 7-^ (voi r l e corollaire III.7.9 d e [BW]) , d e sorte qu e les deux égalité s 
ci-dessus sont vraie s pou r tou t x  G G . 

Soit x0 G  G te l qu e f0(x0) 7 ^ 0. Vérifion s que l e vecteu r no n nu l £  = 
f0(x0) G  7ïv es t invarian t pa r Z2 . Soit h G  Z2. On a 

*{S)UP fo(xoh) : f0((x0hx01)x0) E , 

où l a dernière égalit é résulte encore de la normalit é d e R2 dans G. • 

Vu la caractérisation 1.18.i i d e la propriété (T ) relative e t la définition d e 
la topologie de Fell sur H, i l existe u n nombr e e > 0 et un e parti e finie K d e 
H tel s qu e tout e représentatio n 7 r de H ayan t de s vecteurs (e , /i )-invariants 
par i ï a  des vecteurs invariant s par Z2 . On en dédui t l e résultat suivant . 

7.- Proposition . I l exist e un e constant e d >  0  tell e que , pou r tout e 
représentation a de H san s vecteu r no n nu l invarian t pa r Z 2 e t pou r tou t 
vecteur unit é £ G W^, il existe i G  {1 ,2 ,3 ,4} avec 

R * < É K ( g i ) 0 ; 1  -d . 

Preuve. Soien t s e t / i comm e plus haut . V u ce qu i précède , i l exist e 
g G  A" avec ||<7 (flr)£ -  £| | >  e- L e lemme 5  montre qu'i l exist e u n entie r N 
tel qu e tou t élémen t d e K s'écriv e comm e un mo t d e longueu r a u plu s N 
en j ^ , # 2 î # 3 5 # 4 } - I l exist e don c a u moins  u n indic e i G  {1 ,2 ,3 ,4} te l qu e 
l l * 7 ^ ) ^ ~  Ci l ^  ~h-> c e <lui s'écrit auss i 

Re(E|6(gi)E) 1 - - ^ - . 
27V2 

2 
Par suit e d = convient . 

On considèr e l'orthogonal Hrn des fonctions constante s dan s l'espace d e 
Hilbert £2((Z/mI)2). L e groupe H agi t d e manièr e naturell e su r (Z/raZ)2 . 
On not e (7 m la représentation associé e de H dan s Hm. 

8.- Proposition . O n conserv e les notation s d e l a propositio n 7 . Pou r 
tout vecteu r unit é £ G 7im, il existe i G  {1 ,2 ,3 ,4} te l qu e 

Re(E|6m(gi)E) i - d . 
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Preuve. V u l a propositio n 7 , i l suffi t d e vérifie r qu e 7Y m n'a pa s d e 
vecteur no n nu l invariant pa r Z2 . Mais cec i es t immédiat , ca r Z 2 agit transi -
tivement su r (Z/mZ)2 . • 

9.- Preuv e d u théorèm e 4 . Soi t X un e parti e non vid e e t no n plein e 
de (Z/mZ)2 . O n associ e à  X un e fonctio n £Y € e n Posan t 

tx(*) 
m2 - \X\ 

-\X\ 

si x G  A" 
sinon. 

La proposition 8  montre qu e 

(txWMtx) ( l - d ) l l ^ l l 2 

pour u n indic e i a u moins . 

Un calcu l direct montr e qu e 

Ux\\2- m2\X\(m2 - \X\) 

(Cx\am(9Mx) m2(m2\Xr\9iX\- \X\2)  . 

Par suit e 
m2\Xf\9iX\- | X | 2 < ( L - D ) | X | ( M 2 - | X | ) 

ou encor e 
\xn9ix\ \x\ m1 ) 

et 
\X\l9iX\ 2\X\-\Xr\9iX\ 1*1 

(1+d(1-X/m2)) . 

On considèr e désormais X comm e un ensembl e d'émetteurs . Alor s 

N(X) X l) 9lX U g2X U g3X l) g4X 

et 
W(X)\ : \XU9iX\>\X\(l + d ( l - ^ ) ) , 

ce qu i achèv e la preuve . 

La qualité d'un (n , fc,d)-extenseur est d'autant meilleure que  d est grand . 
Or Marguli s écri t dan s [Mal ] qu'il es t malheureusemen t incapabl e d'estime r 
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d. O n peut attribue r cel a au fai t que  la propriét é (T ) décrit qualitativemen t 
des phénomènes san s les précise r quantitativemen t (voi r le  problème 1.17 e t 
l'appendice). E n 1981 , Gabber e t Gali l [GG ] ont modifi é la constructio n d e 
Margulis e t on t obten u de s estimations explicite s pour d . Il s travaillent avec 
d'autres permutations affine s d e (Z/mZ)2 : 

hi(xiV) = (x> x + y) 
h2(x,y) = {x+x+ y+1) . 

h3(x>y) = (x+y> y) h4(x,y) = {x+y+1, y) . 

En utilisant l'analyse harmoniqu e relativ e a u dua l T2 d u group e Z2 , ils obti-
ennent pour tou t entie r m u n (m2,5 , 2) -extenseur  (théorèm e 2  de [GG]) . 
Ils esquissen t auss i un e constructio n d e (m2,7 , 2 -extenseur  qu i fai t in -
tervenir le s permutation s 

Mx>y) = (x > 3/+2x) fafay) = y+2x + l) 

Mx>y) = (x > 3/+2x+2 ) h(x>y) = (x + 2y> y) 

h(x>y) = (x + 2y+l, y) Jefav) = {x + 2y+2, y) 

de (Z/mZ)2 . E n 1984 , Alon e t Milma n [AM2 ] ont montr é qu'e n ajoutan t le s 
six permutations jj"1 , j ^ " 1 , . . . , j^"1 , o n obtient u n (m2,13 , c)-extenseur ave c 

c = 8d0[2d0 + 1 + (4d 2 + l)1/2]- x =  0,46 5 . .. 

et d0 = 2=&. 

****************** 

Une autre idée intéressante, introduite pa r Alo n et Milman [AM ] en 1985, 
relie le s qualité s d'extensio n d'u n graph e au x valeur s propre s d'u n certai n 
laplacien combinatoire . 

On considèr e plus précisémen t u n graph e ave c ensemble de sommets A0 
et ensembl e d'arête s A1 . O n choisi t (provisoiremen t —  voi r plu s bas ) un e 
orientation qu i associe à chaque arête 6 G A1 son origine o(b) et son extrémit é 
e(b). L'opérateu r d e cobor d simplicia l d :  £2(A°) — • ^2(AX) es t alor s défin i 
par (df)(b) =  f(e(b)) - f{o{b)) pou r /  G  ^2(A° ) e t b G  A1 . La  matric e 
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(dx b)x£A° 6 G A 1 d e ^ dans les bases canoniques de ^2(A°) e t ^ ( A 1 ) n'es t autre 
que la matrice d'incidenc e du graph e orienté : 

dx,b 

1 s i x — e(b) 

—1 s i x = o(b) 

0 dan s les autres cas. 

En reprenan t un e idé e que nou s croyon s due à  Eckmann [Eck] , o n défini t l e 
laplacien combinatoire A = • d*d du graph e considéré . C e laplacien n e dépend 
pas du choi x de l'orientation, comm e il résulte de la formul e 

Af(x) = v(x)f(x) 

y voisin de x 
f(y) f E £2(A°),x E A0 

où v(x) désign e le nombre de voisins de x. I l est éviden t que  le spectre d e A 
est fini,  positif , e t contien t 0  (ave c multiplicité 1  car l e graphe es t connexe) . 
On s'intéresse ici à la plus petit e valeur propr e no n nulle À x de A. 

10.- Définitio n [ A M ] . Soien t n,f c de s entier s positif s e t e un nombr e 
réel positif . U n (n,fe,s) -agrandisseur es t u n graph e à  n sommet s dans lequel 
chaque somme t possèd e k voisin s et don t l a premièr e valeu r propr e satisfai t 
Ax > e. 

11.- Définition . Soi t G un graph e d'ensembl e d e sommets A 0 et d'en -
semble d'arête s A1 . L e revêtement double de G es t l e connecteu r uniform e 
dont l'ensembl e de s émetteur s et l'ensembl e de s récepteur s son t deu x copies 
de A0 , et o ù un émetteu r x es t connect é à un récepteu r y s i e t seulemen t s i 
x = y o u (x,y ) G A1 . 

L'intérêt d e ce s notion s pou r l e présen t chapitr e es t démontr é pa r l e 
résultat suivant , pou r l a preuv e duque l nou s renvoyon s au théorèm e 4. 3 d e 
[AM]. 

12. Théorème . L e revêtement doubl e d'un (n , fc, e)-agrandisseur es t u n 
(n,fc +  1 , ¿^7) -extenseur. 

La construction d'une famille de (n{, fc+1, d)-extenseurs avec l i m ^̂  n{ = 
00 es t don c ramené e à  cell e d'un e famill e d e (nt-,fc,e)-agrandisseur s ave c e 
convenable. Nou s indiquons ci-dessous comment Alon e t Milma n résolvent ce 
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dernier problèm e (voi r la fin du §3 e t le théorème 4 . 9 d e [AM]). Rappelon s 
d'abord c e qu'est le  graphe de Cayley T(H,S) associ é à un groupe fini H et 
un ensembl e S de générateurs de H satisfaisan t 1  0 S e t S"1 = S: c'es t 
un graph e don t l'ensembl e de s sommets es t H, et dans lequel deux sommet s 
x,y G  H sont liés par un e arête si et seulement s i xy~x G  S. (C'es t un graph e 
connexe car S engendre H.) 

13.- Théorème . Soien t G un groupe de Kazhdan infin i dénombrabl e 
et S un ensemble fini de générateurs de S satisfaisant 1  £ S et S = S"1. H 
existe un nombre e > 0 avec la propriété suivante : 

pour tou t homomorphism e surjectif (p : G —> H avec H un groupe fini et 
(p\(S U { 1 }) :  S U { 1} — » H injectif, l e graphe d e Cayley T(H, ip(S)) es t un 
(|JH"|, |5 |,£)-agrandisseur. 

Preuve. V u la proposition 1 .15 , i l existe u n nombre e > 0 avec la 
propriété suivante : pou r tout e représentatio n n de G sans vecteur invarian t 
et pou r tou t vecteu r unit é £ G 7 ^ , i l existe un générateur s  G  S avec 

R e ( í h r ( « ) 0 < l - e . 

Etant donn é (p : G H comme dans l'énoncé, considérons la représentatio n 
régulière gauch e \H de H, et notons a la sous-représentation d e À# défini e 
par l'orthogona l H des fonctions constantes dan s l2(H). Comm e G agit tran-
sitivement su r H par multiplicatio n à  gauche, la représentation a<p de G dans 
7i n'a pa s de vecteur invariant non nul. I l existe donc pour tout vecteu r unité 
£ G  H un générateur h G <f(S) tel que 

(*) 
Re(E|E - 6(h)E) >e 

Considérons le laplacien combinatoir e A du graphe d e Cayley T(H, <p(S)) e t 
la formule déj à écrit e avan t la définition 1 0 , qu'o n peu t lir e maintenan t sou s 
la forme 

A = 
hEf(S) 

(1 -  a(h)) 

Notons S2 l'ensemble des involutions (s2 = 1) dans S et S0 = S-S2. Choisis -
sons un domaine fondamental Sx pour l'action libre du groupe à deux éléments 
sur S0 par s —> s-1 . O n a 

A 
heip(s2) 

(l-a(h)) + 2 
hEf(S1) 

{l-Rea(h)) . 
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Cette expression a l'avantage de ne faire apparaître qu e des opérateurs positifs. 
Pour tou t vecteu r unité £  G W, le nombre (£|A£) s'écri t don c comm e somme 
de nombres positifs dont l'u n es t le  terme d e gauch e de l'inégalité (*) . Pa r 
suite 

(£|A£) >  e\\if pou r tout £  e H . 

En particulier l a plus petite valeu r propre de A sur 7i satisfai t À x > s.  • 

Pour illustrer le  théorème 13, on peut pose r G = SLn(Z), ave c n >  3 . Si 
j =  (—l)n+1 , les matrices 

s1= 

0 1  0  . . . 0  0 
0 0  1  . . . 0  0 

0 0  0  . . . 0  1 
j 0  0  . . . 0  0 

S2 • 

1 1  0  . . . 0  0 
0 1  0  . . . 0  0 

0 0  0  . . . 1  0 
0 0  0  . . . 0  1 

engendrent G (voi r [New] , pag e 107) . O n pose S — s2 , sf1, s^1}- Pou r 
tout entie r i > 2, on considère le quotient SLn(Z/Œ) d e G, et o n note ni son 
ordre. L e théorème 13 fournit don c une suite de (ni,4,e)-agrandisseurs. Cec i 
illustre auss i l'intérê t d'estime r l e nombre e * introduit a u problème 1.17. 

Nous terminon s c e chapitre e n mentionnan t quelque s résultats complé -
mentaires su r le s graphes "trè s connexes" (mai s ce ne sont plus des résultats 
directement lié s à  la propriét é d e Kazhdan) . Voi r auss i [Bie] . L'usag e d'u n 
réseau téléphonique en forme d e concentrateur ou d'extenseur peu t êtr e déce -
vant pou r un e parti e X d'abonnés-émetteurs , ca r l e résea u n'assur e qu e l a 
grosseur d e l'ensemble N(X) de s récepteurs connecté s à X, et tan t pi s pour 
X s i N(X) n e contient pas ses interlocuteurs préférés . Voic i un modèl e pour 
des réseaux moins décevants (de ce point de vue au moins) . 

14.- Définition . Soien t n et k deux entiers positifs. Un (n,k)-supercon­
centrateur es t u n graph e orient é acyclique ave c n  émetteurs , n récepteur s e t 
au plus kn arête s qu i possède la propriété suivante : 

pour tou t entie r r ave c 1  <  r < n , tou t ensembl e de r émetteur s es t 
connecté à  tout ensembl e de r récepteur s par r chemin s disjoints. 
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Notons que le nombre des sommets d'un (n , fc)-superconcentrateur est e n 
général >  2n . 

L'entier k d e l a définitio n es t l a densité d u superconcentrateur , e t l a 
qualité d e celui-ci est d'autan t meilleur e qu e sa densit é es t petite . O n trouv e 
des détails e t de s références su r le s superconcentrateurs dan s [GG ] et [Rou] . 
Pour la construction auque l l'énoncé suivant fai t allusio n e t pour la preuve de 
l'énoncé, voir le théorème 3  de [GG] . 

15.- Proposition . O n considèr e un nombr e entier p > 2 . I l existe un e 
construction explicite qui, à tout (n , fc,  -extenseu r ave c n un carré parfait , 
associe un (n , (2k + 3 )p+ l)-superconcentrateur . 

Nous avon s déj à mentionn é l a famill e d e ( ? ? i 2 , 5 , -extenseur s con -
struite pa r Gabbe r e t Galil . Comm e 2~/ ^ <  l a propositio n 1 5 lu i fai t 
correspondre un e famill e d e superconcentrateur s d e densité s majorée s pa r 
404. D e même , l a second e famill e d e (77i 2,7, 2 - extenseurs  mentionné e 
plus hau t perme t à  Gabbe r e t Gali l d e construir e un e famill e d e supercon -
centrateurs de densités majorée s pa r 273 . La famille de (m2,13 , c)-extenseurs 
construite pa r Alo n e t Milma n [AM2 ] fournit un e densit é inférieur e à  175 . 
Dans la suite de records successifs dont nous avons eu connaissance, le dernier 
en date es t déten u pa r Lubotzky , Philips e t Sarna k [LPS2 ] pour un e densit é 
de 58 . L'idé e de dépar t pou r leu r constructio n es t d e considére r u n nombr e 
premier p e t l'arbre du group e PSX2(Qp) , qu i es t l'arbr e homogène de degré 
p + 1  décrit a u chapitr e 2  de [Ser] . Le s quotients d e ce t arbr e pa r de s sous-
groupes discrets cocompact s convenables de P5L2(Qp) son t de s graphes finis 
avec les propriétés désirées . 
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CHAPITRE 9 
Sp(l,n) ES T U N GROUP E D E K A Z H D A N (n > 2 ) 

L'objectif d e ce chapitre est la preuve du résultat de Kostant énonc é dans 
le titr e [Kol] . Le s résultat s d e Kostan t son t e n fai t beaucou p plu s précis , 
puisqu'ils classen t le s fonction s sphériques définie s positives sur le s groupes 
de Li e réels simples de centres finis et d e rang réel 1 . Mai s cette classification 
fait appe l à  une grosse machinerie de Harish-Chandra e t se s successeurs (voi r 
en fin de chapitre l a discussion sur le s preuves de Kostant e t autres) . Dan s le 
cas d e 5p( l ,n) , i l nous a donc paru intéressant de donner une démonstratio n 
ne visan t que  l e résulta t d u titre , e t limitan t autan t que  possibl e (? ) le s 
invocations à  la théorie fine des représentations . 

Là preuv e qui suit réorganise les arguments de la "preuve cohomologique" 
de Bore l et Wallac h ([BW], propositio n 7.8 du chapitre I I e t théorèm e 5.2 du 
chapitre V) . La propriété (T) pour 5p(l , n) avec n >  2  résulte immédiatemen t 
des deu x théorème s suivants , avan t le s énoncé s desquels nou s introduison s 
quelques notations . 

1.- Notations . Soi t G u n group e de Lie réel semi-simple connexe non 
compact d e centre fini . Soi t g = k © p un e décompositio n de Cartan d e son 
algèbre de Lie (voi r [Hel] , III.7) . O n rappelle qu'i l existe un automorphism e 
involutif 6 de g dont l'algèbre des points fixes est l'algèbre k d'un sous-groupe 
compact maxima l K d e G, et o n pose p = {X G  g : OX = —X}. L a forme de 
Killing B su r g est défini e négative sur k e t défini e positive sur p (voi r [Hel] , 
III.7.4). O n peut don c choisir une base (Xi)1<i<k d e k e t une base (lj)i<i< p 
de p telles que 

B(Xi.,X,.) =  - « y 1 <  i,j < k 

B(Yi,Yj) = 6ij 1 <  i,j  <  P  • 

On défini t le s opérateurs d e Casimir de K e t d e G 

ÙK = 
l<i<k 

X2 

^G ^K 

i < i < p 
Yf 

qui sont respectivement dans le centre de l'algèbre enveloppante U(k) d e k e t 
dans celu i de U(g); voir par exempl e la proposition 8.6 de [Kn]. 
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Soit 7 r un e représentatio n unitair e de G  dans u n espac e de Hilber t Ti^. 
On note 7iw o u *H(K) l'espac e des vecteurs K-finis, c'est-à-dir e des vecteurs 
£ G  tel s que  l'espace vectoriel engendré par n(K)£ es t d e dimension finie. 
On sai t que  T~L (K) es ^ un sous-espac e dense d e Ti^  qu i es t auss i u n modul e 
sur su r g e t su r so n algèbr e enveloppante ; de plus , s i 7 r es t irréductible , 
la multiplicité dans ^H^K) d'un e représentatio n irréductibl e de K es t toujour s 
finie (théorème 8. 1 d e [Kn]) . Donc , l'espac e HomK{pc,qui apparaî t 
dans les théorèmes 2 et 3 est de dimension finie; c'est l'espace des applications 
C-linéaires d e p£ = p (g)R C dan s K ^ qui son t équivariante s pa r o ù K 
agit pa r l a représentation adjoint e su r p€ e t pa r 7 r sur Ti^K^. 

Lorsque n es t d e plu s irréductible , i l résult e d u lemm e d e Schu r qu e 
l'opérateur 7r(QG) su r 7~t(K) es ^ un multiple scalaire de l'identité ([Kn] , 8.14) . 
Rappelons enfin que G désigne le dual unitair e de G, comme au n°1.13 . 

2.- Théorèm e A . S i G =  Sp(lyn) ave c n  >  2 , i l n'exist e aucun e 
représentation n e  G telle qu'on ait simultanémen t 7r (QG) =  0  et 

Hom K (PC, HII, (k)) # 0. 

3.- Théorèm e B  (Delorme) . Soi t G un groupe de Lie réel semi-simple 
connexe d e centr e fini.  S i G n' a pa s l a propriét é (T) , il exist e n £ G avec 
TT(QG) = 0  e t KomK(pC,H„IK)) #  0 . 

4.- Premie r commentair e cohomologique . L e théorème A  possède 
une bonn e interprétation cohomologique : s i G =  5p(l ,n ) ave c n > 2  alors 
jff1(G ,7r) =  0  pour tou t 7 r G  G. Bie n que c e ne soi t pa s util e au x preuve s 
ci-dessous des théorèmes A et B , justifions brièvement cett e interprétation . 

Soit 7 T une représentatio n unitair e d'u n group e de Li e G. O n note H™ 
l'espace de s vecteurs lisses de 7r , c'est-à-dir e de s vecteur s £  G  Hn tel s qu e 
l'application g —» n(g)£ es t d e classe C°° ; c'est u n sous-espac e dense de H„ 
qui est stabl e pa r G et qu i es t auss i u n module sur g. D e même qu'on défini t 
H1(G,7r) à  l'aide de s cocycle s continu s d e G dan s 7ïv, o n défini t u n espace 
#diff(G,7r) à  l'aid e de s cocycle s G —> H™ de class e C°° . L'applicatio n na -
turelle if^iff(G',7r ) — > i î1(G,7r) es t évidemmen t injective , et auss i surjectiv e 
pour l a raiso n suivante . Soi t b G  Z1(G ,7r); o n peu t écrir e b(g) =  5(g) £ — £ 
comme en 4.5; on peut alor s régulariser £ , obtenir ains i un vecteur £', définir 
b'(g) = 5(<?)£'-£' , e t vérifie r qu e b1 G  Z]iff(G,7r) es t cohomologu e à  6 (com -
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parer ave c la proposition III.1.6 de [Gu2 ] ou le §IX.5 de [BW]) . 

Supposons G  connexe , choisisson s un sous-group e compact maximal K 
de G , et notons ÎÎ*(G/fK,H%>)G l'espac e des g-formes différentielles sur G/K 
à valeur s dan s H™ qui son t invariante s pa r G. S i d désign e la différentiell e 
extérieure, (Q*(G/Ky W£°)G, d) es t u n complex e don t la cohomologi e se note 
H^(g,kyT-[^). C'es t u n théorèm e de van Es t qu'i l existe un isomorphisme 

H1diff (G,II) H1(g,k,H°°II) 

Voir le corollaire III.7.2 de [Gu2 ] ou le corollaire IX.5.6 de [BW] . 

Supposons de plus G semi-simple de centre fini. Pa r évaluatio n à l'origine, 
l'espace №(G/K,H™)G s'identifi e à  H o m ^ A ^ , ? ^ ) , qu i n'es t autr e qu e 
Honi^(A?pc, 7~Cn^K)) vu la définition des vecteurs K-finis. La  représentatio n 
7r étan t unitaire , o n peu t muni r Homc(Aspc,7^A^ ) d'u n produi t scalair e 
(n°II.2.2 d e [BW]) , don c défini r u n adjoin t d* d e d e t u n laplacien  A  = 
dd* + d*d. O n a  u n résulta t d e "typ e Hodge " selo n leque l le s espace s d e 
cohomologie H^(g,k,Ti(^>) son t isomorphe s à  de s espace s d e q-formes A-
harmoniques. O n montre enfi n qu e A  =  — 7f(fiG), o ù 7 ? es t l a représentatio n 
de g sur Hom^(A?pc, /H(K)) défini e par l'action banale su r A?p c e t pa r 7 r sur 
les vecteur s If-fini s (théorèm e II.2.5 d e [BW]) . S i n es t irréductible , 7r(QG) 
est scalair e e t o n a don c 

Hq(g,k,H°°II) = 0 SÍ 7 Í ( í í G ) ^ 0 

H*(g,k,H?) = KomK(A«pc>HiK)) SÍ 7 r ( i î G ) =  0  . 

Lorsque G = 5p(l ,n ) ave c n >  2 , le théorème A équivaut don c à  l'annulatio n 
de HL(G,ir) pou r tou t 7 r 6 G. 

5.- Secon d commentair e cohomologique . D'aprè s l e théorème 4.7, 
la propriété (T ) pour G est équivalent e à l'annulation d e H1 (G, n) pou r toute 

représentation unitair e n de G, non nécessairement irréductible . O n pourrai t 
songer à  décompose r une représentatio n unitair e ir quelconque en intégral e 
directe de représentations irréductibles . Mai s H 1 ( G , — ) se comporte mal vis-à-
vis des intégrales directes. E n effet, soit (À" , fî, ¡x) un espace borélien standard; 
soit (nx)xc.x un cham p mesurabl e d e représentation s d e G , irréductible s e t 
telles qu e H1(G,nx) =  0  pou r ¿x-presque tous le s point s x d e X\ e t soi t 7 r 

l'intégrale direct e de ce champ; il n'est e n généra l pas vra i qu e H1(G,TT) =  0 
(bien qu'il soit vrai que  B1(G,7r) es t dense dans Zx(G ,7r): voi r la proposition 
III.2.6 de [Gu2]) . 
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Donnons u n exempl e trè s simpl e d u mauvai s comportemen t décri t ci -
dessus, ave c pou r G  l e group e Z  e t pou r 7 r l a représentatio n régulièr e Àz . 
Soit £  l a fonctio n caractéristiqu e d e N ; alor s b(n) =  Az(n) £ — £ défini t u n 
cocycle dan s ZX(Z,ÀZ ) qu i n'es t pa s borné , don c qu i n'es t pa s u n cobord ; 
ainsi Jî1(Z, Àz) ^  0 . Mai s on vérifie facilement que -ffx(Z, \) — 0 pour presqu e 
tout caractèr e d e Z (en fait pou r tou t caractèr e %  : Z 17(1 ) qui n'est pas le 
caractère unité) . 

Il existe même des groupes n'ayant pas la propriété (T ) et dont les espaces 
H1 son t nul s pou r tout e représentatio n irréductible . Considéron s e n effe t 
un group e infin i dénombrabl e T , abélie n e t d e torsion , te l que  l'imag e d e 
tout caractèr e \  :  T — > U(l) soi t finie —  pa r exempl e l e group e (Z/2Z)(N ) 
des applications d e N  dans Z/2 Z qui appliquent  presqu e tou s le s entiers su r 
l'élément neutr e de Z/2Z . I l est facil e de vérifier qu e jff 1(r ,x) =  0  pour tou t 
X G T, et T  n'est évidemmen t pa s d e Kazhdan . 

Néanmoins, c e genre d e comportemen t n'apparaî t pa s ave c les groupe s 
de Li e réels semi-simple s connexe s de centre s finis.  E n effet , l e théorèm e B 
montre que , si un group e G de ce type n'a pa s l a propriété (T) , alors il existe 
7T G G avec tf^G,  TT ) ^ 0 . 

9.a. PREUV E D U THÉORÈM E A. 

Dans le s numéro s 6  à  1 4 ci-dessous , G désign e u n group e d e Li e rée l 
semi-simple connex e non compac t d e centr e fini.  O n conserv e les notation s 
introduites a u n°l . O n désign e pa r V€ le  complexifi é V (8> R C d'un espac e 
vectoriel réel V. 

On suppose pour simplifie r qu e le sous-groupe compact maximal K de G 
a même rang que G, ce qui implique que le second facteur d e la décomposition 
de Cartan j  =  fc$pa  un e dimensio n p qui es t paire . 

6.- Spineurs . L a forme de Killing B fai t d e p un espac e euclidien réel . 
Notons S Vespace des spineurs d e p. C'es t u n espac e vectorie l complex e d e 
dimension 2*>/2 . I l es t donn é avec une applicatio n R-linéair e c  : p —> Endc(£ ) 
telle qu e c(Y)2 = —  J5(F,F) pou r tou t F  G  p, e t S  es t mun i d'u n produi t 
scalaire pou r leque l les opérateurs c{Y) son t anti-auto-adjoints . 

Relativement à  la base  (Yj)i<;i<p d e p, notons E{j le  systèm e standar d 
d'unités matricielles . Alor s (E{j - ï ' ^ ^ K K J X P es t un e ̂ >as e ^e l'algèbre d e 
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Lie so(p) d u group e orthogona l d e (p^B). O n défini t u n homomorphisme 
d'algèbres de Lie 

cr : 30(g) c Endc(5) 

en posan t ^{Ei- - Ejj) = —\c(Y^)c(Yj). Noton s h l'algèbre d e Li e du tor e 
maximal standard d e so(p), engendré e pa r le s hj = E2j_12j - E2-2-_ly e t 
(^j)i<j<p/2 l a base de h* duale de {hj)1<j<p/2- Le s poids de la représentatio n 
a\hr son t les 

l-{±\±\2±...±\pl2); 

ils son t e n nombre 2?/2 et son t san s multiplicité . Cec i se vérifie par exemple 
comme suit . 

Comme l'espace p es t d e dimension réelle paire, o n peut l e munir d'un e 
structure complexe en posan t 

iY2j-1 = Y2j 

*^2j ^2j- l 
1 <  j <  p/2 . 

Notons p/C l'espac e vectorie l complexe d e dimensio n p/2 ains i obtenu . O n 
prend alor s pour modèle de S l'algèbr e extérieure Ac(p/C ) e t o n défini t 

c(Y) =  t ( ex t (y )+ in t (y ) ) 

pour tout Y 6  p/C. S i / =  (i15.. . , iq) es t une suite croissante dans { 1 , 2 , . . . , p / 2 } , 
on not e YT le vecteur Y2i * A ... A Y2i G  Ac(p /C). O n vérifie alors que 

6(hj)YI en si j n'apparaî t pas dan s J 

2 r J si j apparaî t dan s J 

et o n trouve bien la liste ci-dessus pour les poids de a\h€. 

7.- Système s d e racines . Soi t T u n tor e maxima l d e K e t soi t t 
son algèbr e d e Lie . Comm e G et K on t mêm e rang, tc es t un e algèbr e de 
Cartan à  l a foi s dan s kc e t dan s g^. Noton s ad [respectivemen t adfc , adp] 

la représentation adjoint e d e kc su r gc [resp . kCypc]. V u l'invariance d e la 
forme d e Killing par ad , o n a  adp(k€) C  $o(p)c. O n peut don c suppose r les 
choix de T C  K e t d e h C  so(p) tels que  adp(tc) C  h€. 
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Soit $  C  l e l e systèm e d e racine s obten u e n diagonalisan t a d su r £c . 
Alors $  =  $ c II $n (réunio n disjointe) : d'un e par t le s racines compactes $c 
correspondant au x espaces propres de adfc(£c) dan s &c , de sorte que  $c est le 
système de racines de la paire (k€,t€). D'autr e part les racines non compactes 
3>n correspondant au x espace s propres dan s p^, d e sorte que  $n contien t le s 
p racines o ù fij es t la composition de i\j ave c adp|£ pour j =  1,.. . ,p/2 . 
(Les àzi^j son t précisément les poids de h sur pc» ) Noton s s la représentatio n 
de k€ su r S obtenu e en composant 

s : k€ 
adp 

sois) c 
6 

E n d c ( 5 ) . 

Les poids de la représentation s\t€ son t les 

1/2#u1 # u2 #... #up/2 

et son t san s multiplicité. 

On choisi t un ordre sur $  te l qu e le poids 

Qn =  1/ 2 
l<i<P/2 

AS-

soit dominant (i. e tel que les racines ^i- soient positives). Ce t ordre correspond 
à une chambre CG de Alor s =  $ + H$c définit un ordre pour le système 
$c, correspondan t à  une chambr e CK d e $ c (le s barres indiquen t que  nou s 
considérons des chambres fermées). O n pose comme d'habitud e 

1 
Q=2 

aE¤+ 

a , 1 

aE¤+c 
a 

et on  a, Q=gc  +  Qn. 

Soit W le  groupe de Weyl d u systèm e $ . Soi t W c le groupe de^Wey l de 
$c, qui est un sous-groupe de W. Comm e W [respectivemen t Wc] est transiti f 
sur le s chambres de $ [resp . d e $c] , l'ensembl e 

W1 — {w^W\ wCG C  CK} 

est u n systèm e de représentants pour WC\W. 
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Rappelons qu'i l y  a  correspondanc e bijective entre l'ensemble de s poids 
du système $c qu i sont dominants , c'est-à-dir e dan s CK  (l'ensembl e P++ d e 
Bourbaki [BL'] ) e t l'ensemble des représentations irréductible s d e dimensions 
finies d e k€  ( à équivalenc e près) . Nou s noton s r A la représentatio n d e kc 
associée à un poid s dominant À  G CK. 

Rappelons enfin que la forme de Killing permet d e définir canoniquemen t 
la longueu r (A , A) d'u n poid s d e e t que  cett e longueu r es t strictemen t 
positive si A  n'est pa s nu l (voi r pa r exempl e le n°8.5 de [Hum]) . 

Notons B un e base du systèm e de racines $  associé e à l'ordre $ + ; B es t 
donc l'ensemble des racines simple s de 

8.- Lemme : Pou r / 3 G 3>+ , on a 

(e-/3,Q-/3) <  (Q,Q) 

avec égalité s i e t seulemen t s i /3 est un e racin e simple. 

Preuve. Pou r tout e racin e a G  o n introduit l a racine invers e 

2a 
à= - r - . 

(a, a) 

Alors $  es t u n systèm e d e racines don t B es t un e base . D e plus, s i /3 G  $ + , 
alors (voi r [BL'] , chap . VI , corollair e d u n°1.10 ) (#,/3 ) es t l a somm e de s 
coordonnées de /3 sur la base 5; c'es t don c un entier strictemen t positi f (car (3 
est une racine positive), et (#,/3 ) =  1  si et seulement s i /3 est une racine simple. 
On conclu t e n remarquan t que  (#,/3 ) >  1  est équivalen t à  2(^,/3 ) >  (/3,/3) , 
donc auss i à  (g>g) > {Q—/3,Q—(3)> e t d e même pour les inégalités strictes . • 

9.- Lemme . Ave c les notations ci-dessus , on a 

(i) • 
w£Wi 

TWQ-QC ' 

(ii) s{UK) = {g, g) - (gc,gc) . 

Preuve. (D'aprè s Atiyah et Schmid, voir (A.11) dans [AS]. ) On décompose 
l'espace S  e n somm e direct e 5 + ©  5~ d e deu x fe-modules appelés spineurs 
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positifs e t négatifs. Dan s le  modèl e S = Ac(p/C) d u n°6 , o n pren d 5 + = 

À!^1T(p/C) e t S~ = Al^a^aiT(p/C). Le s poids d e l a représentatio n s d e tc 
sur S + [respectivemen t 5~ ] sont les | (± / i1 ± /i2 ± . .. ± / ^ / 2 ) ave c un nombr e 
pair [resp . impair ] de signes négatifs. Quitt e à  passer à  un revêtemen t doubl e 
de Ky on peut suppose r que  l'action d e k sur S dériv e d'une action de K. (S i 
G =  Sp(l,n) , il n' y a  aucu n revêtemen t à  considére r ca r K es t simplemen t 
connexe.) O n obtien t ains i deu x représentations s + e t s~ d e K dan s 5 + e t 
s - . 

Le caractèr e ch(s + — s~) d e la représentatio n virtuell e s + — s~ d e K es t 
par définitio n 

c h ( s + - s - ) =  (Trs+-Trs~)\T 

exp( l /2 
p/2 

7=1 
( - i ) A ( I W expf1/2 

p/2 

j=1 
-DŒ(iW 

où l a premièr e [respectivemen t seconde ] somme no n précisé e contien t 2f_ 1 
termes, e t port e su r tou s le s ( a ( l ) , . . . , a(p/2) ) G  {0, l}p/ 2 ave c Yl^=iaU) 
pair [resp . impair] . O n peut don c aussi écrir e 

ch(s+ — s ) 
p/2 

i=i 

euj/2 _e-uj/2) 

Or {z^,..., fip/2} es t l e complémentaire <È>+ f l $n d e $J dan s Pa r suit e 

ch(s+ — s ) aE¤+ 
(e«/2 -  e"a/2 ) 

aE¤+c 
(e«/2 -  e"a/2 ) 

Rappelons la formule du dénominateur de Weyl ([BL'] , chapitr e VI,§3 , n ° 3 , 
proposition 2): 

(c«/2 _ e - « / 2 ) e(w)ewe 

aE¤+c 
(e«/2 _ e-«/2) 

wEWc 
E(w)ewgc 
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où e(w) es t l e déterminant d e w agissant su r it*. Comm e W1 est u n systèm e 
de représentants pour W ^ W , on a 

ch(s+ — s ) 
w1EW1 

e{w1) 
w£Wc 

e{w)eWWie 

w£Wc 

e(w)ewec 

Par l a formule des caractères de Weyl, on a d'autre part 

c h ( ^ l M e ) 
w£Wc 

e(w)eww^ 

wewc 

e(w)eW6c 

et pa r suit e 
c l l ( s + —  s ) 

w1EW1 
E(w1)ch(Tw1 e-ec ) . 

Les ensemble s d e poid s d u tor e maxima l T d e K su r 5 + e t S" son t dis -
joints, comm e nou s l'avon s déj à not é a u débu t d e cett e preuve . Pa r suit e 
Hom/(:(5+, S~) =  0 , et i l n'y a aucune annulation dan s l'égalité ch(s+—s~) = 
ch(s+) —  ch(s~) . La  dernière formul e pour ch(s+ — s~~) impliqu e donc auss i 

ch(s++s~) 
wieWi 

ch(^lMe) 

et l'assertion (i ) en résulte . 

Pour tou t poid s dominant À  G CK,  o n a 

T\№K) =  ( A + Qc  A  + Qc)  ~  (Qci  QC) • 

(Voir le s indications pou r l'exercic e 4 du n°2 3 de [Hum]. ) L a form e (, ) su r 
étant invariante pa r l e groupe W tou t entie r (pas  seulement par Wc) , o n a 

donc 
r i « i M c ( n t f ) =  ( M ~  (QoQc) 

pour tou t wx G  Wx. Cett e dernièr e expressio n étant indépendant e d e wly il 
résulte d e (i ) que s(QK) es t donn é par l a même formule, d'où (ii) . • 
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10.- Opérateu r d e Dirac . Soi t 7 r une représentatio n unitair e d e G 
L'opérateur de Dirac associé à  7 r es t l'opérateu r 

D = 

p 

j=1 

II(Yj) ¤ c(Yj) 

agissant sur l'espac e 'H7R,(K) ® 

La terminologi e s e justifie pa r l e cas où n es t l a représentation régulièr e 
ÀG d e G . Considéron s dans ce cas le sous-espace C^°(G) deHXa = C2(G) des 
fonctions lisse s à  rapports compact s (ce t espace contient strictemen t l'espac e 
des vecteurs if-finis : voi r le lemme 8.6.14 de [Wal]) . A u lieu de W ^ ^ ^ S, o n 
considère le sous-espace Y de C%°(G) (g) S form é des fonctions lisses à  support s 
compacts /  :  G —> S telle s qu e f(gk) = s(k~1)f(g) pou r tou s g G  G e t 
k G  A, c'est-à-dire l'espace T des sections lisses à  supports compact s du FIBRE 

des spineur s su r G/K. L'opérateu r défin i su r T pa r l a mêm e formul e qu e 
ci-dessus es t l'opérateu r d e Dirac usuel . 

Revenons au cas général, où D opèr e sur 'H^^K)®^- ®N  trouv e le résultat 
suivant dans [AS] , appendic e (A.13 ) e t dan s [BW] , lemm e II.6.11. 

11.- Lemm e (Parthasarathy) . (i ) Sur l'espac e préhilbertien W ^ ^ j ® 
5, l'opérateu r D es t symétrique . 

(ii) O n a  D2 = - 7 r ( î î G ) ®  1 + (T T ® s)(QK) - (g, g) + (gc, gc). 

Preuve. L'assertio n (i ) es t banal e ca r n(Yj) es t antisymétriqu e su r 
/HIR,(K) e t c(Yj) es t anti-auto-adjoin t su r S pou r j =  1,.. . ,p . 

Pour (ii) , o n calcul e D2 = J2i <i j<P ^ W ^) ®  c ^ J c ^ ). O n a 
c(F.)2 =  - 1 e t ciYjciYj) + c ^ . ) ^) =  0  si *  ? j , donc 

D2 = -
p 

i=i 

II(Yj)2 ¤ 1 + 1/2 

i,j 
II([yi,Yj]) 

c(Yi)c(Yj) • 

Le premie r term e d e cett e somm e es t éga l à  —  7r(fîG) <g ) 1 + n(ÇlK) <g) 1 pa r 
définition de s opérateurs de Casimir . Considéron s le second terme. La  forme 
B es t défini e négativ e su r fc; comme [3^,3^-] G o n peut écrir e 

[Yi,Yj] = -
k 

1=1 

B([Yi,Yj],Xl)Xl 
A; 

£=1 

B([Yl,Yj],Xi)Xl 
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Ainsi 

1 
2 

i,j 
A[Yi,Yj])®c(Yi)c(yj)= 2 

i#j,l 
в {[X^Y^YMXt) «УМУ*) • 

Reprenons le s notations de s numéros 6 e t 7 . Pou r tou t X G  fe, l'opérateur 
adp(X) es t dan s so(p) e t s'écri t comm e combinaiso n linéair e de s Ei- — E-i. 

Un calcu l de routine montre que 

adL{X) = 

i<j 

B([X,Yj],Yi){EiJ-Eiti) . 

Par définitio n de la représentation s = a(adp), o n a 

s(X) = - 1 /2 
i<j 

BdX^YMYiHYj) 

(1) 
= - 1 / 4 

i#j 
BttX^YMYMYj) • 

On a  auss i 

( 7 T ® 5 ) ( X 2 ) (n(X) ®  1 + 1  ® s(X))2 

TT(X2) ®  1  + 2 TT(X) ® s ( X ) +  1  ® s(X2) 

Par définitio n de iiK =  —  £^ X 2 , cec i implique 

(2) (?T ®  5 ) ( î î ^ ) =  T T ( f î ^ ) ®  1  -  2 

l 
T T ( X £ ) ® s(Xe) + l ®s(QK). 

En utilisant d'abor d (1 ) puis (2) , o n obtient 

1/2 £ *([Yi , ty) ®  c ^ ) )̂ =  - 2 £ *(Xe) ® 

(7T ®  * ) ( f î / r ) -  ^ ( f ì ^ ) ® 1  -  1  ®  S ( î î f l - ) 

et enfin 
D2 =  -7T (fiG) ®  1 +  (? T ® S ) ( Q K ) - 1  ® s(ft#) . 

L'assertion (ii ) résulte alor s du lemme 9. 
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12.- Proposition . Soi t G u n group e de Li e réel semi-simpl e connexe 
non compact de centre fini possédant un sous-groupe compact maximal K d e 
même rang . Soi t n un e représentatio n unitair e d e G tell e que  7r(fìG) = 0 . 
Alors 

(II ¤ s)(^K) {e,e} - {ec,ec} 

sur HII,(K) ¤ S 

Preuve. L'assertio n (i ) du lemm e 11 montre qu e D2 est u n opérateu r 
positif su r ^H^^K) ®  5 e t la proposition résulte d e l'assertion (ii) . • 

13.- Hypothèse s supplémentaires sur G . L a représentation adjoint e 
de k sur l'espace réel p est irréductible, car le sous-groupe compact K d e G est 
maximal (proposition VIII.5.1 de [Hel]) . L a représentation adp de k sur p€ a 
donc une o u deux composantes irréductibles. Nou s supposons désormais que 
adp est irréductible, c'est-à-dire que le commutant de adp(k) dans EndR(p) est 
R, no n pa s le s complexes o u les quaternions . (C'es t équivalen t d e supposer 
que l e centr e d e K es t discret , o u qu e l'espac e symétriqu e G/K n'es t pa s 
hermitien; voi r [Hel] , ch.VIII , Théorème 6.1) . 

Le lemme suivant es t un cas particulier du lemme II.7.7 de [BW]. Avant de 
l'énoncer, remarquons ceci : le s poids de la représentation adp\tc constituen t 

la parti e 3> n du systèm e d e racine s e n particulier , s i fi  G  CK désign e le 
poids dominant d u ^-modul e P C, o n a fi  G  $ N F L 

14.- Lemme . Soien t Wx et gc comme au n°7, et /i comme ci-dessus. On 
suppose qu'i l existe w1 G  Wx tel que 

(1.1) w1g—gc — fi est dominant pou r $ ¡ 1 " , 

(1.2) fi  est un e racine non simple pour 1*^$+ . 

Alors il n'existe aucun e représentation irréductibl e 7 r G  G telle que 

(2.1) UomK(pc,Hnt{K)) # 0 , 

(2.2) TT(Qg) = 0 . 

Preuve. O n suppose qu'il existe 7 r G  G satisfaisant (2.1 ) et (2.2) , e t on 
va aboutir à  une absurdité . 

La représentatio n d e K dan s H ^ ^ K ) contien t =  pc pa r l'hypothès e 
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(2.1). Don c 7 T ® s contient £w€W l r M ® rWMc, e t e n particulier ® 
par l e lemme 9. 

Comme 3> n est l'ensembl e des poids de =  p  ,  le plus bas poid s de 
est — )Li. C e fait e t l'hypothès e (1.1 ) impliquent qu e TWl&-6c- ^ apparaî t dan s 
Tn ®  t W1&-QC: VOLT ̂ e s indications pour le problème IV.17 de [Kn] . Don c 7 r (g) 5 

contient rw\^ec_^ 

Nous avons déjà rappelé (fi n de la preuve du lemme 9) que 

TWXQ-Qc-^{^K) (w1g-fj,,w1g-fi) - {gc,gc) . 

Il résulte don c de (2.2 ) et d e la proposition 11 que 

(w1Q-fi,w1Q-ti) -  (gc,ec) > (Q>Q) ~ (QOQC) 

c'est-à-dire qu e 
(w1g-fi,w1Q-n) > {w^w^) . 

D'autre part [i  est un e racin e positive de wx<I>, de sorte que 

(w1e-u,w1e-u) (w1e,w1e) 

Il y  a  don c égalité , d e sort e qu e fi  doi t êtr e simpl e pou r u>x<I>+ , d'après l e 
lemme 8. L a comparaison avec (1.2) montre qu'i l y a absurdité . • 

15,- Preuv e d u théorèm e A . Soit G = 5p(l ,n ) ave c n > 2. Le groupe 
K = Sp(l) x  Sp(n) es t compac t maximal dans G; le rang de if, qu i est n + 1, 
est don c éga l à celui de G. O n peut identifie r p à  Hn, où H désigne l'algèbre 
des quaternions. Etant donné 

Q E  Sp(l) m G  Sp(n) X G  H n 

on a  Ad(g,m) X =  mXq. Pa r suit e l e commutant d e Ad( / i ) dan s EndR(Hn) 
est R , e t l'hypothès e d u n°1 3 es t vérifiée . I l suffi t d e vérifie r auss i qu e l e 
lemme 14 s'applique. 

Le système de racines de (<7c,£ç ) es t d u type Cn+1, et nous adoptons les 
notations d e Bourbaki ([BL'] , chapitr e VI , planche III) . On note (£j)i<i<n+ i 
la base canonique de Rn+1 et o n a 

¤ {#2€i 
'l<i<n+l =t Sj}l<i<j<n+l • 
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La base d e <& + es t formé e d e 

al — £1 ~ e2i  a2  —  E2 ~~ e3 > •  *  •  >an — en ~ ~ £n+l' an+i — 2^n+i 

et l a demi-somm e des racines positive s es t 

0 = 

n+l 

¿=1 
;(n +  2 - i > , . 

On a  d'autre part le  système d e racines (réductible ) 

e= #2Ei l<i<n+l 
#€i #€j 

2<i<j<n+l 

Une base d e <f >t = $ c H  $+ es t formé e d e 

2E1,a2,a3,...,an+1 

et l a demi-somm e correspondante es t 

£C =  * I + 

n+l 

¿=2 
n + 2  - i) e •  . 

Par suit e $ n =  {s1  ±  ^ }2<»<n+i > e * ̂ e P°ids dominan t d u fc-module p€ es t 
donné par fi  — ex + e2  (voi r l e n°13) . 

Considérons l a racin e no n compact e ax. L a réflexio n correspondant e 
sx G  W es t donné e pa r 

5X(À") =  X — (X1—X2)oc1 pou r tou t x =  № ) x < I < n + I E RN+1 • 

Notons qu e s^g) = g — ax ca r ax es t un e racin e simple . Le s racines simple s 
de Si$+  son t 

- < * ! , < * ! + a 2 , a 3 , . . . , a n + 1 . 

Les relations 

2s, =  2(a1+a2 ) + 2 
n 

i=3 
ai + <*n+l 

a2 =  i al+a2) ~ al 
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montrent qu e s* G .  L'égalit é 

\i — ex + e2 = 2ex — a. 

montre qu e /1  es t un e racin e d e sx<I> + qui n'es t pa s simple , donc 1 'hypothèse 
(1.2) d u lemm e 1 3 est vérifiée . O n a 

« 1 0 -  Qc ~ V =  (Q - Qc) ~ ai ~ V = n£i - (£i ~ £2)  - {£i + £2)  = {n- 2)e1 

Comme n > 2 le poids ( n —  2)e1 est dan s la chambr e 

CK =  Rn+ 1 :  X1 > 0 et X2 > X3 > . . . >  Xn+1 >  0 } . 

L'hypothèse (1.1 ) du lemme 1 4 est don c aussi vérifiée. 

16.- Ca s d u group e exceptionne l d e ran g rée l un . Le s même s 
arguments montrent que le théorème A  vaut aussi pour le groupe exceptionnel 
G =  i 74(_2o)î nou s renvoyon s à la propositio n II.7. 8 d e [BW ] pou r le s détail s 
d'adaptation du n°15. I l résulte donc du théorème B  que i^4(_2o) es^ un groupe 
de Kazhdan . 

9.b. Preuv e d u Théorèm e B . 

Pour entreprendr e la preuve d u théorèm e B , il faut dispose r d e résultats 
généraux su r le s fonction s sphériques ; nou s le s rappelon s au x n°1 8 à  2 7 ci-
dessous. O n y  désign e à  nouvea u pa r G u n group e d e Li e rée l semi-simpl e 
connexe non compact de centre fini et par K u n sous-groupe compact maximal 
de G. Contrairemen t à  no s convention s générales , nou s considéron s ic i de s 
représentations non unitaires d e G dans des espace s d e Hilber t complexes . 

Savoir si G a  la propriété (T) , c'est savoi r s i la représentation triviale est 
isolée dans le dual unitaire G (voi r le n°1.14). U n premier lemm e montre qu'i l 
suffit pou r cel a de connaître l e sous-espace de G défini pa r le s représentations 
ayant de s vecteurs no n nuls fixés par K. 

17.- Lemme . Soien t H u n group e localemen t compac t e t L u n sous -
groupe compac t d e H. Noton s HL l'espac e de s classe s d e représentation s 
unitaires irréductible s d e H qu i possèden t de s vecteur s invariant s no n nul s 
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par L . L e groupe H es t de Kazhdan s i et seulement s i la représentation unit é 
de H es t u n poin t isolé de H L . 

Preuve. I l suffi t d e remarque r que  H L es t ouver t dan s A , comm e l e 
montre la preuve de l'exemple 1.5.ii. • 

18.- Définitions . Soi t G  comm e ci-dessus . Un e représentatio n (no n 
nécessairement unitaire ) n de G est dite sphérique si elle possède des vecteurs 
invariants pa r K. 

Une fonctio n continu e (no n nécessairement d e type positif ) (p : G — » C 
est dit e sphérique si </?(! ) = 1  et s i 

(p(xky)dk = (p(x)(ply) 

pour tou s x,y G  G. 

Il existe de nombreuses définitions équivalentes des fonctions sphériques 
[Va2]. 

Le lemm e 1 7 justifie l'étud e d u dual unitaire sphérique GK, qu i es t l a 
"partie sphérique " de G. L e résultat qui suit montr e que cette étude est auss i 
celle des fonctions sphériques qu i sont de type positi f (définition 5.6). 

19.- Théorème , (i ) Soi t n un e représentatio n unitair e irréductibl e 
sphérique d e G e t soit  £  G  7ïn u n vecteu r unit é invarian t pa r K, Alor s 
tout vecteu r d e Tïw invariant pa r K es t proportionne l à  £ , et l a fonctio n d e 
tvpe positif 

V :  9 —  < £ W S ) 0 

est sphérique . 

(ii) Soi t (p une fonction sphérique de type positif sur G. Alor s la représentatio n 
associée à  (p par l a constructio n GN S (propositio n 5.8 ) es t irréductibl e e t 
sphérique. 

Preuve: voi r [He2] , théorèm e IV.3.4. • 

20.- Décompositio n d'Iwasaw a e t paraboliqu e minimal . Pou r 
comprendre l'ensemble des fonctions sphériques de type positi f sur G , il fau t 
d'abord comprendr e l'ensembl e d e toute s le s fonction s sphériques , qu i es t 
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connu grâc e aux travau x d e Harish-Chandra . Avan t d'énonce r les résultats , 
rappelons les faits suivants. 

On s e donn e comm e a u n° l un e décompositio n de Carta n g  =  k  © p. 
On choisi t dans p u n sous-espac e a qu i es t maxima l pour l a propriét é d'êtr e 
une sous-algèbr e de g;  alors a est un e algèbr e abélienne, car [p,p ] C k. S i a* 
désigne le dual d e a, o n pose 

m = {X ek :[X,a] = 0} 

et 
E =  {a G  a* : a ^ 0  et ga  ^ 0 } 

où 
ga = {X G  g : [H,X] = a(H)X pou r tou t H G  a} . 

Le sous-ensembl e S  d e a * es t l e systèm e de s racines restreintes; c'es t u n 
système d e racines qu i n'es t e n généra l pa s réduit . O n a  une décomposition 
radicielle 

g = a  © m « 
aEM 

ga) 

On choisi t dans a * u n ordre qui indui t un e partitio n E  =  E + II (  — E+) e t on 
pose 

n 
aEM+ 

g-a 

Alors n  es t un e sous-algèbr e nilpotente d e g  e t o n obtien t l a décomposition 
d'Iwasawa de g: 

g= ¤ a ¤ n 

Les sous-groupes analytiques A  e t N  d e G  correspondant à  a  e t n  son t alor s 
fermés et simplement connexes. O n obtient la décomposition d'Iwasawa "glob -
ale" 

G =  KAN  . 

Pour tou t ceci , voi r pa r exempl e le chapitre V I de [Hel ] ou la sectio n 7.4 de 
[Wal]. 

Introduisons l e centralisateu r 

M =  {keK  :  Ad(k)(H) =  H  pou r tou t H  G  a} 

et le normalisateu r 
M' =  {k  G  K :  Ad(fe)(a) C  a} 
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de a dans K. Alor s M est un sous-groupe de K d'algèbr e de Lie m, et c'est un 
sous-groupe normal d'indice fini dans M'. L e quotient W = M'/M s'identifi e 
au groupe de Weyl d u système de racines S . (Voi r le théorème VII 2.12 de 
[Hel], o u la section 7. 5 de [Wal] ; i l faut distingue r c e groupe du groupe de 
Weyl introduit au n°7!) Enfin le sous-groupe 

P = MAN 

est un sous-groupe parabolique minimal de G. 

21.- Séri e principal e sphérique . Rappelon s que A es t isomorphe au 
groupe vectoriel a. Pa r suite toute forme linéaire v G  a £ dans le dual complexe 
de a définit u n caractère 

ev A C* 

a exp(*/(Loga)) 

de A, parfoi s noté exp(i/) . Comm e M centralis e A e t comme MA normalis e 
TV, la composition de la projection 

P A 

man a 

avec ev est un caractère de P qu'o n note encore e". 

On appell e série principale sphérique non unitaire de G l'ensemble des 
représentations iru =  Indp(e"), o ù v décrit a£. 

Décrivons d'abor d selon l e modèl e di t d e Vimage induite (voir le 
n°3.2). L'espac e Hu es t l a complétio n d e l'espace de s fonction s continue s 
£ : G —> C telles que 

£(gman) = AP(a)-^2exp(-u(LogaMg) 

pour tous g G G et man G  P. L a complétion est relative au produit scalaire 

m -
K 

£(k) n(k)dk 

Le group e P n'es t pa s unimodulaire , e t AP désign e s a fonctio n module . 
Comme P =  MA > J N es t u n produit semi-direc t d e deux groupes unimo-
dulaires, Ap(man) n'es t autre que le jacobien de l'action d e ma su r N. L e 
groupe M étan t compact, la définition d e N impliqu e qu'on a 

Ap(man) exp(2£s(Loga)) 
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où £ s G  a* es t l a demi-somme 

eM 1 
2 aEM 

(dimga)a . 

Le groupe G opère sur le s fonctions £ par translation s à  gauche. 

Il y  a  auss i Vimage compacte pou r TCV.  Un e fonctio n continu e £  G  7^ 
satisfait e n particulie r £(km) = £(fc ) pour tou s G  A e t m  G  M. Comm e 
G/P = K/M, o n a un isomorphisme de restriction Hu —> C2(K/M) pou r tou t 
z/ G  a£. O n peu t ains i considére r que toute s le s représentations 7ru opèren t 
sur l e même espace de Hilbert C2(K/M). L'actio n de G est plu s compliquée 
à écrir e que dans l'imag e induite (voi r par exempl e le chapitre VI I de [Kn]) . 

La restriction à  A " de iru s'identifi e à  la représentation quasi-régulièr e de 
A' sur C2(K/M). E n particulier, l'espac e des vecteurs invariants pa r A ' est de 
dimension 1 ; il est engendr é par l'uniqu e fonctio n £ u G  l~iv don t l a restrictio n 
à A " est l a constante 1 . L a fonction <p.. défini e sur G pa r 

<Pu(9) = (tvKWu) 
est sphérique , e t o n a  l a classificatio n d e Harish-Chandr a (voi r le  théorèm e 
IV.4.3 de [He2]) : 

22.- Théorème . Toute fonction sphériqu e sur G est de la forme ipv ave c 
v G  a£. D e plus, étant donné s v e t À  dans a£ , o n a <pv = (px si e t seulemen t 
s'il existe w G  W te l que  v = wX. 

Nous utilisons plu s bas deux résultats de Wallach sur l a séri e principale 
sphérique non unitaire : 

23.- Proposition , (i ) Considérons dans a * la chambre de Weyl ouverte 
a+ correspondan t à  l'ordre chois i (E+ C  E). S i Re (i/) G  a+, alor s £y est u n 
vecteur cycliqu e de 

(ii) Pou r tou t v G  a£, i l existe dans 7iu  une suite finie 

Hv = H0 #H1 #...# Hk+1 =0 

telle que T~Li est un sous-espace fermé de 7iu invarian t pa r ^ ( G ) , e t la représen-
tation d e G sur TiifHi+i induit e pa r TTU est irréductible pour i =  0 , 1 , . . . , k. 
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Preuve. Pou r (i) , voir la propositio n 8.13.6 de [Wal ] ou le théorème 8 
de [Kol] . Pou r (ii) , voir le théorème 8.13.3 de [Wal] . • 

24.- Condition s nécessaires pour qu'un e fonction sphériqu e soit 
de typ e positif . A  tou t v G  ia* correspon d un caractèr e ev d e P qu i es t 
unitaire, donc la représentation nu est unitaire et la fonction sphérique <pu es t 
de type positif . 

Mais il existe d'autres valeurs de v pou r lesquelles (pu es t d e type positif . 
C'est pa r exempl e le cas de v — — £s, ca r alors es t l a fonction constant e 
de valeu r 1  sur G tou t entier , d e sort e qu e (p_g^(g) =  1  pour tou t g G  G. 
Notons qu'i l exist e w G  W te l qu e wg% = (voi r [BL'] , chap.6 , §1 , n °5 , 
remarque 4) ; le théorème 2 2 montre don c que <pg^ = P—g^ = 1 -

C'est u n problème en général ouvert que de déterminer le s v pour lesquels 
les fonctions yv son t d e type positif . (C'es t u n problèm e résolu par Kostan t 
[Kol] lorsqu e G es t d e ran g rée l un. ) Toutefois , i l y  a  deu x condition s 
nécessaires évidente s pou r qu e l a fonctio n <pu soi t d e typ e positif , ell e doi t 
être bornée, e t ell e doit être hermitienne, i.e. telle que V^(#-1 ) =  ^vid) pou r 
tout g G  G. O n connaît le s caractérisations suivantes : 

25.- Théorème , (i ) La fonction sphérique (fu est bornée si et seulemen t 
si v appartient au tube ia*+Conv(Wg^), o ù Conv désigne l'enveloppe convexe 
et o ù Wg^ désign e l'orbite d e £>s par l e groupe de Weyl . 

(ii) L a fonctio n sphérique (p^ est hermitienn e s i e t seulemen t s'i l exist e 
w G  W te l qu e wv —  —F . 

Preuve. Pou r (i) , voir le théorème IV.8.1 de [He2 ] ou la proposition 14 
de [Va2] , Pou r (ii) , voir la proposition 3 de [Kol ] ou le corollaire 11 de [Va2] . 
• 

26.- Lemme . Soi t /  un e fonctio n continue à  suppor t compac t sur G' . 
Alors 

lim 
v — > o o 
v G  ia* 

J(g)<Pv(g)dg =  o. 

Preuve. Comm e <pv es t iiT-bi-invariant e (c'est-à-dir e invariant e pa r le s 
translations gauches et droites de K ) , o n peut suppose r que / l'es t également , 
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quitte à  remplacer /  pa r l a fonction 

9 
JK JK 

f(k1gk2)dk1dk2 

On a  alors , pour v £ ia* 

G 
f{g)^PÀ9)dg =  Ff(-iv) 

ou Ff es t l a fonction a support compac t sur a donnée par 

Ff(H) = e~ô*{H) 
IN 

f(exp(H)n)dn 

(voir [Va2] , formule (5)) . I l résulte de s propriétés classique s de la transformé e 
de Fourie r su r l'espac e euclidien a que 

lim 
v — » o o 
v E ia* 

FA-iv) = 0 

(lemme de Riemann-Lebesgue). 

27.- Lemme . Soi t n un e représentatio n irréductibl e sphériqu e d e G 
dans un espace de Hilbert 7i  avec vecteur £ invariant par n(K) e t soit <p : g —> 
(£|7r(<7)£) l a fonction sphérique associée . Soit £'(G) l'espac e des distribution s 
à supports compact s sur G et soi t V l e sous-espace vectoriel ir(£f(G))£ d e H. 

(i) V es t un espace invariant par G qui contient l'espace 7~L(K) ^es vecteurs 
if-finis. 

(ii) S i la fonctio n (p est d e type positif , i l exist e u n produi t scalair e G-
invariant su r V. 

Preuve, (i ) I l es t éviden t qu e V es t invarian t pa r G . D'autr e par t 
l'algèbre enveloppant e U(g) s'identifi e au x distribution s d e £'(G) d e suppor t 
l'origine, e t 7r(U(g))£ es t précisémen t H(K^ d'aprè s l a preuv e d u théorèm e 
4.5.iii au chapitr e I V de [He2] . 

(ii) Noton s Hf e t 7r ; l'espac e d e Hilber t e t l a représentatio n unitair e d e 
G associé s par l a construction GN S à la fonction sphérique d e type positif 
comme au chapitr e 5 . L'applicatio n 

E : 
II(E'(G))E 7rf(£f(G))S1 C  W 

S*t =  I G*№dS(g) S*S1 
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est u n opérateu r d'entrelacemen t entr e le s restriction s d e 7 r et 7r ' aux sous -
espaces considérés. E n effet , E es t bie n défin i e t injecti f ca r o n a successive-
ment 

S *  6X =  0 
{Sx|S} =0 pour tou t x G  G 

G 
<p(x g)dS(g) =  0  pou r tou t x G  G 

]G 
Ax-1YtH9)t)dS(g) = 0 pour tou t x  G  G 

(n(x-1n\s*o = o pour tou t x E G 

S * £ =  0 

où l a dernière implicatio n résulte de ce que la représentation g — » ^(g-1)* d e 
G dan s W est irréductible . L'affirmatio n (ii ) résulte de l'existence d e E. • 

Notons qu'i l y  a  d'autres moyens de s'assurer qu'i l exist e un sous-espac e 
de H contenant 7~L(K) e ^ Possèd e un produit scalair e G-i n variant. O n peu t 
par exempl e prendr e l'espac e H " de s vecteurs analytiques d e H . E n effet , 
comme <p est d e type positif , l~t(K) es ^ infinitésimalement unitarisable , don c il 
existe une représentation unitair e nu de G dans un espac e 7iu avec les mêmes 
vecteurs if-fini s qu e H (Harish-Chandr a [HC]) ; pa r suit e le s espace s W w et 
H% son t isomorphe s e n vert u d'u n théorèm e d e Schmi d su r l a globalisatio n 
minimale d'u n modul e de Harish-Chandra [SC]. 

28.- Preuv e du théorème B. Soi t G comme dans le théorème B. Grâce 
à la proposition 1.9 e t a u théorèm e 2 . 8 , on peut suppose r que  G est simpl e et 
de ran g réel 1 . Ains i s'identifi e à  C , et l e groupe de Wey l es t l e groupe à 
deux élément s agissan t su r a £ pa r v —» ±.v. Nou s allons montre r e n quatr e 
pas qu'i l exist e 7 r G  G avec 7r(QG) — 0  e t 

HomÄ Ec 'W*,(Jf)) О . 

i) Une famille de représentations 7rn . Pa r hypothèse , G n'es t pa s u n 
groupe d e Kazhdan . L e théorèm e 1 9 montr e don c qu'i l exist e un e suit e 
( W ) n > i ^ e fonctions  sphérique s d e type positi f qu i convergen t ver s la fonc -
tion constant e 1  uniformément su r tou t compac t de G . Pa r le  théorème 2 5 , 
on a  vn G  i R + U  [0, E n appliquan t l e lemme 2 6 ave c pour /  un e fonction 
continue à  suppor t compac t d'intégral e 1 , o n voi t qu e l a parti e imaginair e 
de un rest e bornée . O n peu t don c suppose r qu e l a suit e un converge . D u 
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théorème 2 2 et d e l'égalité <pg^ =  1  (voir le n° 24) , on déduit qu e la limite d e 
la suite un est nécessairemen t £E . Ci-dessous , nous écrivon s 7rn,Wn, <pn e t £n 
au lieu de 7r „ e t (voi r le n°21) . 

On sai t par l a proposition 23 qu'il existe un sous-espace /Cn de 7in qui est 
7rn(G)-invariant, et te l qu e la représentation itn induite par 7r n su r l e quotien t 
Hn/Kn es t irréductible. Cett e représentation fr n est sphérique, sino n on aurait 
£n G  /Cn, contrairemen t à  l a propositio n 23.i . Noton s £  — + £ l a projectio n 
canonique d e Hn su r Wn//Cn . I l résulte du lemm e 2 7 qu'il exist e u n produi t 
scalaire G-invariant sur ^ ( ^ ' ( G ) ) ^ , e t on peut défini r un e forme hermitienn e 
positive f3n su r icn(£'(G))tn C  Hn pa r /3 N (£,??) =  L a form e /3 N es t 
7rn(G)-invariante; elle n'est e n général pa s défini e positive, mais s a restrictio n 
à l'espace des vecteurs If-finis dan s l'orthogonal d e /Cn dans Hn es t défini e 
positive. 

ii) Les opérateurs A ' Définisson s l'applicatio n 

an : 
HomA PC,KTn Pc 

KTn 

5< )Y SIY) 

Vérifions que  an ^ 0 . S i an étai t nulle , l'espac e ïlomK(pc,Hn/ICn) serai t 
nul. O r o n peut défini r 

T : 
n 

PC Hn/Kn 

Y IIn(Y)En 

qui es t un e applicatio n iT-équivariante . O n aurai t don c nn{p€)£n = 0 . Mai s 
7rn(fcc)£n =  0  puisque £n est 7rn(J{T)-invariant, et on aurait aussi *n(<7c)£n =  0 . 
D'où enfi n 7 T n ( # ) £ n C  /Cn, qui serai t e n contradiction ave c la proposition 23.i. 

Lorsque n varie , le s différent s sous-espace s Im(an ) d e Hn = C2(K/M) 
sont contenu s dan s un mêm e sous-espace d e dimension finie, à  savoir l'imag e 
de l'applicatio n 

a : 
Hom^ [pc,&(K/M) PC &(K/M) 

s Y S(Y) 

Définissons u n opérateu r positi f An su r 7r n(£'(G))£n pa r 

Bn(E,n) = [An€|n] . 
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La form e pn étan t 7T n(G)-invariante, o n a  7rn(g)* Annn(g) = An pou r tou t 
g G  G . E n particulier , pou r tou t k G  A", l'opérateur An commut e à  7r n(k). 
Vu que l'image de an es t invariante pa r 7r n(A~), cette image est invariante pa r 
An. D'autr e part , Im(c*n ) es t dan s l'espac e de s vecteurs A^-fini s de /C^- , de 
sorte qu e An es t défin i positi f su r Im(an) . I l exist e don c u n vecteu r unit é 
uun G  Im(an) qu i es t vecteu r propre d e An pou r une valeu r propr e À n > 0. 

(iii) La fonction de type positif il'- On définit de s fonctions ̂ fn e t ipn su r 
G pa r 

V'n(ff) = / 3 n K ^ n ( î k ) 
V'n(#) = M*n(9)wn) . 

La fonction \p'n es t d e type positif, ca r j3n es t positiv e et 7r n(G')-invariante. O r 
on a 

V'„.(̂ ) =  (Anu;n\irn(g)u;n) = K(vn\7rn(g)un) 

Donc la. fonction V'„ es t d e type positif . 
Les vecteurs oun son t dan s l a sphère-unit é d e l'espace de dimension finie 

Im(a). Quitt e à  passe r à  un e sous-suite , o n peu t suppose r qu'il s conver -
gent ver s un vecteur-unit é LU G Im(a). L a suite (Vn)n>i converge alors uni -
formément su r tou t compac t de G vers la fonction -ip défini e pa r 

Ho) =  {u\7Tgi:(g)oj) . 

Et ip es t encor e de tyĵ e positif : voi r la preuve du corollair e 5.5 .H. 

iv) La représentation 7r : L a proposition 23.ii montre qu'il existe une paire 
K! Ç  /C de sous-espaces fermés d e 7Y^s qu i son t invariant s par KQ^(G), tel s 
que la représentation f r induite pa r iTg su r /C//C ' es t irréductible , et tel s que 
LU G K — K'. S i LU est l'imag e de ou dan s /C//C' , on a auss i 

V>(âO = №{g)ù) pour tou t g G G . 

Comme ip  est défini e positive , 7 r es t unitarisable : l'argumen t es t l e mêm e 
qu'au lemm e 27.ii. En d'autres termes, 7 r définit u n élémen t d e G . 

Par construction , LU est dan s l'image de a, don c LU est dan s l'image d'un e 
application de H o m ^ ( p c , et c e dernier espac e n'est pa s nul . 

Reste à  vérifier qu e TT(QG) = 0 . Le s fonctions sphériques d e type positif 
<pn convergen t uniformément su r tout compac t vers la fonction constante 1 , et 
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les représentations associée s 7rn convergent vers la représentation unit é 7r0 . Pa r 
définition de 7r , les coefficients de n sont limites uniformes sur tout compac t de 
coefficients d e 7rn . Pa r suit e (7rn)n> 1 ten d auss i ver s 7 r (qui n'est pa s séparé e 
de 7T0) . Or un lemm e de Bernât e t Dixmie r (voir l a proposition 2.2 de [BK] ) 
montre que  l'application 

G C 
G a(^G) 

est continue . Pa r suit e 7r(QG) = n0(QG) =  0 . 

29.- Compléments . L a preuve ci-dessu s montre don c qu e n n'es t pa s 
séparé d e 7r 0 dan s G. C'es t u n fai t généra l d û à  Vershik et Karpushe v [VK] : 
si G es t u n group e localement compact et s i w G G satisfai t Hl(G,7ïn) ^ 0 , 
alors 7 r e t 7r 0 n e sont pa s séparés dan s G. 

La preuv e original e d e Kostan t ([Kol ] e t [Ko2] ) détermine , pou r u n 
groupe de rang réel un, toutes les fonctions sphériques qui sont de type positif. 
D'après le théorème 25, ce résultat équivaut à  la détermination de s v G  [0, gs] 
pour lesquel s les fonctions <pu sont de type positif . 

Théorème. Soi t G un group e de Lie réel simple connexe de centre fini 
et de rang réel 1. Pou r v G  [0, £s], la fonction sphériqu e Lpv est de type positif 
si et seulemen t si v E [0 , i/0], où 

(i) I>Q =  £ s s i £+ es t rédui t à  une racine 

(ii) vo 2 + dimR5a 
2dimRg a  + dimRga 

É>s s i £ + =  { a , 2a}. 

En particulier , o n a 

Ï/0 = ^ s s i G = SO(l,n) o u G=SU{l,n) 

(ce qu i remontre l e corollaire 23.ii du chapitre 6), 

vo 2n-l 

2n4-l 
si G = 5p(l,n ) ave c n > 2 , 

vo 
5 

11 Si G  =  ^4(^20 ) • 
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30.- Remarque s su r le s autre s preuves . Nou s connaisson s troi s 
démonstrations d u théorèm e 29 ; chacune d'entre elle s montre e n particulie r 
que 5p(l , n) a  la propriété (T ) pour n  >  2. 

La preuve originale [Kol ] es t puremen t algébrique . Kostan t identifi e les 
fonctions sphérique s ave c le s modules sphériques sur l'algèbr e enveloppante 
U(g), e t examin e quand ceux-c i peuvent être munis d'une form e hermitienn e 
positive relativement à  laquelle g agit pa r opérateur s anti-symétriques . Voi r 
aussi l'exposition de Schiffmann [S]. 

Plus tard, Flensted-Jensen e t Koornwinder ont donné une première preuve 
analytique [FJK] . Elle combine l'analyse harmonique sur les espaces K/M vu s 
comme espaces riemanniens symétrique s de type compact, e t l'expression des 
fonctions sphériques sur G en termes de fonctions spéciales dites fonctions de 
Jacobi. La détermination de s fonctions sphériques qui sont de type positif est 
ramenée à  des inégalités connues (?) sur le s fonctions de Jacobi. 

Line seconde démonstration analytique es t du e à Cowling [Cg2] . I l intro-
duit les opérateurs d'entrelacement de Knapp et Stein (voi r le chapitre VII de 
[Kn]). U n résultat de Knapp et Stein montre que iru es t unitarisable s i et seule-
ment s i un certain opérateu r d'entrelacemen t es t semi-défin i (théorème XVI.6 
de [Kn]) . O n peut réalise r ce t opérateur comm e agissant su r l'espac e £2(Vr) , 
où V = 0(N), ave c N l e group e nilpotent d e l a décompositio n d'Iwasawa . 
Cowling achèv e sa preuv e e n utilisan t quelque s résultats fins d'analyse har -
monique sur l e groupe nilpotent V. 

1 2 7 



P. de  la  HARPE,  A. VALETTE 

CHAPITRE 1 0 

ALGEBRES D'OPÉRATEURS 

Vers la fin des années 1970 , A. Connes a reconnu la pertinence de la pro-
priété (T) dan s le domaine des algèbres d'opérateurs. Pa r exemple , dans [Co3 ] 
et [Ska] , l'étude de s algèbres de groupes de Kazhdan a  permis de résoudre des 
problèmes d'algèbres d'opérateurs don t certain s remonten t au x articles  origi-
naux d e Murray e t vo n Neumann. Mentionnon s aussi le s nouveaux exemples 
d'opérateurs borné s découverts par Voiculesc u [Voi] . Pa r ailleurs , la propriété 
(T) s e formule bien pou r le s algèbres d e vo n Neumann, e t s e révèle être u n 
remarquable outi l d'investigation. L e but d u présent chapitr e es t de poser très 
brièvement quelques repères, mais nous renvoyons à [Pop ] pour un panoram a 
beaucoup plus complet, ainsi qu'à [Moo ] pour la propriété (T) dans le contexte 
des relations d'équivalenc e mesurées. 

On suppose que les algèbres de von Neumann apparaissant ici sont toute s 
de type dénombrable. 

1.- Définitions . Soien t M et N deu x algèbres d e von Neumann. Un e 
correspondance de M k N es t u n bimodul e hilbertien norma l pou r M e t iV, 
c'est-à-dire u n espac e de Hilber t 7i  mun i d'un e actio n normal e à  gauch e de 
M e t d'un e actio n normale à  droite d e N qu i commute à l'action d e M. O n 
peut don c écrir e une expression du type a£b avec a £ M, £ E Ti, b E N. 

Deux correspondances sont équivalentes si elles le sont en tant que bimo-
dules. L a notion évidente de somme directe passe aux classes d'équivalence. 

2.- L'exempl e standard. Noton s B(H) l'algèbr e des opérateurs bornés 
sur u n espac e d e Hilber t H. Rappelon s qu'un e conjugaison de H es t un e 
application R-linéair e J : H —> H satisfaisan t J 2 =  id, J(i£) = —iJ(£) e t 
(J£\ri) — (Jri\£) pour £ , 7 7 E H. Un e représentation normal e 7 r d'un e algèbr e 
de von Neumann M dan s H es t dit e standard s'il existe une conjugaison J d e 
H tell e que 

M B(H) 

a Jir(a*)J 

soit u n isomorphism e d e M su r l e commutan t End M(7Y). La  théori e d e 
Tomita-Takesaki permet de montrer que toute algèbre de von Neumann possè-
de une représentation standard ; voir par exemple [SZ], section 10.15. L'espace 
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H d'une représentation standar d de M défini t naturellement l a correspondance 
identique de M à  M. 

Par exemple , si M es t l'algèbr e d e vo n Neuman n W*(T) d'u n group e 
discret T , o n retrouv e l'espac e 7i = £2(T) vu comm e bimodul e sur W^*(r ) 
grâce au x représentation s régulière s gauch e e t droite . (Ic i J es t donn é pa r 

J № =  W*)-) 

3.- Définitions . U n coefficient d'un e correspondanc e H d e M à  N es t 
une forme bilinéaire 

M xN • C 

(a, 6 ) (£\anb) 

avec £,7 7 G  H. O n di t qu e l'algèbre d e vo n Neumann M  a  l a propriété (T) 
si tout e correspondanc e H d e M à  M qu i es t proch e de l a correspondance 
identique l a contien t comm e somman t direct . "Proche " doit s e comprendre 
comme suit : étan t donn é un nombr e e > 0, des coefficients (a , b) — > (£i\a£jb) 
avec i,j = l , . . . , n d e l a correspondanc e identique, ains i qu e de s élément s 
ax,..., ap , bx,..., bq G M, il existe 7 ? 1 , . . . , r)n G  H avec 

KviKvjK) -  (tiKtjbs)\  <6  p°u r 

ÍJ = Z , . . . , 7 l 

r =  l , . . . p 

s =  l , . . . , g 

Cette définitio n es t du e à  A. Connes et V . Jones [CJ] . Dans le cas où M es t 
un facteur d e type 1 ^ , elle est équivalent e à  la définition antérieure d e [Co4] . 
Sa première justification es t fourni e par l e théorème 2  de [CJ]: 

4.- Théorème . Soi t T un groupe discret dont l'algèbre de von Neumann 
W*(T) es t un facteur . Alor s VF*(r ) a  la propriété (T) s i et seulement s i T l'a . 

5.- Remarque . O n peut auss i caractérise r l a propriété (T) d'u n groupe 
localement compac t G en termes d e sa C*-algèbre ([Val ] e t [AW]) . E n effet , 
soient C*(G)n l'algèbr e de von Neumann enveloppant e de la C'*-algèbr e ma-
ximale de Gf, et p0 G 6'*(G), / l e support centra l d e la représentation unit é d e 
G (définitio n 3.8. 1 d e [Ped]) . Alor s G a  l a propriét é (T) s i e t seulemen t s i 
p0 e c*(G). 

Si G est u n groupe de Kazhdan non compact, notons de plus que l'image 
de p0 dans la C*-algèbre réduite d e G est nulle (car G n'est pa s moyennable). 
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Comme la class e d e p0 engendre u n group e cycliqu e infini dan s la iîf-théori e 
K0C*(G), i l en résulte que G n'est pa s if-moyennable . 

6.- Automorphisme s extérieurs . Soi t M un e algèbr e d e vo n Neu -
mann. L e group e Aut(M ) de s *-automorphisme s d e M es t u n group e po -
lonais pou r l a topologi e de l a convergenc e simple e n norm e dan s le  prédua l 

de M (voi r 2.2 3 e t 2.2 5 dans [Str]) . L e sous-groupe norma l Int(M ) de s 
automorphismes intérieur s n'es t e n généra l pa s ferm é dan s Aut(M) , e t pa r 
suite le  group e Out(M ) =  Aut(M)/Int(M ) de s automorphisme s extérieur s 
n'est e n généra l pa s séparé . 

Soit par exempl e M — W^*(r) un facteur d e type II X défini pa r u n group e 
dénombrable T. Alor s Int(M) es t dens e dan s Aut(M ) s i T es t moyennable . 
D'autre par t Int(M ) es t ferm é dan s Aut(M ) s i e t seulemen t s i T n' a pa s l a 
propriété (T ) de Murray e t vo n Neumann. Voi r le corollaire 3.8 de [Col ] pou r 
l'équivalence, e t [BH ] pour de s exemples . E n particulier , s i T es t u n group e 
de Kazhdan te l qu e M — VF*(r) soi t u n facteur , alor s Int(M ) es t ferm é dan s 
Aut(M) e t Out(M ) es t séparé . Mai s o n a  mieu x ([Co3] , e t propositio n 1  de 
[CJ]). 

7.- Proposition . S i M es t un e algèbr e d e vo n Neuman n ayan t l a 
propriété (T) , alor s Int(M ) es t u n sous-group e ouver t d u group e polonai s 
Aut(M), e t pa r suit e Out(M) es t dénombrable . 

8.- L e group e fondamental . Soi t M u n facteu r d e type Choisis -
sons une trac e normal e fidèl e semi-fini e r  su r l e produi t tensorie l d e M pa r 
"le" facteu r d e typ e 1^ . L e module d'un automorphism e 9 d e M (g ) F^ 
est le  nombr e rée l À  > 0  te l que  r(9(a)) = \r(a) pou r tou t a G  M (g ) F^ . 
Le groupe fondamental d e M es t l e sous-groupe de form é des modules des 
automorphismes d e MtyF^. Jusqu'e n 1970 , les seuls exemples calculables de 
groupes fondamentau x donnaien t toujour s tou t entie r (c'es t pa r exempl e 
le cas s i M es t moyennable) . 

Tout 6X 6 Aut(M®Foc ) de module À définit un automorphisme O^O^1 G 
Aut (M® M <g) F^) d e module 1 . O r c'es t u n "lemm e classique" (lemm e 3.1 1 
de [Co2] ) que , pou r tou t automorphism e tp de module 1  de M ® M <g ) F^, i l 
existe un automorphism e ip  de M (g ) M te l que ip  (g) 1 soi t conjugué à  tp modulo 
les automorphismes intérieurs . O n peut don c associer à  6X (g ) O^1 un élémen t 
bien défin i ax d e Out(M (g) M ). S i A  ̂A ' alors 6X (g) 9~} (£ Int(M <g) M (g ) F^) 
et ax ^ ax,. O n a  don c u n homomorphism e injecti f A  — » ax d u group e 
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fondamental d e M dan s Out(M ® M). S i M a  la propriété (T) , alors M® M 
l'a auss i (corollair e 2.5 de [Ana]) , e t l a proposition 6 implique donc : 

9.- Corollair e [Co3] . I l exist e de s facteur s d e typ e II X ave c group e 
fondamental dénombrable . 

Ce corollair e fournit un e preuv e très rapide d e l'existence d'un e infinit é 
non dénombrabl e de facteurs d e type IIX non isomorphes deux à deux [McD] . 
En effet , soit  M u n facteu r d e type II ^ Noton s G' l'ensembl e de s nombres 
réels À  G]0,1] tel s qu'i l exist e u n projecteu r e  G  M d e dimensio n A  pour 
lequel l'algèbre réduit e Me soi t isomorph e à  M , e t noton s G l'ensemble de s 
nombres À  > 0  avec À ou À-1 dans Gf. Alor s G est l e groupe fondamental d e 
M (voi r 25. 7 dans [Str]) . Supposon s désormais M à  group e fondamenta l G 
dénombrable, et choisisson s une famille non dénombrable £ d e projecteurs d e 
M tell e qu e les dimensions dim(e ) définissen t de s classes de R+/G distincte s 
deux à  deux lorsque e  décrit £ . Alor s les algèbres réduites (Me)eeS son t de s 
facteurs d e type II X non isomorphes deux à deux. 

10,- Rigidité . Soien t Gx e t G2 deu x groupe s d e Li e réel s connexes 
simples non compacts et san s centre. Pou r j = 1,2 , soi t Tj u n résea u d e G-
et soit Mj l e facteur d e type IIX associé à S i G1 e t G2 ont la propriété (T), 
la rigidité de Margulis suggère que Mx e t M2 sont isomorphes si et seulemen t 
si r x e t T 2 son t isomorphes , c'est-à-dir e s i e t seulemen t s i Tt e t T 2 son t 
conjugués dan s u n mêm e groupe Gx = G2. (C'es t mêm e une conjectur e d e 
A. Connes lorsque Gx et G2 sont simples de rangs réels au moins deux.) Cett e 
rigidité n'étant qu'un e conjecture , citons les résultats suivants . 

Proposition. Soi t M u n facteu r d e type II X ayant la propriété (T). 

(1) Soi t Fn l e group e libre no n abélie n à  n  >  2  générateurs . Alor s M 
n'est isomorph e à aucun sous-facteu r d e W*(Fn). 

(2) Soi t Mx C  M2 C  . . . un e suit e d e sous-facteurs d e M tell e qu e UMj 
soit fortemen t dens e dans M . Alor s M- = M pou r j asse z grand . 

Preuve. Pou r l'assertio n (1) , voir le corollaire 4 de [CJ] . Nous ne con -
naissons pas la preuve de l'assertion (2) ; voi r néanmoins [Co4] , le théorème 3 
de [CJ] , ainsi qu e [Ron ] et [Bio] . • 

D'autre part , Haageru p e t Cowlin g ont montr é l e résulta t d e rigidit é 
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suivant: 

Proposition, (i ) Soient Y un résea u dan s Sp(n,l) e t P  u n résea u dan s 
Sp(nf, 1) avec 2 < n < n'. Alor s il n'existe aucun plongement de W*(T') dan s 
W*(T). 

(ii) Soien t GX,G 2 deu x groupes de Li e réels simple s connexes à centre s 
triviaux avec Gx de rang rée l 1 et G2 de rang rée l > 2 ; soit Tj u n réseau dan s 
Gj(j =  1,2) . Alor s il n'existe aucu n plongemen t de W*(r2 ) dan s W /r*(ri). 

Preuve, voi r le §6 de [CH] . • 
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QUESTIONS 

Nous rassemblon s ic i quelque s question s ouvertes , a u moin s pou r nous . 
Certaines on t déj à ét é évoquée s dans les chapitres précédents . 

1.- Calcu l d e constante s d e Kazhdan . (Voi r l e problèm e 1.1 7 e t 
l'appendice d e M. Burger.) 

2.- Exemple s sans groupes de Lie . Nou s ne connaissons aucun exem-
ple d e preuv e qu?u n group e no n compac t possèd e l a propriét é (T) qu i n e 
fasse pa s u n usag e essentie l d e la théorie de s groupes semi-simples e t d e leurs 
représentations. Le s deux questions suivantes constituen t don c le début d'un e 
liste allongeabl e à  volonté. 

(i) L e group e d e Burnsid e 5(2,p ) es t l e quotien t d u group e libr e no n 
abélien F2 à deu x générateur s pa r le s relation s {gP = 1 ; g G  F2}. S i p es t 
impair e t asse z grand , o n sait qu e B(2,p) n'es t pa s moyennabl e [Ady] ; a-t-i l 
la propriét é (T) ?  Signalon s que , comme tous le s groupes d e torsio n d e typ e 
fini, B(2,p) a  la propriét é (FA) d e la définition 6. 3 (voi r l'exemple 1.6.3.1 de 
[Ser]). 

(ii) Soi t T  le groupe d e R.J . Thompson , qui es t u n group e simpl e infin i 
de présentation finie , e t qu i apparaî t comm e un "sous-group e arithmétique " 
du group e de s difféomorphismes d u cercle . E . Ghy s et V . Sergiescu [GS ] ont 
déjà demand é s i T a la propriét é (T). 

3.- (E . Ghys ) —  L a propriét é (T) est-ell e métriqu e ?  Soi t T u n 
groupe d e typ e fini . A  tout ensembl e fin i S d e générateurs de T , o n associe 
une distanc e ds su r T pou r laquell e ds(g,h) es t l a longueur du mot g~xh, 
c'est-à-dire l a longueur minimu m d'une suite ( sx , . . . , sn) d e SUS~l tell e que 
sls2...sn = g~lh. 

On dit que deux espaces métriques (À" , d) e t (F , d) son t quasi-isométriques 

s'il exist e deu x application s <p :  À" —* F , */ ' • Y —± X e t de s constante s À  > 0 , 
s > 0 telles qu e 

d((p(x), <p(x')) < \d(x, x) + e 

d(fl>(y)Ml/))<*d(y,y') + e 

d(ipcp(x),x) < e 

d(<P*l>(y)>y) <  £ 
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pour tou s x,x' G  X e t y,y' G  Y. Exemple : s i Y es t u n group e avec deux 
systèmes finis 5 e t T d e générateurs, le s espaces métriques associés (Y,ds) e t 
(Y,dT) son t quasi-isométrique s (comm e o n le vérifie en choisissan t (p = ip  = 
idr). 

Une propriét é de s groupe s de type fini  es t dit e métrique s i ell e est con -
servée pa r quasi-isométri e [GrV] . Exemples : êtr e de présentatio n finie,  êtr e 
une extension finie de Z, être presqu'abélien, presque nilpotent, presque libre. 
La propriété (T ) fournit-elle auss i u n exempl e ? 

4.- (C . Pittet). Est-i l vra i que tout group e dénombrable se plonge dans 
un groupe discret ayan t l a propriété (T)? 

5.- (F . Paulin) . Existe-t-i l u n group e Y ayant l a propriété (T) te l que 
Out(r) es t infini , c'est-à-dir e te l qu e l e quotien t d u group e de s automor -
phismes de T par le groupe des automorphismes intérieurs d e Y est un groupe 
infini? 

6.- Ca s d e 5p(n, l ) , ave c n  >  2 . Montre r que ce groupe a la propriét é 
(T) san s utilise r l a classification des représentations sphérique s unitaires . 
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APPENDICE pa r M . BURGER 
CONSTANTES D E K A Z H D A N POU R SL3{2) 

Le bu t d e ce t appendic e es t d'annonce r un e précisio n quantitative à  l a 
propriété (T ) pour 5X 3(Z). Le s preuves font l'obje t d'un e rédactio n séparé e 
[Bu2]. Rappelon s que l a propriét é (T ) est équivalent e à  l'assertion suivant e 
(proposition 1.15) : 

soit S  un ensemble fini de générateurs d e SL3(Z);  alor s il existe un nombre 
e >  0  te l que , pou r tout e représentatio n unitair e 7 r de SX3(Z) sans vecteu r 
invariant no n nul , 

(*) nuç H 7 ) í -e | | > e | | í | | 
jes 

pour tou t vecteu r £  de l'espace Hn  de 7r . 

Le résulta t principa l ci-dessou s explicite des exemple s de couple s (5 , e) 
vérifiant l a condition (*) pour le s représentations d e permutation . 

a. L A PAIR E (Z 2 x SL2(Z),Z2 ) 

Nous avon s d'abord besoi n de préciser quantitativemen t l a propriété (T) 
relative d e la pair e (iJ , Z2), o ù H =  Z 2 x $L2(Z)  es t le produi t semi-direc t 
défini pa r l 'action naturell e d e SL2(Z)  su r Z2 ; voi r le s numéros 1.17 , 2. 2 et 
8.6. Pou r énonce r le résultat, nou s introduison s l'invarian t suivant . 

Soit F un e partie d e SL2(Z).  O n pose 

a(F)-- inf sup su p \fi(jB) —  l¿(B)\ 
uEM1 BCP1(R) yEF 

où M1  es t l'espac e de s mesures d e probabilit é su r l a droit e projectiv e réelle 
F 1 ( R ) e t où B parcour t l'ensembl e des boréliens de P1(R). Alor s a(F) es t nu l 
si et seulement s i le groupe engendré par F préserve une mesure de probabilité 
sur FX(IR) , c e qui a lieu si et seulement s i ce groupe est virtuellement cyclique . 

Exemples. O n pose 

n - '\ i et n 'l 0 

1 1 
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On montr e facilemen t que  a(F) > \ s i F =  { n , n } e t qu e a(F) = \ s i 
F =  {n2,ñ2} . 

Enfin, étan t donn é une partie F d e SX2(Z ) e t u n domain e fondamental 
mesurable D pour l'action de Z2 sur R2 , on leur associe dans H = Z2 x SL2(T) 
la parti e 

(**) P = { ( z , 7 ) G  H :  m([x + 7(D)] H £>) ^ 0  et 7  G  F} 

où m es t l a mesure de Lebesgue sur R2 . Avec ces notations, on a la : 

Proposition 1 . Pou r tout e représentatio n unitair e ir de Z 2 * SL2(T) 
sans vecteur Z2-invariant non nul, on a 

sup \\*(s)t - e||2 > 2( 1 - y/1  -  a(F)2 ) Heil2 
5 € P 

pour tou t £  G W^. 

Exemples. (1 ) Si F =  { n , n } e t Z ) = ( - | , | ) 2 , alor s 

P : 
¿ = - 1 , 0 , 1 (i)4(0 

et don c 

m a x H 5 ) ¿ ; - £ | | 2 — ^ - | | £ | | 2 pou r tou t £eHn  . 
2(4 +  ^15) " " 

(2) S i F  =  { n 2 , n 2 } e t D comm e dan s l'exempl e (1) , alor s 

P 
¿ = - 1 , 0 , 1 (¿)4(0H 

et don c 
m a x I K s ^ - Î H 2 >  ( 2 -  ^ ) | | £ | | 2 pou r tou t £  e  Hn 
sep 
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(3) Si F = -fn2,ñ2} et D = (0,1)2, alors 

P 

¿=0,1,2 l (04(GV 
Soit m u n entier , m  >  2 . Alor s H  agi t pa r permutation s su r (Z/raZ)2 , d'o ù 
comme a u chapitr e 8  une représentation cr m de H  dan s l'espac e Wm qui es t 
l'orthogonal de s fonctions constantes dan s £2((Z/raZ)2) . La  représentatio n 
crm n'ayan t pa s de vecteur Z2-invariant no n nul, on a 

max | | i rm(5 )C -a2>(2 -V/3 ) | |e | |2 
a€P 

pour tou t £  G 7im. O n obtient ains i les exemples de (m2,7 , 2  2^)-extenseurs 
de Gabber et Galil  [GG] déj à mentionnés après le numéro 8.9. 

b. LE S RÉSULTAT S POUR L E GROUPE SL3{Z) 

Nous considérons les sous-groupes suivants d e T = SLZ(I): 

R = 
a b 0 S 
c d 0 
0 0  1 , 

e r a b 
Kc d/ e SL2(2) 

1 0  xx 
0 1  x2 
0 0  1 

6 r xl 
x2 

G Z2 > 

A 
' 1  0  0 

0 1 0 
^ X ̂  

G r *(»1,x2) G  Z 2 

Ainsi R  normalis e A+  e t J 4_. Le s groupes RA+  e t iL4 _ son t isomorphe s à 
Z2 X  SL2(T)  vi a des isomorphismes définis par 

f g x' 

0 0  1 , 
(x,g) 

f o ^ 
9 0 
*x 1  , 

(-tg-1x,tg-1 
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oh x G Z2 et a G SLJ2). 

Construction d e S. Soien t F un e parti e d e SL2(Z) e t D u n domaine 
fondamental pou r l'action de Z2 sur R2 ; on définit P  C  Z2 x SL2(2) pa r (**) 
comme plus haut. O n pose S+ = <pl}(P) e t S = S, U  S_. 

Exemples. ( 1 ) S i F = {n,n} e t D =  (—§,§)2 , alor s S es t l'ensemble 
des matrices 

f 1  1  y 
0 1  0 

^ 0 0  1 . 

1 0  0 

1 1  ¿ 
0 0  1 

( ¿ =  - 1 , 0 , 1 ) 

et de s inverses de leurs transposées ( | 5 | =  1 2 ) . 

( 2 ) S i F = {n2,n2} e t D = (— \, i )2, alor s S es t l'ensemble des matrices 

' 1  2  j -
0 1  0 

V0 0  1 , 

' 1 0  0 ' 

2 1  J 
. 0 0  1 , 

( ¿ =  - 1 , 0 , 1 ) 

et de s inverses de leurs transposées . 

Remarquons qu e le s sous-groupe s A+ e t A_ engendren t SX3(Z) . S i 7 r 
est un e représentation unitair e d e 5X3(Z ) dan s u n espac e de Hilbert 7-^ , on 
définit V + comme étan t l e sous-espace de de s vecteurs A+ -invariants, e t 
de même pour V_ . S i ni V+ n i V_ n'est rédui t à  { 0 } , o n définit le "cosinus de 
leur angle " comme étant 

BII sup 
7+ G V+ e t r]_ e V_ 

Re(t]+\rj_) 

\M\ 11«/- Il ' 

Avec ces définitions et ce s notations, notre résultat principal s'énonce comme 
suit. 

Théorème. Soi t it une représentation unitair e d e SL3(I) dan s un espace 
de Hilbert Hx. 

(i) S i V+ ± { 0} e t V_ ^ { 0 } , on a 

sup|H5)£-£| |2 
ses 

2 - 2 -
[a(F)(l-ßn)y 

L 2 
lien2 
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pour tou t £  G  Tï-.. 

(ii) S i V, =  {0 } o u si V_ = { 0 } , o n a 

s u p | W S ) £ - £ | | 2 

ses 2-2y/l-a(F)*\ lief 
pour tou t £  G W^. 

Remarque. L'assertio n (ii ) résulte immédiatemen t d e la proposition 1. 

Dans le cas où 7 r es t d e dimension finie, nous savons majorer /3n comm e 
suit. Dan s c e cas , o n sai t [Ste ] qu'i l exist e u n entie r N > 2  te l qu e 7 r s e 
factorise à  travers IYiV) , où 

T(N) = { 7 G 5£ 3 (Z) :  7  = Id(mocUV) } . 

Définissons Nw comm e le plus petit entie r pou r lequel n a  cette propriété . 

Proposition 2. Soi t 7 T une représentation unitair e irréductible de SL3(Z) 
de dimension finie, distincte d e la représentation unité . Alor s 

A . 
i 

où nn es t le  produit de s facteurs premier s distinct s d e Nv. 

On obtient don c que, si 7 r est une représentation irréductibl e unitaire non 
triviale d e dimension finie de 5L(3,Z ) dan s W f f e t s i S es t l'ensembl e défini 
dans l'exemple (2), alors 

max 
ses lien 2 - 2 -m' 1/2 

pour tou t £  G Ti„. Remarquon s que le membre de droite excède toujour s 

1 
4 i — î -
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On peu t auss i obteni r de s estimations pou r certaine s représentation s d e di-
mension infinie: 

Proposition 3 . Soi t T  un sous-group e d'indice infini dan s 5L(3,Z ) e t 
soit 7 r l a représentatio n régulièr e d e SX(3,Z ) dan s £2(SL(3,Z)/T) . Alor s 
/ 3 = 0 . E n particulie r o n a 

max 
ses lien 

1 

[8 +  2VT5]1/ 2 

1 
4 

où 5  es t l'ensemble défini dans l'exemple (2) . 

Exemple. Soi t g une représentation irréductibl e non triviale de SL(3, R ) 
dans un espac e vectoriel réel V d e dimension finie n. Choisisson s une base de 
V tell e que £>(5L(3,Z) ) C  SX(n,Z) . O n obtien t ains i un e actio n (ergodique) 
de 5L(3 , Z ) su r le tore Tn = Rn/Zn et une représentation unitair e de SX(3 , Z ) 
dans 

H / G  £2(Tn ) 
Tn 

f(x)dm(x) =  o ) 

qui, vi a transformation d e Fourier, est équivalente à une somme de représenta -
tions du type considér é à la proposition 3. O n en déduit qu e 

max | | / O 0 ( 7 ) - / | | 2 
7 1 <- > [8 +  2 ^ i 5 ] 1 / 2 11/1,2 

pour tout e fonctio n /  G  C2(Tn) tell e que  fTn f(x)dm(x) =  0 . 
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RÉSUMÉ 

Un group e localement compac t G  a  l a propriét é (T) d e Kazhda n s i l a 
représentation unit é d e G défini t u n poin t dan s l e dua l unitair e G qu i es t 
isolé pour l a topologi e d e Fell . Cett e propriét é a  plusieur s conséquence s sur 
la structure d e G , tell e qu e d'être compactemen t engendré. L a plupart  de s 
exemples connus de groupes ayant la propriété (T), tels que SL3(R) e t SX 3 (Z) , 
sont e n relation étroit e ave c les groupes de Lie simples de rangs déployé s au 
moins deux et ave c leurs réseaux . Nou s exposons cec i dan s le s chapitres 1  à 
3. Le s exemples Sp(l,n) d e rang rée l un (ave c n > 2), dus à  Kostant e t plu s 
délicats à montrer, fon t l'obje t du chapitre 9. 

La propriét é (T ) es t équivalent e à  un e propriét é d e poin t fix e pou r les 
actions isométrique s su r de s espace s de Hilber t affines , ains i qu' à plusieur s 
conditions su r le s fonctions de types positi f e t négatif , due s à  Guicharde t e t 
Delorme (chapitre s 4  et 5) . Nous exposons auss i plusieur s application s de la 
propriété (T ) à diverses actions de groupes (chapitre 6) , à des problèmes de 
mesures finiment additives sur les sphères (chapitre 7, résultats de Rosenblatt, 
Margulis et Sullivan), et à  des graphes expansifs (chapitre 8, résultats de Mar-
gulis). LT n dernier chapitr e 1 0 indique brièvement quelques liens intéressants 
avec les algèbres d'opérateurs . 
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ABSTRACT 

A locall y compac t grou p G ha s propert y (T ) o f Kazhda n i f th e uni t 
representation of G is an isolated point o f the unitary dual G with respect t o 
the Fel l topology. Thi s property has severa l consequences on the structur e of 
G, suc h as tha t o f being compactly generated. Mos t o f the know n examples 
of group s with propert y (T) , such as SX 3 (R) an d SX 3 (Z) , ar e linked up wit h 
simple Lie groups having split rank at leas t two and with their lattices. Thes e 
facts ar e expose d in Chapters 1  to 3 . Th e examples 5p( l ,n) o f real rank one 
(with n > 2) , due t o Kostan t an d mor e delicat e t o establish , ar e give n in 
Chapter 9 . 

Property (T ) i s equivalen t t o a  fixed  poin t propert y fo r isometri c ac -
tions o n affin e Hilber t spaces , a s wel l as t o variou s condition s on function s 
of positiv e and negativ e type , du e t o Guicharde t an d Delorm e (Chapters 4 
and 5 ) . W e show several application s o f property (T ) concerning actions of 
groups on various spaces (Chapte r 6) , problems about finitely  additiv e mea-
sures o n sphere s (Chapte r 7 , result s o f Rosenblatt, Marguli s an d Sullivan) , 
and expandin g graph s (Chapte r 8 , results of Margulis). Finally , Chapte r 1 0 
indicates briefly fruitful connection s with operato r algebras . 
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