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INTRODUCTION

En 1967, D. Kazhdan a ouvert avec sa propriété (') un nouveau chapitre
dans I’étude des groupes localement compacts et de leurs représentations

[Kaz).

En avril-mai 1987, le Troisieme Cycle Romand de Mathématiques a or-
ganisé 3 Berne un “Séminaire Suisse” sur le sujet du titre. En voici des notes,
a quelques compressions et développements prés. Nous avons adopté le plan
suivant.

Définition de Kazhdan et premiéres conséquences (chapitre 1).
Exemples (chapitres 2, 3 et 9).

Définitions équivalentes de la propriété (T') (chapitres 4 et 5).
Applications (chapitres 6, 7 et 8).

Liens avec les algebres d’opérateurs (chapitre 10).

Les participants au séminaire nous ont beaucoup aidé par leurs questions
et commentaires. Merci en particulier & N. A’Campo, J-P. Anker, E. Ghys,
T. Giordano, E. Granirer, P. Jolissaint. Une mention spéciale pour M. Burger
pour ses multiples remarques, pour nous avoir montré ’argument de Fursten-
berg prouvant que SL;(R) est un groupe de Kazhdan (théoréme 2.4), et pour
I’appendice qu’il a bien voulu adjoindre a notre texte.

Nous tenons a exprimer fortement notre gratitude a J-P. Serre. D’abord
pour ses exposés sur le sujet qui nous ont beaucoup appris. Ensuite pour une
lecture généreuse d’'une premiére rédaction de ce texte, et pour de nombreuses
suggestions de corrections et autres améliorations. Enfin et surtout pour des
résultats, inédits jusqu’ici, résolvant des problemes posés dans la premiére
rédaction: ces résultats apparaissent aux numéros 2.11 et suivants, 3.17 et
6.24; les premiers montrent en particulier qu’il existe des groupes de Kazhdan
a centres infinis.

Les deux auteurs remercient chaleureusement Mesdames N. Aelst et
M. Muller, respectivement du Secrétariat du Département de Mathématique
de I’Université Libre de Bruxelles et de Geneve, pour le soin et la patience
qu’elles ont consacrés a la frappe des versions successives de notre manuscrit.

Le second auteur bénéficiait durant ’élaboration de ce travail d’'un man-
dat de chargé de recherches au Fonds national belge de la Recherche scien-
tifique.
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CHAPITRE 1
DEFINITIONS ET PREMIERES CONSEQUENCES

Les groupes localement compacts qui apparaissent ici sont toujours sup-
posés d base dénombrable, c’est-a-dire métrisables et dénombrables & linfini
(voir [BTG], page IX.21); en particulier, les groupes discrets sont ici dénom-
brables. Les exemples principaux de tels groupes localement compacts sont
les groupes de Lie réels avec un nombre fini de composantes connexes, les
groupes algébriques sur les corps locaux, et leurs sous-groupes discrets. Rap-
pelons qu’un corps local F est un corps commutatif localement compact non
discret; si F est de caractéristique nulle, on sait que c’est le corps des réels,
celui des complexes, ou une extension finie d’un corps p-adique; si F est de
caractéristique non nulle, c’est un corps de séries formelles sur un corps fini
(voir [BAC], chap. 6, §9, n°3).

Une représentation m d’un groupe localement compact G est ici une
représentation fortement continue de G par des opérateurs unitaires sur un es-
pace de Hilbert , noté H _ si nécessaire. Sauf mention expresse du contraire,
les espaces de Hilbert considérés ici sont complezes (pourtant, aux chapitres
4 et 5, il est parfois commode d’introduire des espaces réels). Si U/ (H) désigne
le groupe des opérateurs unitaires sur H, une représentation de G est donc
un homomorphisme 7 : G — U(H), et la continuité forte de 7 équivaut & la
continuité de P’application G x H — H associée.

Rappelons qu'un vecteur unité dans H est un vecteur de norme 1.

1.- Définitions. Soit 7 : G — U(H) une représentation. Etant donné
un nombre £ > 0 et une partie compacte K C G, on dit qu’'un vecteur unité
& € H est (e, K)-invariant si

sup{||7(g)§ — ¢l g€ K} <e.

On dit que 7 posséde presque des vecteurs invariants si, pour tout (g, k),
il existe un vecteur unité (e, K)-invariant. On dit enfin que 7 possede des
vecteurs invariants non nuls s’il existe n € H avec n # 0 et 7(g)n = n pour
tout g € G.

2.- Exemples. La représentation réguliere A\g : R — U(L2(R)) de la
droite réelle posséde presque des vecteurs invariants. En effet, soient € > 0 et
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K C R une partie compacte. On a K C [—c,c| pour c assez grand. Choisissons
deux nombres a < b et posons £ = (b — a)~1/2x, ou x désigne la fonction
caractéristique de [a, ] et ot le facteur (b—a)~1/2 fait de £ € £2(R) un vecteur
unité. Alors |[Ag(t)€ — €]|2 < 2% dés que |t| < c, donc £ est (e, K)-invariant
sib—a > 2ce2.

En revanche Ay ne posséde aucun vecteur invariant non nul. Plus généra-
lement, si la représentation réguliére gauche A, : G — U(L2(G)) d’un groupe
localement compact G posséde un vecteur invariant non nul, alors G est de
mesure de Haar finie, et par suite G est compact ([BI], chap. 7, §1, n°2).

De méme, la représentation réguliere A\, d’un groupe infini G du type
R™ @ Zm possede presque des vecteurs invariants mais ne posséde pas de
vecteur invariant non nul. Ceci vaut plus généralement pour un groupe G
moyennable (par exemple abélien) non compact. En fait, 'une des nom-
breuses définitions possibles de la moyennabilité de G demande que A, posséde
presque des vecteurs invariants: voir le théoreme de A. Hulanicki (théoréme
7.1.8 de [Zim)).

3.- Définition [Kaz]. Un groupe localement compact G possede la
propriété (T'), ou est un groupe de Kazhdan, si toute représentation de G' qui
posséde presque des vecteurs invariants posséde des vecteurs invariants non
nuls.

4.- Remarque sur les espaces séparables. Soit 7 : G — U(H) une
représentation ou G est comme plus haut et o H n’est pas séparable. Pour
tout vecteur { € H, le sous-espace fermé 7, de H engendré par 7(G)¢ est
invariant par G. Comme G est & base dénombrable, H, est séparable. Une
application du lemme de Zorn montre que H est somme directe (au sens
hilbertien) d’une famille de sous-espaces séparables invariants par G.

Il en résulte qu’on ne changerait pas la définition 3 en remplagant “repré-

sentation” par “représentation dans un espace de Hilbert séparable”.

5.- Exemples banals. (i) Le groupe R ne posséde pas la propriété (T').
Plus généralement, un groupe moyennable non compact ne possede pas la
propriété (7).

(ii) Tout groupe compact est un groupe de Kazhdan.

Preuve. L’assertion (i) est une reformulation du numéro 2 ci-dessus.
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Pour (ii), considérons un groupe compact G et une représentation 7 : G —
U(H) qui posséde presque des vecteurs invariants. Il existe donc £ € H avec

€]l =1 et
sup{||m(9)¢ - €|l : g € G} < 2'/2.

Pour g € G, on écrit m(g)§ = A,§ +n, ol A, est un nombre complexe et olt
7, est un vecteur perpendiculaire & {. Comme 7 est unitaire ||7(g)¢ —£||2 =
2(1 - Re),), donc ReA, > 0 par hypothése. Posons 7 = Jo 7(g)édyg; alors

Re ({|n) = /G(Re Ag)dg >0

et en particulier n # 0. Vu l'invariance de la mesure de Haar, le vecteur 7 est
invariant pour 7. m|

6.- Proposition. Soit ¢ : G — H un homomorphisme continu d’image
dense. Si le groupe G possede la propriété (T') alors H la posséde aussi.

Preuve. Soit 7 : H — U(H) une représentation qui posséde presque
des vecteurs invariants. Alors mp : G — U(H) en possede aussi. Si G a la
propriété T, il existe un vecteur unité de H invariant par 7(¢(G)), donc aussi

par 7(p(G)) = n(H). m|

7.- Proposition. Soit G un groupe de Kazhdan.

(i) Tout homomorphisme continu de G’ dans un groupe moyennable a une
image relativement compacte.

(ii) Tout homomorphisme continu de G' dans R™ ou Z" est banal.

(iii) Le groupe G est unimodulaire.

(iv) Le groupe abélien G/(G,G) est compact. En particulier, si G est
discret, le groupe G/(G,G) est fini.

Preuve. L’assertion (i) résulte des deux numéros précédents. Les autres
assertions sont des cas particuliers de (i). m]

8.- Remarques. Concernant 1’assertion (ii) de la proposition, R. Alperin
a montré que tout homomorphisme d’un groupe de Kazhdan dans 7" est
continu, donc banal [Alp].
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Dans (iv), on désigne par (G,G) le sous-groupe de G engendré par les
commutateurs ghg—l1h~1 avec g,h € G, et la barre indique ’adhérence. 1l
y a des cas ol (G, Q) est automatiquement fermé: par exemple si G est un
groupe de Lie réel connexe et s’il existe un homomorphisme continu injectif
de G dans GL,,(C) pour un entier m convenable. En particulier, (G,G) est
fermé dans G si G est un groupe de Lie réel connexe qui est soit résoluble et
simplement connexe, soit réductif (voir le n°XVIIL.4 de [Hoc|). Toutefois, il
existe un groupe de Lie réel connexe nilpotent G' de dimension 4 dans lequel
(G,G) n’est pas fermé (voir [BLi|, exercice 6, page 276).

Il résulte de l’assertion (ii) qu’un groupe libre non réduit & un élément
n’a pas la propriété (T'); un tel groupe est groupe fondamental d’une surface
ouverte. De méme, il résulte de (ii) que le groupe fondamental d’une surface
close orientable de genre g > 1 (ou non orientable de genre g > 2) n’a pas la
propriété (T'), puisque ’abélianisé d’un tel groupe est isomorphe a 729 (ou a
(2)22) ® 79-1).

L’assertion (ii) implique en particulier que le groupe de cohomologie
H1(G,R) est réduit a zéro. Il est naturel de demander plus généralement
quand Hi{(T',R) = 0, ot on écrit provisoirement I' plutdt que G. Le probleéme
a été étudié par Garland, Casselman, puis Borel et Wallach, lorsque I' est
un sous-groupe discret cocompact irréductible du groupe des F-points d’un
groupe algébrique semi-simple G défini sur un corps local non archimédien
F: on montre dans ce cas que Hi{(I',R) = 0 pour ¢ # 0,[, o [ est le F-rang
de G. Voir [Gar], ainsi que le théoréme 2.6 et la proposition 3.7 au chapitre
XIII de [BW]. Notons toutefois que la cohomologie ne s’annule pas dans les
mémes dimensions lorsque F est archimédien: nous donnons au n°3.18 un
exemple d’un sous-groupe discret cocompact I' d’un groupe de Lie simple réel
de R-rang strictement supérieur & 2, tel que H2(I',R) # 0.

9.- Proposition. Soit 1 — G; — G — G, — 1 une suite exacte de
groupes localement compacts et homomorphismes continus.

(i) Si G, et G, sont des groupes de Kazhdan, il en est de méme de G.

(ii) Si G est produit direct de G, et G,, alors GG est de Kazhdan si et
seulement si G, et G, sont de Kazhdan.

(iii) On suppose les groupes G,G, et G, discrets. Si G; et G, ont la
propriété qu’aucun de leurs sous-groupes autres que {1} n’est un groupe de
Kazhdan, alors G a la méme propriété.
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Preuve. Notons d’abord que le morphisme de G sur G, est strict, parce
que G est dénombrable & I'infini ([BTG]|, page IX.55, prop. 6). Il en résulte
qu’une représentation de G constante sur G, se factorise en une représentation

de G,.

Pour (i), on considére une représentation 7 : G — U(H) qui posséde
presque des vecteurs invariants. Notons K le sous-espace de H des vecteurs
invariants par G;. Comme G, est un groupe de Kazhdan, K n’est pas réduit a
{0}. Comme G, est normal dans G, ’espace K est invariant par G. Il n’est pas
possible que la représentation de G' dans ’orthogonal K1 posséde presque des
vecteurs invariants (sinon il y aurait dans K1 des vecteurs non nuls invariants
par G, contrairement & la définition de K). Par suite la représentation de
G dans K posséde presque des vecteurs invariants. Cette représentation se
factorise en une représentation de G,, qui est un groupe de Kazhdan. Ainsi
K contient des vecteurs invariants par G,, et donc aussi par G tout entier.

L’assertion (ii) résulte de I’assertion (i) et de la proposition 6.

Enfin, dans les hypothéses de (iii), considérons un sous-groupe H de G.
Si Iimage de H dans G, n’est pas réduite a un élément, la proposition 6
montre que H n’est pas un groupe de Kazhdan. Sinon H est un sous-groupe

de G, et n’est donc pas non plus de Kazhdan. |

Notons que la réciproque de ’assertion (i) n’est pas vraie, car un sous-
groupe fermé normal d’un groupe de Kazhdan n’a pas forcément la propriété
(T'). Ainsi le produit semi-direct R3 x SL;(R) a la propriété (T') — cest la
proposition 2.10 ci-dessous — alors que le groupe abélien non compact R3 ne
I’a pas.

L’assertion (iii) s’applique entre autres aux suites exactes o G, et G,
sont des groupes libres. C’est par exemple ainsi qu’on montre que, pour tout
entier n > 1, le groupe d’Artin des tresses colorées & n brins n’a aucun sous-
groupe autre que {1} qui ait la propriété (T); ce groupe est en effet une
extension successive de groupes libres; voir [GH].

10.- Lemme. Soit G un groupe localement compact.

(1) Pour que G soit & génération compacte, il faut et il suffit que, pour
toute suite emboitée G; C ... C G, C G, C ... de sous-groupes ouverts de
G recouvrant G, on a G = G,,, pour m assez grand.

(i) Si G est un groupe de Kazhdan, alors G posseéde les propriétés de
Passertion (i).
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Preuve. Rappelons d’abord qu’un sous-groupe ouvert H de G est aussi
fermé, car G — H est réunion des ouverts gH lorsque g décrit G — H.

(i) Pour montrer la nécessité, on suppose G engendré par une partie com-
pacte K et on se donne une suite emboitée (G,,),»; de sous-groupes ouverts
de G recouvrant G. Comme ((G,,;, —G,)NK),, est un recouvrement ouvert
du compact K, on a K C G,, et a fortiori G = G,,, pour m assez grand.

Montrons la suffisance. Comme G est dénombrable & Dinfini, il existe
une suite U; C U, C ... de voisinages compacts de 1 qui recouvrent G (voir
[BTG], page 1.68). Pour n > 1, notons G,, le sous-groupe de G engendré par
U,,.. Comme U, est un voisinage de 1, le sous-groupe G, est ouvert dans G.
Sila seconde condition de (i) est satisfaite, alors G = G, pour m assez grand,
de sorte que G est engendré par le compact U,,.

(ii) Soit (G,,),>; une suite emboitée de sous-groupes ouverts de G recou-
vrant G. On va montrer que G = G,,, pour m assez grand.

Pour tout n > 1, ’espace quotient G/G,, est un espace discret dénombra-
ble (car G est a base dénombrable). On le munit de la mesure qui compte les
points. On note £2(G/G,,) 'espace de Hilbert des fonctions de carré sommable
pour cette mesure, {, € £2(G/G,) la fonction caractéristique du point base,
et m la représentation quasi-réguliére de G' dans £2(G/G,,). Soit 7 la somme
directe des m,,.

Alors m posséde presque des vecteurs invariants. Soit en effet K un
compact de G. Le recouvrement (G,,; — G,),>; étant ouvert, K C G, et

donc sup i [|7(9)€, — &, || = 0, pour p assez grand.
Comme G a la propriété (T'), il existe un vecteur non nul

ne PeE(G/G,)

n>1

invariant par G. Soit g un entier tel que la projection 7, de n sur £2(G/G)
ne soit pas nulle. Alors 7 (G)n, = n,. En d’autres termes, la fonction
n, + G/G, — C est constante. Comme elle est aussi de carré sommable,

'ensemble G /G, est fini. Comme G est la réunion des G,,, il existe un entier
m>qtelqueG=G,,. O

L’affirmation & retenir du lemme 10 s’énonce comme suit.

10
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11.- Théoréme. Tout groupe de Kazhdan est compactement engendré.
En particulier, un groupe de Kazhdan discret est de type fini.

Le théoréme précédent est un outil essentiel pour montrer que tout réseau
dans un groupe de Lie réel connexe semi-simple est de type fini. Voir le
corollaire 3.2 ci-dessous, ainsi que les remarques 6.18 et 13.21 de [Rag]. En
revanche, les exemples de Gromov (voir la fin de notre chapitre 3) montrent
qu’un groupe discret de Kazhdan n’est pas toujours de présentation finie.

12.- Remarque. Le lemme 10 ou le théoréme 11 impliquent aussi que
certains groupes n’ont pas la propriété (T'). Par exemple

SLy(Q) = U SLyg(Z[1/N])

N>1
n’a pas la propriété (T').

Plus généralement, soit G un groupe algébrique linéaire sur @ de dimen-
sion au moins 1 (par exemple SL,, avec n > 2). Comme on peut montrer que
le groupe G(Q) des points rationnels de G n’est pas de type fini, ce groupe
n’a pas la propriété (T'). Ceci reste valable quand on remplace @ par un
corps global quelconque K (c’est-a-dire un A-corps, ou corps adélisable, au
sens de Weil [Wei]; en caractéristique nulle, K est un corps de nombres; en
caractéristique finie, I est une extension de degré de transcendance 1 d’un
corps fini).

Notons Ay I’anneau des adéles de K. (Par exemple Ag est ’anneau des
suites (a,),epyu {oo} OU P désigne ’ensemble des nombres premiers, avec a,
dans le corps @, des p-adiques pour p € P et a,, € R, et a, dans ’anneau z,
des entiers p-adiques pour presque tous les nombres premiers. La topologie
convenable fait de Ag un anneau localement compact dans lequel Q se plonge
comme sous-anneau discret co-compact. Voir [Rob], [Wei].) Alors on peut
montrer que le groupe G(A) des points adéliques de G n’a pas non plus la
propriété (T').

13.- Rappel sur la topologie de Fell [Fel], [Fe2]. Soit & nouveau G
un groupe localement compact. Notons G ’ensemble des classes d’équivalence

de représentations de G dans des espaces de Hilbert séparables et G lensemble
des classes d’équivalence de représentations irréductibles de G; comme G est

4 base dénombrable, G est un sous-ensemble de G (voir la remarque 4). On
dit que G est le dual unitaire de G.

11
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Il existe sur G (et donc sur @) une topologie dont la découverte est
due a Fell et qu'on peut définir comme suit. Etant donné une (classe de)

représentation 7 € G, une partie compacte K de G, un nombre réel ¢ > 0
et des vecteurs orthonormaux ¢,,...,§, € H,, on note V(m; K,¢,§;,...,¢&,)

I’ensemble des représentations o € G telles qu’il existe des vecteurs orthonor-
maux 7,,...,1, € H, avec

sup |<77i|‘7(9)77j> - <Ei|7r(g)£j>| <e 1<4,j<n.
geK

On munit alors G de la topologie pour laquelle, pour tout 7 € é, les en-
sembles V(7;...) constituent une base de voisinages de m. On note m; la
représentation unité de G, définie par 7y(g) = 1 € U(C) pour tout g € G.

Une représentation m# € G possede presque des vecteurs invariants si et seule-
ment si la représentation unité 7, est dans ’adhérence de w. (Attention: la

relation 7, C {7} n’implique en général pas que 7 € {71'0}, car {m,} est fermé
dans G' ! D’autre part, méme lorsque les points de G sont tous fermés (voir
[Dix], numéros 13.9.4, 13.11.12 et 4.7.15), un point de G peut ne pas étre
fermé dans G.)

14.- Proposition. Soit G un groupe localement compact. On conserve
les notations du n°13. Les propriétés suivantes sont équivalentes:

(i) G a la propriété (T') au sens de la définition 3.

(ii) I existe un voisinage V de m, dans G tel que toute représentation m
dans V a des vecteurs invariants non nuls.

(iii) La représentation unité m, est un point isolé de G.
(iv) II existe une représentation irréductible de dimension finie de G' qui

est un point isolé de G.

(v) Toute représentation irréductible de dimension finie de G est un point
isolé de G.
Preuve. Montrons I'implication (iii) == (i), en suivant [DK]. On con-

sidere d’abord un voisinage basique de 7, dans G dont Iintersection avec G
est réduite & {m,}; en d’autres termes, on considére une partie compacte K
de G et un nombre £ > 0 tels que, si

.y ~ . il existe un vecteur unité n € H, tel que
ViK.e) = {" €C ¢ |logm) — 1] < e pour tout g€ K J

12



DEFINITIONS

alors V(K,e) N G = {my}. On suppose de plus que ¢ < 1, et on note 6 un
nombre positif tel que |1 — w| < ¢ pour tout nombre complexe w satisfaisant
|lw|<1letl—Rew <6.

Soit 7 € G une représentation qui poss‘e(ie presque des vecteurs invariants,
c’est-a-dire telle que 7, soit adhérent a {w}. La théorie de la réduction (voir
le théoréme 8.5.2 de [Dix]) montre qu’il existe un espace borélien standard Z,
une mesure positive bornée p sur Z, un champ mesurable z — H, d’espaces de
Hilbert sur Z et un champ mesurable z — 7_ de représentations irréductibles
de G dans les H, tels qu’on puisse identifier la représentation = a 'intégrale

directe fZGB 7, du(z). Comme 7 € V(K §), il existe un vecteur unité

E= fZE;B €.du(z) tel que |(€|m(g)€) — 1| < 6 pour tout g € K. On pose
Z,={z€ Z:£, #0}; c’est un borélien dans Z, et u(Z;) > 0 car { # 0.

Quitte a remplacer &, par ,/||€.]| et d,(2) par ||€.]|?du(z) aux points
z € Z; (ce qui ne change pas la classe d’équivalence de l'intégrale directe
des 7_), on peut supposer |[(.|| = 1 si 2z € Z, et £, = 0 sinon; la relation
z)s I PP z 1 z )
II€1? = le II€,]|2du(z) = 1 restant vraie, on doit alors supposer u(Z,) = 1.
Avec ces normalisations, la condition sur £ s’écrit

[ {elno) - 1)auta)] < 5

pour tout g € K, de sorte que

| (1 -Re (im0 }au) < 5

pour tout g € K. Il existe donc une partie mesurable Z, dans Z, telle que
w(Zy) > 0 et telle que

0<1-Re <€z|7rz(g)£z> < 6
pour tout z € Z,. Par définition de 6, on a aussi

(€. 7. (9)¢.) =1 < e,

ou encore 7, € V(K,¢) pour tout z € Z,. Ceci implique 7, = m, pour tout
z € Z,. 1l en résulte que [ 2 H,dp(z) est un sous-espace de H, non réduit &
zéro dont tous les vecteurs sont fixes par .

13
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L’implication (i) = (ii) est démontrée a la proposition 15.i ci-dessous.
Pour plus de détails et pour 1’équivalence des conditions (i) & (iii), nous ren-
voyons a [DK]. Pour I’équivalence de ces conditions avec (iv) et (v), nous
renvoyons a [Wa2]. a

En principe, on peut donc décider si un groupe a ou n’a pas la propriété
(T') en étudiant la topologie de son dual unitaire G. Mais cette étude est
notoirement difficile en général — voir par exemple [Clo] et [Tad] pour une
mise au point dans le cas d’un groupe réductif. En fait, I'une des forces
de ’approche de Kazhdan est précisément qu’elle permet souvent de décider

qu’un groupe G a ou n’a pas la propriété (T') sans déterminer son dual G.

En termes de la topologie de Fell, on peut reformuler la définition 3
comme suit.

15.- Proposition. Soit G un groupe localement compact engendré par
une partie compacte K.

(i) Si G a la propriété (T), il existe un nombre € > 0 tel que toute
représentation 7 : G — U(H) qui posséde un vecteur unité (&, K)-invariant
posséde un vecteur invariant non nul.

(ii) On suppose qu’il existe un nombre &’ > 0 tel que toute représentation

irréductible 7 € G possédant un vecteur unité (¢’, K)-invariant soit équiva-
lente & la représentation unité 7,. Alors G a la propriété (T').

Preuve. (i) Supposons que l’assertion ne soit pas vraie, et montrons
qu’on aboutit a une contradiction. Pour tout entier n > 1, notons K,
Pensemble compact formé des produits g, g, ... g,, avec les g; dans K UK ~1.

Ainsi G =U,,5; K,

Pour tout entier n > 1, on peut choisir vu I’hypothése une représentation

w, : G — U(H,,) sans vecteur invariant et un vecteur unité {,, € H,, avec

. €
sup{[|7,(9)€, —&all 19 € K} < — .
Cette inégalité implique
€
sup{”ﬂ’n(g)gn - €n“ ‘g€ Kn} < ; .

Par suite la somme orthogonale 7 = @, 5,7, possede presque des vecteurs
invariants. Le groupe G ayant la propriété (T), il existe n = (n,,),,>; avec

14
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7(G)n = 1. On choisit un entier n > 1 avec 7,, # 0. Alors 7,, € H,, est
invariant par 7, (G), en contradiction avec le choix de =,,.

L’assertion (ii) résulte de I'implication (iii) = (i) de la proposition 14.
O

Dans la premiére assertion de la proposition précédente, on peut affirmer
de plus qu’il existe un vecteur invariant proche d’un vecteur unité (e, K)-
invariant donné. On obtient ainsi I’énoncé suivant.

16.- Proposition. Soit G un groupe de Kazhdan engendré par une
partie compacte I et soit 6 un nombre tel que 0 < § < 2. 1l existe un nombre
€ > 0 avec la propriété suivante: pour toute représentation # : G — U(H)
qui posséde un vecteur unité (e, K')-invariant { € H, il existe un vecteur unité
n € H invariant par G tel que |[n—¢|| < é (en particulier ||w(g)é—¢|| < 26 pour
tout g € G.

Preuve (d’apres une idée de M. Burger). Soit a un nombre strictement
positif tel que toute représentation de G' possédant un vecteur unité (a, K)-
invariant posséde aussi un vecteur unité invariant (proposition 15). On pose
e = 1aéb. Soit 7 : G — U(H) une représentation possédant des vecteurs unité
(g, K)-invariants. Notons H le sous-espace de H formé des vecteurs invariants
par G et H, son complément orthogonal; ainsi H, # {0} par hypothese sur
a. On écrit ¢ = (,+(; la décomposition d’un vecteur dans H = H, & H,.

Soit £ € H un vecteur unité (¢, K)-invariant. Si §; = 0, il n’y a rien &
montrer. Sinon, on a

& _
e - el = e Tl

pour tout g € K. Comme H, n’a pas de vecteur invariant non nul, on a

lrae-el <

6
>a donc 3> 1€41] -

£
1€

Notons que £, # 0, et posons n = ” . Alors

In=&ll < =&l + IE=&ll = 1 = €]l + 1€ =&l
<20€=&oll = 2|1€, 11 < 6

15
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et la preuve est achevée. O

17.- Probléeme ouvert. Les notations étant celles de la proposition
15, il serait intéressant de connaitre des estimations pour ¢ dans des cas
particuliers. Exemples faciles: si G est le groupe cyclique d’ordre n et si
K est réduit & un générateur, le plus grand nombre possible est donné par
€ = 2sin(n/n). Si G est fini et si G = K, alors € > V/2; voir I’exemple 5.ii
ci-dessus. Si G = (a,b| a2 = b2 = (ab)® = 1) est le groupe diédral d’ordre 2n
et si K = {a,b}, on obtient £ = 2sin(7/2n).

Parmi les rares travaux que nous connaissons pouvant conduire & des
estimations de ¢ pour des groupes infinis, mentionnons la these de M. Burger
(voir la proposition 1 de [Bul]) et l’appendice au présent travail.

Voici une variation sur le méme théme, abordée dans cet appendice. On
considére le groupe G = SL;(Z) et 'ensemble générateur K formé (par ex-
emple) des 12 matrices qui different de 1 par un seul coefficient non diagonal
valant 1. On demande d’estimer le plus grand nombre £, > 0 ayant la pro-
priété suivante: toute représentation de dimension finie 7 : G — U(H) qui
posséde un vecteur (e K )-invariant posseéde aussi un vecteur invariant. On
sait qu’une telle représentation se factorise par un quotient fini de SL,(Z) —
voir par exemple [Ste].

18.- Propriété relative [Mad4]. Soient G un groupe localement com-
pact et H un sous-groupe fermé de G. Les conditions suivantes sont équivalen-
tes.

(i) Toute représentation de G qui posséde presque des vecteurs invariants
(par G) possede des vecteurs non nuls invariants par H.

(i1) I1 existe un voisinage V de m, (notation du n°14) dans G tel que toute
représentation dans V ait des vecteurs non nuls invariants par H.

(iii) Il existe un voisinage V' de 7, dans le dual G de G tel que toute
représentation dans V' soit constante sur H(i.e. vérifie 7(h) = 1 pour tout
he H).

Si ces conditions sont satisfaites, on dit que la paire (G, H) possede la
propriété (T'). Margulis a tiré parti de cette notion dans [Mal] et [Ma4]. Pour
des exemples non banals de paires (G, H) qui possédent la propriété (T'), voir
ci-dessous le n°2.2 et la remarque 2.9.v.
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CHAPITRE 2
PRINCIPAUX EXEMPLES: GROUPES DE LIE

Dans ce chapitre, nous montrons d’abord que SL,(R) a la propriété (T')
pour n > 3. Nous indiquons ensuite comment on peut montrer qu’il en est de
méme des groupes de Lie simples de rangs réels > 2 a centres finis, comment
on peut remplacer le corps des réels par un corps local quelconque, et comment
on peut omettre I’hypothése de finitude des centres.

2.a. LE CAS DE SI,(R)

Le premier lemme exploite la remarque suivante. Soient 7 : G — U(H)
une représentation, H un sous-groupe fermé de G et £ € H un vecteur in-
variant par H. Alors le coefficient ¢ : G — C défini par ¢(g) = ({|7(g)¢)
est une fonction bi-H-invariante, car p(hgh') = (r(h=1)¢|w(g)m(R')€) = ¢(g)
pour g € G et h,h' € H.

Notons 1, la matrice identique n-fois-n, et V,,_, le sous-groupe de SL, (R)

0 1
colonne. Nous identifions SL,,_;(R) avec son image dans SL,(R) par le plon-

S 0
gement S — (O 1).

. . 1 T R
constitué des matrices de la forme ( n-1 ,ol z € R*—1 est un vecteur

1.- Lemme. Soit 7w une représentation de SL, (R), ol n > 2. Si £ est un
vecteur de H, invariant par N,_,, alors ¢ est invariant par SL,(R).

Preuve. Supposons d’abord n = 2. On considére le coefficient ¢ défini
par ¢(g) = (€|m(g)€). 1l suffit de montrer que ¢ est une fonction constante:
en effet, si 7(g)€ # £ pour un élément g de SL,(R), alors Re p(g) < ¢(1). La
preuve qui suit est celle du théoréme 2.4.2 de [Zim].

Le vecteur ¢ étant fixe par IV, la fonction ¢ est bi-NV,-invariante. Le
groupe N, est l'isotropie du vecteur ((1) pour ’action canonique de SL,(R)

sur R%, donc SL,(R)/N; s’identifie &8 R2 — {0}. On peut ainsi considérer ¢
comme une fonction sur R? — {0}, constante sur les orbites de IV,. Or celles-
ci sont les points du premier axe de R? (sauf 0) et les autres droites de R2
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paralléles a cet axe. La fonction ¢ étant continue sur R2 — 0, il en résulte
qu’elle est constante sur le premier axe de R2 privé de 0. Mais cet axe épointé

est l'orbite de ((1)) par le sous-groupe triangulaire supérieur P de SL,(R).

Donc ¢ est P-invariante, et méme bi- P-invariante puisque c’est un coefficient
de représentation.

Le groupe P est I'isotropie du point & 'infini pour I’action canonique
de SL,(R) dans P1(R) = RU {o0}, et on peut aussi considérer ¢ comme une
fonction sur P1(R) constante sur les orbites de P. Or I’orbite de 0 dans P1(R)
est dense (c’est R = P1(R) — {oo}), donc la fonction continue ¢ est constante.

Supposons ensuite n > 3. Pour chaque ¢ € {0,1,...,n —2}, on définit un
plongement h; de SL,(R) dans SL, (R) par

1, 0 0 0

B (a b) [0 a 0 b

i\e d) o 01,,, 0

0 ¢ d
et on a h(SL,(R)) N N,,_; = h;(N;). Si ¢ est fixé par N, _,, il lest par
chaque h;(N,), donc par Chaque h;(SL,(R)) vu ’argument précédent. Le
lemme résulte de ce que les h;(SL (R)) engendrent SL,(R). a

2.- Proposition. La paire (R*~1xSL_,_;(R), R?—1) posséde la propriété
relative de la définition 1.18 pour tout entier n > 3.

La preuve de cette proposition utilise la notion de fonction de type positif,
sur laquelle nous revenons en détail au chapitre 5.a. Ici, rappelons simplement
ceci: soient G un groupe localement compact et ¢ : G — C une fonction
continue. On dit que ¢ est de type positif si, pour tout entier m > 1, pour
tous g;,...,9,, € G et pour tous A\;,...,A,, €C,ona

> XNAelgrlg) >0.

1<i,j<m

Si 7 est une représentation unitaire de G' et si £ est un vecteur de H_, il est
clair que la fonction
g +— (€Im(9)€)

est de type positif. Réciproquement, soit ¢ une fonction de type positif sur G;
une construction due a Gelfand, Naimark et Segal — et dite construction GNS
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— montre qu'il existe un espace de Hilbert H , une représentation unitaire
m, de G sur H,, et un vecteur £, € H,, tels que

v(g) = (€,lm,(9)€,)

pour tout g € G; de plus le sous-espace de H_, engendré par W‘P(G)£¢ est
partout dense.

3.- Preuve de la proposition 2. Cette preuve, sur une idée de Fursten-
berg, nous a été montrée par M. Burger; nous la divisons en trois pas. Voir
le théoréme 7.3.9 de [Zim] pour une autre preuve.

ler pas. Soit m une représentation de G = R*~1 x SL,,_;(R) possédant
presque des vecteurs invariants. Soit (K,,),,>; une suite croissante de parties
compactes de G recouvrant G. On choisit pour tout m > 1 un vecteur unité
€ € H, qui est (X, K, )-invariant. De I’égalité

1€m = 7(9)emll* = 2 = 2Re (€] 7(9)Em)

il résulte que la suite de fonctions

gr— Re({,|m(9)¢,) (m21)

converge vers 1 uniformément sur tout compact de G. Comme

[(€mlm(9)ém)] < 1 pourtout geG,

on voit que la suite de fonctions de type positif

Pm g (Enlm(9)En)  (m21)
converge aussi vers 1 uniformément sur tout compact de G.

Considérons la restriction de ¢,, au sous-groupe abélien fermé H = Rn-!
de G. Comme ¢, |H est de type positif sur R"~1, un théoréme de Bochner
(voir par exemple ’exercice 11.14 de [Rud]) fournit une mesure de probabilité

—
K, sur le dual R”~1 de R"~1 dont la transformée de Fourier est ¢,,|H. Dans
la suite, nous choisissons une identification (non canonique) entre R"—1 et son

dual RP-1,

Montrons qu'il existe un entier m > 1 tel que u,,({0}) # 0. Pour cela,
supposons par 1’absurde que y,,({0}) = 0 pour tout m > 1. On peut alors
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considérer chaque p,, comme une mesure de probabilité sur R»~1 — {0}. Soit
S € SL,_,(R) et soit St la matrice transposée. Comme la suite de fonctions
sur Rn-1

T o (z) —@n(S'z)  (m21)

tend vers 0 uniformément sur tout compact de R"~1, la suite des transformées
de Fourier inverses, c’est-a-dire la suite de mesures (non positives) sur Rn-1 —
{0}

(F’m - S*/"'m)m?_l
tend faiblement vers 0.

Notons P"—2(R) I’espace projectif réel de dimension n — 2 et p: Rn-1 —
{0} — Pn—2(R) la projection canonique . Alors (p,x,,),,>; €st une suite de
mesures de probabilité sur P7=2(R), et la suite (p,i,, — S,P,lm)m>y tend
faiblement vers 0. Or 1’espace des mesures de probabilité sur P”—z_(IR) est
faiblement compact. Quitte a passer a une sous-suite, on peut donc supposer
que la suite (p,£t,,,),n>1 converge faiblement vers une mesure de probabilité v
sur Pn-2(R). D’aprés ce qui précéde, v est invariante par SL,_;(R). Mais
il est bien connu qu’il n’existe pas de mesure de probabilité sur P"—2(R)
invariante par SL,,_;(R). (C’est ici qu’on utilise I'inégalité n > 3.) On a ainsi
obtenu la contradiction annoncée.

2e pas. Nous rassemblons ici quelques faits sur la construction GNS que
nous utilisons au troisiéme pas; ils sont établis a la proposition 5.9. On se
donne un sous-groupe fermé H d’un groupe localement compact G.

(a) Si ¢, 7, x sont des fonctions de type positif sur G telles que ¢ = ¥+ x,
alors m, est une sous-représentation de Ty,

(b) Si ¢ est une fonction constante strictement positive, alors 7, est la
représentation unité de dimension 1.

(c) Si ¢ est une fonction de type positif sur G, alors la représentation

T ol H de H est une sous-représentation de la restriction & H de .

(d) Soit 7 une représentation de G, soit £ € H,. et soit ¢ la fonction de

zlype positif définie par p(g) = ({|m(g){). Alors 7, est une sous-représentation
eT.

3e pas: conclusion. On reprend les notations du premier pas et on
choisit un entier m > 1 tel que c,, = p,,({0}) > 0. On écrit p,,, = c,, 8, + p/,
ou 6, désigne la mesure de Dirac a l’origine de R”~! et ou p/, désigne une
mesure positive sur R*~1 qui ne charge pas {0}. Par transformée de Fourier
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inverse, on a
n—1 __ !
(PmlR =Cn + Pm

ou ¢!  est une fonction de type positif sur R*~1. Les faits énumérés au
deuxiéme pas, appliqués dans l’ordre, montrent que la représentation unité de
dimension 1 de R»—1 est une sous-représentation de la restriction de = & Rn—1.
En d’autres termes, m posséde des vecteurs non nuls invariants par R*—1. 0O

4.- Théoréme. Le groupe SL,,(R) est un groupe de Kazhdan pour tout
entier n > 3.

Preuve. Identifions le produit semi-direct R»~1xSL,_,(R) & son image
dans SL,(R) par le plongement

R~-1x SL,, _,;(R) — SL,(R)
* (‘73’3) — (g T)

(on pense & ¢ comme & un vecteur colonne).

Soit m une représentation de SL_(R) qui posséde presque des vecteurs
invariants. Il en est a fortiori de méme de la restriction de = a R?—1 x
SL,,_;(R). La proposition 2 montre qu’il existe dans H, des vecteurs non
nuls invariants par N,,_; = a(R”~1), et le lemme 1 qu’il existe dans H, des
vecteurs non nuls invariants par SL,(R) tout entier. O

2.b. AUTRES GROUPES DE LIE SIMPLES A CENTRES FINIS

Expliquons briévement comment on peut étendre le théoreme 4 4 de tels
groupes. Convenons qu’un groupe G est uniformément engendré par deux
sous-groupes H, H’ s’il existe un entier V > 1 tel que tout élément de G peut
s’écrire g = h hihyhy ... hyh!ly avec h, € H et h; € H'. Dans son article
original, Kazhdan démontre le lemme suivant (théoreme 4 de [DK]), dont
nous donnons une preuve en 3.16.

5.- Lemme. Si le groupe localement compact G est uniformément en-
gendré par deux sous-groupes fermés H, H' ayant la propriété (T'), alors G a
la propriété (T').
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On sait qu’un systeme de racines de rang > 3 qui est irréductible possede
un sous-systéme isomorphe a A,. On en déduit qu'un groupe de Lie réel
connexe simple G a centre fini de rang réel > 3 et de décomposition de Cartan
G = KAK est uniformément engendré par un sous-groupe compact maximal
K et un sous-groupe localement isomorphe & SL,(R); voir [DK]. Kazhdan en
déduit qu’un tel groupe G posséde la propriété (T').

Peu aprés, Delaroche-Kirillov [DK] et Vaserstein [Vas] ont indépendam-
ment remarqué que le raisonnement précédent s’étend aux groupes algébriques
simples de rang réel > 2, a condition qu’on montre séparément que Sp,(R)
a la propriété (T'). La raison en est qu’un systéme de racines irréductible de
rang > 2 posséde un sous-systéme isomorphe a A, ou a C,. Le second cas se
traite comme suit.

6.- Le cas de Sp,(R). Rappelons que Sp,(R) est le groupe des ma-
trices 4-fois-4 sur R qui préservent la forme bilinéaire alternée de matrice

( (i 102 ) . On introduit les sous-groupes
—1

A B ’
H= { (0 tA—l) € Mat,(R) ; A€ GL,(R) et A’'B =BtA}

— ]'2 B y .t _
N_{(O 12)6Mat4(R), B =B}

de Sp,(R). En fait H = N x GL,(R), pour l’action usuelle B — ABtA de
A € GL,(R) sur ’espace N des matrices symétriques.

On montre d’une part que, si 7 est une représentation de Sp,(R) ayant
un vecteur non nul ¢ invariant par IV, alors ¢ est invariant par Sp,(R).

On montre d’autre part que la paire (H, V) a la propriété (T'). Ce dernier
point requiert une modification du premier pas du n°3 ci-dessus. On construit
d’abord comme au n°3 une mesure de probabilité sur ’espace projectif associé
a N qui est invariante par GL,(R). On utilise ensuite un nouvel ingrédient,
qui est le lemme suivant, di & Furstenberg (voir le corollaire 3.2.2 dans [Zim]).

Lemme. On se donne un entier » > 2. Soit G un sous-groupe de
GL,(R) qui préserve une mesure de probabilité sur ’espace projectif Pr—1(R).
On suppose que l’action sur R™ de tout sous-groupe d’indice fini de G est
irréductible. Alors Iimage de G dans PGL,,(R) est relativement compacte.
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7.- Passage aux groupes algébriques simples de rang déployé > 2
sur un corps local. Dans son article original [Kaz|, Kazhdan considére un
groupe comme SL; non seulement sur les réels, mais plus généralement sur
un corps local F. Soit plus précisément G le groupe des points rationnels d’un
groupe algébrique simple défini et de rang déployé > 3 sur .

Dans le cas de SL,,, on se convainc sans peine que le lemme 1 s’adapte
a4 F. Pour généraliser la proposition 2, il faut remarquer que le théoréme
de Bochner est valable pour tout groupe localement compact abélien. (Voir
[Gu3], théoréme 2.4; sous cette forme, le résultat est dit & Weil.) Notons aussi

que le dual F*—1 de F»~! s’identifie (non canoniquement) a Fn—1 [Wei].

Pour un groupe G quelconque de rang déployé > 2 sur F, le seul point
non classique dans le cas non archimédien est I’existence d’une décomposition
de Cartan G = K AK. Mais cette décomposition a été établie par Bruhat et
Tits: voir la proposition 4.4.3 de [BT].

L’observation de Delaroche-Kirillov et Vaserstein pour traiter le cas des
groupes de rang déployé > 2 reste valable. On doit montrer séparément que
Sp,(F) est un groupe de Kazhdan. On peut reprendre l’argument du n°6
ci-dessus, car le lemme de Furstenberg est vrai sur un corps local quelconque.
(Voir le corollaire 3.2.2 dans [Zim]; la restriction de Zimmer & un corps F de
caractéristique nulle n’est pas sérieuse.)

En résumé, le théoreme de Kazhdan amendé par Delaroche-Kirillov et
Vaserstein s’énonce comme suit.

8.- Théoréme. Soit F un corps local et soit G le groupe des points
rationnels d’un groupe algébrique simple défini et de rang déployé > 2 sur F.
Alors G a la propriété (T').

9.- Remarques. (i) Le théoréme 8 ne s’applique pas & SL,;(Q), comme
nous l'avons déja noté a la remarque 1.12. Le lecteur attentif aura remarqué
I'usage essentiel fait de la topologie non discréte de R, notamment dans la
preuve du lemme 1.

(ii) Soit a nouveau F un corps local, et soit maintenant G le groupe des
points rationnels d’un groupe algébrique simple de rang déployé 1 sur F. Nous
verrons aux chapitres 3 et 6 que G n’a pas la propriété (T') si F n’est ni R ni
C. En revanche, si FF contient R, la situation est plus compliquée: les groupes
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en question sont (& isomorphisme local preés)

SOy(1,n) avecn >2; SU(1,n) avecn >2;
Sp(l,n) avecn > 2; Fy(_20)

(ces groupes sont définis au chapitre 6). Nous verrons plus loin que SO, (1,n)
et SU(1,n) n’ont pas la propriété (T'). Mais Kostant a montré que Sp(1,n)
et Fy_50) 'ont (voir le chapitre 9).

(iii) Il existe une autre preuve du théoreme 8, apparemment due a Zimmer
(théoréme 7.4.2 de [Zim]), qui utilise le théoréme d’annulation des coefficients
de Howe-Moore (théorémes 5.2 de [HM] et 2.2.20 de [Zim]). On utilise la
théorie des systémes de racines pour montrer que le groupe G' du théoreme
8 contient un produit semi-direct F* x SL,(F) relatif a une représentation
de SL,(F) sur F™ sans vecteur invariant non nul. On montre comme a la
proposition 2 et au lemme 6 que la paire (F?xSL,(F),F") possede la propriété
(T) relative (voir aussi le lemme 1 de [Ma4]). A fortiori (G,F") la posséde
aussi. On suppose alors (ab absurdo) que G' posséde une représentation =
sans vecteur invariant non nul ayant presque des vecteurs invariants. Alors la
restriction 7|F™ n’a pas non plus de vecteur invariant non nul (s’il en existait
un, alors le coefficient correspondant g — (£|7(g)§) ne s’annulerait pas a
I’infini, contrairement au théoréme d’annulation des coefficients). Mais ceci
est absurde puisque (G,F") posséde la propriété (T').

(iv) Rappelons du n°1.14 qu’un groupe G possede la propriété (T') si et
seulement si m, est un point isolé du dual unitaire G deG. Cowling a introduit
le dual uniformément borné de G: c’est I’espace topologique @ub des (classes
d’équivalence de ) représentations irréductibles, non nécessairement unitaires
mais uniformément bornées, de G dans des espaces de Hilbert. On sait que
G = @ub si G est moyennable [Dil], mais on peut avoir G # G\ub (c’est
par exemple le cas si G = GL,(R), voir [KS]). Cowling a montré le résultat
suivant, qui rétablit I’équilibre entre le cas F = R (ou C) et les autres cas
(corollaire 2.3.4 de [Cgl] et théoreme 7.1 de [Cg2]).

Proposition. Soit G un groupe de Lie simple réel connexe, non compact

et de centre fini. Alors 7, est un point isolé de @ub si et seulement si le rang
réel de G est > 2.

(v) En plus d’une preuve de la proposition 2, les arguments du numéro
3 fournissent de nombreux autres exemples de paires (G,G,) possédant la
propriété (T') relative, et méme mieux. Soit en effet V un espace vectoriel de
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dimension finie sur un corps local; on note ¥ le dual de V. Soit H un sous-
groupe de GL(V) qui est fermé pour la topologie localement compacte, et tel

~

qu’il n’existe aucune mesure de probabilité sur I’espace projectif P(V') qui soit
H-invariante. (Exemple: H = SL,(Z) dans GL,(R).) On pose G =V x H.

Proposition. Avec les notations ci-dessus, la paire (G,V) posséde la
propriété (T'). Mieux: soit 7 une représentation de G telle que la restriction
de m & H posséde presque des vecteurs invariants; alors il existe des vecteurs
non nuls de A, invariants par V.

Preuve. Il suffit de montrer la seconde assertion. On consideére d’abord
comme au numéro 3 une suite (§,,),,>; de vecteurs unité de H_ telle que la
suite des fonctions

{H —_— R

tende vers 0 uniformément sur tout compact de H. On note p,, la mesure
de probabilité sur V' dont la transformée de Fourier est la fonction de type

positif v — (£, |7(v)E,,) sur V.
Soit S € H. Il s’agit de montrer que la suite de mesures (p,, — S, 1,,,) >1

sur V tend faiblement vers 0; en d’autres termes, si B est un borélien de

V, il faut montrer que lim_,_, __ |¢,,(S~1B) — p,,(B)| = 0. Le théoréme

spectral montre qu’il existe pour tout borélien A de V un projecteur P(A)
de H, tel que p,,(A) = (£,,|P(A)E,,). Comme G est un produit semi-direct,
P(S-1B) = n(S-1)P(B)n(S). On a donc

|t (S71B) = iy (B)| = [ P(ST' B)E,.,) — (€l P(B)E,)|
< [T (S)Eml P(B)(7(S)Em—EmM| + [(7(S)€ =& | P(B)E,0)
< 27 (S)m —Emll

qui tend vers 0 si m tend vers linfini.

On montre alors comme au n°3 qu'’il existe un entier m > 1 tel que p,,

charge D'origine de V. Donc P({0}) # 0. Mais P({0}) est précisément le
projecteur de H__ sur le sous-espace des vecteurs fixes par V. O

Il n’y a pas que des groupes semi-simples parmi les groupes de Kazhdan.
Les premiers exemples non réductifs ont été obtenus par S.P. Wang (théoreme
4.3 de [Wa2] et 7.4.4 de [Zim]):
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10.- Proposition. Pour n > 3, le produit semi-direct R» x SL_(R)
possede la propriété (T').

Preuve. On pose G = R™ x SL,(R). Soit 7w une représentation de G
possédant presque des vecteurs invariants. Le théoréme 4 montre qu’il existe
un vecteur unité £ € H, invariant par SL_(R); notons ¢ : G — C le coefficient
défini par ¢(g) = (£|7(g)€). On a ¢(grg~—!) = ¢(x) pour tous g € SL,(R)
et ¢ € R”?; comme l’action de SL,(R) sur R” posséde une orbite dense, il en
résulte que la fonction ¢ est constante sur R™, c’est-a-dire que £ est invariant
par R”. Le vecteur £ est donc invariant par G tout entier. a

Le méme argument s’applique & (R* & ... ® R») x SL_(R), ou SL,(R)
agit par la diagonale de l’action standard sur la somme de p copies de R",
pour autant que p < n. (Une telle action posséde une orbite dense, formée
des p-uples de vecteurs linéairement indépendants.)

2.c. PROPRIETE (T) ET REVETEMENTS

Pour les groupes de Lie réels, la propriété (T') est invariante relative-
ment aux isomorphismes locaux & noyaux finis (proposition 1.9). Par suite le
théoréme 8 montre que tout groupe de Lie réel connexe simple de rang > 2 et
de centre fini est un groupe de Kazhdan. Nous allons montrer que I’hypotheése
sur la finitude du centre est superflue.

11.- Proposition (Serre). Soit G un groupe localement compact. Sup-
posons que G est engendré par une partie compacte K, et qu’il existe un
sous-groupe fermé C du centre de G tel que G/C ala propnete (T). Notons

G la partie ouverte de G formée des représentations irréductibles de degrés
strlctement supérieurs a 1. Alors la représentation unité 7, de G n’appartient

pas a ’adhérence de @1 dans G.

Preuve. Soit K 'image de K dans G/C. C’est une partie compacte qui
engendre le groupe de Kazhdan G/C. La proposition 1.15 montre qu’il existe
un nombre £ > 0 tel que toute représentation de G/C ayant des vecteurs
unité (¢, K )-invariants posséde des vecteurs invariants non nuls. On va mon-

trer qu'aucune représentation m € G, ne posséde de vecteurs unité (5, K)-
invariants. (Notons que ’ensemble des représentations 7 € G possédant des
vecteurs unité (5, K)-invariants est un voisinage ouvert de 7, dans G.)
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Soit 7 € G,. On considére I’espace L£2(H,) des opérateurs de Hilbert-
Schmidt sur H,; c’est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(S, T) — Tr(S*T) ,

qui est bien défini car le produit de deux opérateurs de Hilbert-Schmidt est
un opérateur & trace. On définit une représentation unitaire Adm de G sur
£2(M,) par

Adn(g)(S) = m(g)Sm(g™")

pour tous g € G et S € L2(H,). Mais 7 est irréductible; pour tout g € C,
l’opérateur m(g) est donc scalaire et Adm(g) = 1. En d’autres termes la
représentation Adr se factorise a travers G/C.

Soit ¢ un vecteur unité de H,. On note p, € L2(H,) le projecteur
orthogonal de H_ sur C{. Soient & et 1 des vecteurs unité de H . On vérifie
aisément que

lpe = p,lI2 = 2 = 2|(€[n) P

Comme on a

g = nll* > 2 = 2/l

il vient ) \
lpe — 2ol <2 - 2(1 = 5ll¢ - ml?)
= 2li¢ ~ all* - 5li¢ — i
< 2||¢ -l
donc

Ipe — Pyl < V2II€ =] -

Supposons par ’absurde qu'’il existe un vecteur unité 5 qui soit (£, K)-

invariant pour 7. L’inégalité précédente montre que p, est ( )-invariant
pour Adr. Par hypothese sur €, ceci implique que Ajw contlent des vecteurs
invariants non nuls, c’est-a-dire qu’il existe des opérateurs de Hilbert-Schmidt
non nuls dans le commutant de 7. Si 7 est de dimension infinie on a déja
obtenu une contradiction, car le commutant de 7 est réduit aux scalaires
(lemme de Schur).

Supposons donc de plus que 7 est de dimension finie n > 2. Notons
L%(H,) Despace des opérateurs de trace nulle sur H,. Si ¢ est un vecteur
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n
Posons encore ¢, = (1 — £)~1/2, de sorte que c,p? est un vecteur unité dans

L3(H,). Si €& et n sont deux vecteurs unité dans H,, on a

unité de H,, on pose pg =p¢ — L€ L2(H,) et on vérifie que ||p2||2 =1-1

lleapt = capyll = callpe = 2yl < c,V2IIE =7l
< 2/1€ = mll

carn > 2 implique c,, < v/2. Si ¢ est comme plus haut un vecteur unité ( 5, K)-
invariant pour 7, on voit que c,, pg est un vecteur unité (¢, K )-invariant pour la

restriction de Adm & L3(H,). Comme précédemment, il y a une contradiction,
car L2(H,) ne contient pas de vecteur non nul invariant pour Adr. O

12.- Théoréme (Serre). Soit G un groupe localement compact en-
gendré par une partie compacte. On suppose que

(i) 1l existe un sous-groupe fermé C' du centre de G tel que G/C' a la
propriété (T),

(ii) Vabélianisé séparé G/[G,G] de G est compact.
Alors G a lui-méme la propriété (T').

Preuve. Soit (7;);c; une suite de représentations irréductibles de G
qui converge vers la représentation unité m,. D’apres la proposition 11, ces
représentations sont de dimension 1 et se factorisent donc a travers le groupe
abélien G/[G,G] dés que i est assez grand. Mais le groupe compact G/[G,G]
a la propriété (T'), donc 7; = m, pour ¢ assez grand. O

13.- Corollaire. Tout groupe de Lie réel simple connexe de rang déployé
> 2 est un groupe de Kazhdan.

Preuve. C’est une conséquence immédiate des théoremes 8 et 12. QED.

14.- Exemples. Le corollaire 13 montre qu’il y a des groupes de Kazh-
dan a centres infinis.

Soit en effet G la composante connexe du groupe des isométries d’un es-
pace symétrique hermitien irréductible non compact de rang > 2. Autrement
dit, soit G un groupe de Lie réel connexe a centre banal dont ’algébre de Lie
apparait dans la liste suivante (notations de [Hel], sauf I’algébre sp(t,R) de
Helgason, notée ici sp(2t,R)):
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su(p,q) avecq>p>?2
so(2,7) avecr>3
50"(2s) avecs >4
sp(2t,R) avect > 2
€6(-14)

€7(-25) -

(On a des répétitions: s0(2,3) ~ sp(4,R), s0(2,4) =~ su(2,2) et s0*(8) =~
50(2,6).) Alors le revétement universel G — G est cyclique infini, et G est un

groupe de Kazhdan par le corollaire 13. Notons que G n’est pas un groupe
linéaire, c’est-a-dire qu’il n’existe aucun homomorphisme continu injectif de
G dans un groupe G L, (C), méme pour IV trés grand.

1 N 9

Montrons qu’il existe aussi des groupes de Kazhdan avec centres iso-
morphes a R. Soit G un groupe de Lie réel connexe a centre banal de la
liste ci-dessus et soit /X un sous-groupe compact maximal de G. L’action du
revétement universel G de G sur lui-méme par automorphismes intérieurs se
factorise en une action G — Aut(G) La restriction de cette action a K four-
nit un produit semi-direct GxK qui est l’exemple annoncé. Comme G a la

propriété (T'), la proposition 1.9.i montre que G % K V’a aussi. On a d’autre
part le lemme d’algébre élémentaire suivant (dont nous laissons la preuve au
lecteur):

Lemme. Soient H, N deux groupes et o : H — Aut(/N) une action de
H sur N. Le centre du produit semi-direct N x H défini par o est formé des
couples (n, k) tels que

(1) k est dans le centre de H,
(i) a(m) = n=1mn pour tout m € N,

iii) ap(n) = n pour tout h € H.
h

Revenons a G X K. Son centre est donc formé des couples (g, k) tels que

(i) k est dans le centre de K,

(ii) p(g)k =1, 0up: G — G désigne la projection de revétement.
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(La condition (iii) du lemme est alors automatiquement vérifiée.) Comme le
centre de K est un cercle et comme p est un revétement cyclique infini, le

centre de G % K est isomorphe a R.
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CHAPITRE 3
PRINCIPAUX EXEMPLES: GROUPES DISCRETS

Ce chapitre est divisé en quatre parties dont ’objet commun est la de-
scription d’exemples. La premiére et la troisiéme sont respectivement con-
sacrées aux questions de savoir quand la propriété (T') passe aux sous-groupes
et aux sur-groupes. La seconde est un intermede géométrique qui a son intérét
propre, et que nous utilisons dans les preuves de la troisiéme partie. La qua-
trieme expose des exemples dus a Serre et Gromov.

3.a. SOUS-GROUPES DE KAZHDAN
D’UN GROUPE DE KAZHDAN

Toutes les preuves que nous connaissons qui montrent qu’un certain
groupe discret infini — par exemple SL;(Z) — est un groupe de Kazhdan
utilisent le résultat d’hérédité du théoreme 4, avant lequel nous rappelons un
cas particulier de la “continuité de I'induction” (proposition 7.3.7 de [Zim]).

1.- Définition. Soit H un sous-groupe fermé d’un groupe localement
compact G. Rappelons que G/H posséde une mesure invariante par G si et
seulement si la restriction & H de la fonction module sur G est la fonction
module sur H (chapitre I de [Rag]). On dit que H est de covolume fini dans
G s’il existe une mesure G-invariante finie sur G/H.

2.- Rappel sur ’induction. Soient G un groupe localement compact,
H un sous-groupe fermé de G et 7 une représentation de H. Pour simplifier,
nous supposons de plus H de covolume fini dans G. (Sans cette hypothese,
il faudrait introduire dans la suite des dérivées de Radon-Nykodim.) Soit u
une mesure de probabilité sur G/H invariante par G.

Soit £ ’espace des classes de fonctions mesurables f : G — H . telles que
f(gh) = m(R™1)f(9) pour tout h € H et presque tout g € G

classes modulo la relation “f; ~ f, si f;(g) = f,(g) pour presque tout g € G”.
Comme 7 est unitaire, la (classe de la) fonction réelle g — || f(g)||? se fac-
torise en une (classe de) fonction réelle sur G/H, que nous notons (abusive-
ment) x — ||f(x)||2. Soit K le sous-espace de £ formé des fonctions f telles
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que

[ Mf@)Pdute) < oo
G/H

Alors K est un espace de Hilbert. L’action a gauche naturelle de G sur K est
une représentation (unitaire et fortement continue) qui est la représentation
de G induite par la représentation = de H et qu’on note Ind§r.

3.- Lemme. On conserve les notations du numéro précédent et on sup-
pose de plus que 7 posséde presque des vecteurs invariants. Alors Ind§m
posséde presque des vecteurs invariants.

Preuve. Notons p : G — G/H la projection canonique. Soit s : G/H —
G une section borélienne de p qui est localement bornée, c’est-a-dire telle que
5(Y") est relativement compact dans G' pour tout compact Y de G/H. (Pour
I’existence d’une telle section, voir le lemme 1.5.1 de [Par].) On introduit la
fonction

G—H
i {9 — s(p(9))1g

telle que r(gh) = r(g)h pour tous g € G et h € H. On introduit aussi le
cocycle

{G x (G/H) — H
(9,2) — s(z)~1g~1s(gz)

tel que a(g;,p(9;)) = 7(9g,)7(9,9,) ! pour tous g,,9, € G.

Considérons un compact K de G, un nombre £ > 0 et un compact Y de
G/H tel que u(Y AkY) < %p(Y) pour tout k € K, ol A désigne la différence
symétrique. La section s étant localement bornée, il existe un compact L de
H tel que a(K-! xY) C L. Par hypothese sur 7, il existe un vecteur unité
£ € H, qui est (%, L)-invariant. On définit une fonction f : G — H_ par

f(g) = {“(Y)‘”%(r(g)-l)s siplg) €Y

0 sinon

qui est évidemment un vecteur unité de K. Montrons que f est (e, K)-
invariant.
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Soient k€ K et g€ G. Sip(g) €Y NkY,on a

17 (k2 g) = F(@Il = l(¥) "2 {m(r(k~g) )€ — n(r(g) )€}
= |(¥) " 2a(r(g) " ){m(a(k™", p(9))) - L}

< u(Y) 2 sup | m(k)E - €]l < m(¥) 22
hel

Sip(g) €Y et p(g9) ¢ kY ,on a
£ (k7 g) = F(@Il = | = w(Y) 2 (r(9) ™" )Ell = n(¥) 712
Si p(g) ¢ ¥ et p(g) € kY, on de méme
1F (k7 g) = F(@ll = n(¥)V2.
Enfin, si p(g) ¢ Y UkY, on a f(k=1g) — f(g) = 0. Par suite

MY NKY) 2 p(YORY) _
W¥) 4 @)

et f est bien (g, K)-invariant. m|

|(Indgm) (k) f - fI* <

4.- Théoréme. Soient G un groupe de Kazhdan et H un sous-groupe
fermé de G de covolume fini. Alors H est un groupe de Kazhdan.

Preuve. Soit 7 une représentation de H qui contient presque des vec-
teurs invariants. Le lemme 3 montre que Ind§ contient presque des vecteurs
invariants. Comme G est un groupe de Kazhdan, il existe un vecteur unité f,
invariant par G dans I’espace de la représentation Ind§r. Ce vecteur f, est
une fonction mesurable de G dans H, telle que

fo(zh) = w(h™1) fo(2) pour tout h € H, pour presque tout z € G
folgz) = fo(x) pour tout g € G, pour presque tout z € G .

La seconde de ces relations et une version rudimentaire du théoreme de Fubini
impliquent qu’il existe z, € G tel que

fo(g) = fo(xy) pour presque tout g € G .
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Posons { = f,(x,), qui est un vecteur non nul de H,. Soit h € H. On a d’une
part

fo(zh) =¢ pour presque tout z € G ;

d’autre part, 'une des relations précédentes s’écrit
fo(zh) = m(h~1)¢ pour presque tout z € G .

En comparant, on obtient
m(h™h)E=¢ .

Mais h est quelconque dans H, donc { € H, est un vecteur non nul invariant
par H. O

5.- Corollaire. (i) Soit I un réseau (c’est-a-dire un sous-groupe discret
de covolume fini) dans un groupe algébrique simple de rang déployé > 2 sur
un corps local. Alors I est un groupe de Kazhdan. En particulier SL, (Z) est
un groupe de Kazhdan si n > 3.

(i1) Le groupe Z™ x SL,(Z) est un groupe de Kazhdan si n > 3.

Preuve. Cela résulte immédiatement du théoréme 2.8, de la proposition
2.10 et du théoréeme 4 ci-dessus. O

Notons que, si le groupe G du théoréme 4 est un groupe de Lie réel
connexe simple de centre fini, le théoréme de densité de Borel (théoréme 3.2.5
de [Zim]) montre que les sous-groupes fermés propres de covolumes finis de G
sont précisément les réseaux de G.

Le théoréme 4 est aussi utile & montrer que certains groupes n’ont pas la
propriété (T'). En voici quelques échantillons.

6.- Proposition. Les groupes suivants n’ont pas la propriété (T'):

(i) SL,(F) et PSL,(F), ou F est un corps local,

(i) SL,(Z) et PSL,(Z).

Preuve. Il suffit de vérifier que les groupes de 1’énoncé possédent des
sous-groupes discrets de covolumes finis qui n’ont pas la propriété (T').

(1) Si F =R, on peut identifier PSL,(R) au groupe des isométries hyper-
boliques du demi-plan de Poincaré P préservant l’orientation. Soit I' le sous-
groupe de PSL,(R) engendré par les transformations z — z + 2 et z — —1.
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Un théoréme classique de Poincaré montre que I' a pour domaine fondamental
le triangle hyperbolique idéal

D={z€e P:|Rez| <1 et]|z|>1}

et que I' est isomorphe au produit libre de Z avec Z/2Z. Par suite I est un
réseau dans PSL,(R). Il n’a pas la propriété (T') car il posséde un quotient
cyclique infini.

Si F = C, on sait que PSL,(C) posséde un réseau I' qui est isomorphe au
groupe de entrelac borroméen (et un autre isomorphe au groupe du noeud
a quatre croisements). Voir [Ril], [Wie], ainsi que les numéros 1.6 et 4.3 de
[Thu]. Comme I’abélianisé de I' est infini, I' n’a pas la propriété (T').

Si F n’est ni R ni C, alors PSL,(F) posséde un sous-groupe libre non
abélien cocompact. Voir I’alinéa I1.1.5 de [Ser], ainsi que [Iha].

Notons enfin que, vu que PSL,(F) n’a pas la propriété (T'), le groupe
SL,(F) ne I’a pas non plus (proposition 1.9).

Nous donnons une autre preuve de ’assertion (i) au chapitre 6.

(i) Le sous-groupe I' = Z x (Z/2Z) de PSL,(R) introduit en (i) est un
sous-groupe d’indice fini de PSL,(Z) qui n’a pas la propriété (T'), donc SL,(Z)
ne I’a pas non plus. ]

Le résultat suivant est utilisé ci-dessous au chapitre 7. Il est indépendam-
ment di & Margulis [Ma2] et Sullivan [Sul].

7.- Proposition. Le groupe SO(n) contient un sous-groupe dénombra-
ble dense ayant la propriété (T') lorsque n > 5. (Pour n < 4, voir la proposition
6.26.)

Preuve. Considérons la forme quadratique g définie sur R” par
n—2
glz) =) - V2 (al_, +a2)
i=1

Son groupe orthogonal spécial SO(q) est isomorphe & SO(n — 2,2) qui est
simple et de rang réel 2 pour n > 5. (Attention & SO(2,2), dont 1’algébre de
Lie est isomorphe a sl,(R) x sl,(R), c’est-a-dire & un produit de deux algébres
de rang 1). Donc SO(q) a la propriété (T') par le théoreme 2.8.
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Considérons ensuite le corps de nombres @(v/2), son anneau des entiers
Z[V?2] = {m + nV?2; m,n € Z}
et I’élément non banal o du groupe de Galois de Q(1/2)/Q défini par
ola+bvV2)=a-bvV2.
Posons T' = SO(q) N GL,,(Z[v2]). L’application
{I‘ — SO(q) x SO(oq)
7+ (1,07)

est un plongement dont I'image est discréte de covolume fini (proposition 6.1.3
de [Zim]). La forme oq est définie positive car

n—2
og(z) = Y el + V2 (ak_, +42%).
i=1

Par suite le groupe SO(0q) est compact, donc SO(q) x SO(oq) est un groupe
de Kazhdan (exemple 1.5.ii et proposition 1.9.ii). Le théoréme 4 montre donc
que I' posséde la propriété (T').

Il est clair que 'application
{I‘ — SO(oq) ~ SO(n)
est injective. Pour montrer que son image est dense, on peut procéder comme
suit. Pour 1 <i<n—2etn—1<j<n, on note q(i) la restriction de q au
plan des coordonnées z; et x;, et T'(i) = TNSO(q(#)). Comme précédemment,
['(#) est un réseau dans SO(q(¥)) ~ R x (Z/2Z); en particulier ') contient
une copie de Z. Comme SO(coq(#)) est isomorphe & SO(2), 'injection
{F(ij) R SO(aq(ij))
’)’ — 0")’

est aimage dense. Donc la fermeture de I'image de I" dans SO(oq) contient les
sous-groupes a un parametre associés aux plans z;, ;. Il est facile de voir (par

exemple en travaillant dans 1’algébre de Lie de SO(n)) que ces sous-groupes
a un parametre engendrent un sous-groupe dense de SO(oq). m]
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3.b. CENTRE D’UNE PARTIE BORNEE DANS UN ESPACE
METRIQUE OU L’'INEGALITE DE LA MEDIANE EST VRAIE

Soit X un espace métrique complet. On désigne par |zry| la distance
entre deux points z,y de X. On suppose que X satisfait aux deux conditions
suivantes:

(i) Pour tous z,y € X, il existe un unique point m € X tel que |zm| =
|my| = 1|zyl; on dit que m est le milieu du segment [z, y].

(ii) Soient a,b,c trois points de X; notons m le milieu de [b,c]. Alors on
a l'inégalité de la médiane

1
2|lam|?® + —2-|bc|2 < |ab)? + |acl® .

Le lemme qui suit est dit a Serre. Il implique un résultat de point fixe de
Bruhat et Tits (proposition 6 ci-dessous et lemme 2.3.2 de [BT]).

8.- Lemme du centre. Soit X un espace métrique complet satisfaisant
aux conditions (i) et (ii) ci-dessus. Soit A une partie bornée non vide de X.
Pour tout z € X, on pose p(x) = sup,¢ 4 |zal. Alors il existe un unique point
de X réalisant le minimum de la fonction o: X — R,.

En d’autres termes, parmi toutes les boules fermées de X qui contiennent
A, il en existe une et une seule de rayon minimum. Son centre s’appelle le
centre de A.

Preuve. Posons r = inf_. x ¢(z). Montrons d’abord qu’on a

(*) %lwylz < o(x)? + o(y)? — 2r?

pour tous x,y € X. Pour cela, considérons le milieu m de xzy. Pour tout
a € A, 'inégalité de la médiane donne

1
5[my|2 < laz|? + |ay|? = 2|lam|? < o(z)? + o(y)? — 2|am|? .
Comme sup,¢ 4 |am| = p(m), cela entraine

1
sleyl® < o@) + o(y)* - 2¢(m)”
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d’ou (*) puisque p(m) > r.

On choisit alors une suite (z,,),,>; de points de X telle que

r = lim_,_,_ o(z,). La formule (*) montre que (z,),>; est une suite de
Cauchy. La limite de cette suite est le centre cherché.

La méme formule (%) montre évidemment I'unicité d’un tel centre. QED.

9.- Proposition (Bruhat-Tits). Soit X un espace métrique complet
ou 'inégalité de la médiane est vraie (conditions (i) et (ii) ci-dessus) et soit
G un groupe d’isométries de X ayant une orbite bornée. Alors G a un point
fixe dans X.

Preuve. Le centre d’une orbite bornée est évidemment fixe par G. (La
preuve originale de [BT] est différente.) O

10.- Exemples. Parmi les espaces métriques complets pour lesquels
I'inégalité de la médiane est vérifiée, on trouve:

(1) Les espaces de Hilbert, ot on a méme 1’égalité (voir [Pap], livre VII,
proposition 122).

(ii) Les variétés riemanniennes complétes simplement connexes a courbure
sectionnelle non positive ([BT], 3.2.5, et [BGS], théorémes 1.4 et 2.1).

(iii) Les immeubles de Bruhat-Tits ([BT], 3.2.1).

(iv) Les arbres, et plus généralement les R-arbres (voir le chapitre 6 ci-
dessous).

(v) Les espaces satisfaisant CAT'(0) au sens de Gromov (remarque 2.4.C

de [Gro]).

11.- Corollaire. Soit 7 un homomorphisme d’un groupe G dans le
groupe unitaire U(H) d’un espace de Hilbert H. S’il existe un nombre réel
g > 0 et un vecteur unité { € H tels que Re ({|7(g)€) > € pour tout g € G,
alors il existe dans H un vecteur non nul invariant par 7(G).

Preuve. L’orbite A = 7(G)¢ de & est une partie bornée non vide de
H. Elle posséde donc un centre 7 qui est invariant par m(G), et il s’agit de
montrer que 7 # 0.

La plus petite boule centrée a ’origine et contenant A est de rayon 1. Vu
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le lemme 8, il suffit d’exhiber une boule de rayon strictement inférieur a 1 qui
contienne A. Or, en posant ( = €, on a pour tout g € GG

I¢ = 7(9)€ll* = €* +1 - 2eRe (¢|n(9)€) <1-¢*,

de sorte que la boule de centre ( et de rayon (1—£2)1/2 contient A. (Remarque:
il serait inutile ici de supposer G localement compact et 7 fortement continu.)
O

3.c. A PROPOS D'UN THEOREME DE WANG

S.P. Wang a montré que la réciproque du théoreme 4 est aussi vraie: soit
H un sous-groupe fermé de covolume fini d’un groupe G; si H a la propriété
(T), alors G I'a aussi (voir le théoréme 3.7 de [Wa2] et le théoréme 3.9 de
[Val]). Nous montrons ci-dessous un résultat un peu moins fort:

12.- Proposition. Soit H un sous-groupe fermé cocompact d’un groupe
localement compact G. Si H a la propriété (T') alors G I'a aussi.

13.- Remarque. Cette proposition constitue bien un cas particulier du
résultat de Wang; en d’autres termes le groupe de Kazhdan cocompact H est
bien de covolume fini dans G. En effet, la proposition 1.7 montre d’abord que
H est unimodulaire, et ensuite que la restriction & H de la fonction modulaire
de G est aussi constante. Par suite, G/H admet une mesure G-invariante, et
celle-ci est finie car G/H est compact.

14.- Preuve de la proposition 12. On considére une partie compacte
J de G telle que 1 € J et G = JH, ainsi qu’une partie compacte K de
H qui engendre H et telle que 1 € K. On se donne un nombre § tel que
0 < 6 < 2. La proposition 1.16 montre qu’il existe £ > 0 tel que, pour toute
représentation ¢ de H possédant un vecteur unité (e, K )-invariant (, il existe
un vecteur unité n € M, invariant par H tel que |[n—(|| < 8, et a fortiori tel

que ||o(h)¢—C|| < 26 pour tout h € H.

Soit 7 une représentation de G' qui contient presque des vecteurs invari-
ants. Il existe un vecteur unité { € H, qui est (¢, JK)-invariant. Pour tout
g € G, on écrit g = jh avec j € J et h € H, puis on calcule

11— Re (€ln(g)€)] < |1 — Re (¢[n(5)€)] + [Re (€lm(s)(x(R)E — £))
< Sl ~ €I + lm(h)e — €l < 5+ 26
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Pour 6 et £ convenables, ceci implique
inf R 0
inf Re {¢[m(9)¢) >

et le corollaire 11 montre que m a des vecteurs invariants non nuls. Donc G
est un groupe de Kazhdan. O

15.- Corollaire. Soit H un sous-groupe d’indice fini d’un groupe discret
G. Alors H est un groupe de Kazhdan si et seulement si G 1’est.

Preuve. C’est un cas particulier du théoréme 4 et de la proposition 12.
a

16.- Démonstration du lemme 2.5. Soit N un entier naturel tel que
tout g € G' peut s’écrire

g=h hihyhy .. hyhly
(h; € H,h; € H'). Soit K [resp. K'| une partie compacte de H [resp.
H'] qui engendre H [resp. H’|. Considérons des nombres §,¢ tels que 0 <
82 < 1/8N2 et € > 0, avec € tel que toute représentation de H [resp. de
H'] ayant un vecteur unité ¢[resp. ('] qui est (g, K)-invariant [resp. (e, K’)-
invariant] ait aussi un vecteur unité invariant é-proche de ( [resp. (’]; pour
ceci, voir la proposition 1.16. Cette méme proposition montre que, si 7 est

une représentation de G ayant presque des vecteurs invariants, il existe un
vecteur unité xi € H, tel que

llm(h)é — €|l < 26
pour tout h € HU H’. On a donc

Im(9)€ — &Il < 4N6

pour tout g € G. Donc
Re (¢|m(g)€) > 1 — 8N262

pour tout g € G, et m a des vecteurs invariants non nuls par le corollaire 11.
a
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3.d. EXEMPLES DE SERRE ET DE GROMOV

Les méthodes exposées jusqu’ici sont limitées quant a la variété des ex-
emples de groupes de Kazhdan dénombrables qu’elles permettent de met-
tre en évidence. Ainsi, le corollaire 5 ci-dessus ne concerne qu’une famille
dénombrable d’exemples , dont chacun est un groupe de présentation finie a
centre fini.

Pour terminer ce chapitre, nous exposons d’abord un procédé de Serre
qui construit des groupes de Kazhdan dénombrables & centres infinis. Puis
nous évoquons I’approche de Gromov pour produire des groupes de Kazhdan
dénombrables en quantité non dénombrable — en particulier des groupes qui
ne sont pas de présentation finie.

17.- Proposition (Serre). Soit I' un groupe discret ayant la propriété
(T), et soient x,,...,x, des éléments de H%(T',Z) linéairement indépendants
sur Z. Soit I', I’extension centrale de I' par Z" définie par (z,,...,z,). Alors
I', ala propriété (T).

Preuve. On applique le théoréme 2.12 au groupe G = I', avec sous-
groupe central C = Z" et quotient G/C =T.

Vérifions que ’abélianisé I',/[T',,T,] est fini. On adopte les notations
usuelles de la cohomologie des groupes, et on considéere @ comme module
trivial pour les groupes Z",I" et I',. On sait associer & I’extension centrale

0 —7"—T,—T—1

une suite exacte
I
HY(,Q) —— H'(T,,Q) —— H(Z",Q) —— H*(I,Q) .

Voir le théoréme VI.8.1 de [HiS]. Or H(T',Q) = {0} par la proposition 1.7.iv
et § est injectif par hypothese sur les z;. Donc H'(T',,Q) = {0}. Comme T,
est de type fini, cela signifie que I' /[T, T,] est fini. O

18.- Exemples. Soit G un groupe de Lie réel connexe simple sans cen-
tre, de rang réel > 2, tel que I’espace symétrique G/K est hermitien, ou K
désigne un sous-groupe compact maximal de G; ’algébre de Lie de G apparait
donc dans la liste des exemples 2.14. Soit I' un sous-groupe discret sans tor-
sion de G' tel que la variété M = I'\G/K soit compacte [Bor]. Comme M
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est kahlérienne, ’espace vectoriel H2(M,C) n’est pas réduit & zéro, donc le
groupe H2(M,Z) contient un sous-groupe abélien libre non réduit & zéro. Mais
H2(M,Z) est isomorphe & H%(I',Z) puisque le revétement universel G/K de
M est contractile. On peut donc appliquer la proposition 17, qui fournit des
exemples de groupes de Kazhdan dénombrables & centres infinis. (On trouve
de nombreux résultats sur les espaces de cohomologie de I au chapitre VII de

[BW].)

19.- Sur les groupes hyperboliques. Pour la fin de ce chapitre, nous
nous référons au travail de Gromov sur les “groupes hyperboliques” [Gro].
Des trés nombreuses idées de ce livre, ne mentionnons que les quelques points
ci-dessous.

Rappelons qu’un espace métrique X est dit géodésique si toute paire de
points =,y € X a distance d peut étre jointe par un plongement isométrique
du segment [0,d] de la droite réelle. Etant donné un nombre K < 0, on
sait définir une propriété d’un espace géodésique d’étre a courbure < K: on
impose le résultat du théoreme de comparaison de Alexandrov et Topono-
gov (comparaison d’un triangle géodésique dans une variété riemannienne de
courbure < K et d’un triangle convenable dans une variété de courbure con-
stante K). On sait par ailleurs généraliser la notion de variété riemannienne
en celle d’orbifold: une orbifold est un espace qui est localement donné comme
quotient d’une variété riemannienne par un groupe discret d’isométries. On
peut définir de méme un orbispace X de courbure < K comme un espace avec
données locales X, /T, ou X, est un espace géodésique de courbure < K
et ou I', est un groupe fini d’isométries de X,. Il y a pour ces espaces (au
moins dans le “cas rigide”) des notions naturelles de revétement universel et
de groupe fondamental. Dans les bons cas (K < 0 et géodésiques prolongea-
bles), le groupe fondamental m;(X) est un exemple de groupe hyperbolique
(notion que nous ne définissons pas ici, mais qui généralise celle de groupe
fondamental d’une variété close a courbure < 0).

Soit V; un espace hyperbolique compact de type quaternionien, c’est-
a-dire une variété compacte V; = K\Sp(1,q)/T avec ¢ > 2, ou K désigne
un sous-groupe compact maximal de Sp(1,q) et ou I' désigne un sous-groupe
discret cocompact sans torsion de Sp(1,q). Alors I' = 7, (V]) est un groupe
de Kazhdan (théoréme 4 ci-dessus, et chapitre 9).

Gromov définit par “découpages et recollages” une suite (V),~; d’orbi-
spaces & courbure négative avec les propriétés suivantes. D’abord m,(V, +1)
est un quotient de m,(V}) pour tout &k > 1. Ensuite tout élément y € I' a

42



GROUPES DISCRETS

une image dans 7, (V) qui est d’ordre fini pour k assez grand. Enfin les V},
ont une “limite” V__ & courbure non positive, et le groupe m, (V_ ), qui est un
quotient de I, est encore un groupe infini.

Plus précisément, il résulte du corollaire 5.5.E de [Gro] qu’on a le résultat
suivant (méme si la preuve de [Gro] est, pour le moins, elliptique).

20.- Théoréme. Soit I' un sous-groupe sans torsion, discret et cocom-
pact dans Sp(1,q), avec ¢ > 2. Il existe une suite infinie (m;),5, d’entiers
positifs avec la propriété suivante: T

Pour toute suite (n;);-; d’entiers telle que n; > m; pour j > 1, il existe
un quotient infini T de I' et des sous-groupes fj c T avec

(1) Fj =1Z/n;Z pour j > 1,
(2) 7T;771NT, = {1} pour tous y € T et j # k,

(3) tout sous-groupe propre de T est conjugué dans T & un sous-groupe de
I'un des I';.

.= . = = S

En particulier I' est un groupe de torsion, et deux groupes I',I' associés a
. ) . . .

deux suites (n;)j>15 (n});>1 strictement croissantes et distinctes ne sont pas

isomorphes.

21.- Corollaire. (i) Il existe un nombre non dénombrable de groupes
discrets de Kazhdan dénombrables.

(ii) I existe des groupes discrets de Kazhdan qui ne sont pas de présenta-
tion finie.

(iii) Il existe des groupes discrets de Kazhdan qui ne sont pas linéaires
en caractéristique 0.

Preuve. L’assertion (i) résulte du théoréme 9, et (ii) de ce qu’il n’y a
qu’un nombre dénombrable de groupes de présentation finie.

Pour ’assertion (iii), on remarque que les exemples de Gromov sont non
moyennables par (1.5.1); comme ce sont des groupes de torsion, ils ne contien-
nent pas de copie du groupe libre sur deux générateurs. Mais Tits a montré
(voir [Ti4]) qu’un groupe linéaire en caractéristique 0 qui est non moyennable
contient une copie du groupe libre sur deux générateurs. m]
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CHAPITRE 4
DEFINITION COHOMOLOGIQUE

DE LA PROPRIETE (T)

Dans ce chapitre, nous montrons le résultat de P. Delorme et A. Guichar-
det selon lequel, pour un groupe localement compact, la propriété (T') est
équivalente a une propriété de point fixe pour les actions affines.

Pour une partie importante des chapitres 4 et 5, il serait artificiel d’impo-
ser des hypothéses de compacité locale; on y considere donc un groupe topolo-
gique G, a priori sans restriction. Lorsqu’il y a lieu de supposer G localement
compact (notamment aux numéros 4.7, 4.9, 4.18, 5.11 et 5.20), alors G est
aussi supposé a base dénombrable, conformément a nos conventions générales
adoptées en début de chapitre 1.

Il nous est souvent commode de considérer des espaces de Hilbert réels.
Nous réservons le terme de représentation orthogonale d’un groupe topologi-
que GG & une action de G par isométries linéaires d’un espace de Hilbert réel
‘H, ’action G x H — H étant toujours supposée continue. Nous utilisons le
terme de représentation unitaire dans le cas complexe. (Nous ne discutons
pas ici, pour les groupes non localement compacts, du probléme de I’existence
de telles représentations distinctes de la représentation unité [Bak].)

4.a. PROPRIETE (FH) ET PROPRIETE (T)

1.- Définitions. Un espace de Hilbert affine (réel ou complexe) est un
espace homogeéne principal H sous ’action d’un espace de Hilbert (respective-
ment réel ou complexe) HO qui est I'espace des translations de H. Une action
affine d’un groupe topologique G sur un tel espace H est un homomorphisme
a de G dans le groupe Is(H) des isométries affines de H tel que ’application

{GX'H — H
(9,6) +— a(g)¢

est continue.
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2.- Actions affines et représentations. Tout homomorphisme continu
d’un groupe topologique G dans le groupe des translations H° d’un espace de
Hilbert affine ‘H fournit une action affine de G sur H.

Soit H un espace de Hilbert affine. On note U(H?) le groupe des isomé-
tries linéaires de H?; c’est le groupe orthogonal ou unitaire de H°, selon que H
est réel ou complexe. Le choix d’une origine 0 € H fournit une identification
de H® avec H, ainsi qu’une décomposition en produit semi-direct

Is(H) = H® x U(H®) .

Soit a : G — U(H°) une représentation orthogonale ou unitaire de G. En
conjuguant o dans [s(H) par une translation, on obtient une action affine de
G sur H. Ce procédé fournit précisément les actions affines qui admettent un
point fixe. Ces derniéres sont aussi caractérisées par le lemme suivant.

3.- Lemme. Soit o une action affine d’un groupe topologique sur un
espace de Hilbert affine. Les propriétés suivantes sont équivalentes:

(i) @ posséde un point fixe,

(ii) toute orbite de o est bornée,

(iii) o posséde une orbite bornée.

Preuve. Les implications (i) = (ii) = (iii) sont évidentes. L’implication
(iii) = (i) résulte de la proposition 3.9, car le centre d’une orbite bornée est
un point fixe (ou “centre” est pris au sens du lemme 3.8). O

4.- Cohomologie. Soit G un groupe topologique. Soit H un espace de
Hilbert affine; on choisit une origine 0 € H comme ci-dessus au numéro 2,
dont on reprend les notations.

Soit @ : G — Is(H) une action affine. Sa composée avec la projection
canonique Is(H) — U(HO) est une représentation orthogonale ou unitaire
de G. Pour tout g € G, 'isométrie a(g) s’écrit donc comme la composée de
Iisométrie linéaire 7(g) et d’une translation b(g):

a(g) = b(g) + 7(g) .

En exprimant que o est un homomorphisme, on obtient la relation

(%) b(gh) = b(g) + 7(g)b(h) pour tous g,h € G .
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Réciproquement, si 7 : G — U(HO) est une représentation et si b : G — HO
est une application continue vérifiant (*), la formule a(g) = b(g) + 7 (g) définit
une action affine de G sur H.

Dans le cas particulier o ’action o est conjuguée a 7 par une translation
de vecteur ¢, c’est-a-dire ou

a(g) : n+— =+ 7(g)(€+n) ,

on obtient la relation

(xx)  b(g) =m(g)§ — & pourtout g€ G .
Il est évident que (**) implique (*).

Définitions. Soit 7 : G — U(HC) une représentation et soit b: G — HO°
une application continue. On dit que b est un cocycle par rapport a = si la
relation (*) ci-dessus est vérifiée; on note Z1(G, ) ’espace vectoriel de ces
cocycles (espace vectoriel réel ou complexe selon que H est réel ou complexe).
On dit que b est un cobord par rapport & m s’il existe de plus un vecteur
£ € HO tel que la relation (**) est vérifiée; on note B1(G,7) le sous-espace de
Z1(G, ) formé des cobords.

Le premier espace de cohomologie de G a valeurs dans 7 est le quotient
H'(G,n) de Z'(G, ) par B1(G, 7). Pour une introduction moins sommaire
A ces espaces, voir par exemple [Gul], [Gu2], [Gu4].

5.- Remarque. Tout cocycle b de G' par rapport & m peut s’écrire
b(g) = a(g)€ — £ ou & est une représentation linéaire non isométrique dans
HO x F (ol F est R ou C selon le contexte) dont la restriction & H° coincide
avec 7. Il suffit en effet de poser

a(g)(mA) = (w(g)n + Ab(g), A)
(oug€eG,neH, AEF) et
E=(0,1)e H* xF .
Les cocycles cohomologues a b sont alors précisément les cocycles de la forme

gr— a(g)¢’ — & avec ¢’ € HO x {1}.

6.- Définition (Serre). Un groupe topologique G posseéde la propriété
(FH) si toute action affine de G sur un espace de Hilbert affine réel ou com-
plexe posséde un point fixe.
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7.- Théoréme. Soit G un groupe topologique. Les propriétés suivantes
sont équivalentes:
(i) G posséde la propriété (FH).
(i1) Pour toute représentation orthogonale ou unitaire = de G, I’espace
H'(G, ) est réduit & {0}.
(iii) Pour toute représentation orthogonale ou unitaire 7 de G, tout co-
cycle par rapport & 7 qui est continu est borné en tant que fonction
sur G.
Si de plus G est localement compact, ces propriétés sont équivalentes a

(iv) G possede la propriété (T).

8.- Remarques. (a) L’équivalence (i) < (ii) et 'implication (ii) = (iii)
résultent des définitions. L’implication (iii) = (i) résulte du lemme 3, car
I'image d’un cocycle b € Z'(G,n) est Porbite de 0 pour l'action affine que
définissent m et b. L’importance du théoréeme 7 tient donc a ’équivalence des
conditions (i) & (iii) avec (iv). Ci-dessous, nous montrons d’abord I'implication
(ii) = (iv), due & Guichardet [Gu4], et ensuite 'implication (iv) = (i), due &
Delorme [Del].

(b) Le lien entre les propriétés (T') et (FH) a été observé dés 1974 par
S.P. Wang [Wal]. Celui-ci démontre en effet que toute action affine d’un
groupe de Kazhdan G sur un espace de Hilbert affine de dimension finie
posséde un point fixe. Son argument est élémentaire: notons Is, le groupe
des isométries affines de ’espace de Hilbert (réel ou complexe) de dimension
n, et considérons un homomorphisme continu o : G — Is,,. Comme Is

est moyennable, la proposition 1.7 montre que K = a(G) est compact. Les
vecteurs de la forme [, k(£)dk sont fixes par K, et donc aussi par a(G).

Nous ignorons s’il est possible de généraliser ’argument de Wang au cas
d’un espace de Hilbert affine H de dimension infinie, en tirant parti de ce que
le groupe non localement compact Is(H) est moyennable [Har].

(c) Dans la condition (ii), le groupe G agit via 7 par isométries d’un
espace de Hilbert. Notons qu’on ne peut pas généraliser aux actions par
isométries sur un espace de Banach.

En effet, soit G un groupe dénombrable de difféomorphismes d’une variété
riemannienne compacte X, soit C(X) I’espace de Banach (pour la norme de
la convergence uniforme) des fonctions numériques continues sur X, et soit 7
la représentation naturelle de G dans C(X). Notons p la mesure finie sur X
associée a la structure riemannienne. Pour tout g € G, la mesure gu est de la
forme e%(9) i, o1 ¢(g) € C(X) est le logarithme de la valeur absolue du jacobien
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du difféomorphisme g—1 de X. Les regles usuelles de dérivation montrent que
g — ¢(g) est un cocycle continu dans Z1(G, ). Si H'(G,n) = {0}, il existe
une mesure de probabilité invariante par G dans la classe de p. Or il existe
des exemples avec G de Kazhdan sans telle mesure: c’est le cas de 'action
naturelle de SL;(Z) sur le plan projectif réel. Pour un exemple de ce type,
on a par conséquent H1(G, ) # {0}.

9.- Preuve de P’implication (ii) = (iv) du théoréme 7. Soient G un
groupe localement compact et 7 une représentation orthogonale ou unitaire
de G. On munit ’espace vectoriel Z1(G, ) de la topologie de la convergence
uniforme sur les compacts de G. Ainsi I’espace des cocycles Z1(G, ) est un
espace de Fréchet, c’est-a-dire un espace vectoriel topologique métrisable et
complet. (Ce n’est un espace de Fréchet que parce que nous avons supposé G
a base dénombrable; c’est I'un des rares points ou cette hypothése est utilisée.)
On munit H(G, ) de la topologie quotient. Il n’y a bien sir aucune raison
de croire en général que B1(G,m) soit fermé dans Z1(G,7) et que HY(G, )
soit séparé. L’implication (ii) = (iv) résulte du lemme suivant.

Lemme (Guichardet). Soient G' un groupe localement compact et
7 une représentation orthogonale ou unitaire de G qui possede presque des
vecteurs invariants. Si H1(G,w) est séparé, alors m posséde des vecteurs in-
variants non nuls.

Preuve. Supposons que 7 ne posséde aucun vecteur invariant non nul,
et montrons que H1(G,7) n’est pas séparé.

Counsidérons ’application linéaire 3 : H, — Z(G,w) définie par 3(£)(g)
= m(g)€ — £ pour tous { € H, et g € G. Elle est injective par hypothese sur =
et son image est l’espace B1(G, w) des cobords. Vérifions que ’application 3
est continue. Pour toute semi-norme v définissant la topologie de Z1(G, ), il
faut trouver une constante ¢ > 0 telle que v(8(§)) < c||¢|| pour tout { € H,.
Mais v est de la forme

v(b) = sup ||b(g)||  pour tout b€ Z*(G,)
9€K

ou K est une partie compacte de GG, et on peut donc poser ¢ = 2.

Comme 7 posséde presque des vecteurs invariants, il existe une suite
(€,)n>1 de vecteurs unité dans H, telle que la suite de fonctions

{g L 7r(g)gn - gn}nZI

tende vers zéro uniformément sur tout compact de G. L’application

gt BI(G,7r) —H,
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n’est donc pas continue. Des lors B1(G,n) n’est pas fermé dans Z1(G,n):
sinon B1(G, ) serait un espace de Fréchet et le théoréme du graphe fermé
impliquerait que I'inverse 8- de I’application continue bijective 3 serait aussi
une application continue. Il en résulte que ’espace H1(G, ) n’est pas séparé.
a

Ce lemme montre qu’on peut ajouter aux propriétés du théoreme 7 une
propriété supplémentaire (lorsque G est localement compact):

(i’) Pour toute représentation orthogonale ou unitaire m de G, I’espace
H'(G, ) est séparé.

4.b. LA FAMILLE (H,),., ASSOCIEE A UN

ESPACE DE HILBERT AFFINE

La fin de ce chapitre 4 est consacrée a la preuve de I'implication (iv) =
(i) du théoréme 7. Nous suivons deés le numéro 13 une stratégie suggérée par
J-P. Serre.

10.- Définitions. Soit G un groupe topologique. On dit que G posséde
la propriété (F H)g si toute action affine de G sur un espace de Hilbert affine
réel posséde un point fixe.

Lorsque G est localement compact, on dit que G posséde la propriété
(T')g si toute représentation orthogonale de G' possédant presque des vecteurs
invariants posseéde des vecteurs invariants non nuls.

11.- Lemme. (i) Un groupe topologique G qui posséde la propriété
(FH)g possede aussi la propriété (FH).

(ii) Un groupe localement compact G qui posséde la propriété (T') posséde
aussi la propriété (T)g.

Preuve. (i) Soit o une action affine de G sur un espace de Hilbert affine
complexe H. Alors G agit aussi affinement sur I’espace réel Hy sous-jacent a
H. Si G possede la propriété (FH)g, il existe un point { € Hy fixe par G.
Ce point peut aussi étre vu dans H, donc £ est fixe pour a.

(ii) Soient HO un espace de Hilbert réel et o : G — U(HP) une représenta-
tion orthogonale de G possédant presque des vecteurs invariants. On définit
’espace complexe HY = H ®g C et la représentation unitaire et G —
U(HE) par Tc(g) = 7(g) ® id, et il est évident que ¢ posséde presque des
vecteurs invariants. Si G posséde la propriété (T'), il existe dans HQ un vecteur
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non nul invariant de la forme

E=¢0R1+6, Q1

avec §; et {, dans HO. Les vecteurs £, et {, sont invariants par =, et l'un
d’entre eux au moins n’est pas nul. (]

12.- Remarque et convention. L’intérét des définitions 10 et du
lemme 11 est de ramener la preuve de l'implication (iv) =(i) du théoréme
7, c’est-a-dire (T') = (FH), a celle de (T')g = (FH)g. Jusqu’a la fin du
chapitre, nous ne considérons plus que des espaces de Hilbert réels et des
représentations orthogonales.

Avant la preuve proprement dite de I'implication (T')g = (FH)g, nous
exposons une construction associant & un espace de Hilbert affine H une
famille (H,),., d’espaces vectoriels.

13.- Proposition. Soient H un espace de Hilbert affine et ¢ un nombre
réel strictement positif. Il existe un espace de Hilbert H, et une application

continue
H — H,
Yt
£ £t

dont I'image engendre topologiquement #,, tels que

(€4lmy) = exp(=t||€ - 77”2)

pour tous &, € H. La paire (H,,7,) est déterminée & isomorphisme unique
pres par ces conditions. En particulier, étant donné un groupe topologique G
et une action affine a de G sur H, il existe une représentation orthogonale =,

de G dans H, telle que
(a(g)€), = m,(9)(&,)

pour tous g € G et £ € H.

Preuve. Cette proposition résulte immédiatement des constructions de
type GNS exposées au chapitre 5 (voir le n°5.10). Nous en donnons ici une
autre preuve, basée sur la notion d’exponentielle d’un espace de Hilbert (voir
le chapitre 2 de [Gul]). Nous sollicitons I'indulgence des puristes qui nous
reprocheront le point de départ vectoriel (plutét qu’affine) de cette preuve.

Choisissons une origine 0 € H et identifions H a 'espace H? de ses
translations (voir le n°2). Pour tout entier n > 0, notons (H°)®” ’espace de
Hilbert produit tensoriel de n copies de H° et posons

EXPH =P (H°)®"

n=0

50



DEFINITION COHOMOLOGIQUE

(la somme directe est hilbertienne). Pour tout { € H, posons

EXP¢ = é (nl)~1/2¢%m

n=0

1
=l®{® —«

V2

1

ERE @ 7

ERERE @ ...

Alors
(EXP ¢|EXPn) = exp(¢|n)

pour tous £, € H. Pour tout £ > 0 et pour tout £ € H, posons
£, = exp(—t[|¢]|*) EXP(v2t£)

On a
1 (€lme) = exp(—t]E]—tlml®) exp(2t(€lm))

= exp(~t[l¢~n]l*) -
En particulier, , est un vecteur unité pour tous £ € H et t > 0. On définit H,
comme étant le sous-espace fermé de EXP H engendré par les §, avec { € H.

Sig,...,¢&, sont des points distincts de H, on montre que les vecteurs
(&1)4y -+ -+ (&, ); sont linéairement indépendants dans H,. (Proposition 2.2 de
[Gul]; Phypotheése t > 0 est ici cruciale.)

Soient (H},v:) et (H},~;') deux paires vérifiant les conditions de ’énoncé;
on écrit & = v(€) et &' = v{(€) pour tout £ € H. D’une part, il est clair
qu’il existe au plus un isomorphisme U : H; — H} tel que U(§;) = & pour
tout £ € H. D’autre part, on a

(€elne) = exp(=tll€—nll*) = (&'lny')

pour tous §,n € H, de sorte que £ — ;' s’étend en un isomorphisme de H;
sur H}. (]

14.- Lemme. Soient H un espace de Hilbert affine et (¢,),>,; une suite
de points de H tendant vers I'infini (c’est-a-dire telle que lim,, _, __ |[§,, —¢|| = oo
pour tout { € H). On considére un nombre t > 0 et ’espace de Hilbert H, de
la proposition 13. Alors
Jim ((€,)¢lm) =0

pour tout 7 € H,; en d’autres termes, la suite de n-ieme terme (¢, ), tend
faiblement vers 0 dans H,.
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Preuve. Considérons un nombre € > 0 et un vecteur n € H,. Il existe
un entier m > 1, des points 7,,...,7,, de H et des nombres réels A,..., A

tels que
I =" Aol <
i=1

Alors, en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et la relation ||(¢,),|| = 1
pour tout n > 1, on obtient

m

[((€a)elm)| < [{(€)eln— Z,\ ;) >|+ZP\|| )|

=1

€ m
< 5+ 2 Il espl-tlle,—nl?)

Comme (¢,,),>; tend vers l'infini dans H, on a bien I |7])| < € pour n
assez grand.

15.- Proposition. Soit o une action affine d’un groupe topologique G
sur un espace de Hilbert affine H, soit ¢t un nombre réel strictement positif,
et soient H, et m, comme & la proposition 13. Pour que I’action o posséde
un point fixe, il faut et il suffit que la représentation 7, posséde des vecteurs
invariants non nuls.

Preuve. Si £ est un point de H fixe par «, alors {, est un vecteur unité
de H, invariant par w,.

Pour la suffisance, supposons que la représentation 7, posséde un vecteur
invariant non nul 7 € H,. Supposons par I’absurde que I’action o n’ait pas
de point fixe; nous allons aboutir & une contradiction. Soit £ € H. L’orbite
a(G)€ n’étant pas bornée (lemme 3), il existe une suite (g,,),,>; d’éléments de
G telle que la suite (a(g,)€),,>; tende vers l'infini dans . On a donc

0= lim (a(g,)€)¢Im) par le lemme 14

0 (
= lim (Wt(gn)fth]) par définition de 7,
= hm (ft|7rt(gn ) par orthogonalité de 7,
= (§t|n) par invariance de n .
Le vecteur non nul 7 € H, est donc orthogonal a ¢, pour tout { € H, ce qui
contredit le fait que H, est topologiquement engendré par les &,. |
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16.- Lemme. On reprend les notations de la proposition 13. On con-
sidére une partie bornée A de l’espace de Hilbert affine H et son image
A, par lapplication H — H,. Alors A, est bornée pour tout ¢t > 0, et
lim, ,,diam(4,) = 0.

Preuve. Pour tous £,7 € A, on a

1€, = mll* = 2{1 — exp[~tl|¢ — n]|*]}
< 2{1 — exp[—t(diam 4)?]} .

Par suite
(diam(A4,))? < 2{1 — exp[—t(diam A4)?]} .

O

Si on avait tenu a définir H, pour ¢ = 0, les formules de la preuve de

la proposition 13 nous auraient conduit a poser H, = R et {; = 1 pour tout

£ € H. On peut donc comprendre le lemme 16 comme un énoncé de continuité
pour la famille (H,),5, qui “se contracte” sur R quand ¢ tend vers 0.

17.- Proposition. Soit o une action affine d’un groupe localement com-
pact G sur un espace de Hilbert affine H et soit (¢,),,, une suite de nombres
réels strictement positifs tendant vers 0. On écrit ici H,, I'espace de Hilbert
noté H, & la proposition 13, et 7, la représentation orthogonale de G' cor-
respondante.

Alors la représentation @,,-, 7,, de G dans @, H,, posséde presque
des vecteurs invariants. - -

Preuve. Etant donné { € H et n > 1, on écrit ci-dessous £, au lieu de

€,

On considére un nombre € > 0 et une partie compacte K C G; on suppose
que K contient I’élément unité. Soit £ € H. Le lemme 16 montre qu’il existe
un entier m tel que diam[(a(K)€),,] < €. Le vecteur unité ¢,, € H,, est alors
(e, K)-invariant pour 7,,, car

< diam[(a«(K)¢€),,] < €

pour tout g € K. Comme 7, est une sous-représentation de @nZI T, cecl
achéve la preuve. O

Proposition 18. Soit G un groupe localement compact. Si G possede la
propriété (T')g de la définition 10, alors G posséde aussi la propriété (FH)g.
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Preuve. Soit o une action affine de G sur un espace de Hilbert affine
réel H. On choisit une suite (t,),>,; de nombres réels strictement positifs
tendant vers 0. La proposition 17 montre que la représentation orthogonale
=@, >, 7, de G posséde presque des vecteurs invariants. Si G possede la
propriété (T)g, cette représentation posséde un vecteur invariant 7 # 0. Soit
m un entier tel que la composante 7,, € H,, de 7 ne soit pas nulle. Alors 7,,
est un vecteur invariant non nul pour w,,. Il résulte de la proposition 15 que
I’action « posséde un point fixe. |

Ceci achéve la preuve du théoréme 7 (voir la remarque 12). Notons
que les propositions 17 et 18 restent vraies pour un groupe topologique non
nécessairement localement compact si on convient d’étendre a ce cas la défini-
tion 10 (propriété (T')g) et la définition 1.1 (posséder presque des vecteurs
invariants).

COMPLEMENT AU §3.c.

19.- Corollaire (Wang). Soit H un sous-groupe fermé de covolume fini
d’un groupe localement compact G. Si H a la propriété (T'), alors G I’a aussi.

Preuve. Notons pu une mesure de probabilité G-invariante sur ’espace
homogeéne X = G/H. Soit a une action affine de G sur un espace de Hilbert.
Il suffit de vérifier que o posséde un point fixe. Comme H posséde la propriété
(FH), la restriction de o & H posséde un point fixe {. Pour tout ¢ € X, on
peut définir {, comme étant le vecteur a(g){, ot g € G est un représentant
de z. Montrons que la fonction z —— £, est bornée.

Soit v 'image de p par  — £,; soit B une boule de centre { et de rayon
assez grand pour que ¥(B) > 0. Si la fonction z —— §, n’était pas bornée,
il existerait une suite (g;);; dans G telle que les boules B; = a(g;)B soient
disjointes deux a deux; par G-invariance de v, on aurait v(BU...UB,) =
nv(B) > 1 pour n assez grand, ce qui est absurde.

On peut donc définir le vecteur fw &,du(x), et on vérifie qu'il est fixe par
a(G). Nous remercions E. Ghys et S.G. Dani, qui ont respectivement vu une
erreur dans une premiere rédaction de cette preuve, et fourni la correction. O
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CHAPITRE 5

PROPRIETE (T), FONCTIONS DE TYPE POSITIF
ET FONCTIONS CONDITIONNELLEMENT
DE TYPE NEGATIF

Dans ce chapitre, nous donnons d’autres caractérisations de la propriété
(T); elles compleétent le théoréme 4.7. Les principaux résultats sont ici les
théoremes 11 et 20.

De méme qu’au chapitre 4, les groupes topologiques considérés ne sont pas
automatiquement supposés étre localement compacts. La lettre X désigne en
général un espace topologique. Rappelons qu'un noyau sur X est une fonction
continue & valeurs scalaires sur X x X.

5.a. NOYAUX DE TYPE POSITIF

1.- Définition. Un noyau ® : X x X — C est de type positif si, pour

tout entier n > 1, pour tous points z,,...,z, € X et pour tous nombres
complexes A;,..., A, on a

n n

Z Z)‘i A;j®(z;2;) >0

=1 j=1

Notons qu’un tel noyau est hermitien. Soient en effet x; et z, deux points
de X. La condition de positivité avec A; = A, = 1 implique que ®(z,,z,) +
®(z,,x,) est réel, avec A\ =1 et A\, =i que i®(x,,z,) — i®(z,,z;) est réel.
On a donc nécessairement ’identité

‘I’(:l:z,wl) = <I>(a:1,a:2)

que certains auteurs incorporent a la définition.

Un noyau réel & : X x X — R est de type positif s’il vérifie la condition
ci-dessus avec des A; réels et s'il est symétrique, c’est-a-dire si ®(z,,z,) =
®(z,,z,) pour tous z,,x, € X.
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2.- Exemples. Soit H ﬁn espace de Hilbert complexe. Le noyau
{’H xH — C
(£1,&) — (&l6)

est évidemment de type positif. Par suite, si n: X — H est une application
continue, le noyau ® défini sur X par ®(z,y) = (n(z)|n(y)) est de type positif.
Nous allons voir que cet exemple est universel, en suivant le §3.1 de [Gul].

Signalons aussi l’exemple explicite qui apparait plus bas au numéro 10.

3.- Proposition. Soit ® un noyau de type positif sur X. Il existe un
espace de Hilbert complexe Hg et une application continue 75 : X — Hy tels
que Hg est topologiquement engendré par I'image de 74 et tels que

®(z,y) = (g ()| (y))

pour tous z,y € X. La paire (Hg,75) est déterminée & isomorphisme unique
prés par ces deux conditions. En particulier, si un groupe topologique G agit
continiiment sur X en préservant ®, il existe une représentation unitaire 74
de G sur Hg telle que

Ne(9%) = 5(9)ns(x)
pour tous g € Get x € X.

Preuve. On utilise une construction du type GNS (Gelfand-Naimark-
Segal). Soit V D’espace vectoriel des fonctions X — C a supports finis. On
définit une forme hermitienne positive (non nécessairement définie positive!)

sur V par
(flf2) = Z f1 ) f2(y)2(z,y)

z,y€X

et une application 7 : X — V qui applique un point de X sur sa fonction
caractéristique. Soit H4 I’espace de Hilbert obtenu en séparant et complétant
V, et soit 75 la composition de 7 avec la projection canonique de V dans
Hg; Papplication ng est continue parce que le noyau ® est continu. La paire
(Hg,ng) vérifie les deux conditions de 1’énoncé.

Soient (H,,n,) et (H,,n,) deux paires vérifiant ces conditions. Il est clair
qu’il y a au plus un isomorphisme de H, sur H, qui entrelace n, et n,. D’autre
part les égalités

n n

” Z’\ﬂh(”’i)”z = Z j\_i)‘j‘I’("«'i,‘Cj) = ” Z)\iﬂz(“’i)llz
i=1 1 1 i=1

i=1 j=
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montrent qu’on obtient un tel isomorphisme a : H; — H, en posant

a( zj: A (33,)) = i Az ()

pour tout choix d’un entier n > 1, de points z;,...,z, € X et de nombres

complexes A;,...,A,.

Pour une variante de cette construction ol V est remplacé par un espace
de fonctions continues, voir par exemple le n°3.3.1 de [BCR]. m|

4.- Remarques. (a) Dans ’énoncé de la proposition précédente, sup-
posons de plus que le groupe G agit transitivement sur X. Alors, pour tout
x, € X, le vecteur n4(z,) est cycligue pour m4; autrement dit, le plus petit
sous-espace fermé invariant par G et contenant 74(z,) est Hg tout entier.

(b) La premiére assertion du corollaire suivant est due & Schur (Satz VII

de [Sch)).

5.- Corollaire. (i) Soient ®; et ®, deux noyaux de type positif sur
P’espace X. Le produit ponctuel

@1Q2 : (‘Bay) L— q)l(x’y)QZ(w, y)
est encore de type positif.

(ii) Soit ® un noyau de type positif sur X tel que |®(x,y)| < 1 pour tous
z,y € X. Alors le noyau

(z,9) — {1 - &(z,y)}
est de type positif pour tout nombre réel ¢ > 0.

Preuve. (i) La proposition 3 montre qu'’il existe un espace de Hilbert
H; et une application c?ntlnue m; X — H; tels que @;(x,y) = (n;(x)[n;(y))
pour tous x,y € X (o j =1,2). Soit : X — H, ® H, ’application continue
définie par n(z) = 1, (z) @ ny(x). L’assertion (i) résulte de ce que

P, (z,y)®,(x,y) = (n(z)|n(y))

pour tous z,y € X.
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(i1) L’ensemble des noyaux de type positif sur X est un cone convexe dans
I’espace des fonctions continues de X x X dans C, cone qui est fermé pour la
topologie de la convergence simple. L’assertion (ii) résulte donc de (i) et de
ce que la série

HE+1) 5o | HEFD(E42)

3
51 3 Tt

14t®+

converge simplement vers (1—®)-t. a

6.- Définition. Une fonction de type positif sur un groupe topologique
G est une fonction continue ¢ : G — C telle que le noyau

{GXG — C
(g,h) +— w(g971h)

est de type positif.

7.- Exemples. Soit G un groupe topologique agissant continiiment sur
un espace X en préservant un noyau ® de type positif et soit £, un point de
X. La fonction définie sur G par ¢(g) = ®(z,,9%,) est de type positif.

Soient m : G — U(H) une représentation unitaire de G et { un vecteur
de H. La fonction définie sur G par ¢(g) = (£|7(g)€) est de type positif. La
proposition 3 montre que cet exemple est universel. De plus, en exploitant la
remarque 4, on arrive & I’énoncé suivant, déja donné dans les préliminaires a
la preuve de la proposition 2.2.

8.- Proposition. Soit ¢ une fonction de type positif sur un groupe
topologique G'. Il existe un espace de Hilbert H ,, une représentation unitaire
T, de G sur H, et un vecteur {, € H, cyclique pour 7, (au sens de la

remarque 4) tels que
w(9) = (1T, (9)E,)

pour tout g € G. Le triple (K, 7,,,{,) est déterminé & isomorphisme unique
pres par ces conditions.

Voici la justification du deuxiéme pas du n°2.3.

9.- Proposition. Soient G un groupe topologique et H un sous-groupe
fermé de G.
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(a) Si ¢, 9, x sont des fonctions de type positif sur G telles que ¢ = ¥+ x,
alors m,, est une sous-représentation de 7.

(b) Si ¢ est une fonction constante strictement positive, alors 7, est la
représentation unité de dimension 1.

(c) Si ¢ est une fonction de type positif sur G, alors la représentation
T g de H est une sous-représentation de la restriction & H de .

(d) Soit = une représentation de G, soit { € H,. et soit ¢ la fonction de
type positif définie par ¢(g) = (£|m(g){). Alors 7, est une sous-représentation
de 7.

Preuve. (a) Etant donné un entier n > 1, des éléments g,,...,9, € G
et des nombres complexes A;,...,A\, € C,on a

” Z )‘i7"¢(9i)§¢”2 = Z Z x\_i/\jzb(gi"lgj)
i=1

i=1 j=1

DIPIERT RN DY Ao (906,

n
i=1 j=1

ol I'inégalité résulte de ce que x est de type positif. Ceci montre que ’applica-
tion linéaire définie par

n n
Z )\iﬂ¢(9i)5¢ — Z /\i”¢(9i)§¢
i=1 i=1

s’étend en un opérateur continu surjectif A : H, — H, qui entrelace les
représentations 7, et m,. L’orthogonal (Ker A)! du noyau de A est donc
un sous-espace invariant de H,, sur lequel G agit par une représentation
équivalente a .

L’assertion (b) résulte de la preuve de la proposition 3. L’assertion (c)
est un cas particulier de (d), car ¢|H est un coefficient de la restriction de T,
aH.

(d) L’assertion d’unicité de la proposition 8 montre que la représentation

de G sur le sous-espace fermé de H, engendré par m(G)¢ est équivalente A la
représentation . O

10.- Autre preuve de la proposition 4.13. Notons d’abord que la
proposition 3 et sa preuve valent aussi dans le contexte réel.
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Plus précisément, soit ® un noyau réel de type positif sur X. Il exis-
te un espace de Hilbert réel Hg; et une application continue 75 : X —
Hg tels que Hy est topologiquement engendré par l'image de 75 et tels
que ®(z,y) = (s(z)|ns(y)) pour tous z,y € X. La paire (Hg,7n5) est
déterminée & isomorphisme unique prés par ces conditions. En particulier,
si un groupe topologique G agit continiiment sur X en préservant ®, il existe
une représentation orthogonale 74 de G sur Hg telle que 15(92) = m5(g9)n4(x)
pour tous g € G et x € X.

La proposition 4.13 résulte immédiatement de ce qui précede a condition
qu’on montre que, si H est un espace de Hilbert affine réel, alors le noyau réel

{HX'H —_ R
(€,m) +— exp(—t||{—nl|?)

est de type positif. En choisissant une origine 0 € H, on réduit le probléme a
celui de montrer que la fonction

‘{'Ho — R
e — exp(~tliE]?)

est de type positif sur le groupe additif de H°. Ce groupe n’est pas locale-
ment compact si H est de dimension infinie. Cependant, comme chacune des
inégalités de la définition 1 ne fait intervenir qu’un nombre fini de points du
groupe, on ne restreint pas la généralité de ce qui suit en supposant H° de
dimension finie, donc en identifiant H° & un espace euclidien R”. On identifie
de plus R” a son dual.

La fonction ¢ est la transformée de Fourier de la fonction

R — R

z \/gexp(_";#)

qui est positive. Or on vérifie aisément que la transformée de Fourier d’une
fonction positive est de type positif. (C’est une partie banale du théoréme de
Bochner, déja utilisé au numéro 2.3.) Donc ¢ est bien de type positif. O

Il est temps d’arriver au lien entre fonctions de type positif et propriété
(T):

60



FONCTIONS DE TYPE POSITIF

11.- Théoréme. Soit G un groupe localement compact. Les propriétés
suivantes sont équivalentes:

(i) G posséde la propriété (T').

(i1) Soit (¢,,),,>; une suite de fonctions de type positif sur G normalisées
par ¢, (1) = 1. Si(¢,), >, converge vers la fonction constante 1 uniformément
sur tout compact de G, alors (¢,,),,>; converge vers 1 uniformément sur G.

Preuve. Montrons d’abord I'implication (i) = (ii). Soit (¢,),>; une
suite satisfaisant les hypothéses de (ii). Pour tout n > 1, la proposition 8
montre qu’il existe un espace de Hilbert H,,, une représentation unitaire 7,
de G dans H,, et un vecteur unité £, € H,, tels que

Pn(9) = (€nlmn(9)€0)
pour tout g € G.

Soit K une partie compacte de G qui engendre G (théoréeme 1.11). Soit
6 > 0, et soit ¢ > 0 comme & la proposition 1.16: pour toute représentation
7 de G possédant un vecteur unité (&, K)-invariant £ € H,, il existe donc un
vecteur unité n € H_ imvariant par G tel que ||9—£€|| < 8. Si n est assez grand,

on a
Ilwn(k)gn—gnllz = 2(1 —Re <£n|7rn(k)£n>) < 62

pour tout k € K, de sorte qu'il existe un vecteur unité G-invariant 7, € H,
tel que ||, —€,]| < 8. Comme le coefficient g — (n,|7(g)n,,) est la fonction
constante de valeur 1, la condition ||, —¢,|| < é implique

sup |1 — ¢, (g)] <26 .
geG

Comme § est arbitraire, ceci achéve la preuve.

Montrons I'implication (ii) = (i). Soit K; C K, C ... une suite de
parties compactes de G qui recouvrent G. Soit ™ une représentation de G' qui
possede des vecteurs invariants. Pour tout n > 1, il existe un vecteur unité
¢, € H, qui est (%, K, )-invariant. Posons

¢n(9) = (£alT(9)E,)
pour tout g € G et tout n > 1. Alors la suite (¢,,),~,; converge vers 1 uni-

formément sur tout compact de G. Comme (¢,,),,»; converge uniformément
sur G, on a -
1

Inf R > =

af Re €, Ir(9)6,) 2 3
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dés que n est assez grand. Le corollaire 3.11 montre donc qu’il existe dans
H,. un vecteur non nul invariant par G. a

5.b. NOYAUX CONDITIONNELLEMENT
DE TYPE NEGATIF

12.- Définitions. Un noyau réel ¥ : X x X — R est conditionnellement
de type négatif si

(a) ¥ est nul sur la diagonale,

(b) ¥ est symétrique,

(c) pour tout entier n > 2, pour tous points z,,...,z,, € X et pour tous
nombres réels A;,..., A, avec Y . A, =0,ona
n n
S AN (a,e;) <0
i=1 j=1

Une fonction réelle conditionnellement de type négatif sur un groupe topologi-
que G est une fonction continue ¥ : G — R telle que le noyau (g, h) — ¥ (g—1h)
sur G est conditionnellement de type négatif. (La terminologie standard —
hélas — omet ’adverbe “conditionnellement”.)

Pour les noyaux et les fonctions a valeurs complexes, voir le numéro 17
ci-dessous.

13.- Exemples. Soit H un espace de Hilbert affine réel. Le noyau

{HXH — R
(€1,&) = & = &2

est conditionnellement de type négatif. Pour le vérifier, on se donne une
origine 0 € H, des points ;,...,¢, de H, des nombres réels A\;,..., A, de
somme nulle, et on considere I’égalité

SNl -6 =21 o)’

i=1 j=1 =1
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ol la somme des \;¢; est calculée dans HO.

Par suite, si 7 : X — H est une application continue, le noyau ¥ défini
sur X par ¥(z,y) = ||n(x) — n(y)||? est conditionnellement de type négatif.

En particulier, si « est une action affine d’un groupe topologique G sur H
et si £ est un point de H, la fonction ¢ : G — R définie par ¢(g) = ||a(g9)€—¢||2
est conditionnellement de type négatif. Choisissons une origine 0 € H et
écrivons a(g) = b(g) + 7(g) comme au numéro 4.4; particularisons encore au
cas o £ = 0. Alors g — ||b(g)||? est une fonction conditionnellement de type
négatif sur G

Nous allons voir que ces exemples sont universels, en suivant le §4.2 de

[Gul].

Signalons aussi ’exemple explicite qui apparait plus bas a la remarque

Convenons qu’une partie S d’un espace de Hilbert affine réel H engendre
topologiquement H s’il n’existe aucun sous-espace affine fermé propre de H
contenant S, ou de maniére équivalente si I’espace vectoriel H? des translations
de 'H est topologiquement engendré par I’ensemble des différences §; — &, avec

£,62 € 5.

14.- Proposition. (i) Soit ¥ un noyau conditionnellement de type
négatif sur X. Il existe un espace de Hilbert affine réel Hy et une appli-
cation continue 7y : X — Hgy tels que Hy est topologiquement engendré par
I'image de 7y et tels que

U(z,y) = |Ing(x) — g (¥)I1?

pour tous z,y € X. La paire (Hg,7y) est déterminée & isomorphisme unique
prés par ces deux conditions.

(ii) Soit G' un groupe topologique agissant continiiment sur X en préser-
vant un noyau ¥ conditionnellement de type négatif. Il existe une action affine
ayg de G sur Hy telle que

ng(97) = ag(g)ng(z)
pour tous g € Get ¢ € X.

(iii) Soit 4 une fonction conditionnellement de type négatif sur un groupe
topologique G. Il existe un espace de Hilbert réel HY, une représentation
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orthogonale m,, de G sur HY et un cocycle b, par rapport a m, tels que 'Ho
soit topologlquement engendré par l'image de b, et tels que

¥(g) = l|by(9)II?

pour tout g € G. Le triple (’H?b, my,by) est déterminé a isomorphisme unique
preés par ces conditions.

Preuve. Montrons l’assertion (i). Soit W0 I’espace vectoriel des fonc-
tions f : X — R a supports finis et de masse totale nulle, c’est-a-dire telles
que Yy f(z) = 0. On définit une forme bilinéaire symétrique positive sur
WO par

hilf) =5 3 A@)hE)EeY) .
z,y€X
Soit W D’espace affine des fonctions A : X — R a supports finis et de masse
totale un. On définit un écart sur W par

(hy,hy) (hl—h2|h1—h2>1/2'

On définit encore une application 1 : X — W qui applique un point de X sur
sa fonction caractéristique.

En séparant et complétant W, on obtient un espace de Hilbert affine réel
Hy, et on note 7y la composition de 7 et de la projection canonique de W
dans Hg. L’application 7y est fortement continue parce que le noyau ¥ est
continu. La paire (Hg,ny) vérifie les deux conditions de ’énoncé.

Soient (H,,7n;) et (H,,n,) deux paires vérifiant ces conditions. Il est
clair qu’il y a au plus un isomorphisme isométrique affine de H, sur H, qui
entrelace 7; et 1,. On obtient un tel isomorphisme en posant

a(i )‘ﬂh(wi)) = i A (x;)

pour tout choix d’un entier n, de points x,,...,z, € X et de nombres réels
Al,..-y A, de somme nulle. Pour vérifier que ces formules définissent un iso-
morphlsme convenable a : H; — H,, il suffit de choisir un point base z, € X
et de vérifier que

” Z )‘i(’h(‘”i) - 771(-"30)) ” = ” Z A; (’72(%') - 772(“0)) ” :
i=1 i=1

64



FONCTIONS DE TYPE POSITIF

Or, si on utilise I'identité
1
(€le’) = 5 (el + "1 - lle—€'11?)

ou £ et ¢’ sont des vecteurs d’un espace de Hilbert réel, on obtient bien

” Z&(m(zi)—m(%))llz = % Z )‘i’\j{‘l'(“f'vxo) + ‘I’(wj,l'o) - ‘I’(wua’j)}

ol DIRHCHCARTACN)]

ce qui achéve la preuve de (i).
Les assertions (ii) et (iii) sont des cas particuliers de I’assertion (i). 0O
15.- Remarques. (a) Soient X un G-espace et H un espace de Hilbert
affine réel H. Une application continue  : X — H telle que ||n(z) — n(y)|| =
lln(gx) — n(gy)|| pour tous z,y € X et g € G s’appelle parfois une hélice (voir

le §1 de [FH]). La proposition 14.ii montre que tout noyau conditionnellement
de type négatif sur X qui est invariant par G provient d’une hélice.

La terminologie rappelle ’exemple suivant. On considére deux constantes

positives 7, h et le noyau ¥ : R x R — R défini par

¥(z,y) = 4r%sin® ? + R (z—y)? .

Alors ¥ est conditionnellement de type négatif, et associé & 1’hélice

R — R3
n
z +— (rcosz,rsinz,hr)

de rayon r et de pas h.

(b) La preuve de la proposition 14 montre que, si ¥ est un noyau condi-
tionnellement de type négatif sur X et si x, est un point base de X, alors le
noyau réel

(way) — ‘I’(l',"’o) + \I’(wan) - \I’(w,y)
est de type positif sur X.
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Un théoréme de Schoenberg (1938) montre un autre lien important entre
noyaux de type positif et noyaux conditionnellement de type négatif. Voir le
théoréme suivant, ainsi que le §4.1 de [Gul] ou le §3.2 de [BCR].

16.- Théoréme (Schoenberg). Soit ¥ : X x X — R un noyau nul sur
la diagonale. Les propriétés suivantes sont équivalentes:

(i) ¥ est conditionnellement de type négatif.
(i1) Pour tout nombre réel ¢t > 0, le noyau réel e—*¥ est de type positif.

Soient en particulier G un groupe topologique et ¢ : G — R une fonction
continue nulle en 1. Alors ¢ est conditionnellement de type négatif si et
seulement si e~*¥ est de type positif pour tout ¢ > 0.

Preuve. Montrons d’abord (i) = (ii). La proposition 14 montre qu’il
existe un espace de Hilbert affine réel H et une application continuen: X — H

tels que
U(z,y) = |ln(z) — n(y)|*

pour tous z,y € X. Il résulte alors du numéro 10 (ou de la proposition 4.13)
que le noyau exp(—t¥) est de type positif.

Montrons (ii) = (i). Rappelons d’abord qu’un noyau réel de type positif
est symétrique (par définition). Notons ensuite que, si e~t¥ est de type positif,
alors —e—t¥ et 1 — e~*¥ sont conditionnellement de type négatif. De plus

U(z,y) = yﬂ% 1 - exp[~t¥(z,9)] }

pour tous z,y € X. On conclut en remarquant que I’ensemble des noyaux
conditionnellement de type négatif sur X est un cone convexe dans 1’espace
des fonctions continues de X x X dans R, cone qui est fermé pour la topologie
de la convergence simple. m}

17.- Noyaux complexes. La définition 12 apparait (entre autres)
chez Faraut et Harzallah [FH]. L’extension aux noyaux complexes se formule
comme suit (définition 4.2 de [Gul]): Un noyau ¥ : X x X — C est condi-
tionnellement de type négatif s’il est hermitien et si, pour tout choix d’un
entier n > 2, de points x,,...,z,, € X et de nombres complexes A,,..., A, de

somine nulle, on a
n

Z En:j\—i)\j\}[l(:ci,wj) <0.
i=1 j=1
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L’analogue complexe du théoréme de Schoenberg reste vrai: une fonction
continue ¥ : XXX — C est un noyau conditionnellement de type négatif si et
seulement si e~*¥ est de type positif pour tout ¢ > 0. (Voir le §4.1 de [Gul].)
On en déduit en particulier que, si ¥ est conditionnellement de type négatif,
il en est de méme de 1 — e~t¥ pour tout ¢ > 0.

18.- Proposition. Soit ¥ : X x X — C un noyau complexe condition-
nellement de type négatif. Alors la formule

1 1 1/2
To(e,y) = Re{[‘I'(x,y) - 5¥(@2) - 5¥(y,y)] }
définit sur X un noyau réel conditionnellement de type négatif.
Preuve. Notons d’abord qu’un noyau complexe sur l’espace & deux
points s’identifie a une matrice complexe (Z 2) On vérifie sans peine que

ce noyau est conditionnellement de type négatif si et seulement si a et d sont
réels, b et ¢ conjugués, et a + d < 2Reb. Il en résulte que le noyau ¥, défini
sur X par

¥y(z,9) = ¥(e,9) - 3(2,2) ~ 3(3,)

est conditionnellement de type négatif et vérifie de plus Re ¥,(z,y) > 0 pour
tous z,y € X. On peut donc définir un noyau ¥, sur X par ¥,(z,y) =
v, (x,y)7, ou la racine désigne toujours la détermination principale.

L’ensemble des noyaux complexes sur X qui sont conditionnellement de
type négatif est un cone convexe dans I’espace des fonctions continues XxX —
C, et ce cone est fermé pour la topologie de la convergence simple. Il résulte
alors de la formule

212 = \/gf (1-e7**)t7%/2dt (2 € Cet Rez >0)
0

que ¥, est conditionnellement de type négatif. Il en est évidemment de méme
de ¥, et donc aussi de ¥y = (¥, + ¥,). O

Nous retiendrons pour la suite le cas particulier suivant.

19.- Corollaire. Soient G un groupe topologique et 1 : G — C une
fonction continue. Si la fonction 3 (c’est-a-dire le noyau (g, h) — ¥(g=1h))
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est conditionnellement de type négatif au sens du numéro 17, alors la fonction

Yo i g+ Re{l¥(g) - $(1)]"/*}
est conditionnellement de type négatif au sens de la définition 12.

De plus 9 et 1, sont en méme temps bornées ou non sur G.

Preuve. Il reste a montrer que, si 1, est bornée, alors ¥ 1’est aussi.
Pour tout g € G, on a Re[¢(g) — ¢¥(1)] > 0, de sorte que l’argument de
[¥(g) — ¥(1)]7 est dans [—7/4,7 /4], et donc que

| [(g) — (V2] < V240(9) ,

ce qui acheve la preuve. o

Voici enfin le lien entre fonctions conditionnellement de type négatif et
propriété (T'):

20.- Théoréme. Soit G un groupe localement compact. Les propriétés
suivantes sont équivalentes:
(i) G possede la propriété (7).
(ii) Toute fonction conditionnellement de type négatif sur G est bornée.
Preuve. Le corollaire 19 montre qu’on peut comprendre au choix (ii) au

sens réel ou complexe. Pour la preuve, choisissons le sens réel. Les numéros
13 et 14.iii montrent que la propriété (ii) est équivalente a

(i”) tout cocycle par rapport a toute représentation orthogonale sur G
est borné,

et cette propriété est équivalente a la propriété (F H)g de la définition 4.10

(voir la remarque 4.8). L’équivalence des propriétés (F H)g et (T') résulte du
lemme 4.11 et du théoréme 4.7. m|

21.- Remarque. Comme le théoréme 4.7, le théoréme ci-dessus a été
obtenu en 1977 par Delorme [Del] et Guichardet [Gu4]. Une forme faible en
avait déja été dégagée en 1974 par Faraut et Harzallah dans un travail sur
les fonctions sphériques (section 5.1 de [FH]). Le théoréme 20 a été retrouvé
en 1981, avec une autre preuve, par Akemann et Walter [AW]. Les corollaires
géométriques du chapitre 6 résultent de I'implication (i) = (ii) de ce théoréme.
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CHAPITRE 6
APPLICATIONS GEOMETRIQUES

Dans ce chapitre, nous énumérons des conséquences géométriques du
théoréme 5.20. Le théme principal est ’existence de séveres restrictions a cer-
taines actions de groupes de Kazhdan sur diverses classes d’espaces: arbres,
R-arbres, complexes de Coxeter, espaces hyperboliques réels et complexes.

6.a. ARBRES

1.- Définition. Un arbre est un complexe simplicial de dimension 1 qui
est connexe, simplement connexe et orienté.

Pour de belles illustrations, voir les arbres de Serre [Ser]|. Notons toutefois
b

que, ici et contrairement & [Ser], deux sommets voisins d’un arbre sont liés

par une aréte orientée, et non deux arétes inverses I'une de I'autre.

Etant donné un arbre I', nous désignons par A ’ensemble des sommets

de ', par AL celui de ses arétes, et par dp : AL x A — N la distance qui
compte le nombre d’arétes entre deux sommets. Nous écrivons aussi A?, Al
et d chaque fois qu’il est possible de ne pas préciser I'.

La proposition suivante est le lemme 2.3 de [JV]. Elle a été inspirée par
la preuve de Haagerup [Ha] que la longueur des mots est une fonction condi-
tionnellement de type négatif sur un groupe libre.

2.- Proposition. Pour tout arbre I', la fonction d est un noyau de type
négatif sur AC.

Preuve. Soit W0 ’espace vectoriel des fonctions f : A® — R a supports
finis et de masse totale nulle. On munit W0 d’une forme bilinéaire symétrique:

(hlfy)=- > A@fY)4d,y)

z,yEA°

(comparer avec la preuve de la proposition 5.14).

Pour vérifier que c’est un produit scalaire, on considére la base de W°
formée des fonctions 2-1/2(, -4, ), ot (z, y) parcourt 'ensemble Al des arétes
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de I' et ol 8, désigne la fonction caractéristique de z, et il suffit de vérifier
que cette base est orthonormale. On a par définition

(272(6,-8,)[272(8,-8,)) = —5 {d(@, )~ d(z,y") — d(y, ') +d(3,)}

D’abord, il est évident que 2-1/2(§_—§,) est de norme 1 pour tout (z,y) €
Al. Ensuite, si (z,y) et (z’,y’) sont deux arétes distinctes de I, il y a trois
cas de figures possibles selon que les arétes sont cohérentes, divergentes ou
convergentes:

On vérifie dans chaque cas que (6, —98,[6, —8,,) = 0.

Ainsi W0 est un espace préhilbertien réel. De plus, on a d(x,y) =
|2-1/2(6, —6,)||? pour tous = € A® et y € A. Par suite le noyau d est
bien de type négatif (voir 5.13). ]

La définition suivante est encore due & Serre (n°1.6.1 de [Ser]). Une ac-
tion d’un groupe G sur un arbre I' est une action de G’ par automorphismes
simpliciaux respectant ’orientation de I'. Si de plus G est muni d’une topolo-
gie non discréte, on suppose en outre que le groupe d’isotropie de chaque
sommet est un sous-groupe ouvert (et donc fermé) de G.

3.- Définition. Un groupe topologique G possede la propriété (FA) si
toute action de G sur un arbre posséde un point fixe.

Au numéro 1.6.6 de [Ser], Serre montre que certains groupes, dont SL, (Z)
sin > 3 et Sp,,(Z) si n > 2, ont la propriété (FA). Plus généralement, tout
groupe de Kazhdan a la propriété (F'A); c’est ce qu’ont montré Alperin [Alp]
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et Watatani [Wat], aprés que Margulis I’ait établi pour les réseaux dans les
groupes de Lie simples de rang réel > 2 (Théoréme 3 de [Ma3]).

4.- Proposition. Un groupe localement compact G qui a la propriété
(T) a aussi la propriété (FA).

Preuve. Soit I' un arbre sur lequel le groupe de Kazhdan G agit et soit
r, € A® un sommet de I'. Le théoreme 5.20 et la proposition 2 ci-dessus

impliquent que la fonction
G— N
g — d(zo,92)

est bornée, c’est-a-dire que l'orbite de x, est bornée. On en déduit 1’existence
d’un point fixe soit par le lemme du centre 3.8, soit par ’argument suivant
([Ser],§1.4.3, proposition 19).

Notons I'y le sous-arbre engendré par l'orbite de z,. C’est un arbre
invariant par G dont nous notons N le diametre, fini. On définit par récurrence
une suite I'; de sous-arbres de I'y, ou I'; est obtenu & partir de I';_, en
supprimant les sommets terminaux et les arétes qui les contiennent (j =
1,2,...,[—”2‘—1]). Le diametre de I'; est N—2, celui de I'; est N—4,..., et le
dernier des I'; a un ou deux sommets. Chaque I'; étant invariant par G, le
ou les sommets du dernier I'; sont invariants par G. O

5.- Exemples. Les exemples suivants montrent que la réciproque de la
proposition 4 n’est pas vraie.

(i) Considérons le groupe de Schwarz défini par deux générateurs a,b
et trois relations a4 = bB = (ab)® =1, ou A, B,C sont des entiers > 2. Ce
groupe a la propriété (F'A): voir le n°1.6.3.5 de [Ser]. Si A-1+B-14+C-1 < 1,
ce groupe est infini et n’a pas la propriété (T), car il contient un sous-groupe
d’indice fini isomorphe au groupe fondamental d’une surface close orientable
de genre > 1 (voir les numéros 1.8 et 3.15).

(ii) Plus généralement, soit (W, S) un systéme de Coxeter avec ensemble
générateur S fini tel que ’ordre de ss’ soit fini pour tous s,s’ € S. On sait que
W ala propriété (F'A), voir ’exercice 1.6.5.3 de [Ser]. On sait aussi que W n’a
pas la propriété (T') si W est infini: c’est un résultat de Bozejko, Januskiewicz
et Spatzier [BJS] repris ci-dessous (corollaire 16).

(iii) On considére un entier rationnel D > 1 sans facteur carré. On sait
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que SL,(Z[V'D)) a la propriété (FA): c’est mentionné au n°L.6.6 de [Ser], et
c’est aussi un cas particulier de résultats de Margulis [Ma3]. Mais ce groupe
n’a pas la propriété (T'). En effet, notons o 1’élément non banal du groupe de

Galois de Q(\/ﬁ) sur Q, et considérons 'injection
{SLz(Z[\/E]) — SL,(R) x SL,(R)
vy = (1,07)

Son image est un réseau, donc SL,(Z[v'D]) n’a pas la propriété (T); voir les
numéros 3.6.1, 1.9.ii et 3.4.

Signalons encore que SL,(Z[v/—1]) et SL2(Z[1—+@]) ont la propriété
(FA) sans avoir la propriété (T'), et que SL,(A) n’a ni la propriété (FA) ni
la propriété (T') lorsque A est I’anneau des entiers d’un corps quadratique
imaginaire autre que @(v/—1) et Q(v/=3). Voir les numéros 1.6.5 et 1.6.6 de
[Ser].

La proposition 2 permet de vérifier que de nombreux groupes n’ont pas
la propriété (T'), a savoir les groupes possédant une action sans point fixe sur
un arbre bien choisi. C’est par exemple le cas des produits amalgamés non
triviaux (théoréme 7 du §1.4 de [Ser]), des extensions & la Higman-Neumann-
Neumann non triviales (idem, remarque 2), et des groupes fuchsiens non co-
compacts (corollaire 4.4 de [JV]). Notons aussi I’énoncé suivant (voir le corol-
laire 3.5.1).

6.- Corollaire. Soit G un groupe de Lie réel simple de rang réel > 2
et soit I' un réseau de G. Alors I' n’est pas un produit amalgamé de deux
sous-groupes de maniére non banale.

Ce corollaire a été obtenu par Margulis comme conséquence de résultats
beaucoup plus généraux (proposition 1 et théoréme 1 de [Ma3]). Margulis
montre essentiellement ceci: soit G' le produit d’un nombre fini de groupes
G,(F;), ou G; est un groupe algébrique simple sur un corps local F;; toute
décomposition d’un réseau I' de G en produit amalgamé est induite par une
décomposition de G en produit amalgamé de sous-groupes ouverts (c’est le
théoréme 2 de [Ma3]). La preuve de ce fait et celle de la superrigidité (chap. 5
de [Zim]) utilisent des idées semblables.

7.- Corollaire. Soit G un groupe algébrique simple de rang déployé 1
sur un corps local F qui n’est ni R ni C — par exemple G = SL,(D) avec D
une algébre centrale simple sur F qui est une algebre a division. Alors

72



APPLICATIONS GEOMETRIQUES

(1) G n’a pas la propriété (T,

(ii) si H est un groupe de Kazhdan, image de tout homomorphisme
continu de H dans G est relativement compacte.

Preuve. On sait que I'immeuble de Bruhat-Tits de G est un arbre
sur lequel G agit naturellement, et que les stabilisateurs des sommets sont
précisément les sous-groupes compacts maximaux de G. Voir [Ti3], ou le n°1.7
du chap. Il de [Ser] si G = SL,(D). Le corollaire 7 résulte donc immédiatement
de la proposition 4. O

Nous verrons au corollaire 23 ci-dessous dans quelle mesure le résultat
reste vrai si F est R ou C.

On doit & Zimmer une tout autre preuve de ’assertion (ii): voir le corol-
laire 19 de [Zi2]. Lorsque H est un réseau dans un groupe de Lie réel simple
de rang > 2, ’assertion (ii) est un cas treés particulier du théoréme de super-
rigidité de Margulis.

6.b. ARBRES REELS

Soit X un espace métrique. Un arc dans X est un sous-ensemble de
X homéomorphe a un intervalle compact de R. Un segment dans X est un
sous-ensemble de X isométrique & un intervalle de R.

8.- Définition. Un R-arbre est un espace métrique X satisfaisant la
condition suivante:

pour toute paire de points z,y € X, il existe un unique arc A C X
d’extrémités = et y, et A est un segment fermé.
On note [z,y] le segment d’extrémités x,y.

On vérifie qu’un arbre au sens ordinaire (définition 1) est un R-arbre (le
théoreme I1.1.9 de [MS] offre un énoncé plus précis). Mais il existe des R-
arbres qui ne sont aucunement des arbres ordinaires; par exemple, si I est le
groupe fondamental d’une surface close de genre g > 2, il existe un R-arbre
sur lequel T agit librement [Sha).

Le résultat suivant a été noté par plusieurs personnes (dont R. Alperin,
M. Bozejko [Boz], S. Gersten, A. Hoare, J-P. Serre, les auteurs, ...).

9.- Proposition. Soit X un R-arbre. La distance d : X x X — R est un
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noyau de type négatif.

Preuve. Soient z,,...,z, des points de X. Notons Y le plus petit
sous-R-arbre de X contenant ces points:

Y = U [z;,2;] -

1<i,j<n

1l est facile de voir que le R-arbre Y est régulier au sens de Wang [Wan|. Mieux:
il existe une partie finie S de Y, contenant les z; (et en particulier les points
terminaux de Y') ainsi que les points de branchement de Y (définitions 2.3.2
et 2.3.3 de [Wan]). Il en résulte que Y est un complexe simplicial simplement
connexe de dimension 1 (théoréme 2.3.5 de [Wan]). La seule différence d’avec
un arbre ordinaire est que la distance entre deux sommets n’est pas forcément
un entier. Mais on dispose de la notion d’aréte: étant donnés deux sommets
distincts z,y € S, le segment [z,y] est une aréte si SN]z,y[ est vide.

Pour montrer que d est de type négatif sur X, il suffit de vérifier que la
restriction de d & S est de type négatif (pour tout choix de points z,,...,z,
comme ci-dessus). On imite pour cela la preuve de la proposition 2. Le seul
détail & modifier est le suivant: pour vérifier qu’on définit un produit scalaire
sur I’espace vectoriel W0 des fonctions f : S — R de masse nulle par la formule

(filf) ==Y f(@ L@)d(=z,y)

z,yE€S

on vérifie que les fonctions §,—-96,, o [z, y] parcourt les arétes de Y, forment

une base orthogonale (non nécessairement orthonormale) de 1’espace W0 (qui
est de dimension finie). a

Dans la ligne des définitions 4.6 et 6.3, il est naturel de poser la définition
10 et de croire a la proposition 11 suivantes.

10.- Définition. Un groupe topologique G posséde la propriété (FRA)
si toute action continue de G par isométries sur un R-arbre complet posséde
un point fixe.

Rappelons que la complétion d’un R-arbre est encore un R-arbre (corol-
laire 11.1.10 de [MS]).

11.- Proposition. Un groupe de Kazhdan a la propriété (FRA).

Preuve. Soit G un groupe de Kazhdan agissant par isométries sur un
R-arbre complet X et soit , un point de base de X. La proposition 9 et
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le théoréme 5.20 montrent que ’orbite Gz, est bornée. On achéve grace au
lemme du centre 3.8. O

12.- Remarques. (i) Les groupes de Schwarz et les groupes de Coxeter
décrits aux exemples 5 ci-dessus ont la propriété (FRA), les arguments étant
les mémes que pour (F'A), mais n’ont pas la propriété (T').

(ii) I est évident que la propriété (FRA) implique la propriété (FA).
Nous ne connaissons pas d’exemple de groupe qui ait la propriété (F'A) sans
avoir la propriété (FRA).

6.c. COMPLEXES DE COXETER

13.- Définitions. Soit (W, S) un systéeme de Coxeter, I’ensemble généra-
teur S du groupe W étant fini.

On associe & (W, S) son compleze de Cozeter qui est le complexe simplicial
A défini de la manieére suivante. Pour toute partie propre (éventuellement
vide) I de S, notons W; le sous-groupe de W engendré par I. Pour tout
entier k € {0,1,...,|S| — 1}, ’ensemble des k-simplezes de A (ou facettes de
rang k + 1 dans la terminologie de Tits) est la réunion disjointe

]_[W/W_, (réunion sur I C S, I # S avec |I| = |S|-k-1).

Les simplexes de dimension maximale (dimension |S|—1 ou rang |S|) sont les
chambres de Aj; elles sont en bijection avec W. Tout simplexe de A est une
partie de W; on convient que le simplexe YW, contient le simplexe W si
le sous-ensemble YW ; de W est contenu (sic) dans 6W;. Une cloison d’une
chambre C est un simplexe de codimension 1 contenu dans C.

Deux chambres sont mitoyennes si elles ont une cloison commune. Une
galerie de longueur n est une suite (Cy,C,,...,C,,) de n + 1 chambres, avec
C;_, et C; mitoyennes pour ¢ = 1,2,...,n, et Cy,C; sont les extrémités de
cette galerie. On montre que deux chambres de A sont toujours reliées par
une galerie (proposition 1.4.1 de [Ti2]). On définit alors la distance d(C,C")
entre deux chambres C et C’ comme le minimum des longueurs des galeries
d’extrémités C' et C’, et on vérifie que 'ensemble Cham(A) des chambres de
A est ainsi muni d’une structure d’espace métrique.

On voit facilement que A est un complere mince, c’est-a-dire que toute
cloison de A est contenue dans exactement deux chambres de A. Un endomor-
phisme ¢ de A est un endomorphisme de ’ensemble sous-jacent W qui envoie
toute chambre C' de A sur une chambre, et dont la restriction C' — ¢(C') est
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un isomorphisme de complexes. Un pliage est un endomorphisme ¢ tel que
¢? = @ et tel que toute chambre C' de A soit 'image de 0 ou 2 chambres.
L’image d’un pliage est une racine de A. On note Rac(A) I’ensemble des
racines de A.

Les résultats suivants sont dus & Bozejko, Januskiewicz et Spatzier [BJS)].

14.- Proposition. Avec les notations ci-dessus, la distance d sur
Cham(A) est un noyau de type négatif.

Preuve. Pour toute racine R € Rac(A), désignons par x p : Cham(A) —
{0,1} 1a fonction définie par xz(C) = 1si C C R et xz(C) = 0 sinon. La
proposition 2.22 de [Ti2] montre que

d(C,C) = > xp(O)1-xg(C))
R€Rac(A)

pour C,C" € Cham(A), et la proposition 14 en est une conséquence immédia-
te. O

15.- Corollaire. Si /(w) désigne la longueur d’un élément w du groupe
W relativement au systéme de générateurs S, la fonction £ : W — R est de
type négatif.

Preuve. Cela résulte du corollaire 2.13 de [Ti2], qui montre que {(w) =
d(C,w(C)) pour toute chambre C de A. O

16.- Corollaire. (i) Un groupe de Coxeter infini n’est pas un groupe de
Kazhdan.

(ii) Soient G un groupe de Kazhdan, W un groupe de Coxeteret ¢ : G —
W un homomorphisme continu. L’image ¢(G) est finie.

Preuve. Cela résulte de la proposition 1.6 et du théoréme 5.20. m]

6.d. ESPACES HYPERBOLIQUES

On désigne par F 1'un des corps R,C et H (quaternions), et par F7 le
groupe multiplicatif des éléments de module 1 dans F. Sur F*+! vu comme
espace vectoriel & droite sur F, on considere la forme hermitienne

n
[z,9] =Tgyo — ) Zi; -
i=1
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Le groupe F} agit a droite sur ’ensemble V,, des vecteurs z € F"+! tels que
[z,z] = 1.

17.- Définitions. L ’espace hyperboliqgue H, (F) de dimension n sur F est
le quotient de V,, par l'action a droite de F}. Le groupe des isométries de la
forme [ , ] sur F*+! se note

O(l,n) siF=R
U(l,n) siF=C
Sp(l,n) siF=H.

On pose
50(1,n) = O(1,n) N SL,, ,;(R)

SU(1,n) = U(1,n) N SL,,,,(C)

S0,(1,n) = composante connexe de SO(1,n) .

Pour la géométrie des espaces hyperboliques, nous renvoyons (par exemple) a

[CG] ou [Eps].

18.- Remarques. (i) Le groupe Sp(1,n) est parfait, et il n’y a donc
pas lieu de distinguer comme SO(1,n) et O(1,n), ou SU(1,n) et U(1,n). Le
groupe SO(1,n) a deux composantes connexes, alors que SU(1,n) et Sp(1,n)
sont connexes.

(ii) Soit G l'un des groupes SO,(1,n), SU(1,n), Sp(1,n). Notons K le
stabilisateur dans G du point (1,0,...,0) de I’espace F*+! correspondant,
de sorte que H,(F) s’identifie &8 G/K. Alors K est un sous-groupe compact
maximal de G, et K est le groupe

SO(n) siF =R
S(U1)xU(n)) =(U(1) xU(n))NSL,,,(C) siF=C
Sp(1) x Sp(n) siF=H.

(iii) I est aussi possible de définir le plan hyperbolique H,(Cay) sur
lalgébre alternative (non associative) Cay des octaves de Cayley. Une cons-
truction élégante de ce plan a été donnée par Tits [Til]: c’est I’ensemble des
points intérieurs d’une polarité hyperbolique dans le plan projectif P,(Cay).
Le groupe des isométries de ce plan est le groupe exceptionnel Fy(_s0), de

dimension 52 (la forme de Killing est de signature —20), et le stabilisateur d’un
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point est un sous-groupe compact maximal de F,_,,) isomorphe & Spin(9),
de dimension 36.

(iv) A isomorphisme local prés, la liste des groupes de Lie réels connexes
presque simples de rang réel 1 est

S0,(1,n) SU(1,n) Sp(1,n) n>2
Fy_20) -

D’autre part SO,(1,2) et SO,(1,4) sont respectivement localement isomor-
phes & SU(1,1) et Sp(1,1).

La liste des espaces riemanniens symétriques de type non compact et de
rang 1 est donnée par les H, (F) et H,(Cay); voir le chapitre X de [Hel],
édition de 1978.

19.- Lemme. On reprend les notations des définitions 18. Soient z,y €
V.. On a |[z,y]| > 1, avec égalité si et seulement s’il existe A € F} tel que
Yy =z

Preuve. On a

1= <|w0|2 - 2|w,-|2) (Iyol2 - E|yi’2)
< (Iol? = Sheil?) (Iwol? = Shwsl?) + (1zoly/Sluil? = lyoly/Sheil?)”
= (Ieallsol = y/Sle {/Slul)

2
< (|m0| lvol — 12o%; y,|) par l'inégalité de Cauchy-Schwarz

< |z y — 27y, par 'inégalité triangulaire
=|[z,y]* .
On vérifie aisément la condition d’égalité. [}

Dans la définition suivante, nous commettons I’abus de désigner par la
méme lettre un vecteur de V, et son image dans H, (F).

20.- Définition. La distance hyperbolique d(x,y) entre deux points x
et y de H (F) est donnée par

ch d(z,y) = | [=,9] |

La formule a un sens vu le lemme 19; elle définit bien une distance: voir par
exemple le §19 de [Mos].
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Le résultat suivant est dii & Faraut et Harzallah (proposition 7.3 de [FH]).

21.- Théoréme. Le noyau logch d est conditionnellement de type
négatif sur H, (F) siF =R ousi F=C.

Preuve. Gréce au théoréeme de Schoenberg (5.16), il suffit de montrer
que le noyau (z,y) — |[z,y]|~t = (ch d(z,y)) "t est de type positif pour tout
nombre réel ¢ > 0. Comme

[, 9117 = Lol ™" o™ 11 = (T3 90) ™ X5 9:l ™

et comme le noyau (z,y) — |zq|~t|yy|~t est évidemment de type positif, le
théoréme de Schur (5.5.1) implique qu’il suffit de montrer que le noyau

Q(x’y) ll - waO Z:D yzl—t

est de type positif pour ¢ > 0.
Introduisons le noyau

By (2,y) = (To¥o) " DTy, -
él lest évident que ®, est de type positif, et on a par I'inégalité de Cauchy-
chwarz
o VElE VSl
=|_wolTo| \/lxolz-l \/l?/o|2_1 <1.

Le corollaire 5.5.ii montre donc que le noyau

(z,y) — (1= By(x,y)) "2

est de type positif; de méme pour le noyau

IQO(x1y)I S

(z,9) = (1 - By(z,y) )72 .

Le produit de ces deux noyaux, qui est ®, est donc de type positif par le
théoreme de Schur.

Notons qu’on a utilisé I’hypothese F € {R,C}, ou F # H, d’abord pour
définir @, ensuite en invoquant le corollaire 5.5.ii. Notons aussi que les noyaux
introduits dans cette preuve ne sont pas tous invariants par isométries. |
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Dans la ligne de la définition 10, nous proposons encore la

22.- Définition. Un groupe topologique G posséde la propriété
(FHypC) si toute action continue de G par isométries d’un espace hyper-
bolique réel ou complexe posséde un point fixe.

23.- Corollaire. (i) Tout groupe de Kazhdan a la propriété (FHypC).

(ii) Les groupes SOy(1,n) et SU(1,n) n’ont pas la propriété (T').

(iii) Soit G' un groupe de Kazhdan. Toute image continue de G dans
SO,(1,n) ou SU(1,n) est relativement compacte.

Preuve. L’assertion (i) se montre comme les propositions 4, 11 et le
corollaire 16. L’assertion (ii) est alors évidente. Enfin (iii) résulte de ce que les
sous-groupes compacts maximaux de SO(1,n) et SU(1,n) sont précisément
les stabilisateurs des points dans I’espace hyperbolique correspondant. m

24.- Exemple (Serre). La réciproque du corollaire 23.i n’est pas vraie,
comme le montre ’exemple suivant d’un groupe qui a la propriété (F HypC),
mais qui n’a ni la propriété (T') ni méme la propriété (FA). Nous reproduisons
ici un passage d’une lettre de J-P. Serre (juillet 1988).

“Soit D un corps de quaternions sur @, et soit ¥ ’ensemble des places
de Q ramifiées dans D. On suppose co € X, de sorte que Dy est le corps
des quaternions usuels sur R. Soit G le groupe des éléments de D* de norme
réduite 1, vu comme groupe algébrique sur Q (forme “tordue” de SL,); le
groupe G est compact (isomorphe & SU(2)). Soit d’autre part S un ensem-
ble fini de nombres premiers, avec SNY = @ et Card(S) > 2. Soit I' un
sous-groupe S-arithmétique de Gg. Un tel groupe fournit le contre-exemple
cherché. En effet:

a) Si p € S, le groupe local G, = Ggq, est isomorphe a SLy(Q,), et
les propriétés connues des groupes S-arithmétiques entrainent que ’image
de I' dans G, est dense. En particulier, I' ne fixe aucun point de l’arbre
correspondant; il n’a donc pas la propriété F A, ni non plus T'. (D’ailleurs, le
quotient HpG sGp /T est compact; c’est une autre fagon de voir que I' n’a pas
la propriété T'.)

b) Du fait que I' est un sous-groupe irréductible du produit HpG sGps
lequel est de rang total > 2, on peut appliquer les théoremes de superrigidité
de Margulis. Tout homomorphisme de I' dans un groupe hyperbolique (ou
plus généralement un groupe algébrique réel) provient — quitte a se restrein-
dre & un sous-groupe d’indice fini — d’un homomorphisme de G dans ce
groupe. Comme Gpg est compact, on voit bien que I'image de I' est relative-
ment compacte. Donc I' a la propriété FHypC (et méme mieux).
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Remarque — Si l'on prend S tel que Card(S) = 2, et si on suppose I'
sans torsion, on peut montrer que I' est un amalgame de deux groupes libres
(amalgamés suivant un sous-groupe d’indice fini).”

25.- Remarques. (a) Les assertions (ii) et (iii) du corollaire 23 four-
nissent des analogues archimédiens du corollaire 7, car SL,(R) est localement
isomorphe & SO,(1,2) et SL,(C) & SO,(1,3). On peut méme ajouter & cette
paire un groupe SL,(H), aussi noté SU(4), qui est localement isomorphe a
S$0,(1,5). Pour une autre preuve de (iii), voir le corollaire 20 de [Zi2].

(b) Lorsque le groupe G de ’assertion (iii) est un réseau dans un groupe
de Lie réel simple de rang > 2, ’assertion résulte aussi du théoréme de super-
rigidité de Margulis (théoréme 5.1.2 de [Zim]).

La proposition 3.7 montre que SO(n) contient un sous-groupe de Kazh-
dan dénombrable dense dés que n > 5. Au contraire SO(n) ne contient pas
de tel groupe si n < 4. C’est ce que montre le dernier résultat de ce chapitre,
di & Zimmer [Zi2]; il précise le corollaire 23.iii.

26.- Proposition. Tout sous-groupe dénombrable de SO(n) qui a la
propriété (T') est un groupe fini si n < 4.

Preuve. Le cas n = 2 est banal (proposition 1.7.iv); le cas n = 4 se
rameéne au cas n=3, car SO(4) est un revétement double de SO(3) x SO(3).
Le cas de SO(3) est équivalent a celui de SU(2). On considére donc un sous-
groupe de Kazhdan I' de SU(2), et il s’agit de montrer que T" est fini si I est
dénombrable.

ler pas. On peut supposer que l’action de I' sur C2 est irréductible.
Si ce n’était pas le cas, I' serait contenu dans un tore de SU(2), et on serait
ramené au cas n=2.

2e pas. Les valeurs propres des éléments de I' sont des racines de I’unité
dans C. En effet, soient v, un élément de I' et A une valeur propre de 7,.
Notons K le sous-corps de C engendré par A et par les coefficients d’une partie
génératrice finie de I', de sorte que I' C SL,(IK). Si A n’est pas une racine
de I'unité, il résulte d’'un lemme de Tits ([Ti4], lemma 4.1) qu’il existe un
corps local K’ et un homomorphisme o : K — K’ tels que |o(A)| # 1 (si K
est un corps de nombres, cette assertion est prouvée dans [Wei], IV 8; si A est
transcendant, on peut prendre K’ = C et pour o un automorphisme sauvage
de C tel que |o(A)| # 1). Alors I'image de ’homomorphisme

{F — SL,(K")
v — o(v)
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n’est pas relativement compacte, ce qui contredit le corollaire 23 si K’ est
archimédien, et le corollaire 7 si K’ ne I’est pas. Le deuxiéme pas a comme
conséquence immédiate que I' est un groupe de torsion.

3e pas. L’ensemble TrI' des traces des éléments de I est fini. En effet,
si v € I, les valeurs propres de vy sont des racines de I'unité qui vérifient une
équation quadratique sur K (& savoir det(y — A1) = 0). Un autre lemme de
Tits ([Ti4], lemma 2.3) assure qu’il n’y a qu'un nombre fini de telles racines
de unité.

4e pas. Pour conclure que I est fini, on utilise un théoréme de Burnside
(voir par exemple [Ba], Cor.1.3): comme I' est irréductible sur C2 (ler pas)
et que TrI est fini (3e pas), I lui-méme est fini. m|

Notons que nous aurions pu conclure apreés le deuxiéme pas en utilisant le
théoreme de 1’alternative de Tits [Ti4], que nous avions déja utilisé au corol-
laire 21 du chapitre 3: puisque I" est un groupe de torsion, I" ne contient pas de
groupe libre, donc I' est presque résoluble, donc moyennable, et 1.5.i permet
de conclure. Nous avons opté pour une démonstration un peu plus longue
mais plus élémentaire, qui a aussi ’avantage de montrer que la proposition 26
et le résultat de Tits reposent sur les mémes lemmes.
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CHAPITRE 7
LE PROBLEME DE RUZIEWICZ

Le probléme est de savoir s’il existe sur une spheére une mesure finiment
additive invariante par rotations autre que la mesure de Lebesgue. Dans ce
numéro, on suppose que les espaces boréliens sont tous standard et que les
mesures sont toutes positives et finies.

1.- Définitions. Soit p une mesure sur un espace borélien (X,B).
L’espace M = L>(X, B, u) des fonctions complexes sur X qui sont B-mesura-
bles et p-essentiellement bornées (fonctions modulo ’égalité p-presque par-
tout) est un espace de Banach pour la norme définie par

|f]| = supess|f(z)| = Inf{c >0:p{z e X :|f(x)|>c} = O} .
z€X

Une forme linéaire ® : M — C est positive si ®(f) > 0 lorsque f(z) > 0 pour
p-presque tout z € X. On vérifie qu'une telle forme est toujours continue:
[2(f)] < ®(xx)|Ifll, ou xx désigne la fonction caractéristique de X. On
désigne par M} le cone des formes linéaires positives sur M. On appelle état
sur M une forme ® € M} qui prend la valeur 1 sur la fonction caractéristique
de X.

Une forme ® € M définit une application finiment additive

{B - [O’Q(XX)]
| B — ®(xp)

Certains auteurs disent que ¢ est une charge sur (X,B), et une moyenne
lorsque de plus ¢(X) = 1. Réciproquement, toute application ¢ : B — [0, ¢]
telle que

p(B) =0 si u(B) =0
p(X)=c
¢(B, I B,) = p(B,) + ¢(B,) si B;,B, € Bavec BN B, =10

provient d’une forme ® comme ci-dessus (voir par exemple [HeS], théoréme
20.35). Nous commettons ci-dessous 1’abus consistant & confondre ® et ¢.
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Supposons de plus qu’un groupe G agit sur (X,B) par isomorphismes
boréliens préservant la mesure p. (Nous n’imposons aucune condition de
continuité sur ’action, méme si G n’est pas dénombrable.) Alors G agit
naturellement sur M et M. Par exemple la forme positive

M — C
“{f —— [y fdp

est invariante par G.

2.- La mesure de Lebesgue sur les sphéres. Considérons un entier
n > 2, la sphére unité S™»—! de ’espace euclidien R", la o-algebre B des
boréliens de S»—1, la mesure de Lebesgue normalisée A sur (S™—1, B), et enfin
’action canonique du groupe des rotations SO(n) sur (S™~1, B, ).

Dans ses “Lecons sur l'intégration” de 1904, H. Lebesgue a essentielle-
ment montré que A est 1’'unique mesure sur S*~1 qui soit invariante par les
rotations [Leb]. On peut évidemment aussi voir A comme étant définie sur
la o-algébre £ des parties de S™—! qui sont mesurables au sens de Lebesgue.
Toutefois, en 1914, F. Hausdorff a montré qu’on ne peut pas étendre A\ en
une moyenne invariante par rotations définie sur toutes les parties de S™—1
si n > 3 [Hau). Puis S. Ruziewicz a demandé si A était unique en tant que
moyenne sur (S?~1, L) invariante par rotations. En 1923, S. Banach fournit
une réponse négative pour n = 2; mais la question reste alors ouverte pour
n > 3 [Ban].

3.- Boréliens et mesurables au sens de Lebesgue. A priori, il y a
trois problémes distincts d’unicité pour la mesure de Lebesgue A vue comme
moyenne invariante sur S?~1, lorsque n > 3: I'un sur (S™-1,B), le second
sur (S7—1, L), le troisitme sur M = L£>°(S"-1,B,)) = L=(S7~1,L,)). En
fait les deux derniers problemes sont équivalents pour les raisons suivantes.
D’une part un état ¥ sur M invariant par rotations fournit évidemment une
moyenne invariante sur (S?~1, £). D’autre part une moyenne invariante ¢ sur
(Sn—1, L) s’annule sur les ensembles négligeables en vertu du lemme suivant
qui est dit & Tarski (voir les 5 derniéres lignes de [Tar]), de sorte que ¢ définit
un état invariant sur M (voir le numéro 1 ci-dessus).

Lemme (Tarski). Soit ¢ : £ — [0,1] une moyenne définie sur les parties
de la sphére S™~! mesurables au sens de Lebesgue, invariante par rotations.
Si n > 3 alors ¢(IN) = 0 pour tout ensemble négligeable N € L.
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Preuve. Soit ¢ > 0. On choisit un entier naturel m avec # < g, et un
nombre réel » > 0 tels qu’il existe m boules B,,...,B,, de rayon r deux a
deux disjointes dans S»~1. Par invariance et additivité de ¢, on a

m

Z ¢(B;) <1
=1

d’ot p(B;) < ¢. L’existence de sous-groupes libres non abéliens dans SO(n)
implique un “paradoxe de Hausdorff-Banach-Tarski” qui peut se formuler
comme suit: il existe un entier k, des partitions

si= 1] 4

1< <k

B, = [J B,

1<j<k
et des rotations g;,....gy avec g;(A;) = By ; pour j = 1,...,k (voir [HaS]
ou [Wag]).

Si N est négligeable, alors N; = NN A; et g;(IN;) sont mesurables au
sens de Lebesgue (méme si A; ne l'est pas !), de sorte que

¢(N) = Z p(N;) = Z ¢(9;(N;)) < w(B,) < «.

1<) <k 1<5<k
Comme ¢ est arbitraire, p(N) est nul, comme désiré. |

Le premier des trois problémes d’unicité mentionnés plus haut n’est ap-
paremment pas équivalent aux suivants. En fait, on a le

Probléme de Marczewski: Existe-t-il une moyenne p définie sur les boré-
liens de S™~1 (n > 3) qui soit invariante par rotations et nulle sur les ensembles
maigres ?

On sait que la réponse est positive pour n = 2; voir [Myc]. Le probleme
de Marczewski est lié a un probléeme connu de la théorie des AW *-algebres

[BMW].

4.- Théoréme (Rosenblatt, Margulis, Sullivan). Pour n > 5 la
mesure de Lebesgue est la seule moyenne sur (S?—1, £) qui est invariante par
les rotations.
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Ce résultat est dii indépendamment & Margulis [Ma2] et Sullivan [Sul],
qui utilisent tous deux un résultat partiel de Rosenblatt [JR], [Ros]. Avant
d’en donner la preuve, nous définissons deux types de formes positives et nous
établissons quelques résultats préliminaires.

5.- Formes positives normales et singuliéres. Soient & nouveau
(X,B,u) et M comme au numéro 1. Une forme ® € M} est dite normale si
lim;_,  ®(f;) = ®(f) pour toute suite positive croissante 0 < f; < f, < ...

de M qui converge point par point vers une fonction f € M, c’est-a-dire si la

moyenne associée
B — [Ové(XX)]
B +— ®(xp)

est une mesure o-finie. Nous désignons par M, la partie de M constituée
par les formes normales.

Pour toute forme ® € M}, posons

vg(B) = Inf { Z ®(B;) : B= I_I B; est une B-partition dénombrable }
J J

pour tout B € B. C’est un exercice facile de vérifier que vz est une mesure
o-additive: on montre d’abord que vg est o-sous-additive (voir par exemple
la preuve du théoréme A de la section 10 dans [Hal]), puis que v4 est additive,
enfin que vy est o-additive.

On dit qu'une forme positive ® € M} est singuliére si vy = 0. Toute
forme ® € M} possede une décomposition canonique ® = v + 0, avec v = vy
normale et ¢ = ® — v singuliére. Si de plus ® est invariante par un groupe
G comme au numéro 1, alors v et o le sont aussi. Notons que la mesure vg
est absolument continue par rapport a p.

6.- Lemme. Soit ® une forme positive singuliére sur M = L(X, B, u).
On suppose que p majore ¢ au sens suivant: il existe une constante ¢ > 0
telle que cu(B) > ®(B) pour tout B € B. Alors & = 0.

Preuve. Un théoreme du type Radon-Nykodim di a I. Segal montre
que, pour toute forme ® € M}, singuliere ou non, majorée par p au sens de
I’énoncé, il existe une unique fonction a € M avec a(x) > 0 pour u-presque
tout @ € X telle que

o(f) = /Xf(:c)a(a:)du(w) pour tout f € M .
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Voir la proposition 3.3.5 de [Ped]. Par suite ® est absolument continue par
rapport & p, avec dérivée de Radon-Nykodim a. Si de plus @ est singuliére,
alors a = 0 presque partout, donc & = 0. O

7.- Lemme. Soit ® € M} une forme singuliére. Pour tout borélien
B € B avec pu(B) > 0, il existe un borélien B’ C B avec u(B’) > 0 et
®(B') = 0.

Preuve. Soit B comme dans I’énoncé. L’assertion étant banale si
®(B) = 0, supposons au contraire ®(B) > 0. Choisissons une constante
¢ > 0 telle que cu(B) > ®(B).

On peut imaginer que l'idée de Rosenblatt pour la preuve de la propo-
sition 1.1 de [Ros] est la suivante: définir B’ comme le complémentaire dans
B d’un élément maximal (pour 'inclusion) dans I’ensemble des sous-boréliens
A C B vérifiant cu(A) < ®(A). En procédant naivement, on se heurte & des
difficultés pour estimer la mesure — ou plutot la mesure extérieure — de UA;,
ot (A;);¢ s est une famille de boréliens en général non dénombrable. Mais on
peut néanmoins exploiter cette idée comme suit.

Pour tout borélien A C X, notons p, 'opérateur de multiplication par
la fonction caractéristique x 4 sur ’espace de Hilbert H = £2(X,B,u). Ainsi
P4 est le projecteur orthogonal de H sur un sous-espace fermé H 4. Soit F la
famille des projecteurs de H de la forme p,, ou A est un sous-borélien de B
vérifiant cp(A) < ®(A). On ordonne F par py < py si Hy C H . Alors F
est inductif.

Soit en effet (A;);c; une famille de sous-boréliens de B vérifiant cu(4;) <
®(A;), et telle que la famille (p, );c; soit totalement ordonnée. Notons H,,
I’adhérence dans H de la réunion des H 4; €t p, le projecteur de H sur H,,.
Alors p,, est un projecteur dans ’algebre de von Neumann M = L=(X, B, u),
et il existe un borélien A, C X tel que p, = p, . Comme H, C Hp, on
peut supposer A, C B. Pour montrer que F est inductif, il reste & vérifier
que cu(A,) < ®(A,,). Mais la forme linéaire 1 € M est normale. Par suite

cpu(A,,) = supcp(4;) < sup ®(4;) < ®(4,)
ou la derniére inégalité résulte de la positivité de .

Vu le lemme de Zorn, il existe donc un borélien A’ C B tel que cu(4’) <
®(A’), et tel que le projecteur p,, soit maximal dans F. Posons B’ = B — A'.

De l'inégalité cu(B) > ®(B) résulte que pg ¢ F, donc aussi que u(B’) >
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0. Pour tout borélien C C B’ avec u(C) > 0, on a cu(C) > ®(C) par
maximalité de p,,. Il résulte donc du lemme 6 que ®(B’) = 0. a

8.- Proposition. Les notations étant comme aux numéros 1 et 5, soit
® € M} une forme positive singuliere sur M = L£°°(X,B,u). Il existe une
suite croissante B; C B, C ... de boréliens de X avec ®(B;) = 0 pour tout
j>1letlim, pu(X-B;)=0.

2

Preuve. Soit F I’ensemble (non vide en vertu du lemme 7) des boréliens
B C X tels que u(B) # 0 et ®(B) = 0. Posons

m = sup{u(B) : B € F} .

Choisissons une suite (B});>; de F avec

m = sup{u(B}) :j > 1} .

Posqns B; = U1§i§j B; pour tout j > 1 et B = U,’21 B;, de sorte qu’on a
aussi
m = lim p(B;) = p(By,) -

Il suffit de montrer qu’on a m = p(X).

Si on avait m < pu(X), le lemme précédent montrerait qu’il existe un
borélien B’ C X — B, avec B’ € . On aurait donc B; UB’' € F et pu(B, U
B') > m, ce qui est absurde. Donc m = pu(X). |

9.- Moyennes singuliéres et vecteurs presqu’invariants. En con-
servant toujours les mémes notations, considérons de plus dans 1’espace de
Hilbert H = £2%(X,B,pn) 'hyperplan fermé H, des fonctions f telles que
Jx fdp = 0. Si un groupe G agit comme plus haut sur (X, B, u), il agit aussi
naturellement sur H et H,.

Supposons de plus que ’action de G est ergodique, c’est-a-dire telle que
tout borélien B € B invariant par G satisfait u(B) = 0 ou (X —B) = 0, ou
encore telle que la représentation de G' dans H, ne possede pas de vecteur
invariant. (Pour ’équivalence, voir le corollaire 2.2.17 de [Zim)].)

Proposition (Rosenblatt). On suppose que G est dénombrable et agit
ergodiquement sur I’espace de probabilité (X, B, u). S’il existe une moyenne
®: M = L2°(X,B,n) — C invariante par G et distincte de p, alors la
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représentation de G dans H, = {f € L*(X,B,n) : [y fdu = 0} posséde
presque des vecteurs invariants.

Preuve. Voyons d’abord qu’on ne restreint pas la généralité de la preuve
en supposant ® singuliere. Soit ® = v + o la décomposition canonique de ®
— voir le numéro 5. Alors v est une mesure sur (X, B, ) invariante par G et

absolument continue par rapport a . La dérivée de Radon-Nykodim Z—Z- est

donc une fonction mesurable sur (X, B, u) et invariante par G. L’hypothése
d’ergodicité implique que cette fonction est une constante. Il existe donc
c € [0,1] avec v = cu. Comme ® # p, il existe un borélien B C X avec
®(B) # p(B). Quitte a remplacer B par X — B, on peut supposer ®(B) <
w1(B), et a fortiori ¥(B) < p(B). Par suite ¢ < 1 et o # 0. Quitte & remplacer
® par un multiple de o, on peut donc supposer que la moyenne donnée est
singuliere.

Posons P = {f € LY(X,B,pn) : f > 0 et [ fdu = 1}. Un argument
standard qui utilise le théoréeme de Hahn-Banach montre qu’il existe une suite
généralisée (f;);c; dans P qui converge vers ® au sens ot lim; [ ff,dpu = ®(f)
pour tout f € M (voir la proposition 7.2.3 de [Zim]). On fait subir a la suite
(f;)ier les modifications suivantes.

Soit d’abord B un borélien de X avec ®(B) =0 et u(B) > 1/2 (proposi-
tion 8). On a 0 = ®(B) = lim; [, f;du, de sorte que f; # 0 sur X — B pour i
assez grand, et on peut supposer f; # 0 sur X —B pour tout i. On note f} la
fonction de P qui est nulle sur B et égale a un multiple convenable de f; sur
X —B. Alors (f});c; converge encore vers ® au sens précédent.

Comme la moyenne ® est invariante par G, la suite (f});c; est faiblement
asymptotiquement invariante:

lim/ flgft = fHdu =0 pour tous f € M et g€ G .
i Jx

Un argument de Namioka, qui repose encore sur le théoréme de Hahn-Banach,
montre qu'il existe une suite (f2);c; de P qui converge toujours vers ® au
sens précédent et qui est fortement asymptotiquement invariante:

lim[lgff — ffll; =0  pourtout g€ G

ou la norme est calculée dans £1(X, B, u). Pour les détails, voir la preuve du
théoréme 7.1.8 de [Zim)].
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Posons f? = (f%)!/2 pour tout i € I. Alors f} est un vecteur de norme
1 dans H = L£2(X,B,p), et lim, ||gf3 — f3||, = 0 pour tout g € G.

Soit enfin f? la projection orthogonale de f? sur I’hyperplan H, d’équa-
tion [y fdu = 0 dans H. Comme f? = 0 sur le borélien B de mesure u(B) >
1/2, l'inégalité de Cauchy-Schwarz montre que ||f#||Z > 2 pour tout i € I.
Comme lim; ||gf# — f2|l, = 0 pour tout g € G, la preuve est achevée. O

Preuve du théoréme 4. Si n > 5, nous savons par la proposition 3.7
que le groupe SO(n) contient un sous-groupe dénombrable G' qui est dense et
qui a la propriété (T'). Comme G est dense dans SO(n) qui est transitif sur
Sn—1_le groupe G est ergodique sur S*~! (lemme 2.2.13 de [Zim]), donc G n’a
pas de vecteur invariant dans H,. Comme G a la propriété (T'), le théoréme
4 résulte de la proposition 9. |

Vu la proposition 6.26, il n’est pas possible d’adapter la preuve ci-dessus
du théoréme 4 aux cas n = 3 et n = 4. Mais le résultat, lui, reste vrai [Dri]:

10.- Théoréme (Drinfel’d). Si n = 3 ou n = 4, la mesure de Lebesgue
est la seule moyenne sur (S™~1, L) qui est invariante par rotations.

11.- Remarques. (i) A. Lubotzky, R. Phillips et P. Sarnak ont donné
une “preuve explicite” du théoréme 10; voir [LPS1], ainsi que [CV].

(ii) Le probleme de Ruziewicz s’énonce aussi pour les espaces euclidiens:
la mesure de Lebesgue est-elle unique en tant que mesure finiment additive
sur les ensembles mesurables au sens de Lebesgue de R™ qui soit invariante par
les déplacements et normalisée sur le cube unité ? La réponse pour n < 2 est
négative [Ban]. Les arguments de la preuve du théoréme 4 montrent qu’elle
est positive pour n > 5. Des arguments plus fins dus & Margulis, également
basés sur la propriété (T'), montrent qu’elle est encore positive pour n > 3
[Mad4].

(iii) On considére un groupe dénombrable G, et les actions de G' qui
sont ergodiques et qui préservent les mesures sur des espaces de probabilité
(X, B, u) sans atome. En utilisant un raffinement de la proposition 9 [Ros],
ainsi qu'un résultat de Connes et Weiss [CW], K. Schmidt [Sc2] a montré qu’il
y a équivalence entre

(a) le groupe G a la propriété (T') de Kazhdan,

(b) tout G-espace comme ci-dessus posséde une unique moyenne invari-
ante.
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(Ce résultat a été généralisé par M. Choda [Cha].) Le méme travail de Schmidt
montre qu’il y a aussi équivalence entre

(c) le groupe G est moyennable,

(d) tout G-espace comme ci-dessus posséde plusieurs moyennes invari-

antes.

En revanche, si G n’est ni moyennable ni de Kazhdan, par exemple si G =
SL,(Z), il peut exister un G-espace avec une seule moyenne invariante et un
autre G-espace avec plusieurs moyennes invariantes [Scl], [Sc2]. Notons enfin
que, chaque fois qu’il n’y a pas unicité, le cardinal de ’ensemble des moyennes
invariantes sur (X, B, 1) est non dénombrable [Cho].
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CHAPITRE 8
UN PROBLEME DE CENTRAUX TELEPHONIQUES

Margulis a découvert en 1973 une application originale de la propriété
(T). Comme nous I’exposons dans ce chapitre, il s’agit de la solution d’un
probléme de théorie des graphes important en théorie des circuits et en pro-
grammation (voir [Rou]). Tous les graphes qui apparaissent ici sont supposés
étre non vides, finis, connezes et sans boucle (i.e. sans aréte a extrémités
confondues). Dans un graphe orienté, appelons émetteur un sommet qui est
origine de certaines arétes et qui n’est extrémité d’aucune, et définissons de
méme la notion de récepteur. Un connecteur uniforme est un graphe biparti
orienté ayant un nombre pair 2n de sommets répartis en n émetteurs et n
récepteurs.

1.- Définition [Mal]. Soient c,a des nombres réels avec ¢ > 1 et
0 < a < 1. Un (c,a)-concentrateur est un connecteur uniforme a 2n sommets
qui possede la propriété suivante:

pour toute partie non vide X de ’ensemble des émetteurs vérifiant
J%I < a, I’ensemble N(X) des récepteurs connectés a au moins un émetteur
de X vérifie N(X
NI
x| =

Pour qu’un (c, a)-concentrateur puisse exister, il faut évidemment que

n

~
~

a>—etc<

S|~
R+

an —1

L’idée qu’on peut avoir d’un (c, a)-concentrateur a 2n sommets est celle d'un
réseau téléphonique dont chacun des n abonnés est représenté a la fois par un
émetteur et un récepteur. Les arétes du graphe représentent les lignes. On
demande que tout ensemble X suffisamment petit d’émetteurs soit connecté a
un ensemble N (X) relativement assez grand de récepteurs, et plus précisément

que tout X dont la densité vérifie % < « soit connecté a N(X) tel que

%‘T)' > c. Si a est fixé, la qualité d’un (c, a)-concentrateur est donc d’autant
meilleure que c est grand. Le graphe biparti complet K, , qui posséde n

émetteurs, n récepteurs et n? arétes, est un exemple de (1/a, a)-concentrateur
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pour tout o avec 0 < a < 1. Mais c’est un exemple couteux lorsque n est
grand, car les arétes sont (par exemple) en cuivre et le cuivre est cher.

En fait, étant donné c et a avec 0 < a < 1 et 1 < ¢ < 1/a, on cherche
a construire une suite (G;);>; de (c,a)-concentrateurs telle qu’il existe une
constante k avec les propriétés suivantes. D’abord le nombre 2n; des sommets
de G, tend vers l'infini avec ¢, ensuite le nombre d’arétes de G; est majoré par
kn; pour tout 3 (voir le n°1.3 de [Mal]).

L’existence d’une telle suite se montre assez aisément ([Pin], [Bas]) par
des méthodes “probabilistes” basées sur des arguments de comptage: c,« et
k étant fixés, on estime la proportion parmi tous les connecteurs uniformes
a 2n sommets de ceux qui ne possedent pas les propriétés décrites plus haut;
pour n assez grand, on montre que cette proportion est strictement inférieure
a 1. (On montre méme que la proportion des “bons” graphes tend vers 1
lorsque n tend vers I'infini. Voir [Rou] 11.3 pour un exemple de telle preuve.)
L’inconvénient de la méthode est d’étre irrémédiablement non constructive.

Nous allons d’abord indiquer comment Margulis [Mal] a construit ex-
plicitement une suite (G;);-, avec les propriétés ci-dessus en utilisant la pro-
priété (T') de la paire (Z2 x SL,(Z), Z2), puis comment Alon et Milman [AM]
construisent d’autres suites (G;);5, en utilisant la propriété (T') de SL, (Z)
pour n > 3. Avant d’entrer dans le vif du sujet, il est utile de disposer de la
notion suivante (implicite chez Margulis).

2.- Définition (Gabber et Galil [GG]). Soient n, k des entiers positifs
et d un nombre réel positif. Un (n,k,d)-extenseur est un connecteur uniforme
a 2n sommets et au plus kn arétes qui posséde la propriété suivante:

pour toute partie non vide X de ’ensemble des émetteurs, on a

IN(X)] |X|
>14+dj{1—-——1.
X =7 n

Pour qu’un (n, k,d)-extenseur puisse exister, il faut évidemment que

gl m

11—l o1

3.- Conséquence immédiate des définitions. Un connecteur uni-
forme a 2n sommets et au plus kn arétes est un (n, k, d)-extenseur si et seule-
ment si c’est un (1 + d(1 — a), a)-concentrateur pour tout o avec 0 < o < 1.
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4.- Théoréme (th. 2.3 de [Mal]). Pour tout entier m > 2, soit
(E,.s Ry A,) le connecteur uniforme défini comme suit. L’ensemble E,, des
émetteurs et ’ensemble R, des récepteurs sont (Z/mZ)2. L’ensemble A, , des
arétes connecte chaque émetteur (z,y) € (Z/mZ)? aux cing récepteurs

(x,y) (e+1,9) (z,y+1) (z,z+y) (-y,2).

Alors il existe une constante d > 0 telle que (E,,, R,,, 4,,,) soit un (m?2,5,d)-
extenseur pour tout m > 2.

Pour la démonstration, on introduit quatre permutations affines de 72,
c’est-a-dire quatre éléments du groupe H = 72 x SL,(Z):

gl(a:,y)=(:c+1,y) gz(:c,y)=(x,y+1)
93(z,y) = (z, z+y) 94(z,y) = (-y,z) .

5.- Lemme. Le groupe H = Z2xSL,(Z) est engendré par {g;, 95, 93,94}

Preuve. Les translations g,, g, engendrent Z2 et les transformations

gz = ( } (1)), gy = ((1) _01 ) engendrent SL,(Z); voir par exemple le §VII.1

de [Se2]. a

6.- Lemme. La paire (Z2 x SL,(Z),Z?) posséde la propriété (T) de la
définition 1.18.

Preuve. Posons G = R2 x SL,(R). Soit @ une représentation de H =
72 x SL,(Z) possédant presque des vecteurs invariants. Par le lemme 3.3,
la représentation o = IndfGIﬂ' de G posséde presque des vecteurs invariants;
elle posseéde donc des vecteurs R2-invariants non nuls par la proposition 2.2.
Notons K le sous-espace non nul des vecteurs R2-invariants dans 1’espace de
la représentation 0. Comme R? est normal dans G, ce sous-espace K est
invariant par G. Comme G est un groupe de Lie, le sous-espace K> des
vecteurs lisses de K est dense dans K (voir plus bas le n°9.4). On choisit un
vecteur non nul f, € K.

D’apres la description de o donnée en 3.2, ce vecteur f, est a priori une
fonction mesurable de G' dans H . telle que

folxh) = w(h=1)fy(x) pour tout h € H et presque tout z € G
folgz) = fo(x) pour tout g € R2 et presque tout z € G .
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Mais comme f, € K>, on montre que f, est une fonction différentiable de
G dans H,, (voir le corollaire II1.7.9 de [BW]), de sorte que les deux égalités
ci-dessus sont vraies pour tout z € G.

Soit z, € G tel que fy(xy) # 0. Vérifions que le vecteur non nul { =
fo(zo) € H, est invariant par Z2. Soit h € Z2. On a

”(h—l)f = fo(zoh) = fo((“’ohx(—)_l)xo) =¢,

ou la derniére égalité résulte encore de la normalité de R? dans G. O

Vu la caractérisation 1.18.ii de la propriété (T') relative et la définition de

la topologie de Fell sur H, il existe un nombre ¢ > 0 et une partie finie K de
H tels que toute représentation 7 de H ayant des vecteurs (e, K)-invariants
par H a des vecteurs invariants par Z2. On en déduit le résultat suivant.

7.- Proposition. Il existe une constante d > 0 telle que, pour toute
représentation ¢ de H sans vecteur non nul invariant par Z2 et pour tout
vecteur unité £ € H_, il existe ¢ € {1,2,3,4} avec

Re ({lo(g;)€) <1-d.

Preuve. Soient ¢ et K comme plus haut. Vu ce qui précede, il existe
g € K avec |lo(g)€ — &|| > €. Le lemme 5 montre qu’il existe un entier N
tel que tout élément de K s’écrive comme un mot de longueur au plus N
en {91,9,,93,94}- 1l existe donc au moins un indice : € {1,2,3,4} tel que
llo(g;)¢ — &|l > %, ce qui s’écrit aussi

E2

2N?

Par suite d = convient. |

On consideére ’orthogonal H,, des fonctions constantes dans 1’espace de
Hilbert £2((Z/mZ)?). Le groupe H agit de maniére naturelle sur (Z/mZ)2.
On note o, la représentation associée de H dans H,,,.

8.- Proposition. On conserve les notations de la proposition 7. Pour
tout vecteur unité { € H,, il existe 1 € {1,2,3,4} tel que

Re (£|o,,(9;)) <1—-d .
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Preuve. Vu la proposition 7, il suffit de vérifier que H,, n’a pas de
vecteur non nul invariant par Z2. Mais ceci est immédiat, car Z2 agit transi-
tivement sur (Z/mZ)2. o

9.- Preuve du théoréme 4. Soit X une partie non vide et non pleine
e (Z/mZ)?. On associe & X une fonction {x € H,,, en posant

sizeX

sinon.

m? — | X|
ext@) ={" ¢
—|X]
La proposition 8 montre que

(Exlom(9:)€x) < (1 - d)IIEx||2

pour un indice ¢ au moins.

Un calcul direct montre que

[€xII* = m?|X|(m* — | X])
(Exlom(9:)éx) = m*(m?| X Nng, X| - |X[?) .
Par suite
m?|X N g X| - |X|* < (1~ d)|X|(m® ~ | X])
ou encore
X ngx| < 1X|(1-d+d])
et

R X
X U gX| = 21X] - X ng.x| > [X|(1+d(1 - 2]y) |
On considére désormais X comme un ensemble d’émetteurs. Alors
NX)=XUgXUg,XUg;XUg, X

et -
INO)| 2 X UgX| 2 IXI(1+d(1 - )

ce qui acheve la preuve. O

La qualité d’un (n, k,d)-extenseur est d’autant meilleure que d est grand.
Or Margulis écrit dans [Mal] qu’il est malheureusement incapable d’estimer
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d. On peut attribuer cela au fait que la propriété (T') décrit qualitativement
des phénoménes sans les préciser quantitativement (voir le probléeme 1.17 et
l’appendice). En 1981, Gabber et Galil [GG] ont modifié la construction de
Margulis et ont obtenu des estimations explicites pour d. Ils travaillent avec
d’autres permutations affines de (Z/mZ)2:

hl(way) = (:Z:, :c+y) h2(w,y) = ((l:, z+y+1)
hy(z,y) = (z+y,y)  hy(z,y) = (z+y+1,y) .

En utilisant ’analyse harmonique relative au dual 72 du groupe Z2, ils obti-
ennent pour tout entier m un (m2, 5, 2"4‘/5)-extenseur (théoreme 2 de [GG]).

IIs esquissent aussi une construction de (m2,7, 2—'23@)-extenseur qui fait in-
tervenir les permutations

jl(x)y) = (.1?, y+2:c) jz(w)y) = (:B, y+2a:+1)
Js(z,y) = (z, y+22+2)  jy(z,y) = (z+2y, y)
js(w,y) = (x+2y+1 9 y) je(il?,y) = ($+2y+2’ y)

de (Z/mZ)?. En 1984, Alon et Milman [AM2] ont montré qu’en ajoutant les
six permutations j', j;',...,j5 ", on obtient un (m?2,13, c)-extenseur avec

¢ =8dy[2dy + 1+ (4d% +1)Y/2]71 = 0,465....

et dy, = 2"2‘/5.

K ok ok 2k ok ok ok ok ok 3k ok ok ok 3k 5k %k %k Xk

Une autre idée intéressante, introduite par Alon et Milman [AM] en 1985,
relie les qualités d’extension d’un graphe aux valeurs propres d’un certain
laplacien combinatoire.

On considere plus précisément un graphe avec ensemble de sommets A°?
et ensemble d’arétes Al. On choisit (provisoirement — voir plus bas) une
orientation qui associe a chaque aréte b € A! son origine o(b) et son extrémité
e(b). L’opérateur de cobord simplicial d : £2(A%) — £2(Al) est alors défini
par (df)(b) = f(e(b)) — f(o(b)) pour f € £2(A?) et b € Al. La matrice

97



P. de la HARPE, A. VALETIE

(dz4)zeno pear de d dans les bases canoniques de £2(A0) et £2(Al) n’est autre
que la matrice d’incidence du graphe orienté:

1 si z = e(b)
dyp =1 -1 siz=o(b)
0 dans les autres cas.

En reprenant une idée que nous croyons due & Eckmann [Eck], on définit le
laplacien combinatoire A = d*d du graphe considéré. Ce laplacien ne dépend
pas du choix de l'orientation, comme il résulte de la formule

Af(z) =v(@)f(z)— Y. fly fer(A%,z e A

y voisin de =

ou v(x) désigne le nombre de voisins de x. Il est évident que le spectre de A
est fini, positif, et contient 0 (avec multiplicité 1 car le graphe est connexe).
On s’intéresse ici a la plus petite valeur propre non nulle A, de A.

10.- Définition [AM]. Soient n,k des entiers positifs et € un nombre
réel positif. Un (n,k,e)-agrandisseur est un graphe a n sommets dans lequel
chaque sommet posséde k voisins et dont la premiére valeur propre satisfait
AL > €.

11.- Définition. Soit G un graphe d’ensemble de sommets AC et d’en-
semble d’arétes Al. Le revétement double de G est le connecteur uniforme
dont I’ensemble des émetteurs et 1’ensemble des récepteurs sont deux copies
de A, et ol un émetteur x est connecté a un récepteur y si et seulement si
z =y ou (z,y) € AL

L’intérét de ces notions pour le présent chapitre est démontré par le
résultat suivant, pour la preuve duquel nous renvoyons au théoréeme 4.3 de

[AM].

12. Théoréme. Le revétement double d’un (n,k, £)-agrandisseur est un

(n k+1, k+4€) -extenseur.

La construction d’une famille de (n;, k+1, d)-extenseurs aveclim; , _n, =

oo est donc ramenée & celle d’une famille de (n,,k,€)-agrandisseurs avec ¢
convenable. Nous indiquons ci-dessous comment Alon et Milman résolvent ce
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dernier probléme (voir la fin du §3 et le théoréme 4.9 de [AM]). Rappelons
d’abord ce qu’est le graphe de Cayley T'(H,S) associé & un groupe fini H et
un ensemble S de générateurs de H satisfaisant 1 ¢ S et S—1 = S: cest
un graphe dont I’ensemble des sommets est H, et dans lequel deux sommets
z,y € H sont liés par une aréte si et seulement si zy—1 € S. (C’est un graphe
connexe car S engendre H.)

13.- Théoréme. Soient G un groupe de Kazhdan infini dénombrable
et S un ensemble fini de générateurs de S satisfaisant 1 € S et S =S5-1. 11
existe un nombre € > 0 avec la propriété suivante:

pour tout homomorphisme surjectif ¢ : G — H avec H un groupe fini et
eo|l(SU{1}) : SU{1} — H injectif, le graphe de Cayley I'(H, ¢(S)) est un
(|H|, |S], ¢)-agrandisseur.

Preuve. Vu la proposition 1.15, il existe un nombre ¢ > 0 avec la
propriété suivante: pour toute représentation 7 de G sans vecteur invariant
et pour tout vecteur unité £ € H_, il existe un générateur s € S avec

Re (¢|m(s)é) <1—¢.

Etant donné ¢ : G — H comme dans I’énoncé, considérons la représentation
réguliere gauche Ay de H, et notons o la sous-représentation de Ay définie
par lorthogonal H des fonctions constantes dans £2(H). Comme G agit tran-
sitivement sur H par multiplication 4 gauche, la représentation o de G dans
‘H n’a pas de vecteur invariant non nul. Il existe donc pour tout vecteur unité
& € H un générateur h € p(S) tel que

(%) Re (| —a(h)E) 2 €.

Considérons le laplacien combinatoire A du graphe de Cayley I'(H, ¢(S)) et
la formule déja écrite avant la définition 10, qu’on peut lire maintenant sous

la forme
A= > (1-0(h).
h€w(S)

Notons S, I’ensemble des involutions (s2 = 1) dans S et S, = S —S,. Choisis-
sons un domaine fondamental S; pour I’action libre du groupe a deux éléments
sur S, par s — s~1. On a

A= > (1-0o(h)+2 > (1-Reo(h)).

h€w(S2) h€w(S1)
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Cette expression a ’avantage de ne faire apparaitre que des opérateurs positifs.
Pour tout vecteur unité { € H, le nombre ({|A¢) s’écrit donc comme somme
de nombres positifs dont 'un est le terme de gauche de I'inégalité (*). Par
suite

(€1a8) > €|léll*>  pour tout £ € H .

En particulier la plus petite valeur propre de A sur H satisfait A\; > ¢. ]

Pour illustrer le théoréme 13, on peut poser G = SL,(Z), avec n > 3. Si
j = (=1)n*+1, les matrices

010 00 110 00
00 1 00 010 00
si=: @ Do s2=: 1 Do
000 0 1 000 10
i 00 00 000 0 1

engendrent G (voir [New], page 107). On pose S = {s,,5,,57"',5;'}. Pour
tout entier ¢ > 2, on consideére le quotient SL,(Z/iZ) de G, et on note n; son
ordre. Le théoréme 13 fournit donc une suite de (n;,4, €)-agrandisseurs. Ceci
illustre aussi I'intérét d’estimer le nombre ¢, introduit au probléme 1.17.

3 3k 3k ok 3k ok 3k ok %k 3k 5k 5k %k 3k %k %k %k %

Nous terminons ce chapitre en mentionnant quelques résultats complé-
mentaires sur les graphes “trés connexes” (mais ce ne sont plus des résultats
directement liés & la propriété de Kazhdan). Voir aussi [Bie]. L’usage d’un
réseau téléphonique en forme de concentrateur ou d’extenseur peut étre déce-
vant pour une partie X d’abonnés-émetteurs, car le réseau n’assure que la
grosseur de ’ensemble N(X) des récepteurs connectés a X, et tant pis pour
X si N(X) ne contient pas ses interlocuteurs préférés. Voici un modele pour
des réseaux moins décevants (de ce point de vue au moins).

14.- Définition. Soient n et k deux entiers positifs. Un (n, k)-supercon-
centrateur est un graphe orienté acyclique avec n émetteurs, n récepteurs et
au plus kn arétes qui posséde la propriété suivante:

pour tout entier r avec 1 < r < n, tout ensemble de r émetteurs est
connecté a tout ensemble de r récepteurs par r chemins disjoints.
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Notons que le nombre des sommets d’un (n, k)-superconcentrateur est en
général > 2n.

L’entier k de la définition est la densité du superconcentrateur, et la
qualité de celui-ci est d’autant meilleure que sa densité est petite. On trouve
des détails et des références sur les superconcentrateurs dans [GG] et [Rou].
Pour la construction auquel ’énoncé suivant fait allusion et pour la preuve de
I’énoncé, voir le théoréme 3 de [GG].

15.- Proposition. On considére un nombre entier p > 2. Il existe une
construction explicite qui, a tout (n, k, %)-extenseur avec n un carré parfait,
associe un (n,(2k + 3)p + 1)-superconcentrateur.

Nous avons déja mentionné la famille de (m2,5, 2J4§ )-extenseurs con-

struite par Gabber et Galil. Comme 2'4‘/§ < %, la proposition 15 lui fait

correspondre une famille de superconcentrateurs de densités majorées par
404. De méme, la seconde famille de (mz,'i', z'zﬁ)-extenseurs mentionnée
plus haut permet & Gabber et Galil de construire une famille de supercon-
centrateurs de densités majorées par 273. La famille de (m2,13, ¢)-extenseurs
construite par Alon et Milman [AM2] fournit une densité inférieure & 175.
Dans la suite de records successifs dont nous avons eu connaissance, le dernier
en date est détenu par Lubotzky, Philips et Sarnak [LPS2] pour une densité
de 58. L’idée de départ pour leur construction est de considérer un nombre
premier p et 'arbre du groupe PSL,(Q,), qui est 'arbre homogene de degré
p+ 1 décrit au chapitre 2 de [Ser]. Les quotients de cet arbre par des sous-
groupes discrets cocompacts convenables de PSL,(Q,) sont des graphes finis
avec les propriétés désirées.
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CHAPITRE 9
Sp(1,n) EST UN GROUPE DE KAZHDAN (n> 2)

L’objectif de ce chapitre est la preuve du résultat de Kostant énoncé dans
le titre [Kol]. Les résultats de Kostant sont en fait beaucoup plus précis,
puisqu’ils classent les fonctions sphériques définies positives sur les groupes
de Lie réels simples de centres finis et de rang réel 1. Mais cette classification
fait appel & une grosse machinerie de Harish-Chandra et ses successeurs (voir
en fin de chapitre la discussion sur les preuves de Kostant et autres). Dans le
cas de Sp(1,n), il nous a donc paru intéressant de donner une démonstration
ne visant que le résultat du titre, et limitant autant que possible (?) les
invocations a la théorie fine des représentations.

La preuve qui suit réorganise les arguments de la “preuve cohomologique”
de Borel et Wallach ([BW], proposition 7.8 du chapitre II et théoréme 5.2 du
chapitre V). La propriété (T') pour Sp(1,n) avec n > 2 résulte immédiatement
des deux théorémes suivants, avant les énoncés desquels nous introduisons
quelques notations.

1.- Notations. Soit G un groupe de Lie réel semi-simple connexe non
compact de centre fini. Soit g = k @ p une décomposition de Cartan de son
algebre de Lie (voir [Hel], IIIL. 7) On rappelle qu’il existe un automorphisme
involutif § de g dont I’algebre des points fixes est l’algébre k d’un sous-groupe
compact maximal K de G, et on pose p={X €g:0X = —X}. La forme de
Killing B sur g est définie négative sur - k et définie positive sur p (voir [Hel],

I11.7.4). On peut donc choisir une base (X;); ;<) de k et une base Yi)i<i<o
de p telles que

B(X;,X;) = -4;; 1<4,j<k
B(Yi,Yj)=5i,’ 1<4,5<p.
On définit les opérateurs de Casimir de K et de G
1<i<k

1<j<p

qui sont respectivement dans le centre de ’algébre enveloppante (k) de k et
dans celui de U(g); voir par exemple la proposition 8.6 de [Kn].
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Soit m une représentation unitaire de G dans un espace de Hilbert .
On note H, () ou H k) l'espace des vecteurs K -finis, c’est-a-dire des vecteurs
& € H,. tels que I’espace vectoriel engendré par w(K)¢{ est de dimension finie.
On sait que H g est un sous-espace dense de H, qui est aussi un module
sur K, sur. g et sur son algébre enveloppante; de plus, si 7 est irréductible,
la multiplicité dans H k) d’une représentation irréductible de K est toujours
finie (théoréme 8.1 de [Kn]). Donc, I'espace Hom g (p..,H(x)) qui apparait
dans les théorémes 2 et 3 est de dimension finie; c’est ’espace des applications
C-linéaires de Pc =P ®r C dans H gy qui sont équivariantes par K, ou K
agit par la représentation adjointe sur P et par 7 sur H k)-

Lorsque 7 est de plus irréductible, il résulte du lemme de Schur que
lopérateur m(Q;) sur H ) est un multiple scalaire de I'identité ([Kn], 8.14).

Rappelons enfin que G désigne le dual unitaire de G, comme au n°1.13.

2.- Théoréme A. Si G = Sp(l,n) avec n > 2, il n’existe aucune
représentation 7 € G telle qu’on ait simultanément 7(Qg) = 0 et

Homy (pe, Hr (k) # 0

3.- Théoréme B (Delorme). Soit G un groupe de Lie réel semi-simple
connexe de centre fini. Si G n’a pas la propriété (T'), il existe 7 € G avec

W(QG) = 0 et HomK(BC,H”,(K)) # O.

4.- Premier commentaire cohomologique. Le théoréme A possede
une bonne interprétation cohomologique: si G = Sp(1,n) avec n > 2 alors
H'(G,7) = 0 pour tout 7 € G. Bien que ce ne soit pas utile aux preuves
ci-dessous des théoréemes A et B, justifions brievement cette interprétation.

Soit 7 une représentation unitaire d’un groupe de Lie G. On note H2®
I’espace des vecteurs lisses de m, c’est-a-dire des vecteurs £ € H, tels que
Papplication g — 7(g)¢ est de classe C*°; c’est un sous-espace dense de H_
qui est stable par G et qui est aussi un module sur g. De méme qu’on définit
H'(G, ) alaide des cocycles continus de G' dans TH,r, on définit un espace
H}o(G, ) & Daide des cocycles G — H de classe C®. L’application na-
turelle H.-(G,7) — H'(G,7) est évidemment injective, et aussi surjective
pour la raison suivante. Soit b € Z!(G,7); on peut écrire b(g) = a(g)é —¢
comme en 4.5; on peut alors régulariser £, obtenir ainsi un vecteur ¢/, définir
V(g) = a(g)é’ —¢', et vérifier que b’ € Z},2(G, ) est cohomologue a b (com-
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parer avec la proposition II1.1.6 de [Gu2] ou le §IX.5 de [BW]).

Supposons G connexe, choisissons un sous-groupe compact maximal K
de G, et notons Q9(G/K,H°)C espace des g-formes différentielles sur G/K
a valeurs dans H$° qui sont invariantes par G. Si d désigne la différentielle
extérieure, (2*(G/K,H)C,d) est un complexe dont la cohomologie se note
H*(g,k, Hee). Cest un théoréme de van Est qu’il existe un isomorphisme

Hyig(G,m) ~ H' (g, k, HY) .
Voir le corollaire II1.7.2 de [Gu2] ou le corollaire IX.5.6 de [BW].

Supposons de plus G semi-simple de centre fini. Par évaluation al’origine,
Iespace Q9(G/K,H)C s'identifie & Hom(A%p, H3?), qui n’est autre que
Homp (Atp., M, (k)) vu la définition des vecteurs K-finis. La représentation
m étant unitaire, on peut munir HomC(AQBC,H( K)) d’un produit scalaire
(n°I1.2.2 de [BW]), donc définir un adjoint d* de d et un laplacien A =
dd* + d*d. On a un résultat de “type Hodge” selon lequel les espaces de
cohomologie H9(g,k,HZ°) sont isomorphes & des espaces de g-formes A-
harmoniques. On montre enfin que A = —7(§), ot 7 est la représentation
de g sur Hom K(A‘Ipc,H( k)) définie par l'action banale sur qu et par 7 sur
les vecteurs K-finis (théoréme I11.2.5 de [BW]). Si 7 est 1rreduct1ble, T(Qe)
est scalaire et on a donc

H"(g,k, 'H:’o) =0 si %(QG) 7é 0
H(g,k,Hg) = Homg (A%pe, M k)) si T(Qg) =0.

Lorsque G = Sp(1,n) avec n > 2, le théoréme A équivaut donc a I’annulation
de H'(G, ) pour tout 7 € G.

5.- Second commentaire cohomologique. D’aprés le théoréme 4.7,
la propriété (T') pour G est équivalente & I’annulation de H(G, ) pour toute
représentation unitaire 7 de G, non nécessairement irréductible. On pourrait
songer & décomposer une représentation unitaire 7 quelconque en intégrale
directe de représentations irréductibles. Mais H!(G, —) se comporte mal vis-a-
vis des intégrales directes. En effet, soit (X, B, 1) un espace borélien standard;
soit (7,),cx un champ mesurable de représentations de G, irréductibles et
telles que H1(G,n,) = 0 pour u-presque tous les points = de X; et soit «
’intégrale directe de ce champ; il n’est en général pas vrai que H!(G,7) =0
(bien qu’il soit vrai que B1(G, ) est dense dans Z!(G,): voir la proposition
I11.2.6 de [Gu2]).
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Donnons un exemple trés simple du mauvais comportement décrit ci-
dessus, avec pour G le groupe Z et pour 7 la représentation réguliere A;.
Soit £ la fonction caractéristique de N; alors b(n) = Az(n)€ — & définit un
cocycle dans Z1(Z,\;) qui n’est pas borné, donc qui n’est pas un cobord,;
ainsi H1(Z, A7) # 0. Mais on vérifie facilement que H1(Z, x) = 0 pour presque
tout caractére de Z (en fait pour tout caractére x : Z — U(1) qui n’est pas le
caractére unité).

Il existe méme des groupes n’ayant pas la propriété (T') et dont les espaces
H! sont nuls pour toute représentation irréductible. Considérons en effet
un groupe infini dénombrable I', abélien et de torsion, tel que 'image de
tout caractére x : ' — U(1) soit finie — par exemple le groupe (Z/2Z)(N)
des applications de N dans Z/2Z qui appliquent presque tous les entiers sur
I’élément neutre de Z/2Z. 1l est facile de vérifier que H1(T', x) = 0 pour tout

X € T, et T n’est évidemment pas de Kazhdan.

Néanmoins, ce genre de comportement n’apparait pas avec les groupes
de Lie réels semi-simples connexes de centres finis. En effet, le théoréme B
montre que, si un groupe G de ce type n’a pas la propriété (T'), alors il existe

7 € G avec HY(G,n) # 0.

9.a. PREUVE DU THEOREME A.

Dans les numéros 6 a 14 ci-dessous, G désigne un groupe de Lie réel
semi-simple connexe non compact de centre fini. On conserve les notations
introduites au n°1. On désigne par V¢ le complexifié V Qg C d’un espace
vectoriel réel V.

On suppose pour simplifier que le sous-groupe compact maximal K de G
a méme rang que G, ce qui implique que le second facteur de la décomposition
de Cartan g = k @ p a une dimension p qui est paire.

6.- Spineurs. La forme de Killing B fait de p un espace euclidien réel.
Notons S l’espace des spineurs de p. C’est un espace vectoriel complexe de

dimension 27/2. 1l est donné avec une application R-linéaire ¢ : p — End(S)
telle que c(Y)?2 = —B(Y,Y) pour tout Y € p, et S est muni d’un produit
scalaire pour lequel les opérateurs ¢(Y’) sont anti-auto-adjoints.

Relativement & la base (Y;);<;<, de p, notons E; ; le systéme standard
d’unités matricielles. Alors (E; ; — Ej ;); <;<;<p €st une base de l'algébre de
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Lie so(p) du groupe orthogonal de (p, B). On définit un homomorphisme
d’algebres de Lie
o : s0(p)c — End¢(S)

en posant o(E; ; — E; ;) = —%c(Y,)c(YJ) Notons h 1’algeébre de Lie du tore
maximal standard de so(p), engendrée par les h; = E,;_; o; — Ep;0: ;, et
(A;)1<j<p/2 la base de h™ duale de (h;); < <,/ Les poids de la représentation
olh¢ sont les

1

ils sont en nombre 2P/2 et sont sans multiplicité. Ceci se vérifie par exemple
comme suit.

Comme 1’espace p est de dimension réelle paire, on peut le munir d’une
structure complexe en posant

1Y21-1 = Y2j

1<j<p/2.
i, <ji<p/

i =Y

Notons p/C I'espace vectoriel complexe de dimension p/2 ainsi obtenu. On
prend alors pour modéle de S 1’algébre extérieure Ac(p/C) et on définit

c(Y) = i(ext(Y) +int(Y))

pour tout Y € p/C. Sil = (i,,...,4,) est une suite croissante dans {1,2,...,p/2},
on note Y; le vecteur Yy; _; A...AY,; _; € Ag(p/C). On vérifie alors que

-% Y; si j n’apparait pas dans [

o(h;)Y; = {

—% Y, si j apparait dans I

et on trouve bien la liste ci-dessus pour les poids de o|h¢.

7.- Systémes de racines. Soit T un tore maximal de K et soit t
son algébre de Lie. Comme G et K ont méme rang, tc est une algebre de
Cartan & la fois dans k¢ et dans g.. Notons ad [respectivement ad,, ad,]
la représentation adjointe de k¢ sur 9c [resp. k¢, gc]. Vu l'invariance de la
forme de Killing par ad, on a ad,(k¢) C so(p)c- On peut donc supposer les

choix de T C K et de h C so(p) tels que ad,(tc) C he.
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Soit ® C tg le systéme de racines obtenu en diagonalisant ad sur .
Alors @ = ®_II &, (réunion disjointe): d’une part les racines compactes ®,
correspondant aux espaces propres de ad(tc) dans kg, de sorte que @, est le

systeéme de racines de la paire (k¢,tc). D’autre part les racines non compactes
®,, correspondant aux espaces propres dans P> de sorte que @, contient les

pracines 4 ;, ot u; est la composition de i); avec ad, |t pour j = 1,...,p/2.
(Les £i); sont précisément les poids de h sur Bc‘) Notons s la représentation
de k¢ sur S obtenue en composant

ad, .
s 1 k¢ —— so(p)¢ —— Endg(S) .

Les poids de la représentation s|tc sont les

1
et sont sans multiplicité.
On choisit un ordre sur ® tel que le poids

Qn=1/2 z ”‘j

1<j<p/2

soit dominant (i.e tel que les racines p; soient positives). Cet ordre correspond

a une chambre C; de ®. Alors ® = ®+N®,_ définit un ordre pour le systéme

®,, correspondant & une chambre C de ®, (les barres indiquent que nous
considérons des chambres fermées). On pose comme d’habitude

Q=%Za7 Qc=%2a
a€dt acdt

etonapgo=p,+0,.
Soit W le groupe de Weyl du systéeme ®. Soit W, le groupe de*Weyl de

®,, qui est un sous-groupe de W. Comme W [respectivement W] est transitif
sur les chambres de @ [resp. de ®_], ’ensemble
W,={weW:wCg;CCg}

est un systéme de représentants pour W_\W.
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Rappelons qu'’il y a correspondance bijective entre I’ensemble des poids
du systéme @, qui sont dominants, c’est-a-dire dans C g (I’ensemble P, , de
Bourbaki [BL’]) et I’ensemble des représentations irréductibles de dimensions
finies de k¢ (& équivalence prés). Nous notons 7, la représentation de k¢
associée a un poids dominant A € Cg.

Rappelons enfin que la forme de Killing permet de définir canoniquement
la longueur (A,A) d’un poids de ®, et que cette longueur est strictement
positive si A n’est pas nul (voir par exemple le n°8.5 de [Hum]).

Notons B une base du systéme de racines ® associée a ’ordre ®+; B est
donc ’ensemble des racines simples de ®+.

8.- Lemme: Pour 8 € &+, on a

(06— B,0-B) < (0,0)

avec égalité si et seulement si 3 est une racine simple.

Preuve. Pour toute racine o € ®, on introduit la racine inverse

2c

(a,a)

o=

Alors & est un systéme de racines dont B est une base. De plus, si 8 € &+,
alors (voir [BL’], chap. VI, corollaire du n°1.10) (g,3) est la somme des

coordonnées de 3 sur la base B; c’est donc un entier strictement positif (car 8
est une racine positive), et (g, ,3) = 1 si et seulement si 3 est une racine simple.
On conclut en remarquant que (g,3) > 1 est équivalent a 2(g,8) > (B,8),
donc aussi a (g, 0) > (0—f,0—0), et de méme pour les inégalités strictes. O

9.- Lemme. Avec les notations ci-dessus, on a
(1) s= @ Two—oo 3
weW,
(i)  s(Qg) = (e,0) — (e e.) -

Preuve. (D’aprés Atiyah et Schmid, voir (A.11) dans [AS].) On décompose
I’espace S en somme directe St @ S~ de deux k-modules appelés spineurs

108



p (1,n)

positifs et négatifs. Dans le modéle S = A¢(p/C) du n°6, on prend S+ =
Agau'(g/c) et S— = Agnpa‘lr(g/(:). Les poids de la représentation s de ¢
sur S+ [respectivement S~] sont les 1(+p; £ p,+...+ Hp/2) avec un nombre

pair [resp. impair] de signes négatifs. Quitte & passer & un revétement double
de K, on peut supposer que ’action de k sur S dérive d’une action de K. (Si
G = Sp(1,n), il n’y a aucun revétement & considérer car K est simplement
connexe.) On obtient ainsi deux représentations st et s— de K dans S+ et

S-.
Le caractére ch(st —s—) de la représentation virtuelle s* —s— de K est
par définition
ch(st—s7) = (Trst —Trs™)|T

r/2 p/2

=ZeXp(l/2Z(_ a(j) ) Zexp(1/2§: )Q(J)ﬂ])
i=1

ot la premiére [respectivement seconde] somme non précisée contient 2%-!
termes, et porte sur tous les (a(1),...,a(p/2)) € {0,1}?/2 avec fol a(g)
pair [resp. impair]. On peut donc aussi écrire

p/2

ch(st—s7) = l_I(e“"/2 —e Hil?)

i=1
Or {41,...,Hy/2} est le complémentaire @+ N @, de & dans ®+. Par suite
H (ea/z _ e—a/z)

ch(st—s) = 2€27

II (ea/2 __e—a/2) )

acdt

Rappelons la formule du dénominateur de Weyl ([BL’], chapitre VI,§3, n° 3

proposition 2): ’
H (e*/? — e=2/?) = Z e(w)ev®

acd+ weW
H (ea/2 _ e-—a/2) — Z e(w)e‘”""
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ol e(w) est le déterminant de w agissant sur it*. Comme W, est un systéme
de représentants pour W _\W, on a

> e(wy) Y e(w)ere

w; EW, weW,

Z e(w)e*e

weW,

ch(st—s7) =

Par la formule des caractéres de Weyl, on a d’autre part

T e(w)erie

weW,
Ch(Twlg—gc) - Z 8(w)ew9°
weW,

et par suite

ch(st—s7) = Z e(wy)ch(Ty, ,p.) -
w1 €W,

Les ensembles de poids du tore maximal T de K sur St et S— sont dis-
joints, comme nous l’avons déja noté au début de cette preuve. Par suite
Hom (S+,5-) =0, et il n’y a aucune annulation dans I’égalité ch(s*t—s~) =
ch(s*) — ch(s~). La derniére formule pour ch(s+—s~) implique donc aussi

ch(st+s7) = Z ch(rww_gc)
w; €W,

et lassertion (i) en résulte.

Pour tout poids dominant A € C, on a

T)\(QK) = <A+ Qc’A+ Qc) - (Qc’gc> .

(Voir les indications pour D’exercice 4 du n°23 de [Hum].) La forme (,) sur
t¢ étant invariante par le groupe W tout entier (pas seulement par W), on a
donc

Twlg—gc(QK) = (Q’ Q) - (Qc’ Qc)

pour tout w; € W,. Cette derniére expression étant indépendante de w,, il
résulte de (i) que s(2x ) est donné par la méme formule, d’otr (ii). O
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.- Opérateur de Dirac. Soit m une représentation unitaire de G.
L’opérateur de Dirac associé a m est 1’opérateur

D=zp:7r(YJ)®cY

j=1
agissant sur l'espace H, ) ® S.

La terminologie se justifie par le cas ou 7 est la représentation réguliere
Ag de G. Considérons dans ce cas le sous-espace C(G) de H, , = L2(G) des
fonctions lisses & rapports compacts (cet espace contient strictement I’espace
des vecteurs K -finis: voir le lemme 8.6.14 de [Wal]). Aulieu de H, x)®S, on
considére le sous-espace I' de C°(G) ® S formé des fonctions lisses & supports
compacts f : G — S telles que f(gk) = s(k=1)f(g) pour tous g € G et
k € K, c’est-a-dire ’espace I' des sections lisses a supports compacts du fibré
des spineurs sur G/K. L’opérateur défini sur I' par la méme formule que
ci-dessus est 'opérateur de Dirac usuel.

Revenons au cas général, ot D opeére sur H,r,( K) ®S. On trouve le résultat
suivant dans [AS], appendice (A.13) et dans [BW], lemme I11.6.11.

11.- Lemme (Parthasarathy). (i) Sur 'espace préhilbertien H, ) ®
S, Popérateur D est symétrique.

(ii) On a D? = —7(Qg) @ 1 + (7 ® 5)(2x) — (0, 0) + (0. €c)-

Preuve. L’assertion (i) est banale car 7(Y;) est antisymétrique sur
H, k) €t c(Y;) est anti-auto-adjoint sur S pour j=1,...,p.

Pour (ii), on calcule D? = 3, ;. #(Y;)n(Y;) ® c(¥;)c(Y;). On a
(¥, = —L et e(Yy)e(Y;) + e(¥;)e(Y,) = 0 8i i # J, donc

Pel+ s Z ([Y;, Y;]) ® e(¥;)e(Y;) -

i M"

Le premier terme de cette somme est égal a —7m(Qg) ® 1+ 7(Qg) @ 1 par
définition des opérateurs de Casimir. Considérons le second terme. La forme
B est définie négative sur k; comme [Y;,Y] € k, on peut écrire

ZB([ » Y, X)X, = ZB (X, Y, V) X, .
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Ainsi

—Zw([ W Y;]) ®e(¥)e(V;) = 3 3 B(X, V], ¥i)n(X,) ® e(V)elY;)

z;éj £

Reprenons les notations des numéros 6 et 7. Pour tout X € k, 'opérateur

ad,(X) est dans so(p) et s’écrit comme combinaison linéaire des E; ; — E; ;.

Un calcul de routine montre que
() = EB([X>Y;‘],Y;')(Ei,j—Ej,i) .
i<j
Par définition de la représentation s = o(ad,), on a

s(X) = -1/2)_ B([X,Y,],Y;)e(Y;)e(Y;)

1<j

= —1/4 3 B(X, Y], Y)e(¥)e(Y;)

i#]

(1)

On a aussi

(r®s)(X?) =(n(X)®1+1®s(X))?
=1(X?)®14+21(X)®s(X)+1®s(X?) .

Par définition de Qx = — >, X2, ceci implique

(2) (7®5)(Qg) = () ® L =2 7(X,) ® 5(X,) + 1 ® 5(2g)-
£

En utilisant d’abord (1) puis (2), on obtient

1/22 ©([Y;, Y;]) ® c(Y;)e(Y, --2}: m(X,) ® s(X,)

=(r®s5)(Rg) —7(Qg)®1-1® ()

et enfin
D'=-n(Q) @1+ (1®5)(Q) ~1® 5(Q) -

L’assertion (ii) résulte alors du lemme 9. ]
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12.- Proposition. Soit G un groupe de Lie réel semi-simple connexe
non compact de centre fini possédant un sous-groupe compact maximal K de
méme rang. Soit 7 une représentation unitaire de G telle que 7(Q;) = 0.
Alors

(7!' ® s)(QK) 2 (97 9) - (Qc’ gc)
sur H, (k) ®S.

Preuve. L’assertion (i) du lemme 11 montre que D? est un opérateur
positif sur H, k) ® S et la proposition résulte de I’assertion (i1). ]

13.- Hypothéses supplémentaires sur G. La représentation adjointe
de k sur ’espace réel p est irréductible, car le sous-groupe compact K de G est
maximal (proposition VIIL.5.1 de [Hel]). La représentation ad, de k sur Pe @

donc une ou deux composantes irréductibles. Nous supposons désormais que
ad,, est irréductible, c’est-a-dire que le commutant de ad,(k) dans Endg(p) est

R, non pas les complexes ou les quaternions. (Clest équivalent de supposer
que le centre de K est discret, ou que ’espace symétrique G/K n’est pas
hermitien; voir [Hel], ch.VIII, Théoréme 6.1).

Le lemme suivant est un cas particulier du lemme I1.7.7 de [BW]. Avant de
I’énoncer, remarquons ceci: les poids de la représentation adplgc constituent

la partie ®, du systéme de racines ®; en particulier, si p € Cy désigne le
poids dominant du k-module Peoonap€®, Net.

14.- Lemme. Soient W, et o, comme au n°7, et 4 comme ci-dessus. On
suppose qu’il existe w, € W, tel que

(1.1)  w,p—p,—p est dominant pour &7,
(1.2)  p est une racine non simple pour w, +.
Alors il n’existe aucune représentation irréductible 7 € G telle que
(2.1)  Hompg(pe,Hy(k)) # 0,
(2.2) =w(Qg)=0.

Preuve. On suppose qu’il existe 7 € G satisfaisant (2.1) et (2.2), et on
va aboutir & une absurdité.

La représentation de K dans Hr (k) contient 7, = P par Phypothese
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(2.1). Donc 7 ® s contient )y T, ® Tyypp., €t en particulier 7, ® 7,

10-0c?
par le lemme 9.

Comme @, est I’ensemble des poids de 7, = Pes le plus bas poids de 7,
est —p. Ce fait et I'hypothese (1.1) impliquent que 7,, , , _, apparait dans
T ® T, oo voir les indications pour le probléme IV.17 de [Kn]. Donc 7 ® s

contient 7, ., _ .

Nous avons déja rappelé (fin de la preuve du lemme 9) que
Twro-oe—u(QK) = (Wy0—p, wi0—p) — (05 0c) -

Il résulte donc de (2.2) et de la proposition 11 que

(wy0—p,wy0—p) — (05 0.) > (0,0) — (0> 0c)

c’est-a-dire que
(wio—p, wio—p) 2 (w0, w; Q) -
D’autre part p est une racine positive de w, ®, de sorte que
(wio—p, wio—p) < (wy0,w,0) -
Il y a donc égalité, de sorte que p doit étre simple pour w;®+, d’apres le

lemme 8. La comparaison avec (1.2) montre qu’il y a absurdité. O

15.- Preuve du théoréme A. Soit G = Sp(1,n) avec n > 2. Le groupe
K = Sp(1) x Sp(n) est compact maximal dans G le rang de K, qui est n+1,
est donc égal a celui de G. On peut identifier p & H”?, o H désigne 1’algebre
des quaternions. Etant donné B

g€ Sp(l)  me Sp(n) X eH"

on a Ad(q,m)X = mXq. Par suite le commutant de Ad(K) dans Endg(H")
est R, et I’hypothése du n°13 est vérifiée. Il suffit de vérifier aussi que le
lemme 14 s’applique.

Le systeme de racines de (g o tc) est du type C,, ,,, et nous adoptons les

notations de Bourbaki ([BL’], chapitre VI, planche III). On note (&;);<;<pn41
la base canonique de R"*1 et on a T

® = {£26;}1cicny1 Y{Ee T hicicicny -
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La base de &+ est formée de
Q) =€) — €9y Qg =€y —Egy...,0p =€, — €1y, Opiy =26,

et la demi-somme des racines positives est

On a d’autre part le systéme de racines (réductible)
O, ={£2hcicnp U{EE € acicicntr
Une base de ®F = &, N &+ est formée de
261,000,003, ., 0,4

et la demi-somme correspondante est

n+1
0. =& +Z(n+2"i)5i .

=2
Par suite &} = {e; £ €;}2<;<nt1, €t le poids dominant p du k-module P est
donné par p = €, + €, (voir le n°13).
Considérons la racine non compacte ;. La réflexion correspondante
s, € W est donnée par

51(X) = X = (X;-X,)a;  pourtout X = (X;);;cnqq € R™E.

Notons que s,(g) = ¢ — a; car a; est une racine simple. Les racines simples
de 5,9 sont

—Qp, 0y + Ay, Qg Ay
Les relations

2e; = 2(0q +ay) + 2Zai + o,y

=3
oy = (o +ay) — ay
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montrent que s, € W,. L’égalité
p=e t+ey =26 -y

montre que p est une racine de s; ®* qui n’est pas simple, donc 1 ’hypothese
(1.2) du lemme 13 est vérifiée. On a

sie—0.—p=(0—0)—a —p=ne — (6 — &) — (6 + &) =(n-2)¢
Comme n > 2 le poids (n — 2)e; est dans la chambre

Cr={XeR™:X >0et X, >X;>...>2 X, >0}.

L’hypothese (1.1) du lemme 14 est donc aussi vérifiée. m]

16.- Cas du groupe exceptionnel de rang réel un. Les mémes
arguments montrent que le théoreme A vaut aussi pour le groupe exceptionnel
G = Fy(_30); nous renvoyons a la proposition I1.7.8 de [BW] pour les détails
d’adaptation du n°15. Il résulte donc du théoréme B que F,_,) est un groupe
de Kazhdan.

9.b. Preuve du Théoréme B.

Pour entreprendre la preuve du théoréeme B, il faut disposer de résultats
généraux sur les fonctions sphériques; nous les rappelons aux n°18 a 27 ci-
dessous. On y désigne a nouveau par G un groupe de Lie réel semi-simple
connexe non compact de centre fini et par K un sous-groupe compact maximal
de G. Contrairement a nos conventions générales, nous considérons ici des
représentations non unitaires de G dans des espaces de Hilbert complexes.

Savoir si G a la propriété (T'), c’est savoir si la représentation triviale est
isolée dans le dual unitaire G (voir le n°1.14). Un premier lemme montre qu’il

suffit pour cela de connaitre le sous-espace de G défini par les représentations
ayant des vecteurs non nuls fixés par K.

17.- Lemme. Soient H un groupe localement compact et L un sous-

groupe compact de H. Notons H l’espace des classes de représentations
unitaires irréductibles de H qui posseédent des vecteurs invariants non nuls
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par L. Le groupe H est de Kazhdan si et seulement si la représentation unité
de H est un point isolé de H;.

Preuve. Il suffit de remarquer que B 1 est ouvert dans A, comme le
montre la preuve de ’exemple 1.5.ii. |

18.- Définitions. Soit G comme ci-dessus. Une représentation (non
nécessairement unitaire) 7 de G est dite sphérique si elle possede des vecteurs
invariants par K.

Une fonction continue (non nécessairement de type positif) ¢ : G — C
est dite sphérique si (1) =1 et si

/ plaky)dk = o(z)p(y)
K

pour tous z,y € G.

Il existe de nombreuses définitions équivalentes des fonctions sphériques
[Va2].

Le lemme 17 justifie 'étude du dual unitaire sphérique G K> qui est la

“partie sphérique” de G. Le résultat qui suit montre que cette étude est aussi
celle des fonctions sphériques qui sont de type positif (définition 5.6).

19.- Théoréme. (i) Soit m une représentation unitaire irréductible
sphérique de G et soit £ € H, un vecteur unité invariant par K. Alors
tout vecteur de H, invariant par K est proportionnel a ¢, et la fonction de

type positif
@9 — (€lm(g)¢)
est sphérique.

(ii) Soit ¢ une fonction sphérique de type positif sur G. Alors la représentation
associée & ¢ par la construction GNS (proposition 5.8) est irréductible et
sphérique.

Preuve: voir [He2], théoréme IV.3.4. |

20.- Décomposition d’Iwasawa et parabolique minimal. Pour
comprendre I’ensemble des fonctions sphériques de type positif sur G, il faut
d’abord comprendre I’ensemble de toutes les fonctions sphériques, qui est
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connu grace aux travaux de Harish-Chandra. Avant d’énoncer les résultats,
rappelons les faits suivants.

On se donne comme au n°l une décomposition de Cartan g = k @ p.
On choisit dans p un sous-espace a qui est maximal pour la propriété d’étre
une sous-algébre de g; alors a est une algebre abélienne, car [p,p] C k. Si a*
désigne le dual de a, on pose o

21:={)(€EE:[X;Q]=:O}
et
Y={a€a":a#0et g™ #0}
ol
g*={X €g:[H,X]=a(H)X pour tout H € a} .

Le sous-ensemble ¥ de a* est le systéme des racines restreintes; c’est un
systeme de racines qui n’est en général pas réduit. On a une décomposition

radicielle
g=aome (Pg°) -
a€X

On choisit dans a* un ordre qui induit une partition ¥ = L+ II (—=X+) et on

pose
n= P ¢*.

a€Xt

Alors n est une sous-algebre nilpotente de g et on obtient la décomposition
d’Iwasawa de g:
g=k®adn.

Les sous-groupes analytiques A et N de G correspondant a a et n sont alors
fermés et simplement connexes. On obtient la décomposition d’Iwasawa “glob-
ale”

G =KAN .

Pour tout ceci, voir par exemple le chapitre VI de [Hel] ou la section 7.4 de

[Wal].
Introduisons le centralisateur
M ={k e K : Ad(k)(H) = H pour tout H € a}
et le normalisateur

M' ={k € K : Ad(k)(a) C a}
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de a dans K. Alors M est un sous-groupe de K d’algebre de Lie m, et c’est un
sous-groupe normal d’indice fini dans M’. Le quotient W = M’/M s’identifie
au groupe de Weyl du systéme de racines X. (Voir le théoréme VII 2.12 de
[Hel], ou la section 7.5 de [Wal]; il faut distinguer ce groupe du groupe de
Weyl introduit au n°7!) Enfin le sous-groupe

P=MAN

est un sous-groupe parabolique minimal de G.

21.- Série principale sphérique. Rappelons que A est isomorphe au
groupe vectoriel a. Par suite toute forme linéaire v € ag dans le dual complexe
de a définit un caractere

, [A — C*
© la — exp(v(Loga))

de A, parfois noté exp(r). Comme M centralise A et comme M A normalise
N, la composition de la projection

{P — A

man —— a

avec e¥ est un caractére de P qu’on note encore e¥.

On appelle série principale sphérique non unitaire de G I’ensemble des
représentations 7, = Ind$(e”), ou v décrit ag.

Décrivons =, d’abord selon le modéle dit de l’image induite (voir le
n°3.2). L’espace H, est la complétion de l’espace des fonctions continues
£ : G — C telles que

£(gman) = Ap(a)"!/? exp(—v(Log a))é(9)

pour tous g € G et man € P. La complétion est relative au produit scalaire

€Eln) = /Km n(k)dk .

Le groupe P n’est pas unimodulaire, et Ap désigne sa fonction module.
Comme P = MA x N est un produit semi-direct de deux groupes unimo-
dulaires, Ap(man) n’est autre que le jacobien de ’action de ma sur N. Le
groupe M étant compact, la définition de N implique qu’on a

Ap(man) = exp(2p5(Loga))
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oll g5, € a* est la demi-somme

Le groupe G opere sur les fonctions § par translations a gauche.

Il y a aussi ["“mage compacte pour 7,. Une fonction continue { € H,
satisfait en particulier £(km) = £(k) pour tous k € K et m € M. Comme
G/P = K/M, on a un isomorphisme de restriction H,, — £L2(IK /M) pour tout
v € ag. On peut ainsi considérer que toutes les représentations 7, opeérent
sur le méme espace de Hilbert £2(K/M). L’action de G est plus-compliquée
A écrire que dans I'image induite (voir par exemple le chapitre VII de [Kn]).

La restriction a K de 7, s’identifie & la représentation quasi-réguliere de
K sur £2(K/M). En particulier, ’espace des vecteurs invariants par I est de
dimension 1; il est engendré par 'unique fonction £, € H, dont la restriction
4 K est la constante 1. La fonction ¢, définie sur G par

v,(9) = (€,|7,(9)¢,)

est sphérique, et on a la classification de Harish-Chandra (voir le théoreme
IV.4.3 de [He2)):

22.- Théoréme. Toute fonction sphérique sur G est de la forme ¢, avec
v € ag. De plus, étant donnés v et A dans ag, on a ¢, = p, si et seulement
s'il existe w € W tel que v = wA.

Nous utilisons plus bas deux résultats de Wallach sur la série principale
sphérique non unitaire:

23.- Proposition. (i) Considérons dans a* la chambre de Weyl ouverte
a% correspondant a l’ordre choisi (X+ C ¥). Si Re(v) € a}, alors {, est un
vecteur cyclique de 7.

(ii) Pour tout v € ag, il existe dans H,, une suite finie
Hy=Ho2H,;2... 2 Hpy1 =0

telle que H; est un sous-espace fermé de H,, invariant par 7, (G), et la représen-
tation de G sur H;/H;,, induite par 7, est irréductible pour i =0,1,...,k.
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Preuve. Pour (i), voir la proposition 8.13.6 de [Wal] ou le théoréme 8
de [Kol]. Pour (ii), voir le théoréme 8.13.3 de [Wal]. ]

24.- Conditions nécessaires pour qu’une fonction sphérique soit
de type positif. A tout v € ia* correspond un caractére e” de P qui est
unitaire, donc la représentation 7, est unitaire et la fonction sphérique ¢, est
de type positif.

Mais il existe d’autres valeurs de v pour lesquelles ¢, est de type positif.
C’est par exemple le cas de v = —pg;, car alors {_,  est la fonction constante
de valeur 1 sur G tout entier, de sorte que ¢_ os (9) = 1 pour tout g € G.
Notons qu'il existe w € W tel que wpy = —py5 (voir [BL’], chap.6, §1, n°5,
remarque 4); le théoréme 22 montre donc que Poy = P—p5 = 1.

(Vest un probleme en général ouvert que de déterminer les v pour lesquels
les fonctions ¢, sont de type positif. (C’est un probleme résolu par Kostant
[Kol] lorsque G est de rang réel un.) Toutefois, il y a deux conditions
nécessaires évidentes pour que la fonction ¢, soit de type positif, elle doit
étre bornée, et elle doit étre hermitienne, i.e. telle que ¢,(g~!) = ¢,(g) pour
tout g € G. On connait les caractérisations suivantes:

25.- Théoréme. (i) La fonction sphérique ¢, est bornée si et seulement
si v appartient au tube ¢a*+Conv(W gy ), oit Conv désigne I’enveloppe convexe
et ou Wy désigne l'orbite de gy, par le groupe de Weyl.

(ii) La fonction sphérique ¢, est hermitienne si et seulement s’il existe
w € W tel que wv = —7.

Preuve. Pour (i), voir le théoréme IV.8.1 de [He2] ou la proposition 14
de [Va2]. Pour (ii), voir la proposition 3 de [Kol] ou le corollaire 11 de [Va2].
a

26.- Lemme. Soit f une fonction continue & support compact sur G.
Alors

lim /G F(9)eu(g)dg = 0.

v — 00
v Eid

Preuve. Comme ¢, est K-bi-invariante (c’est-a-dire invariante par les
translations gauches et droites de K), on peut supposer que f I’est également,
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quitte & remplacer f par la fonction

9——’/ /f(k1gk2)dk1dk2 .
K JK

On a alors, pour v € ia*

/G f(9)e,(9)dg = F;(~iv)

ou F; est la fonction a support compact sur @ donnée par

Fi(H) = e“’”(H)/Nf(exp(H)n)dn

(voir [Va2], formule (5)). Il résulte des propriétés classiques de la transformée
de Fourier sur 1’espace euclidien a que

y l_{_)mC>O Fi(—iv)=0
v Eiad

(lemme de Riemann-Lebesgue). ]

27.- Lemme. Soit m une représentation irréductible sphérique de G
dans un espace de Hilbert H avec vecteur £ invariant par m(K) et soit ¢ : g —
(€]m(g)€) la fonction sphérique associée. Soit £'(G) I'espace des distributions
a supports compacts sur G et soit V le sous-espace vectoriel 7(€/(G))§ de H.

(i) V est un espace invariant par G qui contient I'espace H ) des vecteurs
K -finis.

(ii) Si la fonction ¢ est de type positif, il existe un produit scalaire G-
invariant sur V.

Preuve. (i) Il est évident que V est invariant par G. D’autre part
1’algébre enveloppante U(g) s’identifie aux distributions de £'(G) de support
Dorigine, et m(U(g))¢ est précisément H k), d’apres la preuve du théoreme
4.5.iii au chapitre IV de [He2].

(ii) Notons H’ et 7' 'espace de Hilbert et la représentation unitaire de
G associés par la construction GNS a la fonction sphérique de type positif ¢,
comme au chapitre 5. L’application

. { m(&'(G))¢ — @(&'(G))6, CH'
S| S*é= [ m(9)€dS(9) — S«
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est un opérateur d’entrelacement entre les restrictions de 7 et o’/ aux sous-
espaces considérés. En effet, E' est bien défini et injectif car on a successive-
ment

S*x6, =0 < (6,|5)=0 pour tout z € G

= p(z7g)dS(g) =0 pour tout x € G
fe;

= / z~1)*¢|m(g)€)dS(g) =0 pour tout z € G

= “H*E|ISx€) =0 pour tout x € G
= S*{:O

ol la derniére implication résulte de ce que la représentation g — m(g=1)* de
G dans H est irréductible. L’affirmation (ii) résulte de l'existence de E. O

Notons qu’il y a d’autres moyens de s’assurer qu’il existe un sous-espace
de H contenant M, et qui posséde un produit scalaire G-invariant. On peut
par exemple prendre ’espace H« des vecteurs analytiques de H. En effet,
comme ¢ est de type positif, /) est infinitésimalement unitarisable, donc il
existe une représentation unitaire 7, de G' dans un espace H, avec les mémes
vecteurs K-finis que H (Harish-Chandra [HC]); par suite les espaces H« et
He« sont isomorphes en vertu d’un théoreme de Schmid sur la globalisation
minimale d’un module de Harish-Chandra [SC].

28.- Preuve du théoréme B. Soit G comme dans le théoréme B. Grace
a la proposition 1.9 et au théoreme 2.8, on peut supposer que G est simple et
de rang réel 1. Ainsi ag s’identifie & C, et le groupe de Weyl est le groupe &
deux éléments agissant sur ag par v — xv. Nous allons montrer en quatre

pas qu'il existe 7 € G avec #(Qg) = 0 et

Homg (pes Hy (k) #0 -

i) Une famille de représentations m,. Par hypothése, G n’est pas un
groupe de Kazhdan. Le théoreme 19 montre donc qu’il existe une suite
(o, )n>1 de fonctions sphériques de type positif qui convergent vers la fonc-
tion constante 1 uniformément sur tout compact de G. Par le théoréme 25,
onav, €iRtU[0,pg]. En appliquant le lemme 26 avec pour f une fonctlon
continue a support compact d’intégrale 1, on voit que la partie imaginaire
de v, reste bornée. On peut donc supposer que la suite v,, converge. Du
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théoréme 22 et de Iégalité p, =1 (voir le n° 24), on déduit que la limite de
la suite v, est nécessairement py. Ci-dessous, nous écrivons m,,H, , ¢, et {,
au lieu de 7, ,H, ,p, et¢, (voirlen°21).

On sait par la proposition 23 qu’il existe un sous-espace K de H, qui est
7, (G)-invariant, et tel que la représentation 7, induite par 7, sur le quotient
H,,/K,, estirréductible. Cette représentation 7, est sphérique, sinon on aurait
€, € K,, contrairement a la proposition 23.i. Notons { — € la projection
canonique de H,, sur H,,/K,,. Il résulte du lemme 27 qu’il existe un produit
scalaire G-invariant sur 7, (£/(G))€,,, et on peut définir une forme hermitienne

positive 8, sur 7, (£(G))E, C H, par B,(§,n) = (€]7). La forme B, est
7, (G)-invariante; elle n’est en général pas définie positive, mais sa restriction
a espace des vecteurs K-finis dans l'orthogonal K1 de K, dans H,, est définie
positive.

ii) Les opérateurs A,: Définissons ’application

Homg(pe,K3)®pe — K
a, :
SQY — S(Y)

Vérifions que «,, # 0. Si a,, était nulle, 'espace Homg(p.,M,/K,) serait
nul. Or on peut définir

T,

n

{EC - 7-{n/ Icn
Y — w,(Y)E,
qui est une application K-équivariante. On aurait donc irn(gc)fn = 0. Mais

#,(k¢)é, = 0 puisque £, est 7, (K)-invariant, et on aurait aussi #,, (g, c )€, = 0.
D’ott enfin 7, (g)¢,, C K,,, qui serait en contradiction avec la proposition 23.i.

Lorsque n varie, les différents sous-espaces Im («v,,) de H,, = L2(K/M)
sont contenus dans un méme sous-espace de dimension finie, a savoir ’image
de I’application

. { Hompy (p., L2(K/M)) @ p, — L2(K/M)
' S®Y —  S(Y)

Définissons un opérateur positif A,, sur «, (£'(G))§,, par
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La forme 3, étant 7, (G)-invariante, on a 7, (g9)*A4,7,(9) = A, pour tout
g € G. En particulier, pour tout k € K, 'opérateur A, commute a m_ (k).
Vu que I'image de «,, est invariante par 7, (K'), cette image est invariante par
A,. D’autre part, Im («,,) est dans ’espace des vecteurs K-finis de K}, de
sorte que A, est défini positif sur Im(a,,). Il existe donc un vecteur unité
w, € Im(a,,) qui est vecteur propre de A, pour une valeur propre A, > 0.

(iii) La fonction de type positif . On définit des fonctions ¥/, et ¢, sur
G par
Yn(9) = Ba(wps Ta(g)wn)
d’n(g) = <wnl7rn(g)wn> ‘
La fonction '/, est de type positif, car 3, est positive et m, (G)-invariante. Or
on a

d’:l(g) = <J47lw7l|7r7l(g)w",> = Afl <wn|7rn(g)wn> *
Donc la fonction v, est de type positif.

Les vecteurs w, sont dans la sphere-unité de ’espace de dimension finie
Im(a). Quitte & passer a une sous-suite, on peut supposer qu’ils conver-
gent vers un vecteur-unité w € Im (a). La suite (3, ), converge alors uni-
formément sur tout compact de G vers la fonction i définie par

¥(g) = (wlmpy, (9)w) -

Et ¢ est encore de type positif: voir la preuve du corollaire 5.5.ii.

iv) La représentation #r: La proposition 23.ii montre qu’il existe une paire
K' € K de sous-espaces fermés de H,_ qui sont invariants par WQE(G), tels
que la représentation # induite par 7 oy SUT /K’ est irréductible, et tels que
w € K—K'. Si @ est I'image de w dans /K’ on a aussi

Y(9) = (@|7(g)w) pourtout g€ G .

Comme 1) est définie positive, # est unitarisable: l’argument est le méme
qu’au lemme 27.ii. En d’autres termes, # définit un élément de G.

Par construction, w est dans I'image de «, donc @ est dans I'image d’une
application de Hom g (Bc’Hf'r,( K))a et ce dernier espace n’est pas nul.

Reste a vérifier que 7(Q2;) = 0. Les fonctions sphériques de type positif
¢,, convergent uniformément sur tout compact vers la fonction constante 1, et
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les représentations associées m,, convergent vers la représentation unité m,. Par
définition de 7, les coeflicients de # sont limites uniformes sur tout compact de
coefficients de m,,. Par suite (7,,),,; tend aussi vers 7 (qui n’est pas séparée
de 7). Or un lemme de Bernat et Dixmier (voir la proposition 2.2 de [BK])
montre que 1’application

G — C
o + 0(Qg)

est continue. Par suite #(Q2,) = m,(Qg) = 0. ]

29.- Compléments. La preuve ci-dessus montre donc que # n’est pas
séparé de m, dans G. Cest un fait général dii & Vershik et Karpushev [VK]:
si G est un groupe localement compact et si 7 € G satisfait H1 (G,H,) #0,
alors 7 et m, ne sont pas séparés dans G.

La preuve originale de Kostant ([Kol] et [Ko2]) détermine, pour un
groupe de rang réel un, toutes les fonctions sphériques qui sont de type positif.
D’apreés le théoréme 25, ce résultat équivaut a la détermination des v € [0, gy]
pour lesquels les fonctions ¢, sont de type positif.

Théoréme. Soit G un groupe de Lie réel simple connexe de centre fini
et de rang réel 1. Pour v € [0, 5], la fonction sphérique ¢, est de type positif
si et seulement si v € [0,1,], ou

1) v, = si ¥t est réduit & une racine
0 = O3x

2 + dimpg®
2dimgg”™ + dimpg®

(i) vy = o si Xt ={a,2a}.

En particulier, on a
vy =p5 si G=50(1,n) ou G=SU(1,n)

(ce qui remontre le corollaire 23.ii du chapitre 6),

2n -1

1/0=2Z+192 si G = Sp(1l,n) avecn >2,
5 .

vy = 1705 si G = Fy_y) -
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30.- Remarques sur les autres preuves. Nous connaissons trois
démonstrations du théoréme 29; chacune d’entre elles montre en particulier
que Sp(1,n) a la propriété (T') pour n > 2.

La preuve originale [Kol] est purement algébrique. Kostant identifie les
fonctions sphériques avec les modules sphériques sur ’algébre enveloppante
U(g), et examine quand ceux-ci peuvent étre munis d’une forme hermitienne
positive relativement a laquelle g agit par opérateurs anti-symeétriques. Voir
aussi I’exposition de Schiffmann [S].

Plus tard, Flensted-Jensen et Koornwinder ont donné une premiére preuve
analytique [FJK]. Elle combine ’analyse harmonique sur les espaces K /M vus
comme espaces riemanniens symétriques de type compact, et ’expression des
fonctions sphériques sur G en termes de fonctions spéciales dites fonctions de
Jacobi. La détermination des fonctions sphériques qui sont de type positif est
ramenée & des inégalités connues (?) sur les fonctions de Jacobi.

Une seconde démonstration analytique est due & Cowling [Cg2]. 1l intro-
duit les opérateurs d’entrelacement de Knapp et Stein (voir le chapitre VII de
[Kn]). Un résultat de Knapp et Stein montre que 7, est unitarisable si et seule-
ment si un certain opérateur d’entrelacement est semi-défini (théoréme XVI.6
de [Kn]). On peut réaliser cet opérateur comme agissant sur ’espace £2(V),
ou V = 6(N), avec N le groupe nilpotent de la décomposition d’Iwasawa.
Cowling acheve sa preuve en utilisant quelques résultats fins d’analyse har-
monique sur le groupe nilpotent V.
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CHAPITRE 10
ALGEBRES D’OPERATEURS

Vers la fin des années 1970, A. Connes a reconnu la pertinence de la pro-
priété (T') dans le domaine des algebres d’opérateurs. Par exemple, dans [Co3]
et [Skal, I’étude des algebres de groupes de Kazhdan a permis de résoudre des
problémes d’algébres d’opérateurs dont certains remontent aux articles origi-
naux de Murray et von Neumann. Mentionnons aussi les nouveaux exemples
d’opérateurs bornés découverts par Voiculescu [Voi]. Par ailleurs, la propriété
(T') se formule bien pour les algébres de von Neumann, et se révéle étre un
remarquable outil d’investigation. Le but du présent chapitre est de poser tres
brievement quelques repéres, mais nous renvoyons & [Pop] pour un panorama
heaucoup plus complet, ainsi qu’a [Moo] pour la propriété (T') dans le contexte
des relations d’équivalence mesurées.

On suppose que les algebres de von Neumann apparaissant ici sont toutes
de type dénombrable.

1.- Définitions. Soient M et N deux algebres de von Neumann. Une
correspondance de M a N est un bimodule hilbertien normal pour M et N,
c’est-a-dire un espace de Hilbert H muni d’une action normale a gauche de
M et d’une action normale & droite de IV qui commute a ’action de M. On
peut donc écrire une expression du type aéb aveca € M, € H,be N.

Deux correspondances sont équivalentes si elles le sont en tant que bimo-
dules. La notion évidente de somme directe passe aux classes d’équivalence.

2.- L’exemple standard. Notons B(H) I’algébre des opérateurs bornés
sur un espace de Hilbert H. Rappelons qu’'une conjugaison de H est une
application R-linéaire J : H — H satisfaisant J2 = id, J(if) = —iJ() et
(J€|n) = (Jn|€) pour &,n € H. Une représentation normale 7 d’une algehre
de von Neumann M dans H est dite standard s’il existe une conjugaison J de
H telle que

{M — B(H)

a +— Jr(a*)J

soit un isomorphisme de M sur le commutant End,,(*). La théorie de
Tomita-Takesaki permet de montrer que toute algébre de von Neumann posse-
de une représentation standard; voir par exemple [SZ], section 10.15. L’espace
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‘H d’une représentation standard de M définit naturellement la correspondance
tdentiqgue de M a M.

Par exemple, si M est ’algébre de von Neumann W*(I') d’un groupe
discret T', on retrouve l’espace H = £2(I') vu comme bimodule sur W*(T')
grace aux représentations réguliéres gauche et droite. (Ici J est donné par

JE(g) =¢(g71) )

3.- Définitions. Un coefficient d’'une correspondance H de M a N est
une forme bilinéaire

{MXN — C
(a,) == (€|and)

avec {,7 € ‘H. On dit que ’algébre de von Neumann M a la propriété (T')
si toute correspondance H de M a M qui est proche de la correspondance
identique la contient comme sommant direct. “Proche” doit se comprendre
comme suit: étant donné un nombre ¢ > 0, des coefficients (a,b) — (¢;|a¢;b)
avec 7,7 = 1,...,n de la correspondance identique, ainsi que des éléments
Qg 8pyby,. ..y by € M, il existe ny,...,7m, € H avec

L,j=1, s
I(nilarnjb.s> - (gzlar{)bsﬂ <e pour r=14,...p
s=1,...,q

Cette définition est due & A. Connes et V. Jones [CJ]. Dans le cas ou M est
un facteur de type I, elle est équivalente a la définition antérieure de [Co4].
Sa premieére justification est fournie par le théoréme 2 de [CJ]:

4.- Théoréme. Soit I' un groupe discret dont ’algeébre de von Neumann
W*(I') est un facteur. Alors W*(T') a la propriété (T') si et seulement si I Ia.

5.- Remarque. On peut aussi caractériser la propriété (T') d’un groupe
localement compact G' en termes de sa C'*-algebre ([Val] et [AW]). En effet,
soient C'*(G)" ’algébre de von Neumann enveloppante de la ("*-algebre ma-
ximale de G, et p, € C'*(G)" le support central de la représentation unité de
G (définition 3.8.1 de [Ped]). Alors G a la propriété (T') si et seulement si
Py € C*(G).

Si G est un groupe de Kazhdan non compact, notons de plus que 'image
de p, dans la C'*-algebre réduite de G est nulle (car G n’est pas moyennable).
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Comme la classe de p, engendre un groupe cyclique infini dans la K-théorie
K,C*(G), il en résulte que G n’est pas K-moyennable.

6.- Automorphismes extérieurs. Soit M une algébre de von Neu-
mann. Le groupe Aut(M) des *-automorphismes de M est un groupe po-
lonais pour la topologie de la convergence simple en norme dans le prédual
M, de M (voir 2.23 et 2.25 dans [Str]). Le sous-groupe normal Int(M) des
automorphismes intérieurs n’est en général pas fermé dans Aut(M), et par
suite le groupe Out(M) = Aut(M)/Int(M) des automorphismes extérieurs
n’est en général pas séparé.

Soit par exemple M = W*(T') un facteur de type II, défini par un groupe
dénombrable I'. Alors Int(M) est dense dans Aut(M) si I' est moyennable.
D’autre part Int(M) est fermé dans Aut(M) si et seulement si I' n’a pas la
propriété (I') de Murray et von Neumann. Voir le corollaire 3.8 de [Col] pour
I’équivalence, et [BH] pour des exemples. En particulier, si I est un groupe
de Kazhdan tel que M = W*(I') soit un facteur, alors Int(M) est fermé dans
Aut(M) et Out(M) est séparé. Mais on a mieux ([Co3], et proposition 1 de
).

7.- Proposition. Si M est une algébre de von Neumann ayant la
propriété (T'), alors Int(M) est un sous-groupe ouvert du groupe polonais
Aut(M), et par suite Out(M) est dénombrable.

8.- Le groupe fondamental. Soit M un facteur de type II;. Choisis-
sons une trace normale fidéle semi-finie 7 sur le produit tensoriel de M par
“le” facteur F de type I_. Le module d’'un automorphisme § de M @ F_
est le nombre réel A > 0 tel que 7(6(a)) = A7(a) pour tout a € M @ F__.
Le groupe fondamental de M est le sous-groupe de R’ formé des modules des
automorphismes de M ® F_. Jusqu’en 1970, les seuls exemples calculables de
groupes fondamentaux donnaient toujours R% tout entier (c’est par exemple
le cas si M est moyennable).

Tout 6, € Aut(M®F. ) de module )\ définit un automorphisme 6, @65 €
Aut(M® M ® F_ ) de module 1. Or c’est un “lemme classique” (lemme 3.11
de [Co2]) que, pour tout automorphisme ¢ de module 1 de M @ M ® F_, il
existe un automorphisme ¢ de M ® M tel que ¢ ®1 soit conjugué a ¢ modulo
les automorphismes intérieurs. On peut donc associer a 6, ® 0;\'1 un élément
bien défini o, de Out(M ® M). Si A # X alors 0, ® 65! ¢ Int(M@ M QF,)

et ay # a,,. On a donc un homomorphisme injectif A — a, du groupe
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fondamental de M dans Out(M ® M). Si M a la propriété (T'), alors M @ M
’a aussi (corollaire 2.5 de [Ana]), et la proposition 6 implique donc:

9.- Corollaire [Co3]. 1l existe des facteurs de type II; avec groupe
fondamental dénombrable.

Ce corollaire fournit une preuve trés rapide de ’existence d’une infinité
non dénombrable de facteurs de type II; non isomorphes deux & deux [McD)].
En effet, soit M un facteur de type II;. Notons G’ I’ensemble des nombres
réels A €]0,1] tels qu’il existe un projecteur e € M de dimension A pour
lequel l’algebre réduite M, soit isomorphe a M, et notons G l’ensemble des
nombres A > 0 avec A ou A~! dans G’. Alors G est le groupe fondamental de
M (voir 25.7 dans [Str]). Supposons désormais M & groupe fondamental G
dénombrable, et choisissons une famille non dénombrable £ de projecteurs de
M telle que les dimensions dim(e) définissent des classes de R% /G distinctes
deux & deux lorsque e décrit £. Alors les algeébres réduites (M, ), . sont des
facteurs de type II, non isomorphes deux a deux.

10.- Rigidité. Soient G; et G, deux groupes de Lie réels connexes
simples non compacts et sans centre. Pour j = 1,2, soit I'; un réseau de G ;
et soit M le facteur de type II, associé aT';. Si G, et G, ont la propriété (T,
la r2gidité de Margulis suggere que M, et M, sont isomorphes si et seulement
si I'; et T', sont isomorphes, c’est-a-dire si et seulement si I'; et I', sont
conjugués dans un méme groupe G; = G,. (C’est méme une conjecture de
A. Connes lorsque G, et G, sont simples de rangs réels au moins deux.) Cette
rigidité n’étant qu’une conjecture, citons les résultats suivants.

Proposition. Soit M un facteur de type II, ayant la propriété (T).

(1) Soit F, le groupe libre non abélien & n > 2 générateurs. Alors M
n’est isomorphe a aucun sous-facteur de W*(F,)).

(2) Soit M; C M, C ... une suite de sous-facteurs de M telle que UM;
soit fortement dense dans M. Alors M; = M pour j assez grand.

Preuve. Pour l’assertion (1), voir le corollaire 4 de [CJ]. Nous ne con-
naissons pas la preuve de I’assertion (2); voir néanmoins [Co4], le théoréme 3
de [CJ], ainsi que [Ron] et [Bio]. O

D’autre part, Haagerup et Cowling ont montré le résultat de rigidité
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suivant:

Proposition. (i) Soient I' un réseau dans Sp(n,1) et I' un réseau dans

Sp(n’,1) avec 2 < n < n’. Alors il n’existe aucun plongement de W*(I'") dans
W*(T).

(ii) Soient G,,G, deux groupes de Lie réels simples connexes & centres
triviaux avec G; de rang réel 1 et G, de rang réel > 2; soit I'; un réseau dans
G;(i = 1,2). Alors il n’existe aucun plongement de W*(I'y) dans W*(T,).

Preuve. voir le §6 de [CH]. |
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QUESTIONS

Nous rassemblons ici quelques questions ouvertes, au moins pour nous.
Certaines ont déja été évoquées dans les chapitres précédents.

1.- Calcul de constantes de Kazhdan. (Voir le probleme 1.17 et
I'appendice de M. Burger.)

2.- Exemples sans groupes de Lie. Nous ne connaissons aucun exem-
ple de preuve qu'un groupe non compact posséde la propriété (T') qui ne
fasse pas un usage essentiel de la théorie des groupes semi-simples et de leurs
représentations. Les deux questions suivantes constituent donc le début d’une
liste allongeable a volonté.

(i) Le groupe de Burnside B(2,p) est le quotient du groupe libre non
abélien F, a deux générateurs par les relations {g? = 1; g € F,}. Si p est
impair et assez grand, on sait que B(2,p) n’est pas moyennable [Ady]; a-t-il
la propriété (T') ? Signalons que, comme tous les groupes de torsion de type
fini. B(2,p) a la propriété (F.A4) de la définition 6.3 (voir ’exemple 1.6.3.1 de
[Ser]).

(ii) Soit I' le groupe de R.J. Thompson, qui est un groupe simple infini
de présentation finie, et qui apparait comme un “sous-groupe arithmétique”
du groupe des difféomorphismes du cercle. E. Ghys et V. Sergiescu [GS] ont
déja demandé si I' a la propriété (T').

3.- (E. Ghys) — La propriété (T) est-elle métrique ? Soit I' un
groupe de type fini. A tout ensemble fini S de générateurs de I', on associe
une distance dg sur I' pour laquelle dg(g,h) est la longueur du mot g—1h,
c’est-a-dire la longueur minimum d’une suite (s;,...,s,) de SUS-! telle que
$189...5, =g Lh.

On dit que deux espaces métriques (X, d) et (Y, d) sont quasi-isométriques
s’il existe deux applications ¢ : X — ¥, ¥ : ¥ — X et des constantes A\ > 0,
€ > 0 telles que

d(p(z), p(z')) < Ad(x,2') + ¢
d(¥(y),¥(¥y') < Ad(y,y') +¢
d(yp(z),z) < €
d(e(y),y) < e
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pour tous z,2' € X et y,y’ € Y. Exemple: si I' est un groupe avec deux
systemes finis S et T' de générateurs, les espaces métriques associés (I',dg) et
(T',dr) sont quasi-isométriques (comme on le vérifie en choisissant ¢ = 9 =

idp).

Une propriété des groupes de type fini est dite métrique si elle est con-
servée par quasi-isométrie [GrV]. Exemples: étre de présentation finie, étre
une extension finie de Z, étre presqu’abélien, presque nilpotent, presque libre.
La propriété (T') fournit-elle aussi un exemple ?

4.- (C. Pittet). Est-il vrai que tout groupe dénombrable se plonge dans
un groupe discret ayant la propriété (T')?

5.- (F. Paulin). Existe-t-il un groupe I' ayant la propriété (T) tel que
Out(T') est infini, c’est-a-dire tel que le quotient du groupe des automor-
phismes de I' par le groupe des automorphismes intérieurs de I" est un groupe
infini?

6.- Cas de Sp(n,1), avec n > 2. Montrer que ce groupe a la propriété
(T') sans utiliser la classification des représentations sphériques unitaires.

134



APPENDICE par M. BURGER
CONSTANTES DE KAZHDAN POUR S$L,(2)

Le but de cet appendice est d’annoncer une précision quantitative a la
propriété (T') pour SL;(Z). Les preuves font I’objet d’une rédaction séparée
[Bu2]. Rappelons que la propriété (T') est équivalente & ’assertion suivante
(proposition 1.15):

soit S un ensemble fini de générateurs de SL,(Z); alors il existe un nombre
¢ > 0 tel que, pour toute représentation unitaire 7 de SL;(Z) sans vecteur
invariant non nul,

(*) max [|m(7)¢ ~ &l = ell¢]l

pour tout vecteur £ de ’espace H, de .

Le résultat principal ci-dessous explicite des exemples de couples (.5, ¢)
vérifiant la condition (*) pour les représentations de permutation.

a. LA PAIRE (72 x SL,(Z),72)

Nous avons d’abord besoin de préciser quantitativement la propriété (T')
relative de la paire (H,Z2), ol H = Z2 x SL,(Z) est le produit semi-direct
défini par ’action naturelle de SL,(Z) sur Z2; voir les numéros 1.17, 2.2 et
8.6. Pour énoncer le résultat, nous introduisons I'invariant suivant.

Soit F une partie de SLy(Z). On pose

a(F)= inf  sup sup |u(yB) - u(B)|
HEM!  BCPI(R) ~v€F

ou M! est I’espace des mesures de probabilité sur la droite projective réelle
P1(R) et ou B parcourt I’ensemble des boréliens de P1(R). Alors a(F') est nul
si et seulement si le groupe engendré par F préserve une mesure de probabilité
sur P1(R), ce qui a lieu si et seulement si ce groupe est virtuellement cyclique.

Exemples. On pose

n—11 etﬁ—lo
T\0 1 T\l 1
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On montre facilement que «o(F) > % si F = {n,n} et que a(F) = % si

F = {n2,7%}.

Enfin, étant donné une partie F' de SL,(Z) et un domaine fondamental
mesurable D pour I’action de Z2 sur R2, on leur associe dans H = 72 x SL,(Z)
la partie

(%x) P={(z,y) e H:m([z+~v(D)]ND)#0etye€F}
ou m est la mesure de Lebesgue sur R2. Avec ces notations, on a la :

Proposition 1. Pour toute représentation unitaire 7 de 72 x SL,(Z)
sans vecteur Z2-invariant non nul, on a

sup [[m(s)¢ - €7 2 2(1 - V1 - a(F)?) [I¢]1®
pour tout £ € H,.

Exemples. (1) Si F = {n,n} et D = (-1, )2, alors

e~ U {(0)(0))]

et donc

1
meaI)Jc||7r(s)£—£||2 > —————||¢||® pour tout £ € H__ .
S

2(4 + V15)

(2) Si F = {n2,m?} et D comme dans ’exemple (1), alors
—_ .7 2 O —2
r= U {((0)=)(C) =)
j=-1,0,1

max ||7(s)¢ ~£||* > (2~ VB)[[¢]|* pour tout £ € 1, .

et donc
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(3) Si F = {n2,m%} et D = (0,1)2, alors

7= U {((3))((3) )}

Soit m un entier, m > 2. Alors H agit par permutations sur (Z/mZ)?, d’ol
comme au chapitre 8 une représentation o,, de H dans ’espace H,,, qui est
Porthogonal des fonctions constantes dans £2((Z/mZ)?). La représentation
0,, n’ayant pas de vecteur Z2-invariant non nul, on a

max ()€1 2 (2= V3)lel®

pour tout { € H,_,. On obtient ainsi les exemples de (m2,7, z_zﬁ)-extenseurs

de Gabber et Galil [GG] déja mentionnés apres le numéro 8.9.

b. LES RESULTATS POUR LE GROUPE SL,(Z)

Nous considérons les sous-groupes suivants de I' = SL;(Z):

a 0 a b

Rz{(g (1))61": (c d)ESLZ(Z)},
1 z,;

A+={<0 332)6]:‘ : (ml)elz},
0 1 T2
1 0 0

A_:{(O 1 O)EF : t(ml,w2)€Z2}.
T, z, 1

Ainsi R normalise A 4 et A_. Les groupes RA + et RA_ sont isomorphes a
Z% x SL,(Z) via des isomorphismes définis par

%,(090 :) = (z,9)

o=, O O o
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ol z € Z2 et g € SL,(Z).

Construction de S. Soient F' une partie de SL,(Z) et D un domaine
fondamental pour ’action de Z2? sur R?; on définit P C Z2 x SL,(Z) par (**)
comme plus haut. On pose S, = p3'(P) et S=S5, US_.

Exemples. (1) Si F = {n,n} et D = (—3,1)?, alors S est I’ensemble

des matrices
11 3 1 00
(0 1 0) (1 1 j) (j=-1,0,1)
0 0 1 0 0 1

et des inverses de leurs transposées (|S| = 12).

(2) Si F = {n2,m%} et D = (—%,1)2, alors S est '’ensemble des matrices

1 2 j 1 00
(0 1 0) (2 1 j) (G =-1,0,1)
0 0 1 00 1

et des inverses de leurs transposées.

Remarquons que les sous-groupes A, et A_ engendrent SL;(Z). Si w
est une représentation unitaire de SL;(Z) dans un espace de Hilbert H,, on
définit V, comme étant le sous-espace de H, des vecteurs A -invariants, et
de méme pour V_. Sini V, ni V_ n’est réduit & {0}, on définit le “cosinus de
leur angle” comme étant

8 = sup Re (nyfn_)
ny €V,etn_€V_ ”77+|| l|m_|l

Avec ces définitions et ces notations, notre résultat principal s’énonce comme
suit.

Théoréme. Soit 7 une représentation unitaire de SL;(Z) dans un espace
de Hilbert H,.

(i) Si V. # {0} et V_ # {0}, on a

2
sup [[w(s)é €] > {2-2\/1- e }nsnz
SES
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pour tout £ € H .
(ii) Si V, = {0} ousi V_ = {0}, on a

sup [[n(s)é—¢ll? > {2—2¢_1—a<F>2} el

SES

pour tout £ € H,.
Remarque. L’assertion (ii) résulte immédiatement de la proposition 1.

Dans le cas ou 7 est de dimension finie, nous savons majorer 3, comme
suit. Dans ce cas, on sait [Ste] qu’il existe un entier N > 2 tel que = se
factorise & travers I'(IV), ou

I(N) = {y € SL4(Z) : v =1d(modN)} .
Définissons IV, comme le plus petit entier pour lequel 7 a cette propriété.

Proposition 2. Soit 7 une représentation unitaire irréductible de SL,(Z)
de dimension finie, distincte de la représentation unité. Alors

1

Br <

3

ou n, est le produit des facteurs premiers distincts de IV,.

On obtient donc que, si 7 est une représentation irréductible unitaire non
triviale de dimension finie de SL(3,Z) dans H, et si S est I’ensemble défini
dans l’exemple (2), alors

1/2
l[w(s)€ — &Il R &
X 2 {2'2\/1 - [ }

pour tout ¢ € H,. Remarquons que le membre de droite excéde toujours

-
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On peut aussi obtenir des estimations pour certaines représentations de di-
mension infinie:

Proposition 3. Soit I' un sous-groupe d’indice infini dans SL(3,Z) et
soit m la représentation réguliere de SL(3,Z) dans L£2(SL(3,Z)/T’). Alors
B, =0. En particulier on a

In(s)¢ — €I 1 1
T Z revi” 8

ol S est I’ensemble défini dans ’exemple (2).

Exemple. Soit g une représentation irréductible non triviale de SL(3,R)
dans un espace vectoriel réel V de dimension finie n. Choisissons une bhase de
V telle que o(SL(3,Z)) C SL(n,Z). On obtient ainsi une action (ergodique)
de SL(3,Z) sur le tore T™ = R™/Z™ et une représentation unitaire de SL(3,Z)
dans

H={fecyr) : | f(@)im(z) = o}

qui, via transformation de Fourier, est équivalente & une somme de représenta-
tions du type considéré a la proposition 3. On en déduit que

1
I§1€a,§( ”foé’('Y)—flIz 2 —‘—1'5_1/‘2‘||f”2

[8 +2v15)

pour toute fonction f € L2(T") telle que [, f(z)dm(z) = 0.
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RESUME

Un groupe localement compact G a la propriété (T') de Kazhdan si la

représentation unité de G définit un point dans le dual unitaire G qui est
isolé pour la topologie de Fell. Cette propriété a plusieurs conséquences sur
la structure de G, telle que d’étre compactement engendré. La plupart des
exemples connus de groupes ayant la propriété (T'), tels que SL;(R) et SL,(Z),
sont en relation étroite avec les groupes de Lie simples de rangs déployés au
moins deux et avec leurs réseaux. Nous exposons ceci dans les chapitres 1 &
3. Les exemples Sp(1,n) de rang réel un (avec n > 2), dus & Kostant et plus
délicats & montrer, font I'objet du chapitre 9.

La propriété (T') est équivalente & une propriété de point fixe pour les
actions isométriques sur des espaces de Hilbert affines, ainsi qu’a plusieurs
conditions sur les fonctions de types positif et négatif, dues &4 Guichardet et
Delorme (chapitres 4 et 5). Nous exposons aussi plusieurs applications de la
propriété (T') a diverses actions de groupes (chapitre 6), & des problemes de
mesures finiment additives sur les spheres (chapitre 7, résultats de Rosenblatt,
Margulis et Sullivan), et & des graphes expansifs (chapitre 8, résultats de Mar-
gulis). Un dernier chapitre 10 indique briévement quelques liens intéressants
avec les algebres d’opérateurs.
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ABSTRACT

A locally compact group G has property (T') of Kazhdan if the unit

representation of G is an isolated point of the unitary dual G with respect to
the Fell topology. This property has several consequences on the structure of
G, such as that of being compactly generated. Most of the known examples
of groups with property (T'), such as SL;(R) and SL4(Z), are linked up with
simple Lie groups having split rank at least two and with their lattices. These
facts are exposed in Chapters 1 to 3. The examples Sp(1,n) of real rank one
(with n > 2), due to Kostant and more delicate to establish, are given in
Chapter 9.

Property (T') is equivalent to a fixed point property for isometric ac-
tions on affine Hilbert spaces, as well as to various conditions on functions
of positive and negative type, due to Guichardet and Delorme (Chapters 4
and 5). We show several applications of property (I') concerning actions of
groups on various spaces (Chapter 6), problems about finitely additive mea-
sures on spheres (Chapter 7, results of Rosenblatt, Margulis and Sullivan),
and expanding graphs (Chapter 8, results of Margulis). Finally, Chapter 10
indicates briefly fruitful connections with operator algebras.
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