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GROUPES DE GRASSMANN-HEISENBERG ET REPRESENTATIONS
DE WEIL GENERALISEES POUR SLn > n  PAIR

José PANTOJA (1) et Jorge SOTO-ANDRADE (2)

0. Introduction.

Les représentations de WEIL des groupes symplectiques szm (sur un corps
local ou fini k) ont l'importance que l'on sait dans plusieurs domaines de la ma-
thématique et la physique mathématique, allant de la théorie des nombres jusqu'a

la théorie quantique des champs (cf. [1] et [8], par exemple).

La construction originelle de A. WEIL [22] s'appuyait sur le fait que le grou
pe szm agit par automorphismes sur le groupe de HEISENBERG ﬂh 3 m degrés de
liberté, et donc sur son dual unitaire. Comme le théoréme de STONE-von NEUMANN ca -
ractérise par son caractére central, non trivial, chaque représentation unitaire
irréductible non-unidimensionnelle o de ﬁ% (dite représentation de SCHRUDINGER
de ﬂ&) et que l'action de Sp2m fixe le centre de ﬂﬁ point par point, on en
déduit qu'elle fixe aussi le type d'isomorphie de O . Ceci fournit des opérateurs
d'entrelacement inversibles pg (g € szm) dans l'espace de 0 , qui définissent

la représentation (projective, en général) de WEIL de szm

En regardant sz = SL2 comme le point de bifurcation des séries des szm
et des SLn, nous cherchons dans ce travail a €tendre aux groupes SLn la construc-
tion de A. WEIL appliquée au cas de SL2 .
Nous introduisons, & cette fin, des analogues d'ordre supérieur du groupe Mi
(des "super-groupes'" de HEISENBERG, au sens figuré&) que l'on appelera groupes de

GRASSMANN-HEISENBERG, et qui sont définis comme suit.

Le groupe de GRASSMANN-HEISENBERG associé & un espace vectoriel V de dimen-

sion finie n sur le corps de base k (car k # 2) , est le sous-groupe unipotent
(l) soutenu partiellement par le FONDECYT, la DICYT~Universidad de Valparaiso

(Projet UV-7) et le PNUD-UNESCO (CHI-84-004).

) soutenu partiellement par le FONDECYT, le DTI-Universidad de Chile (Projet
E-2587) et le PNUD-UNESCO (CHI-84-004).
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uv) =1 0@ /\iV du groupe multiplicatif (/\V)>< de 1l'algébre de GRASSMANN (ou
i>1
algébre extérieure) AV de V . Si dimV = 2 , le groupe U(V) n'est autre que

le groupe de HEISENBERG ﬂi , associé 3 la forme symplectique déterminant du plan
V , et notre construction redonnera alors les représentations de WEIL classiques
de SLz(k)

Bien entendu, GL(V) agit naturellement par automorphismes dans U(V) et

son sous-groupe SL(V) fixe le sous-groupe central 1 & Ay , point par point.

Au n° 2.2 (th. 1), nous donnons une décomposition "géométrique'" de U(V) en
produit semi-direct & facteur distingué commutatif, qui permet d'appliquer la
"machine de MACKEY" bien connue [13], pour décrire ses représentations unitaires
irréductibles et essayer d'obtenir un analogue du théoreme de STONE-von NEUMANN
classique [10]. On ne trouve cependant des représentations de SCHRODINGER générali-
sées o ’¢ £aQV,dimf =1, c€ kx) satisfaisantes, dont le type d'isomor-

phie ¢ sera fixé par l'action de SL(V) , que pour n pair (n° 3.4, th. 2).

Dans ce cas, en supposant en plus k fini, pour alléger 1'exposé de compli-

=

cations analytiques, on construit & 1'instar de [10], des opérateurs d'entrelacement
. £ '
canoniques TZ' 2 de ¢¢ dans oz *¢ et 1'on calcule le multiplicateur yu
»
correspondant (n° 3.5, prop. 8 et 9). On en tire les opérateurs de WEIL généralisés

Y de OJZ,c Oz,c -1

CI ' 4
o T[,g([) ° Tg dans l'espace E(0 o g et

e entrelagant

Lyc

[of (o T =17 o g_l entrelace Gz,c -1 Og(t)’c

°o g et ) , dont on calcule aussi

le cocycle associé (n° 4.1, th. 3).
n-2
On trouve ainsi une représentation de SL(V) ~ SLn(k) , de dimension q

(o q désigne le cardinal de k) , qui est une vraie représentation pour n > 4
et coincide avec la représentation de WEIL projective classique de SLz(k) pour
n =2 (dont on sait d'ailleurs [ 6] que le cocycle est cohomologiquement trivial

pour un corps de base fini).

< A P c ~
Au numéro 4.2, nous calculons explicitement les opérateurs Dg pour des gé-
nérateurs g de SL(V) . Enfin, au numéro 4.3, nous indiquons une premiére décom-

o c . . .
position de o , suivant un groupe commutatif d'automorphismes.

Nous reviendrons ailleurs sur le cas d'un corps de base local, sur les rap-
ports de notre construction avec la théorie des couples réductifs duaux de R. HOWE
(cf. [2), [5]l, [6]l, [7], [8]) et la méthode des orbites, sur des variantes "géome-
triques" de notre méthode (dans le sens de [19]), qui fournissent des représenta-

tions de WEIL généralisées aussi bien pour n impair, ainsi que sur la décomposi-
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tion générale de ces représentations.

Parmi d'autres approches au probléme de construction de représentations de
WEIL généralisées, spécialement pour les groupes SLn ou GLn (n > 3) , on peut
encore citer [3], [4], [9], [12], [15], [16], [ 18], [20], [23]. Il serait intéres-
sant d'@claircir les rapports entre certaines de ces approches et la ndtre, et aussi
d'exploiter du point de vue de la théorie des fonctions spéciales 1l'existence de
nos modeéles de WEIL généralisés pour des représentations de nature géométrique
(comme cela a éte fait, par exemple, dans le cas de la série principale de GL2 N
dont les modéles de WEIL fournissent le Lemme de BARNES pour la fonction [ , cf.
[11] et [14]).

Nous tenons enfin a remercier P. CARTIER et A. GUICHARDET pour des suggestions
et des discussions utiles pendant juin-juillet 1987, ainsi que le Centre de Mathé-
matiques de 1l'Ecole Polytechnique, ol le second auteur a séjourné pendant cette

période.

1. Notations et conventions.

1.1. Si V est un espace vectoriel de dimension finie n sur le corps k , on

note AV = 69 AV son algébre de GRASSMANN (ou algdbre extérieure). On écrira les

i>0
éléments w de AV sous la forme w = wo +»wl + ...+ mn = w+ +w , avec
w; € AlV et w, = b wy > w_ = z w, - On pose, en outre,
i pair i impair
i / i
¢H) A R o A N - - S 2
i pair i impair
s i ! i
(2) Avo=Ep oty ,oMv= P
i>1 i pair
i>2

. m ‘s . . .
On notera simplement la m-iéme puissance extérieure de w € AV . Enfin,

on identifiera, comme d'habitude, k a k.1 = AOV .

1.2. On note en géneral A+ (resp Ay le groupe additif (resp. multiplicatif)
d'un anneau A . On désigne par { 1le groupe des caractéres (unitaires) d'un groupe

commutatif C .
Si m est une représentation d'un groupe G , on note E(w) 1l'espace de T

Nous réalisons toujours nos representations induites dans leurs mod&les de

MACKEY (droits). Ainsi, par exemple, si ¢ est une représentation unidimensionelle
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d'un sous-groupe H du groupe fini G , la représentation induite Ind a sera
HtG
réalisée dans l'espace de toutes les fonctions complexes f sur G telles que

f(hg) = a(h)f(g) (h€EH, g€G), muni de 1'action reguliére droite f P £(?g) /

Pour un ensemble fini X , on pose LZ(X) = L2(X,u) , oi Y désigne la mesure

de dénombrement sur X .

2. Groupes de GRASSMANN-HEISENBERG U(V)

2.1. Préliminaires. Dans toute la suite, k désigne un corps de caractéristique

différente de 2 et V un espace vectoriel de dimension finie n sur k .

PROPOSITION 1. Le groupe multiplicatif (AV)x de AV se décompose en produit

direct sous la forme

AN~ = K@ + AW (cf. (2));

son centre Z est égal a kx(l + A;V) pour n pair et a kx(l + ALV + AnV) pour

n impair.

Démonstration. Clairement, pour que w € AV soit inversible il faut que wy #0 .

Réciproquement, si wo # 0 alors w = wo(l - &) avec £ € A'V . On a donc

n+l -
[ =0 et, par conséquent,

A-t-1+e+gng+ .+,

d'ol la décomposition annoncée. L'assertion sur Z est immédiate.

C.Q.F.D.

DEFINITION 1. On appelle groupe de GRASSMANN-HEISENBERG (ou encore, groupe de

HEISENBERG généralisé@) associé 3 1'espace vectoriel V sur k , et l'on note

U(V) , le sous-groupe 1 + A'V de (AV)>< .

REMARQUE. Notons en général ¥(E,A) le groupe de HEISENBERG classique associé i
un espace vectoriel E muni d'une forme symplectique non-dégénérée A sur k .

On a donc #(E,A) = E x k avec la loi de composition
(3) (x,r)*(y,8) = (x +y, r + s + A(x,Yy)) (x,y €E, r,s €k .
Si dim V = 2 , on voit aussitét que

U(v) = ¥(V,det)
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2.2. Structure de U(V) . Le lemme suivant sera utile pour décrire l'action par

conjugaison de U(V) sur lui-méme.

LEMME 1. Pour w,Z € AV on a

i) WAL =L AW =2 AL
.. m m m-1
ii) who=wy + mw+ ~w_s
iii) w o~ Wt =w A" B
- - +
. -1 -1
iv) w_~ (1 -w =w_~ (1 - w+) (w&1leAvV) .

Démonstration: La formule i) est immédiate. On &tablit ii) par récurrence, tenant
compte que W, €Z et que w_~w_=0 . Les formules iii) et iv) s'ensuivent
alors aussitdt.

C.Q.F.D.

REMARQUE. Il découle du lemme 1 i) que le groupe U(V) est nilpotent de longueur

2, puisque U(V) /Z' est commutatif, ol 2' dé&signe le centre U(V) N Z de U(V) .

PROPOSITION 2. Pour &,n € A'V , on a

=M~ @+~ @-m™ =1 +E+2_ an_~ @4n, 402+ ..

1+ El + (gz + 251 ~ nl) + 53 +

+ (54 + 2£3 cnpt 2£1 ~ny oty +

+28) A ng) + &g+ (B + 2865 ANy

2y Ny NNyt 2y gt

T2 TN TNy Ty v 28 g A,

+ 251 ANy cn, 2&1 ~ ns) + 57 + ...
Démonstration. On a, en se servant du lemme 1,

Q- ~Q+E) ~@-m a1+ @-MAErA+n+ni+..0)

S1HE+(EAn-naE) A (L+n+nd+..)

2
1+&+25 ~n_~ (1 + n, + ny + ..00)
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d'ol l'expression explicite indiquée.
C.Q.F.D.

THEOREME 1. Donnons nous une décomposition V=4 @® H, ol dim £ =1 = codim H .

Posons
U’z(v) =18 (£ ~AV) =10 (£ ~AH) .

Alors on a la décomposition en produit semidirect

u(v) = UL(V) n U(H) ,

ol le facteur distingué UK(V) est commutatif et isomorphe au groupe additif
+
(") .

Démonstrations Il est clair que

nww) = @ rie e = @D [« ~03H) enlE] = (£ AAH) @A'E .
i>1 i>1

Comme

10 (£ ~AH) @A'H=[10 (£ ~AH)] ~[1eA'H ,
il s'ensuit que

u) = vhv) -~ v .

D'autre part la proposition 2 montre aussitdt que U'e’(v) est distingué dans U(V) .
Notons que pour E,N€ £ ~ (AV) ,ona (L+E)~(L+n)=1+&+n, d'ol la
commutativité de Ue(V) . Enfin, un générateur e de la droite £4 YV é&tant
choisi, en définit un isomorphisme ¢ du groupe additif am* sur UZ(V) par

¢(E)=l+e£"c-

C.Q.F.D.

. . ~ +
REMARQUE. L'action par conjugaison de U(H) dans U'C(V) se transporte & (AH) ,

via ¢ , 4 1'aide de la formule
(4) (L-mal+ent)a(l-mT=1+e~l(1-n+2n)n
ara@-m™,

pour NEA'H, [ EAH.
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D'errés le thl les représentations irrédéuctitles de U(V) peuvent &tre G€ -
crites a 1'aide de la "machine de MACKEY" {13], au moins si %k est un corps local
ou fini. Nous nous servirons de ce procédé pour construire des représentztions de

SCHRUDINGER généralisées pour U(V) .

2.3. L'action de U(H) sur les caractéres de Uz(V) . Dans la suite, ou surposera

gue k est un corps local ou fini. On fixe un €lément de volume ey €A™ et 1'or

choisit, en plus, un élément de volume ey € An-lH de maniére que ep ~ ey = &y

Nous décrivons tout d'abord les caractéres de U£(V) .

PROPOSITION 3. Soit Y un caractére (unitaire) non-trivial du groupe additif x* .

fixé une fois pour toutes. Pour chaque w € AH , désignons par w$ le caractére

de u’e(v) défini par u;‘\‘]’(l +E) = q;v(g ~w) (1 +¢€ U‘Z(v)) . Alors

W+ e a2 = U (e - w) (z €Ax)

. . w . . . oy s At
et l'avtlication whk ¢V est un isomorvhisme du groupe zdditif (AE) sur le

groupe (U£(V))A des caractéres (unitaires) de U£(V) .

Démonstration: Corme 1l'application ¢ : Z b 1 + ep ~ Z est un isomorphisme du grou

- -\t . e P s
pe additif (\E) sur le groupe U£(V) , le proposition résulte zussitét de la

mise en dualité

(z,w) P wH(t; ~w) (= YT ~ w) /ep))

. - . - + - -
du groupe additif vectoriel (AE) avec lui-méme (cf. [22]).

PROPOSITION 4. Pour 1 - n € U(H) , notomns (¢$)1_n

s . P w
le caractére conjugué de wv

par 1 -n , défini par

WM Qe = -m s~ a-mh argerte) .

Alors on &

i) si n est peir,
-1
+2n ~(1-
@3N = g v e,
v v 2
ii) si n est impair,
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(ww)l-n - ww+2n_~(l-n+)'lAw_
A v .

Démonstration: En ramenant le calcul & AH , & 1'aide de (L), on trouve, quels que
soient w,Z €EAH , n€A'H,

(L-n+n)aga@-mTaw=lg, ~@-n +n)+z_~@-n -n)l~

Al-mT Ao
-1
=lg, ~@+2n_~Q-n) ) +zg] ~w,
en se servant du lemme 1 iv). En tenant compte des parités, on obtient alors aussi-
t6t que, pour n pair,

)

((L-my+n)rga@-maw =g, ~u +z_~uwl

n-1 >

-1 . .
ol w' =w_+2n_~(1- n+) ~w, et w! =w_ ; et pour n impair,

~ A~ -1 ~ = A ] ]
(d-n,+n)~2~(1-n) W=, rwp vz ~w) o,
ou L ~1 .
w,=w, +2n_~Q-n)" cfw et w=w_ .

La proposition s'ensuit.

C.Q.F.D.

REMARQUE. Dans le cas oi n est pair, en tenant compte du fait qu'alors

(g ~ m)n_l = (w ~ C)n—l , on trouve tout de suite que

-1
(w$)1-n - wél'”) ~wa(1-n+2n_)

. P S s .
expression équivalente & ii) ci-dessus.

DEFINITION 2. Nous dirons qu'un caractére de UE(V) est générique, ou est en.posi-

tion générale, si son stabilisateur dans U(H) est minimal, autrement dit s'il est

réduit au centralisateur U(H) N Z =1 @AH de U'((V) dans U(H) .

PROPOSITION 5. Pour w € AH , on a

i) StabU(H) w$ ={1+ne€ U(H)In_ Aw, = 0} (n pair);
ii) StabU(H) w(“; ={1+ne€e U(H)In_ AW = 0} (n impair) .
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Démonstration. Cela résulte aussitét de la prop. 4.

C.Q.F.D.

COROLLAIRE. i) Si n est impair, le groupe UE(V) n'admet pas de caractéres géne-

riques.

ii) Si n est pair, pour que le caractére ws (w € AH)  de UK(V)

soit générique il faut et il suffit que wy # 0 . (c'est-3-dire que w soit inver-

sible dans AH)

iii) Si n est pair, pour que deux caractéres géneriques w$ et ¢5
(w,Z € AH)

appartiennent 34 la méme U(H)-orbite, il faut et il suffit que w, = C

+

3. Représentations de SCHRUDINGER généralisées de U(V)

3.1. Notations. Soit V = £ & H une décomposition de V avec dim £ =1 . En plus

des notations des paragraphes précédents, nous posons

() ot - vt

(6) U(V)+ =1 @ ALV N U(V)_ =16 A_V (cf. (1) et (2)),
™ U@, = UG N U,

(8) vt = b nuw,

Notons que si n est pair, alors U(V), coincide avec le centre z' de

u(v)
3.2. Préliminaires.

LEMME 2. Soient H et K deux hyperplans distincts, supplémentaires de £ dans

V . Alors on a
(U(H) "U(K))ﬁU['=l+£A(AHﬁK)
+ + + -
Démonstration. Ecrivons

H=HONOK & £' , K=HNEK®&4L"

Alors V= (HNK) & £' @ £" et L' &L =L & L" =4L" & £ . Fixons un génera-
teur v' (resp. v") de £' (resp. L") . La droite £ est alors engendrée par

x
v' + sv"" pour un s € k  convenable. On peut ainsi écrire les éléments
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l+neum, , 1+zc€ U(K)+ comme suit
+ ' - + " -
l+n=1+n +v'~n , 1l4+zg=1+¢ +v'~zg ,
t
o n,z" € A (HNK) . Par conséquent
L+n)~ Q@+ =1l+n+g+n~g
= @+n) A @+ v anT @)+
" - + N " - -
+v' Az A~ QL +n)+vVv' AV A ~n .
Comme un élément 1 + w € Uf s'écrit
l+=1+@"+sv") ~w =1+v' ~uy +v'"~ (sw) ,

ol w € A_V , on voit tout d'abord que la condition (1 +n) ~ (1 + ) € Uf

équivaut a la conjonction des conditions suivantes

H A+nhAaa+chH =1,
i) n A~ Q+chH =u,
+ -

1ii) ¢ ~ (@ +n) =sw ,
iv) z ~n =0,

dont la dernidre découle des précédentes, car [ ~n = sw ~w d'aprés i), ii)
et iii) et w  est impair. Il est ainsi clair que (1 +n) ~ (1 + ) € Uf =
=164£ ~ (AV) entralne en fait (1L +n) ~ (1 +¢) €18 4£ ~ (A_HNK) . Réipro-

quement, 1l +w €1+ £ ~ (A HNK) &tant donné, on voit aussitdt que 1 + w =

(L+n) ~@Q+¢g), avec ﬂ+ € A+(H N K) arbitraire, §+ donné par 1 + Q+ =
@a+ n+)'l €U NK), et

- - + - - +. -1
n =w ~@+n) , z =sw ~ Q+n) .
C.Q.F.D.
COROLLAIRE 1. Ona §_ =0 pour tout &€ (U(H), ~ U(K),) N ot

COROLLAIRE 2. Si
AT+g)~ QA+ =@Q+g") "~ 1A+7¢7)

pour 1 +¢, l1+¢g'€ Uf , 1+ne U(H)+ , 1l+zcze U(K)+ , alors nécessairement
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w
COROLLAIRE 3. Pour u € A%V , le caractere wv°ca 1, de A um), =

= U!‘U(V)+ , défini par

w w
W ®LY +8) ~ @ +n) =y A +8) = )

(L+¢€e U£ , 1L+ne U(H)+) , ne dépend pas du choix du supplémentaire H de £

w
dans V . Nous le désignerons donc simplement par wvo() 1.

3.3. Définition des représentations de SCHRUDINGER généralisées. Nous nos plagons

~ s . < PR Ve - :
dorénavant dans le cas ol il existe des caractéres génériques pour U~ , 3 savoir

le cas ou la dimension n de V est paire. D'autre part, nous nous restreindrons

aussi, pour abréger 1'expos&, au cas ol k est un corps fini & q é&léments (q

impair), bien que notre construction, bas@e sur la Machine de MACKEY, s'applique
aussi bien dans le cas d'un corps k local, au prix de quelques complications

techniques.

Soit donc £ 4V, dimf=1,et ce€pV=k, c#0. Rappelons que 1l'on
a fix€& un caractére non trivial y de k+ . D'aprés le cor. 3 la prop. 5, le carac-
tére w; 1+ &b wv(cg) de UZ
£

est générique et son stabilisateur dans U(V)
est donc U['U(V)+ = U™Z' . Comme dans le cor. 3 au lemme 2, notons w;() 1 1le

£

prolongement de wg a u

Z' défini 3 1'aide d'un supplémentaire quelconque H de
£ dans V . Nous venons de voir (loc. cit.) que ce prolongement ne dépend pas du

choix de H .

DEFINITION 3. On appelle représentation de SCHRUDINGER généralisée de U(V) ,

. 2 X o X P . . .
associde a la droite £ 4 V et au paramétre c € k° , la représentation induite

OK’C = Ind q)s@l ,
UKZ'TU(V)

realisée dans son modéle de MACKEY.

D'apres la machine de MACKEY [13] et le corollaire 3 la proposition 5, on a

aussitdt la

PROPOSITION 6. La représentation de SCHRODINGER généralisée oU’C de U(V) est

_ . . i x
irréductible, quels que soient £ 9V , dim £ =1 et c € k . En outre, on a
c c' .
OZ, ~ OK, seulement si ¢ =c¢' (c,c' € kx) .

. N .. _ . L,c
Nous donnons maintenant une description explicite de la représentation o
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PROPOSITION 7. Soit H un supplémentaire de £ dans V . Alors la représentation
n-2
2

Gﬁ,c se réalise dans 1'espace LE(A_H) , de dimension gq , par les formules
suivantes, pour f € L2(A_H) , w_ €A H,
i) ol+n+ = Id (1 +n, €UH),) ;
ii) (°1+n_f)(“’-) = flw_+n_) (1 +n_€u(®)_);
iii) o = Yo(€,)1a 1+ evh;
1+g+ VT + +7 2
. _c R £
i) (0, D) = ¥g2e ~ £ e ) (1+e euh

Z,C N

Démonstration: L'espace E(o ) de la représentation induite Gz

, réalisée dans
son modéle de MACKEY droit, s'identifie & L2(U£Z'\ U(V)) . Mais le supplémentaire

H de £ dans V étant choisi, le quotient UKZ'\ U(V) s'identifie &

U(H)+\ U(H) , c'est-a-dire a 1'espace U(H)_ , ou encore & A H , dont la dimension
sur k est 2n-2 . Un calcul facile dans le modéle de MACKEY de Oz’c établit

alors aussitdt les formules i) & iv).

C.Q.F.D.

3.4, Opérateurs d'entrelacement canonigues et théoréme de STONE-von NEUMANN généra-—

lisé. Nous voulons é&tablir un analogue du théoréme de STONE-von NEUMANN classique

en prouvant que le type d'isomorphie de Oﬁ,c ne dépend que de c¢ . Nous introdui-

£L,c Y AN

sons pour cela des opérateurs d'entrelacement canoniques entre o et O N

4 1'instar de [10].

DEFINITION L. Pour chaque paire de droites distinctes £,£' de V , on pose

- -1
(T,, , D)(n) = g72(R)/2 z e ® 1) (w2 (un)
L.t etz pentar Y
. £L,c < _ .n-3 n-2 _ .
quels que soient f € E(0°’") , h€ U(V) , ot d(n) =2 (resp. 2 =1) si

n>U4 (resp. n=2), et q désigne le cardinal de k . Bien entendu. on pose

en plus T[ e = Id.
—_— “

REMARQUES. i) On a

(9) (7, . £)(n) = q-d(n)/2

) £(un) ,
UEU% /Uf ' ﬂUl_Z
JX

L,c

quels que soient f € E(o ) , h € Uu(v) , puisque En =0 pour tout 1 + & €U
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Notons en outre que, pour £ # £' , on a
’
Wal=182~0 ann,
od N est un supplémentaire de £ & £' dans V . Il s'ensuit que

(10) Uf'/uz' ¢

NUZ =18 L ~AN.

D'ailleurs, d(n) = dim A+N quel que soit n .
L,c JARNS

ii) TK' 2 est clairement un opérateur d'entrelacement de o dans ©
b

Nous montrons ci-dessous que c'est un isomorphisme.

THEOREME 2. Quelles que soient les droites vectorielles £,£'< V , 1l'opérateur
L,c L' ,c

d'entrelacement T,, est un isomorphisme de C sur o , d'inverse T '
gepprelscenent Yo = —

. L x
Le type d'isomorphie de la représentation oz’c ne dépend donc que de c € k et

B

. . c R L,c
se 1lit dans la restriction ¢ du caractéere central de © au_sous-groupe

1A .

Démonstration: Soient f € E(oz’c) , 1+ w€U(V) . Supposons £ # L' et écrivons
V=&AL &N . Alors on a

[(Ty g0 o Ty POTA+0) = 2 p(@agn ~@re)~@+w),
’ : £,&

ol & (resp. &') parcourt ZAA+N (resp. &' AA+N) . Or comme E£,£' €A V on
a (1 +&')~(1+E&)=(14+E&+25" ~E) A~ (1 +E") et donc, puisque f€ E(OE’C) ,

(T, po o Ty , )1 +w) =2 3 (xS o))
yaval £ ,2 gve,evAA*.N EEZ"A_,_N v

(1 +ET) ~ (1 + w))

-d(n)

=q z (q (SE, O)f((l+£') ~ (1 + w))
1 ] k]
EYELTA N
= (1 +w)
(car d(n) = dim A N) . Enfin, il est clair que le caractére central de OK’C est
. +
1+ wv(g) (¢ € A+V) , d'ou la derniére assertion.
C.Q.F.D.
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3.5. Le multiplicateur associé aux opérateurs d'entrelacement canonigues.

PROPOSITION 8. Soient £,£',£" trois droites vectorielles dans V , distinctes deux

a deux. Alors on a

Tz,,’z, o Tl,’z = uc(z",z',z)T " e ,
EJ_ES
i) uc(ll",l',ﬂ) =1 si dim(g + £' +£") =3,
TINEVANTN IR EaE  CURN) si L4 @ L,
geL~ (A )

oi N désigne un supplémentaire quelcongue de £' & £" dans V , ol on a posé
ou q >

d(n) = dimA+N (égal a 2n-3 si n>h4 et d81si n=2) et ol 1'on note &'

(resp. &") 1la projection de & dans £2' ~ (A N) (resp. 2" ~ (A N)) 1le long
de 2" A (A+N) (resp. &' ~ (A+N))

Démonstration: Pour f € E(oz’c) , 1+ wé€Uu(V) , arbitraires, posons

S := (Tt,l" o T nopr © TI,',K £)(1 + w)

i) Supposons tout d'abord que £ n'appartienne pas au plan vectoriel engendré
par £' et £" . Notons M un supplémentaire de £ & £' 8 £" dans V . On a

alors les identifications
Uf'/u{' n uf =168 ~ (\,M) &L ~L"~ (M,
Uf"/U‘_Z" n Uf" =18L8" ~ (A M &L ~l~OM,
U’E/UfﬁU{'" =18L~AM6L~L ~ QM.

Par conséquent,

- q-3d(n)/2 s

g',8",8
ol &' (resp. E" ; resp. &) parcourt £' ~ (A M) & £'~ £" ~ (A M) (resp.
JALEPN (A+M) ® F,"AKA(A_M); resp. £ ~ (A+M) & L~ L' A (A_M)) . Comme

5 F(L+E") ~(L+8&") ~(1+8)~1+w),

(L+E") ~(1+E") ~(1+E)=(1+g+2(8 +E") ~E)~(1+g)~(1+8g")
et f € E(Oﬂ’c) , il s'ensuit que

g = q—3d(n)/2 s

(T g ((E' + E") ~ E)E((L + E') A (1 +E") ~ (1 +w)
£.6" £
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(ot &' (resp. &" ; resp. &) parcourt le sous-espace indiqué ci-dessus). Or, en
choisissant un générateur v (resp. v' ; resp. v") dans £ (resp. £' ; resp.

£") et en écrivant
E=v a Q+ + v A V' A Z_ , E' = v'a (;.;. + v Av" A,
E " - V" A C: + V" AV A Cll R

avec ¢, (resp. ¢! ; resp. ¢) dans A,M , on trouve

E+e)ng=vavag ALl v Aavar A" H (vaAvav)a
+
A _nglvg, ~zt)

I1 s'ensuit que ((&' + &") ~ E)n = 0 pour tout & équivaut a &' = v' ~ Cl_ et

E" =v" A v A C" , avec z‘,;_ € A+M et " €A M arbitraires. Par conséquent

q-d(ﬂ)/2 >
"
gt

S = f‘((1+v"'\vAC"+2v'Av"AVAC_:_A(,")’\

AL+ agl) A (1 +w)

(ol ¢! parcourt A+M et Cj_' parcourt /\_M) . Comme (v" ~ v ~ Cz)n = 0 pour

tout C" €A M, on obtient

S = q—d(n)/2 ) { s lDC(QV R N S N C")}'
c'eh M ‘g'er M v + -
+ 0+ T

AL+ v Aagl) A (1 Fw)),

d'od S = f(1 + w) , comme voulu.

ii) Supposons maintenant £ <1 £' & £" et notons N un supplémentaire de £' & £"

dans V . On a alors

-saln)/2 I R R R Rt
LETE

S =aq

ol &' (resp. &" ; resp. &) parcourt le sous-—espace L' ~ (A+N) (resp.
JALEPN (A+N) ; resp. £ ~ (A+N)) . Comme ((&'" + E") ~ &)n = 0 pour tout
e A (A+N) signifie &' + §" € £ A (A+N) , on en tire que

s=q32 5 s e e a1 e W),

gr,e"
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ol la sommation du membre de droite porte sur les &' € £' ~ (A+N) et
EME LN A (A+N) tels que &' + E" € L A (A+N) . I1 en découle que

5= 02 s e e v w)

geenn )
ol 1'on a décomposé chaque & € £ ~ (A+N) sous la forme &£ = &' + E" , avec

ErYE LY ~ (A+N) , e A (A+N) .
C.Q.F.D.
Nous voulons maintenant calculer explicitement la valeur du multiplicateur
uc , qui s'averera &tre une somme de GAUSS quadratique dans le cas intéressant, ol

les trois droites £,£',£" sont coplanaires. Nous gardons ci-dessous les notations

de la prop. 8.

PROPOSITION 9. Supposons £ <1 £' & £" . Choisissons un générateur v' (resp. v")

"

X
N . " LN ~ = . i € q
de £ (resp. 4") de facon gue v v ey = ey Soit t € kK tel que £

soit engendrée par v' + tv" . Alors

n (£7,20,8) =1 si n >k,
et
n_(€",e0,0) = o7/ Pa ) gi n=2,
ol 1'on note G(¢Ct) la somme de GAUSS classique X w(ctrz)

r€k
Démonstration: Tout élément & € £ ~ (A+N) s'écrit de maniére unique sous la forme
E=E"+&" avec &' =v' A~z , " =tv" ~C , 00 CE€E A+N . On a donc

" - A o A ~
(BT ~ag") =tv A"~ (g ag)

mais Q : TP (T ~ C)n—E /eN est clairement une forme quadratique hyperbolique non-

dégénéreé sur A N si n > L . Conme u (£",£',£) n'est autre que la somme de
+ - c

GAUSS quadratique normalisée q—d(n)/2 Z  Yletq(z)) , on a bien uc(ﬂ",ﬂ',l) =1-.
C€A+N
2 o
i = ~ = ~ = [ = '
Si n 2, alors (g C)n_g Co CO CO ATN k et 1l'on retrouve une somme
de GAUSS classique, de valeur absolue ql/2 , a savoir
B0 = Z ety A v = T glen®) = o(u®h)

r€k €k
C.Q.F.D.
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L. Construction des représentations de WEIL généralisées.

L,1. Définition des opérateurs de WEIL généralisés. Notons que, comme dans le cas

classique, le groupe G := SL(V) agit par automorphismes dans le groupe U(V) , par
(11) g-(1 +w) :=Ag(l +w) =1+ (Ag)(w) (g€G,1+weu(v)).

Bien entendu, cette action de G passe au dual unitaire de U(V) et fixera le
type d'isomorphie de chaque représentation de SCHRODINGER généralisée OK’C , puis-
que Ang = Id quel que soit g € G (cf. th. 2). On en tirera, pour chaque g € G ,
un opérateur d'entrelacement inversible pc dans E(OZ’C) , définissant ainsi la

P . L . c . x
représentation de WEIL généralisée p de G , associée au paramétre c € k

PROPOSITION 10. Pour chaque g € G , on définit un isomorphisme Tg de Ol,c ° g'l
sur Og(ﬂ),c , en posant
TE=t o gt (rewc®®) , g€

Démonstration: On a, pour g€ G , h € U(V) , f € E(Gl’c) s

1
—~
-

o]

[
~
—

)

=3

En plus, quel que soit u € e , ona
(Tgt‘)(g(u)h) = rlug™(n)) = (w§ & 1)(u)(Tgf)(h) = (llf\c,fis‘ (gu))(t_£)(n) ,
puisque A"g = Id . Enfin, on a e(Uf2") = ngufz) =
C.Q.F.D.
Le lemme suivant est immédiat.

LEMME 3. Quelles que soient les droites vectorielles £ et £' dans V , on a

Yo * Mo e T Tgen)e(0) 0 Te (g€
THEOREME 3. Les opérateurs pz = Tﬁ,g(ﬁ) ° T, (g € G) dans 1'espace E(OZ’C) de

la représentation de SCHRUDINGER OZ’C de U(V) définissent une représentation
n-2

projective o de G = SL(V) , de dimension q2 , et de cocycle
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v.(g,8") = 1 (Lg),e8" )  (g,8' €G) , (cf. prop. 8). Si n >4 , le cocycle

. z S c . < . .
Ve est identiquement €gal & 1 et p  est une vraie représentation de G . Si

n =2, le cocycle v, est donné par la prop. 9. La représentation oc sera appelée

P ) - - '] - s~ -~ X
représentation de WEIL généralisée de G , associé au paramétre c € k .

Démonstration. A l'aide du lemme 3 et des prop. 8 et 10, on trouve, quels que soient

g,8' €6,

Pg * Pt T To g " Tg Mgty o Ty

°

“Tee) ° Tg,ge' @) ° Tgg'

1

LI CAL-1CORY -+ (K))Tﬂ,gg'(z) ° Tyg

f c
U, (£, 8(0), g8 (K))pgg.

Le reste est clair, d'aprés la prop. 9.

C.Q.F.D.
REMARQUE

Pour n = 2 , on sait [ 6] que dans le cas d'un corps de base fini, le cocycle
Ve est cohomologiquement trivial et que 1l'on est donc aussi ramené a une vraie re-

présentation de SL(V) .

4.2. Forme explicite des opérateurs de WEIL généralisés.

X
Fixons une décomposition V = £ & H , avec dim £ 1, et aussi c¢ € k

’C) de pc a LZ(U(H)_) ou encore a

Rappelons que l'on identifie 1'espace E(Oz

L2\ B (° 3.3, prop. 7).

P . . . c P
Nous décrivons ensuite l'action suivant p d'un ensemble de générateurs de

G . Posons
(12) P = Stab.{ » L = (Stab &) N (Stab H) .
L,c 2
Pour tout g€ L, f €E€E(’ ) =L"(UMH)) , ona
-1 -1
(13) (pgD (L + 1) = £(g7+(1 +m) = £(1 + g™ (M) (n€AH) ,
ou encore, avec l'identification indiquée,

(14) () () = £Chg™ () (n€nm
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Remarquons que le sous-groupe P est engendré par L et les éléments unipo-
tents

(15) u6=I+es

ou I := IdV et ol 6 parcourt l'espace Nil_ (V,£) des endomorphismes ¢ de V

tels que Im¢p =L et ¢ o ¢ =0 .

2

On a, par définition, pour f € E(Oz’c) , NE€AH,
(p]i £)(1 +mn) = £(1 +A(I - 6)(n))
0

£(1+ (I - ag)(n) ,

ol de désigne 1l'unique prolongement de O € End(V) en une dérivation de 1'algdbre

AV , définie par de(l) =0 et

(16) dS(Vl Al A vm) = e(vl) AV, A Ay s e(v2) IR A
AR SEENE RS AP G(Vm)
sur les éléments décomposables VN e AV de A(V) (1 <m <n) . Or, comme

1+ de(w) € Uz , quel que soit w € AV , il s'ensuit que

c

(pu

£)(1 +n) = (1 +n - de(e))
9

(1 - de(n) + de(n) ~m) ~ (1 +n))

vplagn) ~ Mg +n)

c'est-d-dire, avec 1l'identification en vigueur,

(17) (05 £)(n) = w5(a,(n) ~ n)e(n) (n€A_H)
g Ve -
Enfin, décomposons H = £' @ M ,o0 dim £' = 1 et notons w un élément de

WEYL qui échange £ et £' et fixe M . Pour fixer les idées, si e (resp. e, s

resp. e .y en) est une base de £ (resp. X&' ; resp. M) , on peut prendre

3,
w(e) = —e, , wle)) =e et wle ) = e, (3<1i<n). Comme G=PUPW, il

ne reste qu'a traiter p pour achever la description explicite de pc sur un

ensemble genérateur de G .

Or on a, pour f € E(oz’c) > N=e, ~w +tw €AH (ol w, €A M),
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-d(n)/2 (r o w-l)((l ‘e

(pS£)(1 +n) = q )

A~ )1 te, ~w +w]))

2

= gm/2 (= A+ )

z
)

z (1 + e, n C+)"(l - e
S
A

z

- q-d(n)/2

£((1 - e Aw+A(1-w_)+2elAe2At;+Am)A

1 +

~(lre,rz )~ (1 +o))

-d 2
U2 e e, nr, AL b ey AL, A w ) A

A(l+e2AC++w_))

_ q—d(n\/2 >

&\ M

C
())V(2el ~e,a g, ~ w+§f‘(l +oe, a c, * tu_) .

Autrement, dit, on a

(18) (Se1(m) = ¢~4™2 5 S A w (el ~ gL +w )
w M + + 2 + -
.8\ M
4o ¥
(o0 n = e, MW, W € e, AA+M 8A M= A_H) , ou encore, si 1'on note n' (resp. n")
la composante e, ~ W (resp. w ) de n dans &' ~ A, M (resp. A M),
(19) (po£)(n) = gam/z g Y2t ~ n)r(v e + "),
;€£m+M

formule qui étend la transformée de Fourier usuelle (cas n = 2) .

Nous résumons notre description dans le théoréme suivant.

THEOREME L. Si 1'on identifie & L2(A_H) 1'espace de la représentation de WEIL

2 -z

généralis ée o€ de G , celle-ci est décrite comme suit sur un ensemble gé&nérateur
de G = SL(V) (cf. notations ci-dessus). Quels gque soient f € L2(\ H) et n€AH,

on a
i) pir=te (g™ (g€1);
ii) (pﬁe £)(n) = ¥y(lagn) ~ n)e(n) (6 € Nil,(V,£)) 3
i1i) (pof)(n) = g-dnl/e CEXA:AJ'M yy(eg nehw(Z) + "),

ol l'on a décomposé n EA_H = L' A A+M ®N M sous la forme n =n' +n" , avec
n' € £! ~AA M, n"€AM.
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REMARQUE. Si 1'on prend G(ez) = be:L (b € k) et e(ej) =0 pour tout j # 2) ,
la formule ii) du théoréme devient
c + +
(19) (p, £)(n) =yg(en’ ~ n)f(n) (nen ®) ,
~ . + - +
ol 1l'on a écrit n=e,~n *+n ,avec N €AM .

COROLLAIRE 1 (Expression des opérateurs de WEIL généralisés en coordonnées). Choi-

sissons une base B = {el, cees en} de V , adaptée 8 la décomposition
V=L ®AL &M, c'est-a-dire [=<el), £'=(e2),M=(e,...,en),
H=C(e,, ...,en) . Posons [r,sl={r, r+1, ..., s} et [r] =[1,r] , pour

r,s € N, r,s >1 . Notons P [2,n] 1'ensemble des parties de [2,n] & un nombre

impair d'éléments. Pour 1 € 8C P[2,n] , posons e.(i) =1 (resp. -1) si i a
i posons e resp si

un nombre pair (resp. impair) de prédécesseurs dans S . Pour n € A H nous noterons

{yS}SC E[Z,n] ses composantes par rapport a la base naturelle {eS}SGP_[ 2,n] de
A H, déduite de B

Alors les formules ii) et iii) du th. 4 (dont nous gardons les notations) se

P .
re—-ecrivent comme sult.

n
i)' (oo £)(n) =yg (I b, I e (iyy ),
ug Vi 1eg 8 UsTs'-{11uiil
ol boe = G(ei) (2 <i<n), l'indice S parcourt P l[2,n] et s' désigne

le complémentaire de S dans [n]

-d
1) (S = Ex e 2 oy
CELT AN M s€Pla,n] *
2€5
ol l'on note {ZS}SE }1[2,1,1] les coordonnées de  par rapport & la base
teglse pron 92 AE -

PROPOSITION 11. Le type d'isomorphie de pC ne dépend en général que de la classe

x . . . . . x .
de c¢ modulo carrés dans k , mais si n = Lm , il ne dépend ni de c € k , ni

5 . +
du choix du caractére non trivial ¢ de k

Démonstration: Il est immédiat, d'aprds les formules i) & iii) du théoréme, qu'en
z . X Pl . .

composant avec l'homothgtle de rapport t € k dans A H , on établit un isomor -
[

phisme de pc sur pCt , quel que soit n . Mais si n = 4m, cesmémes formules

montrent qu'en composant chaque f € L2</\ H) avec 1'endomorphisme
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X
de NH,ol t,t .=r€k (L<i<n-1,
- 1 n-1 - -

n

t
n-1

- + o+
Nt totng n-1

P . . . . c rc
1 1mpa1r), on établit un isomorphisme de p avec p s comme tout caractére non

. + c X N
trivial de k est de la forme ¢ , pour c¢ € k , convenable, notre derniére

assertion en découle aussitét.

C.Q.F.D.
L,3. Automorphismes des représentations de WEIL généralisées.
Notons [n - 1] 1'ensemble {1,3, ..., n - 1} des entiers impairs compris
X
let n-1 . Dési =
entre 1 et n - 1 . Désignons par I(k ) 1le groupe des t (ti)ie[n—ll tels que

~ (kx)m (resp.

x
titn—i =1 quel que soit i € [n - l]_ . Alors I(k )

(kx)m x {+1}) si n =Um (resp. n=lkm+ 2) . Pour t € (k) , posons

h, (n) = z t.n. (n €A H)
t i€ln-11 17 -

La proposition suivante est alors immédiate.

PROPOSITION 12. Les opérateurs Yy (t € I(kx)) dans E(Oﬂ,c) = L2(A H) , définis
> RN - S=lauss

par Yt(f) =f°h (f € L°(A_H)) forment un groupe commutatif T d'opérateurs

c . N X
d'entrelacement de p , isomorphe & I(k )

On a donc une premiére décomposition

2
(20) L m) = D, W,
a€I(k")

X
de o° , ol W, consiste des f € L2(A H) telles que Yt(f) =a(t)r (t € 1(kx))
Notons que l'on peut espérer que les composantes wa soient (génériquement) irré-
ductibles, comme c'est le cas pour n = 2 , seulement pour n assez petit, vu les

dimensions des représentations en jeu. Nous reviendrons ailleurs sur ce probléme...
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