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Société Mathématique de France 
Astérisque 157-158 (1988) 

Formules de localisation et formules de Paul Lévy 

par Jean-Michel BISMUT 

Abstract. In this paper, we prove localization formulas and asymptotic localization formulas in 
equivariant cohomology. These formulas exhibit in a finite dimensional context remarkable local 
cancellations. 

Following ideas of Atiyah and Witten, we show the relations of localization formulas 
to Index Theory. We then relate asymptotic localization formulas to our proof of the asymptotic 
Morse inequalities of Demailly. 

Les formules d'aire de P. Lévy [ L ] jouent un rôle remarquable dans 
toute la Théor ie de l'indice des opérateurs de Dirac, et dans toute une série 
d'applications. 

Ces formules semblent avoir un rôle essent ie l , non seulement 
parce qu'elles calculent certa ins noyaux de la chaleur, mais sur tout parce 
que, en tant que formules d'aire ayant une in terprétat ion géométr ique 
préc ise, elles sont la clé du passage de l 'analyse è la géométr ie en Théor ie 
de l ' indice. 

Rappelons en effet que At iyah et Wi t ten [ f l ] ont montré que le 
théorème d ' A t i y a h - S i n g e r [AS] pour les opérateurs de Dirac sur les spineurs 
pouvait ê t re obtenu formel lement par une application de formules de 
localisation en cohomologie équivariante ( [ B o ] , [ B U ] , [DH] ) sur l 'espace 
des lacets de la var ié té considérée. Une telle analogie a été développée par 
nous dans [B4 ] jusqu'au niveau des calculs in termédia i res, de telle sor te que 
l 'équation de la chaleur - a u moins en théorie de l ' indice- semble êt re 
exactement la preuve de tel les formules en dimension inf inie. Cet te preuve 
est ainsi tel lement naturel le qu'elle a un analogue en dimension f inie. 
L'analogue des formules de P. Lévy en dimension finie est simplement 
l ' identité d'une intégrale gaussienne et de l ' inverse de la racine carrée d'un 
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déterminant . Dans les formules de local isat ion, la racine car rée du 
déterminant s ' in te rprè te comme une classe d'Euler. En Théor ie de l ' indice, 
les formules de P. Lévy calculent le genre Â de H i rzebruch . 

La compréhension détail lée des calculs locaux sur les formules de 
local isat ion en dimension finie revê t une grande impor tance. Souvent en 
e f fe t , des résu l ta ts qui n'ont en dimension finie aucune in terpré ta t ion 
par t icu l ière ont un analogue non t r iv ia l en Théor ie de l ' indice. 

C'est ainsi que nous montrerons que les calculs locaux qui nous ont 
permis de redémont re r les inégalités de Demailly [ D e ] ont un analogue non 
t r i v ia l en dimension f inie. Nature l lement , c 'est sur le modèle simple de la 
dimension finie que nous avons élaboré cet te nouvelle preuve où les formules 
de P. Lévy jouent encore un rôle essent ie l . 

Notre ar t ic le est organisé comme su i t . En a ) , nous rappelons 
cer ta ins résu l ta ts de localisation en cohomologie équivariante en suivant 
[ B 4 ] . En b ) , nous établ issons des formules de local isation asympto t iques . 
En c ) , nous introduisons l 'opérateur de Di rac. 

En d ) , nous rappelons le formal isme d 'At iyah [ f l ] su r l 'espace des 
lace ts . En e ) , on introduit cer ta ines formes di f férent iel les naturel les sur 
cet espace. En f ) , on rappelle les résu l ta ts de [ f l ] et [B2 ] sur le lien entre 
théorème de l'indice et local isat ion. En g ) , on montre le rôle des formules de 
P. Lévy dans le théorème de l ' indice. En h ) , on rappelle br ièvement la preuve 
de [B5 ] d'un résu l ta t de convergence pour des noyaux de la chaleur et on 
montre le lien entre un tel résul ta t et les résu l ta ts de b ) . Ce résu l ta t joue 
un rôle esssent ie l dans notre preuve dans [B5 ] des inégali tés de Demail ly 
[ D e ] . 

a) F o r m u l e s de loca l isa t ion en cohomologie é q u i v a r i a n t e . 

Soit M une var ié té connexe compacte or ientée. On suppose que 
TM est munie d'une métr ique g . 

Soit X un champ de vec teu rs de Kil l ing, c ' e s t - à - d i r e un champ de 
vec teu r p réservan t la métr ique g . 

Soit A ( T * M ) l 'espace des sect ions C 0 0 de l 'algèbre ex té r ieure de 
T * M . 
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Sur l 'espace À ( T * M ) opèrent naturel lement les opérateurs : 

• d qui augmente le degré de 1 ; 

• i x qui diminue le degré de 1 . 

L 'opérateur d + i x agit naturel lement sur A ( T * M ) . Son carré est 

donné par : 

(1.1) (d + i x ) 2 = d i x + i x d . 

De manière équivalente, si L x est l 'opérateur de dérivée de Lie 

associé à X , on a : 

(1.2) L x = (d + i x ) 2 . 

A ins i , d + i x est une racine carrée non t r iv ia le de l 'opérateur L x . 

On dira qu'une forme U € A ( T * M ) est X fermée si 

(1.3) (d + i x ) jJ l = 0 . 

Naturel lement par (1.2), on t rouve que si jJL est X fe rmée, alors 
L xjJL = 0 . 

Soit F la var ié té des zéros de X . F est une var ié té totalement 
géodésique dans M . Soit N le fibre normal è F dans M . La connexion de 
L e v i - C i v i t a V de M induit une connexion euclidienne V N sur N , dont la 
courbure est notée R N . 

Soit JX l 'action inf initésimale de X sur N . En coordonnées 
locales, JX est donnée par : 

(1.4) J X = 3X /3x . 

Le membre de droite de (1.4) est intr insèquement défini sur la var ié té F . 

On or iente N par la condition P f ( J x ) > 0 (où P f ( J x ) est le Pfaff ien 

de J x ) . F est donc aussi or ientée. 
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Nous donnons d'abord une démonstrat ion des formules de 
local isat ion de Du is te rmaa t -Heckman [ D H ] , B e r l i n e - V e r g n e [ B U ] . Ces 
formules t rouven t leur origine dans Bott [ B o l . Nous suivons ici la preuve de 
[ B 4 L 

T h é o r è m e 1.1. Si JJL est X fermée, alors 

(1.5) 
JF 

M = 
J F 

µ/Pf [ ( J X + R N ) / 2 T T ] . 

Avant de démontrer la formule , in terprétons le membre de droite 
de ( 1 . 5 ) . ( J x + R N ) / 2 i r est une forme paire sur F à va leurs dans les 

endomorphismes ant isymétr iques de N . A ( T * F ) est une algèbre 

commuta t i ve . P f [ ( J x + R N ) / 2 î T ] est donc un élément de A P a i r e ( T * F ) . Son 

te rme de degré 0 est P f [ J x / 2 î r ] qui est non nul . On fait donc un 

développement en sér ie formel le 

(1.6) 1 /P f [ ( J X + R n ) / 2 T T ] = l / P f [ J X / 2 T T ] + . . . 

avec des formes sur F de degré 0, 2 , 4 On multiplie ce t te sér ie 
formel le par jJL, et on intègre sur F la forme de degré égal à la dimension 
de F . 

Preuve de (1,5) . 

On reprend la méthode de [ B 4 ] . Soit X' la u n - f o r m e duale de X . 
Comme X est de Kil l ing, on a L X X ' = 0 , et donc : 

(1.7) (d + i x ) ( d + i x ) X ' = 0 . 

On t i re de (1.7) que, pour s > 0 

(1.8) (d + i x ) e x p { - s ( d + i x ) X ' } = 0 . 

On montre tout d'abord que pour tout s>0 

(1.9) 
JF µ 

= 
JF 

e x p { - s ( d + i x )X ' } jJL . 

40 
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En ef fe t , (1.9) est v ra i en s = 0 . Déplus 

(1.10) a / a s 
JF 

exp { - s ( d + i x )X ' } j J l = -
JF 

« d + i x ) x ' ) exp { - s ( d + i x )X'} jJL 

1 
(d + i x ) [ X ' e x p { - s ( d + U X ' } j J l ] = 0 . 

La deuxième égalité dans (1.10) est évidente par (1.3) et (1.8). On 
montre la dernière égalité par le Théorème de Stokes et par le fait que si 
v e A ( T * M ) , i x v n'est jamais de degré max imal . On a bien montré (1.9). 

Posons s = 1/2t . On a donc 

(1.11) 
Jn 
µ J n 

exp { - ( d + i x ) X ' / 2 t µ. 

Faisons tendre t ve rs 0 dans (1.11). On a le développement exact 

(1.12) 

exp { - ( d + i x ) X ' / 2 t } = exp ( - | X | 2 / 2 t ) ( l - d X ' / 2 t + ( d X ' ) 2 / 8 t 2 + . . . ) . 

Quand t i o , l ' intégrale à droite de (1.11) se localise donc sur X = 0. 
On prend un sys tème de coordonnées x e F , y € N x . Par changement de 

var iab le, y = / T y ' , on t rouve que pour un t > 0 , quand t i o 

(1.13) 
JM 

e x p { - ( d + i x ) X ' / 2 t } j J L 

^ t 
dimN/2 Jn 

[exp { - ( d + i x ) X ' / 2 t } j J L ] ( x , / T y ) . 

Quand t —> 0, on a 

(1.14) | X | 2 / t ( x , / T y ) — | J x y | 2 . 

dX ' ( x , 0 ) est exactement la 2 - f o r m e J x . ( d X ' / t ) 
dimN/2 

a une 

singular i té en 1/t 
dimN/2 

qui compense la puissance t 
dimN/2 

On doit aussi 

calculer le développement de d X ' / t ( x , / T y ) à l 'ordre t . En e f fe t , comme X 
préserve la connexion de L e v i - C i v i t a , on t rouve que si R est le tenseur de 
courbure de TM 

(1.15) V y V . X + R ( X , y ) = 0 . 
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En ut i l isant (1.13) et en procédant comme dans (1.14), on t rouve en 
déf ini t ive que le membre de droite de (1.13) tend ve rs 

(1.16) 
Jfµ JN 

exp { - R ( J X y , y ) / 2 - U X y l 2 / 2 } P f ( J x ) d y . 

Dans (1.16), R ( J x y , y ) est la 2 - f o r m e sur T F 

Y , Z > < Y , R ( J X y , y ) Z > . 

Or , par les symé t r i es du tenseur de courbure de la connexion de L e v i -
C i v i t a , on a : 

(1.17) < Y , R ( J x y , y ) Z > = < R ( Y , Z ) y , J x y > . 

Donc, (1.16) prend la forme : 

(1.18) 
JFµ 

J N 
exp 

{-1/2< 
R N ( . , . ) y , J x y > - U x y l 2 / 2 } P f ( J x ) d y , 

où R N ( . , . ) est considérée comme une 2 - f o r m e sur F . 

L ' intégrale gaussienne dans (1.18) s 'expr ime à l'aide de la racine 
car rée d'un déterminant . Or le Pfaff ien d'une matr ice ant isymétr ique est 
une racine car rée de son déterminant . En procédant comme dans [ B 4 ] , on 
obtient que (1.18) est égale à : 

(1.19) 
JF 

j J l / P f [ ( J x + R N ) / 2 T r ] . • 

Remarque 1.2. Il faut noter plusieurs points dans la preuve du Théorème 1.1. 
- Le poids des var iables de Grassmann dans A ( N * ) ou A ( T * F ) a 

joué un rôle essent ie l dans la p reuve . 

- Le mirac le est que t 
dim N/2 

compense exactement 

( d X ' / t ) dim N/2 . I l est t rès remarquable que l 'approximation (1.13) produise 

un résu l ta t de convergence ponctuelle en chaque point de F . En Théor ie de 
l ' indice, ce résu l ta t s 'expr ime par le mécanisme des " e x t r a o r d i n a r y 
cance l la t ions" conjecturées par Me Kean -S inge r [ M K S ] . 
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b) Fo rmu les de loca l isa t ion a s y m p t o t i q u e s . 

Nous allons maintenant étudier le principe d'une formule de 
local isation asymptot ique locale où jJL var ie aussi avec t . Une telle 
formule est la clé d'une in terprétat ion cor rec te de notre preuve [ B 5 ] des 
inégalités de Demailly [ D e ] . 

Soit en effet A une 1-forme sur M qui est imaginaire et X 
invar iante , i .e. L X A = 0 . 

Pour k € N , on a : 

(1.20) (d + i x ) exp { k ( d + i x ) A } = 0 . 

Soit jJL un élément de A ( T * M ) non nécessairement X fe rmé . On 
désigne par y)S^ la composante de degré 0 de JJI . 

Soit F + la réunion des composantes de F de dimension maximale 

dans F . 

Nous allons mont re r le résul ta t su ivant . 

T h é o r è m e 1 . 3 . Pour tout s > 0 , on d l'identité 

(1.21) l im 
k-->00 

i / k 
dim F J 2 JF 

jJL exp { ( - k ( d + i x ) X ' / 2 s ) + k(d + i x ) A > 

= J F + j J L ( 0 ) e x p ( d A ) / P f ( J X / 2 T T ) . 

P r e u v e . Pour démontrer (1.21), on commence par établ i r un résul ta t simple 
sur A . Soit V la connexion de L e v i - C i v i t a sur TM . 

P ropos i t i on 1 . 4 . A s'annule sur N . Si x e F , Y , Z € T X M , alors 

(1.22) ( V Y A ) ( J x Z ) + ( V j x Y ) A ( Z ) = 0 . 

Sur F , on d » 

(1.23) J x d A = 0 . 

En particulier, T F et N sont orthogonaux pour dA . 
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P r e u v e . On a : 

(1.24) L X = V X - V . X . 

Comme L X A = 0 , on t rouve que sur F 

(1.25) A ( V . X ) = 0 , 

ou encore 

(1.26) A ( J X . ) = 0 . 

Comme J y est inversible de N dans l u i - m ê m e , A s'annule sur N . 

Comme L X A = 0 et comme X préserve la connexion de L e v i -

C i v i t a , alors L x V . A = 0 . En ut i l isant (1.24) , on voi t que si Y , Z sont des 

champs de vec teu rs C 0 0 sur M 

(1.27) ( V X V Y A ) ( Z ) + ( V Y A ) ( V Z X ) - ( V [ X > Y ] A ) ( Z ) = 0 . 

Sur F , on t i re de (1.27) que 

(1.28) ( V Y A ) ( J X Z ) + ( V j Y A ) ( Z ) = 0 . 

On a donc montré (1.22). De plus 

(1.29) d A ( Y , Z ) = V Y A ( Z ) - V Z A ( Y ) . 

De (1.28), on t i re immédiatement que J x d A = 0 . Comme J x est 

inversib le sur N et nul sur T F , on t rouve bien que T F et N sont 
orthogonaux pour d A . • 

Preuve du Théorème 1.3. 

On doit étudier la l imite quand t—*0 de 

(1.30) 0 
dimF/2 JF 

A exp { - ( d + i x ) X ' / 2 s t + (d + i x ) A / t ) . 

Comme A est imaginaire, exp { i x A / t } res te bornée. La local isat ion de 
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l ' intégrale res te dictée par le terme exp { - l X l 2 / 2 s t } . L ' intégrale (1.30) 

se localise encore sur F . 

On se place en x € F , U € N X . Après changement de var iab les, on 

doit étudier en x € F 

(1.31) 

D I 
| Y I <E/>ft 

dimN/2 [µ exp [ - ( d + 1 x ) X # / 2 s t ) t 
dimF /2 

exp { ( d + i x ) A / t ) ] ( x , / T y ) . 

On a : 

(1.32) 0 / 3 / T ) A ( X ) = ( V y A ) ( X ) + A ( V y X ) 

En t = 0 , X = 0 . Par la Proposit ion 1.3, A ( V y X ) = 0 et donc en t = 0 

(1.33) 0 / 3 / T ) A ( X ) = 0 . 

De plus, en t = 0 

(1.34) 0 2 / 0 / t ) 2 ) A ( X ) = 2 ( V y A ) ( J x y ) + A ( V y V y X ) . 

Par (1.15), V y V y X = 0 sur F et donc 

(1.35) 0 2 / ( 6 V T ) 2 ) A ( X ) = 2 ( V y A ) ( J x y ) . 

De (1 .33) - (1 .35) , on t i re que : 

(1.36) A ( X ) / t - * ( V y A ) ( J x y ) . 

De (1.22), on t i re que : 

(1.37) V y A ( J x y ) + V j x y A ( y ) = 0 . 

De (1 .32) - (1 .37) , on t i re que : 

(1.38) A ( X ) / t -> d A ( y , J x y ) / 2 . 
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Remarquons maintenant que par la Proposi t ion 1.4, T F et N sont 
orthogonaux pour dA . Notons (dA) H la res t r i c t i on de dA T F , et (dA) V 
la res t r i c t i on de dA a N . 

Notons que dans exp { d A / t } , le te rme exp { d A v / t } subs is tera à 
la l imi te , puisque d A V y a le poids 1/t. Notons également que d A H a le 

poids 1/t. Seul le te rme ( d A H / t ) dimF + /2 peut compenser le te rme 

I dimF /2 

On suppose donc maintenant que x € F + . 

En par t icu l ier , toutes les variables de Grassmann hor izonta les sont 
tuées par ce p rocessus . Ainsi dans (1.31), il n'est plus nécessaire de 
développer ( d X ' / t ) ( x , / t y ) i .e . l ' identité (1.15) devient inut i le. 

En ut i l isant (1.38), on t rouve que si M (0) est la composante de 
degré 0 de JJL , alors pour X€F^ 

(1.39) 

lim 
tiO IN 

t 
dimN/2 

[ j J i e x p - ( d + i x ) X ' / 2 s t ] 
dimF/2 

exp C(d + i x ) A / t } ( x . y T y ) 

= M 
(0) 

I N 
exp { - u x y i 

2 / 2 s + d A ( y , J x y ) / 2 + V S e dA + dA H } • 

On t rouve faci lement par intégrat ion d'une gaussienne que : 

(1.40) 
IN 

exp { - l J x y l 2 / 2 s + d A ( y , J x y ) / 2 E H / s + dA V } = 
= V P f [ J x / 2 T i ] . 

On déduit de (1.39) et (1.40) que : 

(1.41) 

lim 
t40 

IN dimN/2 
[ M exp - ( d + i x ) X ' / 2 s t ] t 

dimF + /2 
e x p { ( d + i x ) A / t } ( x , y / T ) 

(0) 
µ0 / P f [ J x / 2 T T ] ( e x p {dA H } (X) max 

De (1.41), on t i re (1.21). • 
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Remarque 1.5, Si jJL est X fermée et si dimF + >0 , les intégrales à gauche 

de (1.21) tendent trivialement vers 0 . (0) est constante sur et le 

membre de droite de (1.21) est également nul. 

Remarque 1.6. La convergence locale dans la preuve du Théorème 1.3 a 
autant d'intérêt que le Théorème lui-même. Notons en particulier le 
phénomène étonnant que, dans les formules (1.18) et (1.39), < R N ( . , . ) y , J x y > 
et d A ( y , J x y ) jouent des rôles formellement très proches, bien qu'ils 
apparaissent pour des raisons différentes. 

Remarquons aussi que, quand s i O , par (1.16), on a une converqence 

locale sur F de 
I n 

M exp { - k ( d + i x ) X ' / 2 s + k(d + i x ) A } vers 

ÎP 
( j J L e x p k d A ) / P f [ ( J x + R N ) / 2 T r ] . 

Le terme local dominant quand k—» +oo de cette dernière 

expression est dimF /2 
I F . 

(M (0) exp d A ) / P f [ J x / 2 T i ] q u i coincide 

localement avec le membre de droite de (1.21). 

c) Opérateur de Dirac. 

Soit M une variété riemannienne orientée compacte, connexe spin 
de dimension paire n = 2£. Soit F = F + © F _ son fibre des spineurs. Soit 
£ un fibre Hermitien avec connexion unitaire V de courbure L . 

Soit D = ( m l'opérateur de Dirac agissant sur les sections 

C 0 0 de F®£, et échangeant les sections de et F _ ® Ç . 

D est décrit en détail dans Atiyah-Singer [f l ] et dans [B1] . 
Disons seulement que son symbole principal est donné par i£ (où Ç est 
l'opérateur de multiplication de Clifford par C). En particulier, comme 
( i Ç ) 2 = ICI f on voit que au moins par son symbole principal, D apparaît 
comme une racine carrée non triviale du Laplacien - A . Naturellement, 
c'est pour cette raison que Dirac a introduit l'opérateur D . 
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d) Espace des lacets. 

Nous suivons maintenant Atiyah [ f l ] . 

Soit LM l'espace des lacets C 0 0 sur M , i.e. l'espace des 
applications C 0 0 

S € S 1 = R / Z - > x e M . 

LM a naturellement une structure de variété de dimension infinie. 
Si x € L M , Y € T X LM est un champ de vecteurs C S € S 1 - Y s € T X s M . 

Si Y, Y' € T X LM , posons : 

(1.42) <Y,Y'> = J o < Y S , Y ' S > X s 

ds . 

LM devient ainsi une variété riemannienne. 

Sj agit naturellement sur LM par le groupe de transformations : 

(1.43) ( k ^ x ) s - x s + t . 

Les applications sont des isométries. Le champ de vecteurs de 
Killing X engendrant le groupe k est donné par : 

(1.44) X ( x ) s = ( d x / d s ) s . 

X' est la 1-forme : 

(1.45) Y e T x L M , X'(Y) = J o < Y s , d x s > . 

Soit D/Ds l'opérateur de dérivation covariante pour la connexion 
de Lev i -Civ i ta le long de s —» x s . On vérifie facilement que si Y, Z € T X LM , 

(1.46) dX'(Y,Z) = 2 f1 

Jo 
<DY/Ds, Z s >ds 

ivX est lénergie du lacet 

1XX' = J o dx/ds 2 ds . 
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e) Formes différentielles X fermées sur LM. 

Par (1.8), nous savons déjà que pour tout t > 0 , la forme 
différentielle 

(1.47) exp { - ( d + i x ) X ' / 2 t ) 

est X fermée. 

Nous allons brièvement décrire une autre classe de formes X 
fermées décrite dans [B2] . 

Supposons pour simplifier que Ç est un fibre en droite. La 
courbure L de Ç est une 2-forme sur M à valeurs complexes. 

L définit une 2-forme sur LM 

(1.48) Y , Z € T X L M ----> po < ^ L X s ( Y s , Z s ) d s . 

Si x € LM , soit T Q € C l'holonomie de Ç pour la connexion AE 

i.e. 1 opérateur de transport parallèle de x 1 en XQ pour la connexion AE 

comme AE est unitaire, on a : \Xn = 1 • 

Théorème 1.7. On a l'identité : 

(1.49) (d + 1 x ) [ T o e x p ( J ^ L X g d s ) ] = 0 . 

Preuve. On peut trivialiser Ç le long de x par une section C 0 0 non nulle 
cr. En supposant pour simplifier x sans point double, on prolonge c en une 
section C 0 0 non nulle sur un voisinage V de x . Soit A la forme de 
connexion évaluée sur X . 

On a par définition : 

(1.50) X]

0 = exp ^ < A X s , d x $ > . 

On a aussi sur V 

(1.51) L = dA . 
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Donc 

(1.52) r i e x p ( f1 

Jo 
Lxs d s ) = e x p ( 

Jo 
( A X s ( d x s / d s ) + L X s ) d s ) . 

Ident i f ions A è l a i - f o r m e X invar iante Y —» A ( Y ) = f1 

Jo 
AXs ( Y s ) d s . 

A lo rs 

(1.53) dA = 
J o 

Lxs ds . 

De (1.52) et (1.53), on t i re que : 

(1.54) r i exp c f1 

J o 
L x s 

d s ) = exp { ( d + i x ) A > . 

Comme A est X invar iante , de (1.20), on t i re (1 .49) . • 

Remarque 1.8. En généra l , L n'est pas exac te , i .e . A n'est pas 
globalement déf inie. 

Remarquons que dans [ B 2 ] , on a donné l'analogue de (1.49) pour 
des f ibres Ç de dimension quelconque. 

f ) Indice de l ' o p é r a t e u r de Dirac 

On désigne par I n d D + l ' indice de l 'opérateur D + , i .e . : 

Ind D + = dim Ker D + - dim Ker D_ . 

La formule de l'indice par l 'équation de la chaleur de Ne K e a n -
Singer [ M K S ] nous dit que pour t > 0 

(1.55) I n d D + = T r [ e x p ( ( - t / 2 ) D _ D + ) ] - T r [exp ( - t D + D _ / 2 ) ] . 

On peut donner à (1.55) une représentat ion probabil iste r igoureuse 
du type 

(1.56) I n d D + = 
I L M 

d R l ( x ) , 

où d R * ( x ) est une mesure signée sur LM (qui est l 'espace des lacets 
continus ) . 
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Il résulte du formalisme d'Atiyah et Witten [f l ] et de [B2] que si Ç 
est un fibre en droite, on peut mettre (1,56) sous la forme non rigoureuse : 

(1.57) I n d D + = C JLM e x p { - ( d + 1x)X72t} XQ exp { Ç Q dLXSs} , 

où C est la constante infinie 

+ 00 
(1.58) C = ((1 TT m 2 / 2 T T ) ) * . 

i 

La forme différentielle apparaissant dans (1.57) est X fermée. La 
remarque fondamentale d'Atiyah [f l ] est que si on applique formellement la 
formule du Théorème 1.1 à la variété de dimension infinie LM, en notant que 
M est la variété des zéros de X, on devrait trouver 

r exp L 
(1.59) I ndD. = C 

M TT TT ( m 2 - ( X j 2 / 4 î r 2 ) ) 
i = 1 1 

où ± i Xj représentent formellement les valeurs propres du tenseur de 
courbure R de la connexion de Levi-Civ i ta sur TM . 

En notant que 

+ oo 
(1.60) TT (1 - ( X j 2 / 4 T T 2 m 2 ) ) = (s inXj /2) / x j / 2 , 

m = 1 
on trouve que si la formule du Théorème 1.1 s'applique, on a : 

(1.61) I n d D + = <1/2iT) 4 J M TT ( ( X j / 2 ) / ( s h X j / 2 ) ) e x p ( i L ) , 
1 

ce qui est exactement le théorème d'Atiyah-Singer [AS] . 

Cette observation fondamentale a été faite par Atiyah et Witten 
dans [f l ] pour les opérateurs de Dirac agissant sur les spineurs. Nous 
l'avons étendue dans [B2] au cas des opérateurs de Dirac agissant sur des 
spineurs twistés par un fibre Ç général. 
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L'extension de la formule (1.57) au cas où Ç est de dimension 
infinie est l'une des clés pour comprendre au fond la preuve par l 'équation de 
la chaleur de l'indice des famil les [ B 3 ] . Une telle extension est donnée dans 
[ B 4 ] . 

Notre preuve donnée dans [B4 ] des formules de local isat ion en 
dimension finie a été mot ivée par la formule (1.57) (qui est en dimension 
inf in ie) . Elle légit ime a poster ior i la méthode de l'équation de la chaleur 
comme étant une preuve t rès naturel le des formules de local isation en 
dimension inf inie. 

g) Les f o r m u l e s de Paul L é v y . 

Dans ce con tex te , la preuve probabil iste du Théorème de l'indice 
[ B l ] et la preuve du Théorème 1.1 deviennent s t r i c tement paral lè les. 

Nous allons i l lus t rer br ièvement ce fait en examinant les formules 
finales de la preuve de [ B l ] . 

Soit D l 'opérateur de Dirac sur les spineurs de la var ié té M . Soit 
P ^ ( x , x ' ) et P J ( x , x ' ) les noyaux C 0 0 des opérateurs e x p ( - t D _ D + / 2 ) et 

e x p ( - t D + D _ / 2 ) . 

De (1.55), on t i re que : 

(1.62) I n d D + = J M [ T r P ^ ( x , x ' ) - T r P { ( x , x ' ) ] d x . 

On montre dans [ f l B P ] , [ B l ] , [ B U 2 ] , [ G 1 , 2 ] , [ G i ] , [ P ] que pour 
tOUt X€M 

(1.63) lim T r [ P t ° ( x , y ) ] - T r [ p { ( x , y ) ] 

e x i s t e , et on calcule la l imi te . 

Ce calcul doit ê t re in terpré té comme l'analogue de (1.16) qui réduit 
le calcul à un calcul dans le f ibre normal . 

Soit R la courbure de la connexion de L e v i - C i v i t a de TM . Soit 1\ 
la forme Riemannienne d'or ientat ion de M . On montre dans [ B l ] que si P 1 

est la loi du pont Brownien w 1 dans T X M avec W0

1 = W1

1 = 0, alors 

52 



FORMULES DE LOCALISATION ET FORMULES DE PAUL LÉVY 

(1.64) lim [ T r P f ( x , x ) - T r P { ( x , x ) ] t l ( d x ) = 

( i / 2 T T ) * [ Jexp { - \ ]

q J 0

1 ( R ( d w 1 , w 1 ) / 2 ) } d P ^ w 1 ) ] ™ * * . 

Le membre de droite est l'analogue exacte de (1.16). 

En e f fe t , la f ibre normale à M dans LM en x € M est donnée par : 
r 1 

N x = { w 1 € L 2 ( [ 0 , 1 ] ; T X M ) ; w 1 ds = 0 } . J x w 1 est exactement donné par 
J o 

( J x w b g = d w V d s . 

Si C est la constante infinie (1.58), la mesure est exactement 

donnée par : 

(1.65) ( 2 T f / i ) £ C exp { - ^ J | d w V d t | d t } d D ( w 1 ) . 

Les formules (1.16) et (1.64) sont maintenant d i rectement re l iées. 

En ut i l isant les symét r ies du tenseur R , on montre - c o m m e dans 
(1.18)- que (1.64) est égal à 

(1.66) ( i / 2 T T ) £ J e x p { - J ^ < R ( . , . ) w 1 , d w l > / 2 } d P 1 ( w 1 ) . 

Rappelons maintenant la formule d'aire de P. Lévy [ L ] . Soit 
( b ^ b 2 ) un pont Brownien bidimensionnel avec ( b 1 , b 2 ) 0 = ( b 1 , b 2 ) 1 = ( 0 , 0 ) . 
Par Lévy [ L ] , on sait que pour tout x € R 

(1.67) E e x p { i x J \ b 1 d b 2 - b 2 d b b } = x / s h x . 

Avec les conventions de (1.59), on t rouve que 

(1.68) ( i / 2 T T ) £ J e x p { - < R ( . , . ) w 1 , d w 1 > / 2 } d P ^ w 1 ) 

= ( 1 / 2 T T ) 4 TT ( ( x j / 2 ) / ( s h X j / 2 ) ) 

ce qui est exactement le membre de droite de (1.61). 

Il faut remarquer que Lévy l u i -même a calculé (1.67) sous la forme 
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r 1 « 
(1.69) E e x p { i x ( b l d b 2 - b 2 d b 1 ) } = ! = x / s h x , 

J o +00 
TT ( l + ( x 2 / i r 2 n 2 ) 
1 

i .e . sous la forme d'un déterminant inf ini . 

Bien que d 'autres preuves de ce résu l ta t ex i s ten t , c 'est la 
fac tor isa t ion (1.69) qui est la plus éclairante du point de vue géométr ique. 

h) Equat ion de la cha leur et inéga l i tés de Dema i l l y . 

Dans [ D e ] , Demailly a établi de remarquables inégal i tés de Morse 
asymptot iques sur le complexe 3 associé à un f ibre en droi te E ® k quand 
on fait tendre k ve rs l ' inf ini. 

Nous avons donné dans [B5 ] une preuve par l 'équation de la chaleur 
des inégal i tés de Demail ly. Cet te preuve a été inspirée par l 'énoncé du 
Théorème 1.2. 

Soit en effet M une var ié té complexe compacte connexe, de 
dimension complexe S.. Supposons M Kahlérienne pour s impl i f ier . Soit E 
un f ibre en droi te holomorphe Hermi t ien , soit r la courbure de la connexion 
holomorphe Hermit ienne sur E . 

Pour k € N , soit 

0 > ftO,0(E®k) > ... —>D0 ftO,%®k) > 0 

6 k 

le complexe de Dolbeault assoc ié . 

Soit D k le Laplacien : d k = ( 3 k + 3 k * ) 2 . 

p,k 

Pour 0 < p < £ , s o i t P s

 1 ( x , x ' ) le noyau C 0 0 a ssoc i ée 

l 'opérateur e x p ( - s n k ) agissant sur les sect ions C 0 0 de ft°»p(E®k). 
Soit r d l 'opérateur sur A O " * * 0 » 1 ^ ) 

(1.70) r d = - r O / a z 1 , 6/3 zJ )d z l A L ^ - i . 
3/3 z l 
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On montre dans [B5, Théorème 1.5] le résu l ta t suivant : 

T h é o r è m e 1.9. Pour tout X € M , p (0 < p< £ , s> 0 ) , on d 

(1.71) lim ( 2 T T / k ) * T r [ > P ' k ( x , x ) ] 

k ^ + °° = ( (de t r ) / d e t ( I - e " " s r ) ) T r p ( e s r d ) ( x ) 

uniformément sur M. 

P reuve . Nous donnons un résumé de la preuve de [ B 5 ] , en met tant en 
regard les analogies avec la preuve du Théorème 1.3. 

Posons t = 1/k. Soit x ^ le pont Brownien tel que XQ^ = X^=X 

associé à la métr ique g / s t , où g est la métr ique de M . 

h st st Soit T Q l 'opérateur de t ranspor t parallèle de x 1 en X Q sur le 

f ibre A ( T * ( 0 ' 1 ) M ) . 

Si ex est la courbure de d e t T ^ ' ^ M , on considère l 'équation 
dif férent iel le 

(1.72) d U l / d h = U l r J [ s t d z 1 A i a / g - , <x/2 ( 6 / 3 z\ a / d z J ) + s XQ r d ] . 

U l = IATX*(0,1)M 

Soit (XQ ) e l 'opérateur de t ranspor t parallèle sur le fibre E . 

On a : ( T 0

h ) E 3 k = ( T 0

h

> E ) ® k . 

En ut i l isant la formule de L i chne row icz , on t rouve dans [B5, 
Equation (1.34) ] que si p u est le noyau de la chaleur scalaire pour la 

métr ique g et si E s t est la loi du pont Brownien x ^ , alors 

(1.73) P s

p ' k ( x , x ) = p s t ( x , x ) E s t [ e x p { J ^ r / 2 X H S T O / 3 z i , 3 / 3 i i ) d h } ] 

< E > ® k U l * 0 • 

Qt 1 
Comme x * L est un lacet , T O E € C , e t d o n c 
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0-74 ) < T 1

0 l E > * k = < f 0 . E > k = ^ O . E ^ * • 

De plus 

( 1 . 7 5 ) l T o l l A = l . 

(Noter que dans la preuve du Théorème 1 . 3 , on uti l ise le fait que A est 
imaginai re . ) 

En paramétrant x s t par un pont Brownien w 1 dans T X M comme 

dans [ B l ] , on t rouve que 

( 1 . 7 6 ) < T O , E ) 1 / 1 > e x p { - s / 2 | ( l ) r X o ( d w 1 , w 1 ) } 

( vo i r l 'équation ( 1 . 3 8 ) ) . 

On en déduit que si r' = £ r ( 9 / 9 z \ 6/3 z 1 ) 

( 1 . 7 7 ) lim ( 2 T T / k ) Ê [ P g ( x , x ) ] 
k -> + oo 

= ( 1 / s È ) J e x p { s r ' X / 2 - s / 2 J ^ r ^ d w 1 , w b } e x p ( s r ^ ) d P 1 ( w 1 ) 

( V o i r la formule ( 1 . 3 9 ) ) . 

En ut i l isant de nouveau la formule de Lévy [ L ] , on en déduit ( 1 . 7 1 ) . • 

Remarque 1.10. La s imi lar i té des calculs dans les preuves des Théorèmes 
1.3 et 1.9 n'est pas accidentel le. Le rôle de A est joué ici par la forme de 
connexion. 

Du Théorème 1 .9 , on déduit dans [B5 ] les inégali tés de Demail ly. 

La remarque 1.6 nous permet de comprendre pourquoi le te rme 
det r est s t r i c tement identique au te rme dominant local dans la formule de 
R i e m a n n - R o c h . 
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