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EXPOSÉ n° II I 

FORMULES DE VARIATIONS DE L'AIRE E T APPLICATION S 

H. Blaine LAWSON et Jean-Pierr e BOURGUIGNON 

I. LA VARIATION PREMIERE . 
Soit M  un e variét é riemannienn e dan s laquell e nou s considéron s un e réunio n 

M d e sous-variété s d e class e R1  d e dimensio n n  munie s d e l a métriqu e induite . 
Nous supposon s M  d e volume fini . Soi t V  u n champ de vecteur s su r M  à  suppor t 
compact don t l e flo t es t not é (tp. ) .C1D . 

t t t JK 
Nous nous intéresson s à  l a fonctio n t  v(t ) =  vol(tpt(M)) don t le s varia -

tions successive s son t notée s 

6 v(V) dk 
dtk Vol((pt(M)) |t=() 

Il es t commod e de voi r l e volum e v(M ) comm e l̂ l̂ x l ^  (x ) o u M  désigne 
le cham p de n-vecteur s unitair e tangen t d e M  (s i (ej,...,en ) es t un e bas e or -
thonormée a u poin t x  ,  o n peut prendr e M x = (ej, . . . , e ) ) e t dft1 1 l a mesur e de 
Hausdorff n-dimensionnelle . (Au x points o ù M  es t régulière , cett e mesur e coïn -
cide ave c l a mesur e riemannienne) . 

Pour évalue r ô  v ,  i l es t nécessair e d e calculer , pou r u n élémen t £  d e l a 

gras s mann i enne G M  de s n * plans d e M  , 
dt 

llcpt£ll|t=Q o ù cpf c E, désign e l e n -

plan imag e d e £  pa r l e difféomorphism e cp ^ . 

THEOREME 1. -  La variation premièr e d u volume d e l a sous-variet é M  dans l a di - 
rection d'u n cham p de vecteur s V  est donné e pa r 

ô1v(V) (ÛLVM,M) d # 
M 

V -» —  M où Q y M = E e,A. ..AV VA...A e — .  .  I  e. n 1 = 1 1 
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Preuve :  Nou s avons 

d 
dt ilVlllt=T = 1 

2 
= ï WT\ ft ^(8)(5'5)|t=T 

t=T 

= ï WT\ ft ^(8)(5'5)|t=T 

Par suit e pou r t  = 0 pou r leque l =  Id et I I Çll =  1  , 

ft IV' i t -o -  V(ç>ç ) 

On introduit l a dérivatio n covariante de Levi-Civit a V  d e M 

Comme, pour tou s champ s d e vecteur s X  e t Y  , o n a  l a formul e X  Y 
il es t possibl e d'établi r qu e 

= ï WT\ ft ^(8)(5'5)|t=T 

(où (X/ es t u n cham p de tenseur s d e typ e (1,1) ) 

pour l'actio n su r le s champ s d e tenseur s obtenu e pa r extensio n comm e dérivation d u 
produit tensorie l qu i commut e au x contractions . 

Par suite , e n s e souvenan t d e c e qu e V g = 0, 

£ <cp tç ,cptp> = |(vv- CLV) g <€, 0 

= - (0Jg )(£,ç) 

= - (0Jg)(£,ç) 

COROLLAIRE 2, -  S i M  es t un e variét é compact e à  bord , alor s 

0Jg)(£,ç) ! <V,H > + 
M 

<V,v> 
9M 

où H  désien e l a courbur e moyenn e d e M  e t v  l a normal e extérieur e à  9 M dan s 
M . 
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FORMULES DE VARIATIONS DE L'AIRE 

Preuve :  Dan s l a formul e donnan t £C(M) , o n sépar e V  e n s a parti e normal e e t 
sa parti e tangentielle . 

On trouve alors , s i (e.) est un e bas e orthonormé e d e T  M e t don c 1 x 
M =  e , A . . . Ae 
x 1  n 

- n  -  T  N  _  M <CLM,M>= I  < V (V),e.> + E <V ( V ),e. > . 
j-1 "J J 3- 1 e i J 

Le premier term e s'identifi e à  l a divergenc e pou r l a métriqu e induit e su r M 

du cham p de vecteur s V  .  L e second terme , lui , es t précisémen t (ave c l a conven -
tion qu e nous avon s prise ) l'oppos é d e l a trac e d e l a second e form e fondamental e 
dans l a directio n normal e V  .  • 

II. APPLICATIONS. THEOREME DE MONOTONIE . 

Nous commençon s pa r un e applicatio n qu i me t e n évidenc e l e rôl e d u bord e t d e 
la non-compacité . 

Soit M  u n ensembl e d e rayon s issu s d e l'origin e dan s M  qu e nous prenon s 
comme étant l e disqu e ouver t d e rayo n 1  centr é à  l'origine . Nou s notons v ^ le s 
vecteurs directeur s unitaire s d e ce s rayons . 

La formul e d e l a variatio n premièr e n e comport e qu'un e contributio n d u centr e 
k 

qui es t E  v . (i l n' y a  pas d e contributio n d u 
i=l 1 

bord d u disque , ca r nou s l'avon s pri s ouvert) , d'o ù 

la conditio n d e minimalit é 

Z v . =  0 . 
i=l 1 

La deuxième applicatio n es t u n théorèm e d e monotonie. 

THEOREME 3. -  Soi t M  un e réunio n d e sous-variété s d e dimensio n n  d e class e a u 
moins C ^ de l a boul e B  j de rayo n 1  telle qu e < S ̂ v^ = 0 .  Alors l a fonctio n 

r «-+ r  n  vol(Mf) B ) es t croissante . 
r 

Preuve :  L a preuve s'appui e su r l a formul e d e l a variatio n premièr e appliqué e 
à u n cham p de vecteur s adapt é à  l a situation , i.e . radial . 
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Soit V(x ) =  cp(|x|)x o ù l a fonctio n i p es t supposé e .  Comme , pour un 
vecteur w  , 

CC(W) =  V V  =  ф'(|х|) (w,x) 
X + <p(|x|)w , 

si Ç  =  е,л...ле pour un e bas e orthonormé e (e .)j alor s 

<CtV(0,ç> 
n 
E < 

j = l 
<ClV e.,e. > i 1 

= Ф'(|х|) W +  n ф(|х|) , 

où x  désign e l a projectio n orthogonal e d e x  su r £  . 

D'après l a stationarit é d e M  ,  pou r tout e fonctio n t p à  suppor t compac t 
dans [0 , 1[ , 

2 T 
0 =  f  {<Pf(|x| ) -T7 T +  n <P(lxlH ® ? • 

JM lx l 
Si nou s prenon s pou r t p un e fonctio n C ^ décroissant e qu i approch e l a fonc -

tion linéair e pa r morceau x don t l e graph e es t donn é ci-dessous , 

1 

о r r+ e 1  t 

nous obtenon s 

n f  <p(|x| ) =  l [ 
M - M r+e r 

T 
X 
I x 

да11 

G d?C 
r+e e 

f bJ [ 
JM - M lx l 

< ^  (v(r+e)-v(r) ) 

En passant à  l a limit e su r e ,  comm e v  es t à  variation bornée , nou s trou -
von S 
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FORMULES DE VARIATIONS DE L'AIRE 

nv(r) <  r  vf(2 ) , 

d'où 
n < v'(2) 
r "  v(2 ) 

et don c pa r intégratio n de s dérivée s logarithmique s l e résulta t cherché . • 

Remarque :  Dan s l e ca s classique , l a preuv e d u théorèm e d e monotoni e s e fai t e n 
1 2 

considérant ^  A|x | (° u x  désign e l e vecteu r d e position) . O n trouve 

n vol =  <v,x > . 

Les deu x formalisme s son t souven t relié s pa r un e intégratio n pa r parties . 

III. LA VARIATION SECONDE . 

THÉORÈME 4. -  S i ô1 ^ =  0 ,  alor s — M 

2 2  2 
d voi«p t M)|T= 0 =  |  {IICLVMI I + < [ a ! o ( £ - ( o J ) dt2 "  J M 

M,M > 

+ <(RV V)M,M>-<a V M,M>2 } d#n . 

Preuve :  I l fau t calcule r 

,2 d_ 
2 dt 

Or 

v(tPtM)|t=0 =  | 2  {(£vg)(S^ } "  |(£vg(^^))2 } ^ 

tfzUiO =  ((vv-OJ) o  (vv-ct)g}(c,0 

-((vv- CLv)(Oyg)}(çf O 

• -( V  oJ g ) a,о + (cJodg)u,o . 

Nous avon s don c 
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i l 
dt2 

v(V°|t=0 =  | \ {2g([VC^]"*" ) "  2(CUg)(aVM,M) -  2 <CtVM,M»d3C 

2 2 
= f  {<[ v ,  ûJ]M,M> + <aX,cJM,M>+ llCL VMII -<Ci7M,M > }  dK . 

J M 

Evaluons l e commutateu r v a ' 

[vv,û!]w =  vv qJ(w ) -  C U vv w 

- '  v V -  V - v  ' 
vvw 

soit, en ajoutan t e t e n retranchan t V TJVT7V ~ V_ V  > 
V 

V v 
[vv, CLV]w = RV)Wv + CLV w -  (0UV) 2 w 

à caus e d e l a définition-mêm e d e l a courbure . 

La sous-variét é M  étan t supposé e minimale , l e term e C L n e donn e aucun e 
contribution, dfo ù l a formul e annoncée . • 

Le ca s classiqu e es t celu i o ù M  es t un e sous-variét é san s bor d e t o ù l e 
champ de vecteurs d e variatio n es t à  suppor t compac t e t norma l à  M  . U n certain 
nombre d e terme s d e l a formul e d e l a variatio n second e peuven t alor s s e rëinter -

V-* n  -  N prêter. Ainsi , M  étan t minimale , ( X M s e rédui t à  £  e.A...A (V V ) A...Ae , . . l e . n J = l J 
de tell e sort e qu e 

navMii2 =  °  n( v v)Nn 2 , 
j- i e j 

ceci fai t apparaîtr e l a connexio n noté e V  d u fibr e norma l pou r laquell e nou s 
avons don c 

IIOJMII2 =  IIVNVII 2 . 

De même le term e <  ( o  Ol -  (Ol7)2)M,M > peu t s e réinterpréter . Nou s avons 
en effe t 
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FORMULES DE VARIATIONS DE L'AIRE 

(.OjoÛL- (Oj )2)M= E  e  A...A(0Ve.)A...A(CLVe.)A ...Ae , 

d'où 

<(ÛLVoû! "  (Ct V)2)M,M > =  E  <aV(ei)AOL(e.),eiA e > 
i^j 

= E  {<B ,V>< B ,V>-<V, B >2 } . .  e.,e . '  e . ,e. e . ,e. i,J i ' i  J  J  1  J 
2 = -  E  <V, B >  (ca r M  es t minimale ) . .  e.,e . 

= -<£2 ,  v> 

(puisque <&2(V),W > = E  <V,B E ><B E e  , W >) . 
i,j ei,e j V  j 

Il ser a commod e de défini r u n opérateur < R associ é à  l a courbur e e n posan t 
par définitio n 

fl(V) = 
n 
E 

j = l 
R e . e.,V j 

(cet opérateu r es t quelquefoi s appel é l'opérateu r d e Jacobi , à  caus e d e so n rôl e 
dans l'équatio n de s champ s d e Jacobi) . Grâc e à  cett e définitio n nou s pouvon s 
écrire 

<(R V)M, M > = 
n 
E 

j = l 
CR e.,V> e,,V 2 

= <(R(V) ,V> 

En regroupant ce s remarque s nou s obtenon s 

COROLLAIRE 5. -  Dans l e ca s "classique" , 

,2 
d 
—2 vo 
dt 

l(cptM)|t=0 =  {IIVNV|| 2 - < ^ 2 ( V ) , V > +  <(R(V),V>} d^n . 

Remarque . L'hypothès e qu e V soi t norma l à  M  e n tou t poin t es t e n fai t inutile . 
En effet, s i i j ^ = V+Vj es t u n cham p de vecteur s défin i a u voisinage d e M  dont 
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la parti e normal e es t V  e t l a parti e tangentiell e V j ,  alors , s i (^Pt€ I dési

gne le flo t d e V  e t cp * celu i d e V j ,  ̂— ^ vol(tpt M ) 11=0 =(tptvol^t M ^ 11=0 

parce qu e l e flo t ^ t es t approxim ë a u deuxièm e ordr e prè s pa r tp t o <p^ (e t 

vol(cpto^ M ) = vol (tp̂ M)) . La sous-variét é M  étan t minimale , l e développemen t a u 

deuxième ordr e d e \\ > n'intervien t pa s pou r évalue r l a variatio n second e d u volume. 

IV. QUELQUES RAPPELS DE GEOMETRIE RIEMANNIENNE . 

On rappelle qu e su r un e sous-variét é M  d'un e variét é riemannienn e M  ,  l a 
courbure R  es t relié e à  l a courbur e R  de M  e t à  l a second e form e fondamental e 
B pa r l'équation d e Gauss :  pou r tou s vecteur s tangent s U,V,W, Z à  M 

< Y v w'z>-<Ru, v w'z > = <Bu,w >  Vz>-<Bu,z '  Bv,w > 

(Remarquer qu e s i tou s le s produit s scalaire s s'exprimen t tou s d e faço n uniqu e 
grâce à  l a métriqu e <, > d e M  ,  l e produi t scalair e d u deuxièm e term e d e gauch e 
est celu i indui t su r M  ,  alor s qu e le s deu x terme s d e droit e n e fon t interveni r 
que l e produi t scalair e indui t su r l e fibr e normal) . 

Si o n suppos e M  minimale , u n certai n nombr e d e propriété s peuven t êtr e dé -
duites d e l'équatio n d e Gauss, par exempl e : 

PROPOSITION 6 . -  Si_ M est un e sous-variét é minimal e d e dimensio n n  d'une va - 
riété riemannienn e (M,<,> ) , alors 

n _  n 
i) I  < R „  e.,W>+<Ri c (V),W> = -  E <B „  ,  B  T7 > 

j = l ej' V J  i= l ei' V 6i' W 

n _  M  2 
ii) E < R e .,e, > + Sea l =  - ||B || . 

j ,k-l ej'e k J  k 

COROLLAIRE 7 . -  Toute sous-variét é minimal e M  d'une variét é M  à courbur e sec - 
tionnelle constant e c  vérifie 

RicM < (n-1) c 

et 
ScalM = n(n-l)c -  HB II2 
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Ce corollaire impliqu e e n particulie r qu e tout e immersio n minimal e d'un e sur -

face compact e d e genr e 1  dan s u n tor e pla t T n = ]Rn/A es t totalemen t géodésiqu e 

et l a métriqu e induit e es t plate , ell e aussi . 

V. SOUS-VARIETÉS MINIMALES STABLE S 

DÉFINITION 8 . -  Un e sous-variété minimal e M  d'un e variét é riemannienn e M  es t 
dite stable s i l a variatio n second e d e l'air e es t non-négativ e pou r tout e variatio n 
à suppor t compact . 

Un cas typiqu e d e sous-variét é minimal e stabl e es t fourn i pa r le s variété s 
qui son t d'air e absolumen t minimisant e dan s leu r class e d'homologie . 

Pour un e tell e sous-variété , l'opérateu r L  = V*V + <R -  es t don c non néga-
tif lorsqu'i l agi t su r l'espac e CQ(M,NM ) de s section s à  suppor t compac t du 
fibre normal . 

Le ca s particulie r de s sous-variété s minimale s d e codimensio n 1  à fibr e norma l 
trivial mérit e un e attentio n particulière . Dan s c e ca s i l es t e n effe t possibl e 
d'identifier le s champ s d e vecteur s normau x au x fonction s su r M  e n associan t 

V =  fv à  f  (ic i v  es t u n de s deu x champ s normaux unitaires) . L'opérateu r L 

prend alor s l a form e plu s simpl e L  = A -  Ric(v,v ) -  I l B ||2 o ù A  es t l'opérateu r 
de Laplace-Beltrami agissant su r le s fonctions . 

PROPOSITION 9 . -  Dans un e variét é riemannienn e à  courbur e d e Ricc i positive , il  
n'existe aucun e hypersurfac e minimal e stabl e à  fibr e norma l trivial . 

Preuve :  Su r le s fonction s constantes , L  es t négati f e t l a sous-variét é mini -
male ne peu t êtr e stabl e . • 

Remarques :  i ) D'aprè s l e théorèm e d e Myers , l e group e fondamenta l d'un e variét é 
à courbur e d e Ricc i positiv e es t fini . Ici , grâc e à  l a dualit é d e Poincaré et à 
un théorèm e d e représentatio n d e toute classe d e (n-l)-homologi e pa r un e hypersur -
face d'air e minimisante , o n retrouv e l e fai t qu e (M ) =  0 . 

ii) Le s hyperplan s projectif s (linéaires ) HP n dan s IRPn+ * son t stables . 
Ils n e prennen t pourtan t pa s l e théorèm e e n défau t car , soi t lRP n ,  soi t IRPn+ 1 
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n'est pa s orientable , c e qu i empêch e l e fibr e norma l d'êtr e trivial . 

Dans l e ca s o ù M  es t d e dimensio n 3  et M  une surface , R . Schoen e t S.T . Yau 
ont fai t un e remarqu e simpl e mai s don t le s conséquence s son t trè s importantes . Il s 
notent qu e l'opérateu r L  peu t s'écrir e 

1 L = A -  -  (Sea l -  Sea l +  Il B II ) 
car 

M 2  -Seal =  -2 E <R e.,v> - Z  <R e.,e. > e ., v j  . . e . , e . i ' i 

= 2 Rie (v,v) +  ScalM +  Il В ||2 

grâce à  l'équatio n d e Gauss, et pa r suit e 

„2 1 -<Ric(v),v>- HB II =  ™ (Sea l -  Sea l +  Il B II) . 

COROLLAIRE 10 . -  Toute surfac e orienté e compact e san s bor d qu i es t minimal e e t  
stable dan s un e variét é d e dimensio n 3  à courbure scalair e positiv e es t un e sphère . 

Preuve :  Pou r tout e fonctio n f  C  ,  nou s avon s 

[ {|df| 2 + iscal f2 } >  \  (Sea l +  llBl|2)f2 > 0 

Par suite , e n prenan t f  = 1 , 

J Sea l > 0  . 
M 

Par l e théorèm e d e Gauss-Bonnet , x(M ) ^  0  e t M  es t soi t un e sphère , soi t 
un tore . S i M  es t u n tore , alor s ell e es t totalemen t géodésiqu e e t l a métriqu e 
induite es t plate . Comm e l'intégrale d e droit e es t positive , c e ca s es t exclu . • 

VI. LES ÉQUATIONS DE SIMONS . 

Ces équation s établissen t qu e l a second e form e fondamental e d'un e sous-variété , 
dès qu'ell e es t à  trac e nulle , satisfai t u n systèm e elliptiqu e qu e l'o n dédui t d e 
l'équation d e Codazzi-Mainardi . 

Rappelons e n effe t qu e l a second e form e fondamental e B  d'un e sous-variét é 
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M d'un e variét é M  vérifi e pou r tou s vecteur s tangent s U,V, W à  M  l a relatio n 

d o (vuB)v,w -  <vvB)u, w •  (Ru, v w ) • 

On peut note r qu e l e membr e d e gauch e n'es t autr e qu e l a différentiell e exté -
rieure d e B  vu e comm e 1-form e su r M  à  valeurs dan s l e fibre  de s homomorphisme s 
du fibr e tangen t dan s l e fibre  norma l mun i d e l a connexio n normale . 

Si M  es t minimale , e n prenan t l a trac e d e (11 ) su r le s vecteur s U  e t W  , 
nous obtenon s 

(12) 
n 

- E 
j = l 

:v B ) = 
e . e ., V 
J J 

n 
E 

) = 1 
(vuB) v , w 

Les équation s (11 ) e t (12 ) fon t interveni r le s deu x opérateur s fondamentau x 
dV e t 6v  d u fau x complex e d e deRha m des forme s à  valeurs dan s l e fibre  T*M®N M 
(A noter e n effe t qu'e n généra l d^ 0 d^ ^  0  ,  mai s l e symbol e principa l d e ce t opé -
rateur es t d'ordr e zér o e t s'identifi e à  l a courbur e d u fibre  T* M ®  N M . 

Il es t à  noter qu e le s membre s d e droit e de s équation s (11 ) e t (12 ) n e dépen -
dent qu e d e l a métriqu e d e M  e t d e l a décompositio n T M =  TM ©  NM l e lon g d e M  . 
Il sui t don c que , lorsque M  est minimale , sa second e form e fondamental e satisfai t 
au systèm e elliptique , di t d e Simon s (cf . [3]) , 

f dVB = p 

UVB =  p' 

où p  es t l a 2-form e su r M  à  valeurs dans T* M ® NM p y v  W =  ( R W) N e t o ù 

p*1 es t l a sectio n d u fibre  T * M® N M défini e pa r p"'(V ) =  E  (R y  . 
i=l i  ' 

On peut note r l'analogi e qu e l e systèm e d e Simon s a  ave c l e systèm e d e Yang 
et Mill s pou r l a courbur e d'un e connexio n qu i es t critiqu e pou r l a norm e L  d e 
sa courbur e (cf . [1]) . Dan s ce s deu x systèmes , l a premièr e équatio n es t universell e 
et n e contien t aucun e informatio n su r l e caractèr e critiqu e d u cham p considéré . 

D'après J . Simons , i l es t nature l d e forme r l e laplacie n A V =  d̂ 6V +  6Vd V 
associé à  c e systèm e elliptique . Nou s obtenons 

(13) AV B =  p 
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où nous avon s pos é p Q = d p ' + ô p .  O n peut remarque r que , su r un e variét é M  à 
courbure sectionnell e constant e c  ,  alor s p  = 0 e t pa r suite , p ' =  0 e t 
p =  0 ,  d'o ù : 

COROLLAIRE 14 . -  La second e form e fondamental e d  une sous-variét é minimal e M  d un 
espace à  cou rbure sectionnell e constant e es t un e sectio n harmoniqu e d u fibr e 
T*M ®  N M . 

On peut note r qu e P q n'es t pa s nu l pou r le s espace s symétrique s no n à  cour -
bure sectionnell e constante , e t qu'i l contien t e n généra l l a dérivé e d e l a courbur e 
de M  .  O n a e n fai t 

Hp II <  a  {II V RH + II RH II B 11} 

pour un e constant e universell e a  . 

J. Simon s a  exploit é l'équatio n (13 ) grâc e à  l a techniqu e d e Bochner . O n a en 
effet 

PROPOSITION 15 . -  Le laplacie n d e Hodge-d e Rha m des 1-forme s à  valeurs dan s 
T*M ®  N M satisfai t à  l'identit é suivant e 

fiVúW = - z V 
ou 

V<*>e 
n 
Z 

j = l 
(Re.,V<*>e. ' 

-I n 

Preuve :  O n se plac e e n u n poin t x  d e M  e t o n fai t l e calcu l e n utilisan t u n 
champ de vecteur s V  te l qu e (VV)(x ) = 0 e t un e bas e local e (e^ ) vérifian t 
aussi (^e.)(x ) =  0 . 

Nous avons 

ve,[(d4) 
n 
E 

j = l ve,[(d4). 

= -
n 
E 
i = i 

ve,[(d4)e ]  -  л у - ( d X v 
J J  e . J  j e . 

= -
n 
E 

j = l лу - (dX vi ' 
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n 
- I 
j=l 

7 [( v -  ( v J e. e . V  V  e . 1 1  1 

n 
= - Z 

j = l 

= (V*V(%) + l (vz <%) 

\V (Ve . , e . ' a )V- ('e.,V®>e. ] 

N 2 
= (V*V(% ) +  l (v z <% ) 

V .  ,  e. , V e  . J = 1 J J 
Par ailleur s 

( d V » ) =  V (Ô <S) 

= "vv ( 
n 
l 

3 = 1 
(V ûà)e. ) e. 1 

= - n 

j = l 
:VV,e.S*)ej 

En rapprochant ce s deu x termes , o n fai t apparaîtr e l e term e e n courbur e 
annoncé. 

Il es t util e d'alle r plu s loi n e t d'exprime r l'opérateu r < R e n terme s d e & 
et d e B  . Cel a condui t à  de s calcul s asse z complexes , mai s qu i peuven t tou t d e 
même être exploité s dan s de s ca s intéressant s géométriquemen t comm e nous l'expli -
quons plu s loin . Nou s donnons pou r mémoir e l a formul e générale,  avan t d'e n tire r 
les conséquence s dan s de s ca s particuliers . 

' v 
THEOREME 16. -  La second e form e fondamental e B  d une sous-variét é minimal e satis - 
fait a u systèm e elliptiqu e 

_ *J V*VB + (RB-BoB-B0B =  p ~ o 

où B  est 1'endomorphism e d u fibr e N M défini pou r v  G NM par 
n 2 B(v) =  Z  <v ,B > B et o ù B  est 1  ' endomorphisme d u fibr e S  T* M 

i,j=l ei,6 j 6i,e j 

défini pou r V,WET M par 
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B BoW =  2 E  <BT 7 ,  B >e . ®e. ~ •  •  ,  V,e . W,e . î  j 

n 
E {< B , B >e.®V+< B , B T7>e.®W } . . .  ,  e . ,e. e . ,W j  e . ,e. e . ,V j i ,j = l î  j  i  1  J  1 

Nous considéron s maintenan t l e ca s o ù M  es t à  courbur e constant e c  .  I l es t 
facile d e voi r qu'alor s (̂ B)T 7 rT = n c BT7 T 7 , d e tell e sort e qu e pou r un e hypersur -

face, l e systèm e (16 ) pren d l a form e 

V*VB = (-ne + Il B 112) B 
car 

B = Il Bll2 Id et B  o B  =  0 . 

COROLLAIRE 17 . -  Soit M  une sous-variét é compact e san s bor d minimal e d e l a sphèr e 
Sn+̂  .  Si _ I l B II2 < n ,  alors M  est soi t un e sphèr e S n ^  plongée d e faço n tota - 
lement géodésiqu e comm e un équateur , soit isométriqu e à  u n produi t d e sphère s 

Sx x  sq  (p+q=n ) d e rayon s J^- e t /^"plangées de tell e sort e qu e I I B l|2 = n e t n —  n  * 2  — 
VB = 0 . 

La discussion d u ca s d'égalit é es t du e à  S.S . Chern , M . doCarmo e t S . Kobayash i 
(cf. [2]) . 

VII. ESTIMEE A PRIOR I DE SCHOEN - SIMO N - YA U . 

Cette estimé e a  prior i donné e dan s [ 4 J  utilise d e faço n essentiell e l'appro -
che d e Ji m Simons décrit e dan s l a sectio n précédente . Ell e s'appliqu e au x hypersur -
faces minimale s stables . 

THÉORÈME 18 (cf . [  4 ]) . -  Soit b  la second e form e fondamental e d'un e hypersurfac e 
minimale stabl e M  dans un e variét é riemannienn e M  dont l a courbur e es t contrô - 
lée pa r de s constante s k j ,  et_ c  au sen s suivan t : 

i) ^  K  <  kj ,  où . K  désigne l a courbur e sectionnell e d e M  ; 

ii) II V R  I I <c . 
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Pour tou t p  € [4,4 + v~[ >  il exist e un e constant e 3  (dependant de p  ) 

telle qu e 

} f P |b| p <  3 } {|vf| p +  CP fP} 
M 

où C 2 = (c2/3+ kj-k 2 +  max{-k2,0}) . 

a) Conséquence s d e l'estimé e d e Schoen-Simon-Ya u 

Avant d e donne r le s principale s étape s d e l a preuv e d u théorème , nou s donnon s 
quelques conséquence s spectaculaires . 

La première condui t à  un e estimé e uniform e d e l a second e form e fondamentale . 
Pour cela , o n introdui t su r M  un e exhaustio n lipschitzienn e propr e sou s l a form e 
d'une fonctio n p  :  M  - » ]R+ tell e qu e |\7p | <  1  (par exempl e p  peu t êtr e l a 
distance dan s M  ou , s i l'injectio n d e M  dan s M  es t propre , l a distanc e dan s 
M à  u n compac t K) . 

Posons Mj ^ = {x|x€M, p(x ) <  R} . O n a bien sû r M  =  U M R . O n considère 
R 

F R> Û = ̂PR» Û o P pou r 0  <  6 < 1  e t 0  < R < 00 , o ù l a fonctio n cp „ A a  pour 
K, 0 K , 0 K , 0 

graphe 

9R R 
En appliquant l'estimé e a  prior i à  f  ,  o n obtien t 

K, 0 

M6R 
|b |p<e 

ч 

1 
(1-9)P RP 

v +  C P 
Mr 

v 
g 

1 
RP 

3 
(1-0)P 

+ CP R P vol M, , . 
K 

Si M  es t u n espac e à  courbur e non-négative , alor s C= 0 ,  e t l'estimé e 
devient 
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MOT, 
6R 

fi VQ l M R 
|blp «  — S ^  . 

(1-6)P R P 

THEOREME 19 (cf . [4 ] ) . -  Soit M  un espac e à  courbur e constant e >  0  .  S i M 
est un e hypersur face mi nimale stabl e tell e qu e pou r u n p  dans [0,4 + S^a 

lim 
vol MR 

0 , 
R-*°° R p 

alors M  est totalemen t geodésique . 

Exemple. -  S i dan s M  =  ]Rn+^ ,  o n prend un e sous-variét é M  plongé e e t minimi -
sante e t pou r fonctio n dfexhaustion p(x) =  |x | , 

R 

X 

M 

alors vo l M_ . <  \ vo l S ^ = c R n K z  k  n 

dfoù pou r tou t e> 0 

voKMj 
lim > 0 

R ->oo R 

dès qu e n  <5 ,  e t l e théorèm e suivan t 

THÉORÈME 20 (cf . [^]) . -  Une hypersurface propremen t plongé e dan s ]Rn+ 1 qui es t 
minimisante es t totalemen t géodésiqu e s i n  < 5 . 

Cas particulier s :  i ) S i M  es t u n graph e défin i su r tou t ]R U ,  o n obtien t 
ainsi un e solutio n d e l a conjectur e d e Bernstei n pou r n< 5 ; 

ii) s i M  es t simplemen t connex e à  courbur e no n positiv e e t n>5 e t s i 

2 2/ 3 -  Vo 1 M R R2(c2/3 +  |R| ) +  _ _ J< 6 q f 
R 

alors 

sup 
M N 

RR 

M < I 
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pour tou t 0  ,  0  < 0 < 1  , o ù e  es t un e constant e n e dépendan t qu e d e 3 Q > 0 e t 
n . 

iii) S i d e plu s M  es t minimisant e dan s B, , ( x )  ,  alor s pou r n< 5 K o o 

|b|(xo) < i 
o 

où e  es t un e constant e absolue . 

b) La_preuve_de_l'estimée_de_Schoen-Simon-Ya u 

On présente maintenan t le s principale s étape s d e l a preuv e d u Théorème 18 . Le 
point d e dépar t e n es t l'équatio n d e Simon s pou r l a second e form e fondamental e d e 
lfhypersurface supposé e minimal e 

V*Vb = |b|2 b -  fi(b) +  p 
o 

PROPOSITION 21 (cf . [  ]) . -  Si l a courbur e d e M  est contrôlé e pa r de s constante s 
c , kj ê t ,  alors 

|<5(b) +  PQ,b>| <  2c |b | +  n(kj-2k2) |b| 2 . 

La preuve d e cett e propositio n es t longu e e t techniqu e mai s facile . • 

La second e étap e consist e à  utilise r l'équatio n elliptiqu e d e Simon s pour 
établir un e estimé e sous-elliptiqu e d e |b | . 

On considère 

2 V*V |b| 2 =  <V*Vb,b> -  |vb| 2 

= |b | +  <-<R(b) +  p ,b> -  |vb | 

< |b| 4 +  2c |b | +  n(k,-2k )  |b| 2 -  |vb| 2 

On remarque que 

2 v*v \b\z =  |b | v*v|b | -  |v|b|I 2 . 
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Par suit e 

|b| V*v|b | -  |b| 4 <  2c|b | +  n C k j ^) |b| 2 +  |v|b | |2 -  |  Vb |2 . 

Une version d e l'inégalit é d e Kat o relian t l a norm e d e l a dérivé e covariante 
d'un cham p de tenseur s à  cell e d u gradien t d e l a norm e donné e pa r Schoen-Simon-Ya u 
s'énonce ainsi . 

PROPOSITION 22 (cf . [4]) . -  Pour tou t e > 0 , 

| d | b | | 2 - | v b | 2 < i ^ ( k i - k 2 ) 2 _ _ ! _ |d|b|| 2 . 

La troisièm e étap e utilis e l e fai t qu e 1'hypersurfac e es t stable . Pou r tout e 
fonction f  su r M  à  suppor t compact , nou s avon s 

d'où 

{fVf-f2 (Ri e +  |b|2) } v  >  0  , J v, v '  g 

{fAf -  (nk 2 +  |b|2)f2 } v  >  0  , 

soit encor e 

|2S .2 j |df| 2 v  >  \  (n k +  I b D f v  • 
M M  ë 

On utilise alor s l e degr é d e libert é qu e représente  f  pou r l e remplace r pa r 
f|b|a pou r a> 1 .  O n obtient ains i 

/ (nkJb|2a + |b|2a+2)f 2 v  <  j  (a2| b 
M M 

2|-|2a-2 Idlbll 2 +  lb|2 a Idfl 2 + 

+ 2a|b|2a 1  f<d|b|,df>}vg . 

On intègre alor s l a relatio n déduit e d e l a Propositio n contr e f 2 |b|2 a 2 
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\ |b|2a+2f2 v < J {-(2a-l)|b|2a- 2 |v|b|| 2 +  2c|b|2a-1 +  n(kr2k9)|b|2 a + 
M g  M  1  z 

+ -^T^ (krk2 } lb l } f v g -  2 J f  i b I <df,d|b|> v 

2 
(l+e)n 

+ (2a-1) f |b|2a-2Mb||Vv s M s 

On peu t alor s élimine r le s terme s e n |b | e n ajoutant le s deu x équations» 
On obtient 

[ ô f e ~  (a"1)2]l |b|2a" 2 |d|b|| 2 f 2 vg + 2(l-a) }  f|b|2a-'  <df,d|b| > 

< |b|2 a |df| 2 v  +  termes e n courbures. 
JM g 

Maintenant o n majore l e term e ree tangle 2(a-l)|f| |b | |<df,d|b|> | pa r 

e(a-l) f  |b | |d|b| | +  1 |df | •  Nous avons donc 

fôfes "  ( « - D ' O ^ ) ]  f lbl2a" 2 ld M I2 f2 v g < <1+i> l M |b|2° |d f |2 vg + 

+ J {2 c Ibi2""1 + n(k,-3k2 ) |b|2 a •  2 ^ i i (krk2 ) |b|2a"2 } f 2 v g . 

On pose alor s p  = 2a+2 ,  d e telle sort e qu e p- 4 =  2ot-2 qu e l'on veu t posi -
tif. 

Par ailleur s i l es t nécessair e d e trouver u n e > 0 te l qu e 
2 2 

( l+£)n ~" (a~l) 0+e ) >  0 ,  soi t ave c l a relatio n précédent e entr e a  e t p 

- <  (p-4)2 e t p  < 4 + У -n r  n 

L'équation précédent e s e réécri t don c pour p  € [4, 4 2 f2 + 

J |b|p" 4 |d|b|| 2 f 2 < e, J  {|b|p_ 2 |df| 2 +  (кгзк2) |b|p_2 f 2 + 

+ c |b|P" 3 f 2 +  (krk2)2 |b|P" 4 f2 } v 

où 3 j dépen d de n  e t p  . 
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'м 

En revenant à  l'inégalité d e stabilité , o n a aussi 

s3 |b| P f 2 v  <  J {a 2 |b| P 4  |d|b | |2 +  |b| P 2  |d f |2 +  2a|b|P 3  f <d|b|,df> } v 

-nk2 |b|P" 2 f2 v 
M 6 

On majore à  nouveau l e term e rectangl e 

2-2 2- 1 
<|b|2 f  d|b | ,  |b| 2 df>< j Mp" 4 f 2 |d|b|| 2 +  \ |b|P" 2 |df| 2 . 

En recombinant ave c l'estimé e précédente , o n obtient 

f|b|P f 2 v  «  B . f {|b|P"2 |di:| 2 +  c|b|P_3 f 2 +  (k.-k,)2 |b|P" 4 f 2 + 

+ max(kj-3k2,-nk2,0) |b| P fZ } vg . 

Il rest e seulemen t à  majorer le s terme s pa r de s estimation s non-linéaire s 
standards pou r tou t e  > 0 

c|b|P_3 « E|b|P +  82(e) cp/ 3 

|b|p-2 |df| 2 -  f2(|b|p- 2 ^ ) 

< e |b|p f 2 +  B(e) i f L 3 fP- 2 

t|b|P_2 <  E|b|P +  ß4(e) yp/2 

(k,-k2)2 |b|p_4 < e|b| p +  e5U) (krk2)p/ 2 

On obtient finalemen t 

(l-3e) f  |b| P f 2 < ß (e) f  |P f2 +  [cP/3 + (k.-k,)P/2 + 

+ max(k1-2k2 , -nk2 , 0)P/ f  }  v g 

qui donn e l'estimée annoncé e s i o n prend 
e = (2?)"' e t f  =  Fp/2 . 
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