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EXPOSE n°® XITI

IMMERSIONS MINIMALES SPHERIQUES :
RESTRICTIONS SUR LA COURBURE ET LA CODIMENSION

Ahmed EL SOUFI

INTRODUCTION.
Dans cet exposé&, nous nous intéressons aux variétés riemanniennes compactes

(M,g) telles qu'il existe une immersion isométrique minimale f de (M,g) dans une
sphére canonique SN (de diamétre T !) pour au moins un N . Pour tout n , nous notons
Mn 1'ensemble de ces variétés qui sont de dimension n . L'exposé suivant contient
essentiellement deux types de résultats : d'une part, une caractérisation de la

o n . R n A . .
sphére S parmi les variétés de M utilisant la forme particuliére de sa

courbure , d'autre part, nous donnons certaines propri€tés globales des
R, . 0 N . .
variétés appartenant a M sous des hypothéses essentiellement locales qui se
réduisent trés souvent 3 une minoration de la courbure scalaire et une majoration

du diamétre ou du volume.

Dans le I, nous montrons (Théoréme 2 ) que la connaissance d'un minorant
s de la courbure scalaire et d'un majorant d du diamétre d'une variété (M,g)
permet de calculer un entier No(s,d) tel que la variété (M,g) ne peut s'immerger
minimalement dans aucune sphére SN si elle ne s'immerge pas minimalement dans la
sphére SNO de dimension NO . L'intérét de ce théoréme est double. D'une part, on
peut en déduire que la sphére s" est isolde dans Mn par sa courbure scalaire
(cf. 3). D'autre part, si 1'on note Mn(s,d) 1'ensemble des variétés de Mn ayant
une courbure scalaire minorée par s et un diam@tre majoré par d , le Théoréme 2
nous dit alors que les variétés de Mn(s,d) sont toutes immergées minimalement dans
la méme et unique sphére SNO . I1 est a noter que d'aprds un travail non encore
publié de Bérard, Besson et Gallot, la distance de Hausdorff dans SNO induite sur
M7 (s ,d) ferait de M¥(s,d) un espace métrique compact.

Nous avons aussi un résultat de finitude pour Mn(s,d). En effet, il est
classique (cf. 1) que Mn(s,d) est contenu dans 1'ensemble des variétés riemannien-—

nes ayant une courbure sectionnelle bornée, un diamétre majoré et un volume minoré

255



A. EL SOUF!

(par celui de s™. Or, cet ensemble ne contient (& difféomorphisme prés) qu'un
nombre fini de variétés différentiables d'aprés le théoréme de finitude de J. Chee-
ger. On en déduit en particulier que, pour les variétés minimales, il est possible
de trouver des bornes inférieures et supérieures de tous les invariants topologiques
qui ne dépendent que d'un minorant de la courbure scalaire et d'un majorant du

diamétre.

Tous les résultats sus-cités n'ont malheureusement qu'une portée théori-
que et nous devrons recourir a d'autres techniques pour avoir des résultats quanti-
tativement significatifs. De tels résultats existent depuis J. Simons pour la carac-
térisation de S dans M". Ce dernier obtient en effet dans [11] que s" est la seule
variété de M" dont la courbure scalaire dépasse n(n-1)- % (ot n(n-1) est la courbure
scalaire de Sn). D'autres résultats du méme type, mais concernant la courbure
sectionnelle se trouvent dans [ & , [io] , [6] , [1] , etc. Le résultat optimal dans

ce sensa &té obtenu par T. Itoh ([7]) :

< n C - n .
" La sphére S est la seule variété de [l ayant une courbure sectionnelle
est la courbure sectionnelle du pro-

Lam+3y-2)
jectif réel (RP“J,Q(n+1)/n can) nloneé minimalement dans S°

ol

strictement supérieure a

n n
2(n+l1) 2(n+1l)

n

Dans le II nous montrons (cf. corollaire 6 ) que, pour toute variété
(M,g) de Mt » 81 une certaine expression en la courbure est supérieure a la valeur
qu'elle prend sur les espaces projectifs réel, complexe, quaternionien ou de Cayley
standards alors (M,g) est isométrique 2 8" .

Pour ce qui est des résultats globaux, nous les trouverons tout d'abord
dans le IT sous forme de formules inté&grales en la courbure. En dimension 4, ces
formules intégrales font apparaitre la caractéristique d'Euler et nous montrons
alors que la connaissance d'un minorant de la courbure et d'un majorant du volume

R 4 . .
d'une variété (M,g) de M permet le calcul de deux entiers relatifs N, et N_ tels

1 2
que la caractéristique d'Euler de M soit comprise entre Nl et N2 . Pour donner un
sens & ces entiers nous signalons que 1'on a NI = y(M) = N, lorsque M = S ou
w?) .

Enfin, dans le III, nous montrons que toute variété kdhlérienne de M4 a

sa courbure scalaire inférieure ou égale 3 8 1 'égalité(en tout point) n'étant

. . . 2 . .
atteinte que pour le projectif complexe (LP",3can) et la variété produit

V2 2 ./2

2.v2
S (7?») x S (7? ) . Dans le cas général (sans 1'hypothése kidhlérienne), nous montrons

. P 4
que les deux espaces ci-dessus sont les seules variétés de 1" dont le second nom—

bre de Betti est non nul et qui possédent une courbure scalairesupérieure ou égale

asg.
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IMMERSIONS MINIMALES SPHERIQUES

I. CALCUL D'UNE CODIMENSION 'TEST" POUR L'EXISTENCE D'IMMERSIONS ISOMETRIQUES
MINIMALES.

Les notations suivantes seront valables pour toute la suite de 1'exposé.
Soit (M,g) une variété riemannienne compacte de dimension n . Nous dési-
gnerons resp. par K , Ric et Scal les courbures sectionnelles de Ricci et scalaire
de (M,g). Nous noterons Kmin la plus petite courbure sectionnelle.
Afin d'alléger le texte nous désignerons par M" 1'ensemble de toutes les variétds
compactes (M,g) de dimension n telles qu'il existe une immersion isométrique et
minimale de (M,g) dans une sph&re canonique SN de rayon 1 et de dimension N pour

au moins un entier N .

Les inégalités du lemme suivant interviendront dans toute la suite de

1'exposé
LEMME 1 . - Soit (M,g) une variété de T , alors on a en tout point de M
(1) Kmin <1, Ric < (n-1)g et Scal < n(n-1) ;

Gi) K> 1 - %(n(n—l)-Scal) ;
(iii) Ric > (Scal - (n-1)2)e

De plus, 1'8galité dans 1l'une au moins des 3 inégalités de (i) entraine que

M,g) = (s",can).

La preuve est simple et se trouve dans [5].

- \
THEOREME 2 . - Soit (M,g) une variété riemannienne de dimension n dont la cour-

bure scalaire est minorée par le réel s et dont le diamétre est majoré par le

réel positif d . Il existe un entier No(s,d) tel que, si la variété (M,g) n'admet

. . . - P N N .
pas d'immersions isométriques minimales dans la sphére S O de dimension N alors

0 i
elle n'en admet dans aucune autre sphére.

Preuve. Supposons qu'il existe une immersion isométrique minimale f = (fl"'

"fN+1)

de (M,g) dans SN . On sunpose de plus, quitte 3 remplacer N par un entier plus
. N N .
petit, que f(M) n'est contenue dans aucune hypersphére de S . Les fonctions com—

posantes fl""’fN+1 sont de ce fait linéairement indépendantes. Il est bien connu

aussi, d'apr@s un résultat de Takahashi, que ces fonctions sont propres pour le

laplacien de M et correspondent a la valeur propre n . Leur nombre N+l est donc

inférieur ou égal 3 la multiplicité de cette valeur propre. On considére alors la

trace du noyau de la chaleur de M , c'est-a-dire la fonction ZM(t) =X mie_%it ol
i

Ai désigne la i-@me valeur oropre, mg la multiplicité de Xi . La remarque précé-
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A. EL SOUFI

dente entraine alors 1'inégalité

(o + e Pt < 2, (6

Un résultat récent de Bérard et Gallot (cf.[2]) permet de comparer ZM(t) avec Z n(t).
S
En effet il est démontré dans [2] qu'il existe une constante T qui ne dépend que

d'un minorant de la courbure de Ricci et d'un majorant du diamétre tel qu'on ait

t
Z (t) <Z (=)
M gh TZ

Vue 1'inégalité (iii) du lemme précéddent, nous posons

T(s,d) = T(s—(n—l)z,d)

et nous obtenons

e <z <z &)
M n,.2
S T
qui donne enfin
N < Inf(Z n(—tz—)ent)—l
t ST

=

L'entier N, &gal 34 la partie entidre du second membre de la derniére inégalité ré-

o O

pond bien 1'énoncé du théoréme.m

Conséquence. — On a T(n(n-1),m) = T(n-1,m) = 1 (la dernidre égalité provient

de [2]). Par suite, No(n(n-l),n) = n . Maintenant, si la courbure scalaire est pro-

che de n(n-1) alors, par le lemme ! , la courbure de Ricci est proche de n-1 et
donc le diamétre est proche de(w). La continuité de NO implique donc que pour e assez
petit, si Scal = n(n-1)-e¢ , alors N, = n . On en déduit que toute variété vérifiant

.+ .m . . L. . D
Scal = n(n-1)-¢ ne peut appartenir 3 M que si elle est isométrique 3 S .

II.FORMULES INTEGRALES ET APPLICATIONS.

a)Formules intégrales pour la courbure.

Le calcul du laplacien de certains invariants riemanniens au moyen de
formules dites de Weitzenbdck est une technique souvent utilisée en géométrie. Les
formules intégrales qui en découlent permettent souvent de dégager certains résultats
globaux. On peut trouver d'innombrables exemples d'application de cette méthode,
notamment dans les travaux de S. Bochner, ainsi que dans ceux des autres auteurs

cités dans le livre de K. Yano [12]
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IMMERSIONS MINIMALES SPHERIQUES

Dans le cadre des sous-variétés minimales des sphéres, plusieurs travaux
sont basés sur ce méme principe (voir 3 titre d'exemple [10], [1], ainsi que le
célébre article de J. Simons [11]). Pour ce qui nous concerne, dans le présent para-
graphe, nous nous donnons une variété (M,g) immergée minimalement dans une sphére
SN , nous notons h = (hl""’hN+1) la seconde forme fondamentale de cette variété
dans RN+I et nous nous intéressons a calculer le laplacien de Lichnerowicz des
tenseurs h.1 (cf [9] pour une définition de ce Laplacien). La formile de Weitzenbock
que nous utiliserons pour ce laplacien est la suivante (cf.[3])

* *
A= S S -2§ 6~ 2R

[

*
oi S est le symétrisé de la dérivation covariante D , § la divergence, S et §

les adjoints de S et § pour le produit scalaire intégrale et ol

R(a)ij = i(Rlcikakj + aileckj) -2 kzi Rikjlakl .
I’
THﬁORﬁME 3. - S8i (M,g) appartient 3 Mn , alors la courbure de (M,g) vérifie

1'inégalité

8=

(= Scal - Ric . ) -3n] <0 .
min

in

=R

(3) IM(n(n—l)—sCal)[4(n+2)1<min + 2 Ric . -

Preuve. — Soit f = (fl""’fN+l) une immersion isométrique minimale de (M,g)
dans SN c RN+] et soit h = (hl""’hN+l) la seconde forme fondamentale de (M,g)
+
dans RN ! . La formule de Weitzenbdck donne sur chaque b.1
sh, =+ s¥s(h,) - 2676 (h.) + 2R
i~3 i 6 6(hy hy)
La version intégrale est
1 2 2
* = = -
(*) IM< Ahg by > J'é3]Shi| 2|6h, |7+ 2 <Rh),h; > ).

. . . . . . 2
Du fait que 1'immersion f est isométrique, on a, pour chaque i , hi =D f.1 . La

combinaison de cette remarque avec la formule donnant le défaut de commutation de

2
D" avec A permet de montrer que

I < Asz. - DZAf. s D2f. > =0 .
. i i i

I1 en découle

2 2
T o< Ah.l,h.l > =n §|hi| = nlh| = n(nz—Scal).
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A. EL SOUFI

Nous faisons donc la somme en i dans (*) et nous minorons chacun des 3 termes

qui composent le membre de droite en fonction de Scal, Ricm.n et Kmin .

En effet, les calculs faits dans [5] donnent :

| 2 3n 2 2
> - =
?IShi] 3 (3n = Scal)

12 < —1)- 1 —Ri l_ 2_ 2
Elahil < (n(n-1) Scal)(n Scal Rlcmin) + - (n Scal)
> - - .

i < R(hi)’hi > 2n Kmin(n(n 1)-Scal)

Le report de ces estimations dans 1'équation (*) nous donne alors le résultat annoncé.®

Nous venons de voir comment on peut obtenir pour les variétés minimales
une formule intégrale qui contient des fonctions de la courbure. Il est connu que,
parmi ces fonctions de la courbure, les fonctions quadratiques jouent un rdle im-—
portant dans la géométrie globale des variétés de dimension 4 . Il est alors naturel
d'essayer de faire apparaitre ce type de fonctions dans les formules intégrales que
nous pouvons établir. Ainsi, dans le cas des variétés minimales de dimension 4 ,
(cf. 1'application ci-dessous), nous reconnaitrons dans ces formules 1la caracté-
ristique d'Euler et nous obtiendrons pour elle un encadrement par deux constantes

calculables en fonction d'un majorant du volume et d'un minorant de la courbure

scalaire.

LEMME 4 . - Soit (M,g) une variété de dimension n immergée isométriguement et mini-
malement dans la sphére SN et soit h = (hl""’hN+1) la seconde forme fondamentale
de (M,g) dans RN+1 . Alors

2

)

(i) < R(h),h, > = 2n Scal - 2[Ric|” - [R]
i

(ii) ; < R(h.l),h.1 > = ZnKmin(n(n—l)—Scal).

1

La preuve qui est assez technique se trouve dans [5].
THEOREME 5 . - Soit (M,g) une variété de M" . Alors

4
3n(3 - e fMScal +

4 2 .2 2 3 3
D) IMScal -6 IMIRch -2 IM|R| < 307 (1- =)V

ol V(M) est le volume de M .

Pour la preuve, nous reprenons celle de 3 en tenant compte du résultat

(1) du lemme précédent. . .
Une conséquence immédiate du Théoréme 3 et du Lemme | est le corollaire suivant.

COROLLAIRE 6. - La sphére s™ est la seule variété de M" dont la courbure vérifie

) 4 1 .
() 4(n+2)Kmin+2(Rlcmiﬁr H(E Scal - Rlcmin) > 3n .
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IMMERSIONS MINIMALES SPHERIQUES

Ce corollaire est optimal dans ce sens que 1'inégalité qu'il contient est

une 8galité pour les variétés minimales suivantes : le projectif réel
+ 2 (m+1 2(q+l
(RP® —2-(2—9 _([‘:_) 2(q+1)

de Cayley (CaPZ, 3can).

can), complexe (EPm, can), quaternionien(HPq , can) et

6) Application : Estimation de la caractéristique d'Euler des variétés mini-

males de dimension 4 .

Pour une variété riemannienne (M,g) de dimension 4 , la caractéristique

d'Euler est donnée par la formule

X0 = = ([r]%-a]z|%)
32w M

. 1
ol Z = Ric - A Scal g .

Si 1'on tient compte de cette formule, les résultats 4 et 5 donnent

lieu a la proposition suivante dans laquelle V(M) désigne le volume de M .

PROPOSITION 7. - Soit (M,g) une variété de M4 . Alors
. 1 2 2 2
i) - 5[ scal” + 8 [(1+K_. )Scal-96 [K . =6 [|z]" = 32n7x (M)
M M min min M
i -+ fScalz + 7 [Scal - 24V(M) - 5j|z|2 < l61r2)<(M).
>y M M
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A. EL SOUFI

COROLLAIRE 8 . — Soit (M,g) une variété de M4 et soient k et r deux réels

tels que Ric > rg et K> k . Alors

AVED/V(SY) < yon <BERVM) V(Y

~ 1 2 8 1,2 4 8 2
A =2 - — - = 2k - = 3 == .
ol A(r) =2 =5 (7r-19)" , B(K) 2+3(K 2) et ot V(S") 3 "
Preuve. - L'inégalité (i) du corollaire précédent implique que f P(u) = 32nzx(M)
M
ol P(a) = - %- 2 + 8(l+k)a - 96k . Le polyndme P é&tant majoré par P(8(l+k)), on
prend B(k) = ! P(8(1+k)).
2
32m

Pour obtenir la minoration, nous montrons par un calcul Elémentaire que
Scal
%
dans 1'inégalité @Gi) de 7, et nous procédons comme précédemment. ®

- r). Nous reportons cette derniére quantité

|Z|2 est majoré par (12-Scal)(

. o~ . . s n
Les inégalités de 8 sont atteintes pour plusieurs variétés de M . En

effet, ces inégalités donnent

- pour S4 ,avec k=1, r=3et V= %~n2 2S< xyM) < 2
2 1 9 2
- pour (TP",3can) avec k = 3 r=2etV= ZT IS yM) <3 ;
- pour Sz(%? ) x SZCé? ) (ot Sz(%;-) est la sphére de rayon é? ) avec

k=0, 1r=2etV =4y 3 < x(M) < 4

s 4 s
- pour toute variété (M,g) de M & courbure positive ou nulle :

x (M) <

COROLLAIRE 9 . - Soit (M,g) une variété de M4 . On suppose que la courbure sca-

laire de M est minorée par un réel s et que son volume est majoré par un réel

positif v . Alors
- < < S _
A(s-1)v x (M) B(2 5)v

nz si A>0

ol v, =
— A {;V si A <O

w| o

(A et B sont les fonctions réelles définies dans 1'énoncé 8 ci-dessus).

Preuve. - Le lemme | nous dit que, puisque Scal est minoré par s , alors K et

Ric sont minorés respectivement par % - 5et s -9 . De plus, on sait que pour toute
variéte (M,g) de M* , ona vM) > v(sh =

diatement de & =

2 _ ~ L
m . Le résultat découle alors immé-

w| o
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IMMERSIONS MINIMALES SPHERIQUES

III. THEOREME D'ANNULATION POUR LE SECOND NOMBRE DE BETTI DES VARIETES MINIMALES

DE DIMENSION 4 .

La comparaison des laplaciens A et D*D sur les l-formes extérieures fait
apparaitre la courbure de Ricci. Ceci permet de montrer que les variétés & courbure
de Ricci strictement positive ont un premier nombre de Betti nul (théoréme de
Bochner). Dans le présent paragraphe, nous nous plagons en dimension 4 et nous nous

intéressons a la formule de Weitzenbdck suivante (cf.[9])

*
A =DD+R
qui donne pour toute 2-forme harmonique a

fIal? = = f < R@@),o >
M M

Ceci nous permet d'obtenir 1'annulation du second nombre de Betti sous 1'hypoth@se
de positivité stricte de 1l'onérateur R . Nous montrerons que pour les variétés mini-
males cette derniére hypothése est vérifiée dés que la courbure scalaire est stric-

tement supérieure a 8 . De plus, nous caractériserons les variétés du cas-limite
Scal > 8 .

Notre premiére affirmation découle en particulier du lemme suivant.

LEMME 10. - Soit (M,g) une variété immergée isométriquement et minimalement dans

< N . . .
une sphére S° . On note B 1la seconde forme fondamentale de cette immersion. Si

a est une 2-forme extérieure sur M , alors, en tout point de M , on a

(1) < R(),a > >(scal-8)|al? ;

(ii) dans une base orthonormée (ei) de TmM pour laquelle

e * X, *
a =5 (elAe e3Ae4), on a

m 2

Byy + B3y

]2

2
|
R(@),a > = l%L— {2(Scal-8) + [B, + B, .| 12 12

11t Byl rlBy, v B

it Byl vl
2
| -

4!+ 2|B5B

2 2 2
|
+| + B |7+ 2]}314 + B + 4|B12| + 4|B34] }.

B
22 24 23
La preuve est assez technique et se trouve dans [5].

Pour caractériser le cas-limite, nous &tablissons le résultat suivant

PROPOSITION 11 . - Soit (M,g,J) une variété kdhlérienne de dimension 4 immergée

. oy s o . - N
isométriquement et minimalement dans une sphére S et non contenue dans aucune

hypersphére. On suppose de plus que la seconde forme fondamentale B de cette im—

mersion vérifie pour tout X € TM B(JX,JX) = B(X,X).
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A. EL SOUFI

. . 2
Alors (M,g,J) est 1'une des deux variétés suivantes : (TP",3can) plongée dans S7

/
ou Sz(%g) X Sz(é?) plongée dans S5

Notes. On rappelle que les plongements minimaux de (EP2,3can) dans S7 et de

2 Y

S (7§-) x SZ(Tg) dans S5 sont rigides, i.e. uniques 3@ une isométrie de SN prés.

Preuve. - Soit a la forme de Kahler de la variété (M,g,J). En n'importe quel point

de M , cette forme s'écrit dans une base adaptée a la structure complexe (i.e.
* % * X
telle que epse,y = J(el),e3,eA = J(e3)) a = eAe, + egne, -

Le lemme précédent (assertion (ii)) nous donne sous 1'hypoth&se vérifiée par la

seconde forme fondamentale
< R(a),o > = 2(Scal-8).
Par ailleurs, la forme o est parallé&le et on a donc (par la formule de Weitzenbdck)
R(a) = 0 .

I1 s'ensuit que Scal est &gal 3 8 . D'autre part, il n'est pas difficile de vérifier
par un calcul (relatif 3 la base {ei}) qui utilise les équations de Gauss et les
conditions sur B , que la courbure de Ricci est colinéaire 3 la métrique g au
point m . On en d&duit que la variété est d'Einstein et que sa courbure de Ricci

est égale a 2 .

Un résultat classique de S. Kobayashi montre que, &tant kdhlérienne &
courbure de Ricci strictement positive, la variété M est simplement connexe. Nous
réunissons ainsi toutes les conditions d'applications du théoréme de N. Ejiri (cf.
[4]) montrant que toute variété de MA simplement connexe et & courbure de Ricci
supérieure ou égale 3 2 est soit (SA,can) soit (EP2,3can), soit Sz(ig) x Sz(jg ).

A
-~ L - . P
La sphére S est exclue car (M,g) est supposée kihlérienne. ®

COROLLAIRE 12 . = Soit (M,g) une variété kdhlérienne appartenant a M4 . Alors

(i) la courbure scalaire Scal de (M,g) est en tout point inférieure ou é&gale a

(ii) le cas limite (Scal constante et &gale a 8) contient exactement les deux

variétés suivantes : (EP2,3can) et 82(425 x Sz(%;)

Preuve. — Soit o la forme de Kahler de (M,g). Cette forme vérifie Da =Aa= O . Par
suite R(a) = O et la premiére affirmation découle alors immédiatement de 1'asser-

tion (ii) du Lemme ]0. Cette méme assertion nous dit aussi que dans le cas ol
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IMMERSIONS MINIMALES SPHERIQUES

Scal = 8 , la seconde forme fondamentale B de n'importe quelle immersion minimale
< N .. . _ .
de (M,g) dans une sphdre S vérifie pour tout peint m et toute base de réduction

de o
m

Byp = Byy = 7B33 = "By, By =By, =0,

137 By4 v By = 7 Byg -

Ces derniéres &égalités suffisent en fait pour montrer que B(JX,JX) = B(X,X) pour
tout X de TM oli J est la structure complexe de M . Nous sommes ainsi ramenés 3 la

proposition précédente. =

THEOREME 13. - Soit (M,g) une variété de M4 dont la courbure scalaire est supé-

rieure ou &gale a 8 . Alors, ou bien le second nombre de Betti de M _est nul, ou

%
bien (M,g) est 1'une des deux variétds suivantes : (EP2,3can) ou 52(7;) X 52(7§ )

Preuve. — Si le second nombre de Betti est non nul, il existe alors une 2-forme
harmonique non nulle de o . L'hypoth&se Scal = 8 implique (d'aprés le Lemme 10 ,

assertion (i)) que Da = O . Le théor&me découle alors de 12 .®

Comme application de la conjecture de Poincaré (démontrée en dimension 4
par Freedman) nous savons que pour une variété@ simplement connexe de dimension 4 ,
la nullité du second nombre de Betti implique que la variété est homéomorphe 2 la

. 4 _ . .
sphére S . Nous pouvons donc énoncer le corollaire suivant

CORCLLAIRE 14 . - Soit (M,g) une variété simplement connexe de M4 dont la courbure

. o Z 5 . - -
scalaire est supérieure ou €gale @ 8 . Alors, ou bien M est homéomorphe 3 S , ou

bien (M,g) est isométrique a 1'une des deux variétés suivantes : (EPZ,Bcan) ou
2 V2 2.2 o
S (7?) xS 020
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