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EXPOSE n° X

SOUS-VARIETES ASSQCIATIVES.

ET COURBES HOLOMORPHES DANS S6

H. Blaine LAWSON Jr.

Dans les espaces euclidiens R’ et Rg, il y a des géométries exceptionnelles, et
donc des sous—variétés minimisantes qui apparaissent a cause de la structure algébrique
des octaves de Cayley. Il y a aussi une relation entre ces variétés et les surfaces
compactes dans sb qui sont "holomorphes'" (ou '"pseudo-holomorphes' d'aprés Gromov)
pour la structure presque complexe, Gz-invariante. On présentera ici une introduction
détaillée 3 ce sujet et aussi une démonstration d'un théor@me de Robert Bryant qui
affirme que toute surface de Riemann compacte se réalise comme courbe holomorphe
dans S6

On commencera avec des rappels sur les géométries calibrées de [2]

I. SOUS-VARIETES ASSOCIATIVES.

Soient @ les octaves de Cayley et G2 le groupe des automorphismes de o . Rappe-
lons—nous que 1'algébre () peut s'écrire comme H x H, ol H désigne le corps des

quaternions, avec la multiplication suivante
(D) (x15%) (¥175) = (X]Y17Y %y 5 Y% ¥%,y) &

Cette multiplication n'est pas associative. Néanmoins, il y a le théoréme classique

suivant.

THEOAEME 2. . Une sous—algébre A C @Dengendrée par deux éléments est isomorphe

d une sous—algeébre de H. En particulier, A est associative.

I1 y a une conjugaison x - X de 1'algébre D donnée par X = (gl,-xz) et on a
une décomvosition x = Re(y) + Jn(x). oll Re(x) = ;(X+;) est la partie réelle et

. 1, = L. . o . . .
si Im(x) = 5(x-x) est la partie imaginaire. Le produit intérieur naturel s'écrit

<X,y > = Re(x?)

. 2 - —
On trouve facilement que lIxli™ = < x,x > = xx = xx et, grice a2 , que
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(3) < XU,yu > = < X,y > = < UxX,uy >

pour tous x,y, u € (3 tels que llull = 1 . On présente maintenant la premidre défini-

tion géométrique.

DEFINITION 4. - La 3-forme associative est la forme sur ImGw)': E7 donnée par

Q(}<’y’z) E<X'y,z >
pour x,y,z € @& .

PROPOSITION 5 . La 3-forme ¢ est une forme extérieure qui vérifie 1'inégalité

(6) lo(x,y,2) | < l'xAayazll pour tous x,y,z € Im (@)

I1 y a égalité dans ( 6 ) si et seulement si les &léments l,x,y.z engendrent une

sous—algébre quaternonienne de @ .

Démonstration : On peut supposer que llxll =llyll =1zl =1 . D'aprés ( 3 ), on trouve
que < Xy,z > = < -y,xz > = < -x,zy > . Puisque x,y sont purement imaginaires, il
est évident que &(x,x,y) = ¢(x,y,x) = ¢(x,y,y) = 0 . Donc, ¢ est anti-symétrique.
On peut supposer alors que XiyiLzlx , et on voit que :

lo(x,y,2)| = |< xy,z >| < lx.yl Mzl < =l Wglitzl = I xayazll

avec égalité si et seulement si z = xy . ®

DEFINITION 7 . L'associateur sur (U est la 3-forme 3 valeurs dans Im(* défini
par

(8) [x,y,z] = x(yz) - (xy)z

’ \
THEOREME 9 ([2]). Pour tous X,y,z € Im(®),

2 2 2
Ilxayazl® = |o(x,y,2)|" + I [x,y,zlI" .
DEFINITION 10 . Un plan orienté de dimension 3 £ < Im(1t) s'appelle associatif si

£ est la partie imaginaire d'une sous-algébre quaternionnienne de ¢, avec 1l'orien-—
tation canonique. Cette orientation canonique est donnée par une base de g de la

forme (x,y,x.y) quel que soit le choix de vecteurs x,y € ¢ linéairement indépendants.
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SOUS-VARIETES ASSOCIATIVES

On vérifie directement que

a1 ( £ est associatif)é:::;(d?ig = volg)
& ([.,.,.]l€ = 0 et 1l'orientation de & est correcte)

oll volg est la forme-volume canonique de & .
Désignons par GA 1'ensemble des 3-plans associatifs dans Im(E:). Dans [2], on démon—

tre qu'il y a un difféomorphisme &quivariant : @A = G2/SO4 .

- S, . . 1
DEFINITION 12 . Une sous-variété M c Im(@®) de dimension 3 et de classe C  s'appelle

associative si EXM € GA pour tout x € M .

I1 suit des Equivalences {11) que pour une sous-variété de dimension 3

Mc Im@) de classe C1 R

(13) M est associative)é;:=>(®lM = volM)

<§:ﬁ>({.,.,.])u =0 et l'orientation de M est
correcte),
PROPOSITON 14 . Une sous-variété associative compacte dans Im(f) est absolument

minimisante, i.e. de volume minimum parmi les sous-variétés de méme bord.

Démonstration. Soit M associative compacte et prenons une autre sous-variété orien-—
tée compacte M' < Im(@) de dimension 3 telle que 3M = 3M' . Puisque M-M' est

homologue a zéro, on conclut que

Par ( 6) on sait que

pour tout 3-plan orienté & , et par (11 ) on trouve 1'égalité si et seulement si

& est associatif. On conclut que

vol(M) = I d = f ? < vol(M') =
M M

I1 faut remarquer qu'il y a beaucoup de telles sous-variétés dans $m: . comme

conséquence du Théoréme de Cartan-Kdhler, on démontre la chose suivante.

THEOREME 15 ([2]). Soit IL~»>Im(@) une surface analytique réelle. Alors il existe
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une sous—varidté associative M (analytique réelle) qui contient I

Puisque cette géométrie associative est tellement riche, il s'impose de cher-—
cher & comprendre la structure des sous-variétés qui y apparaissent et, en particu-
lier, la structure de leurs singularitéds. Cela entraine la question : Quelle est
la forme des cdnes de dimension 3 qui sont sous—variétés associatives (hors de
1'origine) ? On comprend la structure d'un céne par son intersection avec une sphére

autour de 1l'origine. Alors, on commence a &tudier les sous-variétés de S

6
II. S ET LES STRUCTURES PRESQUE-COMPLEXES.

P 6 . ~ s 1z 2 t sy z
C'est un fait intéressant que S puisse étre considérée comme une variété
ayant une structure presque-complexe et, en méme temps, comme une variété de struc-

tures presque-complexes. Considérons
6
s° = {u€da@ : lull =1}
6 P
et, pour u € S  , définissons la structure presque-complexe
J :® >0
donné par la multiplication de Cayley

Ju(x) = - X.u .

On vérifie directement de la discussion du I que

i) Ju =-1,
ii ) Ju est orthogonal et laisse invariant le plan engendré par {1,u} ,
iii ) J:Ts6+Ts6,

u u u

En conséquence, on tire la proposition suivante:

S 6 . . c
PROPOSITION 16 . La sphére S° , munie de 1'endomorphisme J du fibré tangent

donné par 1iii), est une variété presque complexe dont le groupe d'automorphismes

est le groupe G2

DEFINITION 17 . Une surface I dans 86 s'appelle une courbe holomorphe si 1'espace

tangent EXZ est Jx—invariant pour tout x € L

. 6 o s
On remarque qu'il n'y a aucune 'surface holomorphe" dans S~ , c'est-a-dire

qu'il n'y a pas de sous-variétés de dimension 4 dont tous les espaces tangents
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soient complexes. C'est un systéme d'équations aux dérivées partielles sur-détermi-
né , pour lequel Bryant a démontré dans [l] qu'il n'existe pas de solution. Néan-
moins, le Théor@me de Cartan—-Kahler démontre que localement dans 86 il existe beau-—
coup de courbes holomorphes.

Ce qui nous concerne ici est la question de 1'existence de courbes holomorphes
compactes. La raison principale pour cet intérét est la connexion suivante avec la

géométrie associative.

PROPOSITION 18 . Soit I < 56 une surface orientée de classe C1 . Alors 2 est une

6 . . A
courbe holomorphe dans S~ si et seulement si le clne

C(Z) = {tu€Im(E) : t > 0 et ue }

est une sous-variété associative de Jm(@).

Démonstration. Soient u € I et (el,ez) une base orthonormale orientée de T I

Alors : (TU(C(Z)) est associatif)& (u = elez) & (—elu = e2)<§:;(Ju(el) = ez) .-

Comme conséquence de 18, on voudrait savoir s'il existe des courbes holomor-

6 _ DU .
phes compactes dans S . La réponse se trouve dans le théoréme profond suivant.

THEOREME 19 (R. Bryant [1]).Toute surface de Riemann compacte admet une infinité

de plongements holomorphes ramifiés dans S6

Autrement dit, toute surface de Riemann compacte apparait comme une courbe
6 . . _ . . e _
holomorphe dans S~ . On s'immerge maintenant dans la démonstration de ce joli théo-
réme.

III. UNE CONSTRUCTION "TWISTORIELLE" POUR S6 .

7

Soit Gr = Grass]R (2,Im®) la grassmannienne des 2-plans orientés dans JmG= R'?
C'est une variété kdhlérienne homogéne de dimension complexe 5. Afin de voir cette
structure explicitement, on considére 1'algdbre complexifiée &Eﬂng et son groupe
GZ(E) d'automorphismes. Ce groupe laisse invariant le sous—espace Jm() ® T et
aussi la quadrique définie par 1'équation Z.Z = 0 . Il y a une identification

Gz—équivariante de &r avec la variété projective

(20) QSE{[Z]EPdmf®E):Z.Z=O}

Cette identification associe & une base orthonormale et orientée (X,Y) d'un plan

P € Gr , la classe projective du vecteur Z(P) = X+iY . Observons que

2 2 2.
(21) 2@ % = X% - YA v+r.x) = 1vi? - 1x1% - 2i<%,¥> =0
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puisque X,Y € qf sont purement imaginaires et orthonormés I1 est élémentaire de
vérifier que la correspondance P > [Z(P)] est bien définie et bijective. Elle nous
donne les difféomorphismes
(22) Gr = Q@ = G,/U,
qui commutent avec les actions naturelles du groupe G2 .

Il y a une fibration
6
(23) u: Gr—S

définie de la fagon suivante. Soit P € Gr et, comme avant, choisissons une base
(X,Y) orthonormale et orientée de P . Alors 1la fibration est définie simplement

par multiplication
(24) u(P) = X.Y

Si on remplace (X,Y) par (X cos6 + Ysin6 , — X sin® + Y cos®) , le produit ( 24)
est toujours X.Y ; 1'application est donc bien définie et, évidemment, G2—équiva-

riante. Comme fibration d'espaces homogénes, elle s'écrit

~ 0

( 25) Gr = 6,/U, . G,/SU; = 8

Or observons que chaque plan P € Gr posséde la propriété qu'il est invariant
sous l'action de la structure presque—complexe Ju(p) définie par son image u(P)

dans S6 (cf.II). Cela nous donne une décomposition orthogonale
Jno= R. u(p) ® P ®pL |
c'est-3a-dire, une décomposition orthogonale et Ju(P)—invariante

( 26) T sPTpeope
u(p)

. . 6 5
Donc la fibre au-dessus d'un point u € S correspond exactement 3 1'ensemble

Zi{pc TuS6 : P est une droite Ju—complexe}

e}
1]

]

6
P (TuS ),
et on établit le résultat suivant

LEMME 27 . Le fibré Gr ~ S6 est le fibré tangent complexe projectifié de (S6,J).

c o< 6 . P P
On suppose que les variétés Gr et S  sont munies de leurs métriques symétriques

. . . . . . 6 .
canoniques (qui sont Gz—lnvarlantes). La fibration u:Er > S est donc une submersion
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riemannienne. On notera H le champ de 4-plans horizontaux pour u , c'est-3d-dire le
P . ~ 6
champ de plans normaux aux fibres. Par 1'identification dup:Hp___9 Tu(p)s et (26 ),

on a la décomposition
( 28) H, =P@®P

LEMME 29 . Pour la structure k#hlérienne de Gr , les sous-espaces P et P! sont

linéaires complexes et

du est

{'E—linéaire sur P

C-antilinéaire sur P

On peut démontrer ce lemme d'une fagon directe et nous laissons au lecteur
la vérification des détails. La partie qui nous servira ici sera établie avec la
démonstration de la prochaine proposition.

Rappelons—nous que la variété Gr se présente comme la variété projective

tr = P {Z €dn@ ®C : 2.2 = 0})

ot P(A) désigne '"la projectivisation de A" . Le groupe de Lie complexe
Gz(E) = Aut((»® C) agit sur Gr comme prolongement de 1l'action du groupe G2 . Cette
action est transitive et holomorphe. Le résultat principal de cette section de

1'article est la proposition suivante.

PROPOSITION 30 . Le champ de 2-plans complexes tangents PL sur Gr est donné au

point [ZO]€ Gr comme le noyau de la multiplication 2 droite par Z0 en coordonnées

homogénes. En particulier le champ P! est GZ(E)—invariant et holomorphe.

COROLLAIRE 31 . Soit @ : C > Gr une courbe intégrale holomorphe du champ holo—-

. . 6
morphe P . Alors la projection uop : C > S est une courbe holomorphe dans S6

Démonstration de 30 . Prenons un point [ZO]E Gr et notons que Zo peut s'écrire

comme Z =X + iY ol X ,Y €3dmd sont orthonormées . Posons u = X .Y . Cela
o o o o’’o o "o

nous donne une décomposition orthogonale hermitienne

DoC=w ®W
u u

W ={z:2Zu=-1z} et W ={z : zu = iz} .
u u

Ce sont les sous—espaces propres pour les valeurs propres i et -i pour la struc-

ture presque complexe Ju sur @, complexifiée. En fait, cette décomposition peut
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étre utilisée pour définir Ju . Ces sous—espaces se réécrivent
(32) W= {X+iXu : XEF} et W = {X-iX : X €D} ;

il est alors clair que ce sont des sous—espaces isotropes. (Voir, par exemple que

< X+iXu , Y+iYu > =< X,Y>-<Xu,Yu>+ i(<X,Yu>+<Xu,¥Y>) =0 .)

La décomposition ci-dessus nous donne une décomposition de la partie imaginaire
dn@ ®C = Cu®V, ®V

ol Vu = Wu N @m@® ® C). En dérivant la condition Z.Z = 0 , on trouve que le plan

tangent 3 Gr au point Zo correspond en coordonnées homogénes au sous—espace

{(wednoot : W.Z 4Z W =0} = (W€ Ino® ¢ p<w,z > =0} .

En passant 34 1'espace projectif, on trouve que

~

(33) T[ZO]Gr = Vu ® (VU/E Zo)

Observons que le sous—espace Vu est constitué de tous les vecteurs de la forme

X-i Xu ol X € qup. En supposant que ||Xll = |, on trouve que 1'image de X-iXu par
1'application ( 23)-( 24) est X.(-Xu) = u . De plus, si X.Y = u alors Y = -Xu . On

a démontré le résultat suivant.

LEMME 34 . La fibre de la fibration Gr S6 au-dessus de u € S6 est la projectivi-

sation P(VQ) . En conséquence, par 1'identification (28 ), le champ horizontal

s'identifie avec Vu , i.e.

(35) H, v
On considére une autre décomposition orthogonale hermitienne

O VC = Kz ® KL

Kzos {(ze@®aC: RZO(z) =2.2 = o} ,

c'est-a-dire que K est le noyau de multiplication 3 droite par Z0 . On démontre

z
o
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alors facilement que

( 36) R, °Ju =T Ju°RZ
o o
37) =
( R, oR, 0
o o]

Pour la seconde équation, on observe que (Z.ZO)ZO = Z.(ZOZO)+[Z,ZO,ZO] = [Z,ZO,ZO]=O,
puisque [.,.,.] est antisymétrique).

Donc, K, et KE sont Ju— invariants et les deux décompositions sont compati-

Z
o

bles. On veut examiner les intersections.

Soit ZEK, N W; . Alors Z = X-iXu et
o

0 = Z.Z0 = (X—1X(XOYO)).(XO+1YO)

X.Xo+(X(XOYO))YO + i{XYO—(X(XOYO))XO}

- [X,XOYO,YO] + 1[X,X0Y0,Yo]

Cette équation est &quivalente & la condition que X forme avec Xo et Y0 un triple
associatif. Cette condition est équivalente 3 la condition que X appartient au

sous-espace engendré par {I,XO,YO,XOYO} . On en dé&duit que

K, NW = C.{X +iY , 1-iX Y } .
u o o oo
o
Or, grace a (3), on sait que <XU,Y > = -<X,YU > pour tous X,Y,U E@ . Le produit
intérieur hermitien (.,.) sur@ ®L est donné par (Z,W) =<Z,W > ot <.,.> est
&étendu de fagon bilinéaire complexe. On voit que : (Z.Zo,w) =< Z.ZO,W > =
- < Z,W.Z0 > = - < z,Eo.w > = - (Z,E&.W) . Donc 1'adjoint hermitien de RZ est
o
1'application LZ donnée par Lz (z) = EO.Z . On sait que Kz = (Im LZ )yt . On
o [ o o

- 1
trouve alors que K, NW < (Im L, )LNwW < €.{Z ,l1+iu} Nw . L'équation ( 33 )
ZO u ZO u o u
implique que dimm(Kz) > 4 et alors que dimm(KZrlwu) > 2 . Ceci implique que 1'inclu-

. . o . _ . P "
sion ci-dessus est en fait une égalité et nous avons démontré que :

f Kzonwu = m.{zo,l—lu}

KZ r\wu
[¢]

— 1
(E.{Zo,l'}-lu} ﬂwu

Ces équations impliquent facilement que
{'K nv =c{z}
ZO u o

K. NV =72 nvy
Zo u [¢] u
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En utilisant les identifications (33 ) et ( 35), on a la décomposition

H[Z ] = E.ZO ® (Kz /EZO)
o o

qul correspond exactement 3 la décomposition H Tpept , c'est-a-dire

~

= Ll =
P E.Zo et P KZO/(E.ZO

En somme nous avons démontré la Proposition 30. ®

IV. LA DEMONSTRATION DU THEOREME DE BRYANT.

La premiére &tape de la démonstration de théorgme 19 est le résultat suivant

d'Elie Cartan.

PROPOSITION 38 . Il existe une carte affine sur Gr de la forme

Gr - Gr n]PS(m)__> T - {(c,w,wl,wz,Z)}

telle que 1'idéal «(pt) des formes extérieures qui s'annulent sur P! soit engendré

par les trois formes extérieures

(39) dv-W de AW Wdr dz-(wz)zdc

1 2

La démonstration de ce résultat utilise bien la Proposition 30. Les détails

se trouvent dans [ 1].

COROLLAIRE 40 . Les courbes intégrales holomorphes de P! sont de la forme

W=f(), W =1£(@, W= £'"(z)

( 41)
z= [ "1 a

ol f(z) est une fonction holomorphe d'une variable complexe.

On cherche alors les solutions globales de ce systéme ( 41}.
Soit L une surface de Riemann compacte de genre g , et désignons par M(Z)

1'algébre des fonctions méromorphes sur Z . Supposons que f € M(Z) est une fonction

avec un seul pdle d'ordre m . Alors les diviseurs s'écrivent
= - +o..
D(f) mpo + P +pm
= - oo
D(df) (m+1)pO + m q, m 9y
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ol mj > 0 pour tout j . On suppose de plus que les points Ppse-esPy sont distincts.

Définissons
k
D = ¥ m g
o 4o 3
et observons que deg(D(df)) = 2g - 2 = - (m+l) + ij , et donc
deg(Do) =2g-1+m.

Pour chaque entier positif N , on peut considérer le systéme linéaire
- . 2 -
£(6D0 Npo) = {g eM(2) : D(g) 6Do Npo}
dont la dimension est
= 2 - = di - .
2y (61)0 Npo) d1mE{£(6Do Npo)}

Une conséquence directe du th&oréme de Riemann-Roch est la Proposition suivante.

PROPOSITION 42 . Il y a une constante C(g), qui ne dépend que du genre g , telle

que

L
N

N - C(g)

_pour N>>g .

Choisissons une fonction h € £(6D0-Npo) et observons que

dh
3F € LD~ (N-m)p )

2
oi D = Z(5m,-1)q. . La dérivée seconde dh habite 1'espace <L (D,~(N-2m)p ) ol
1 b} j af2 2 o
D2 = Z(4mj—2)qj . Or 1la forme méromorphe
2 2
h
wy = (§—7~) df
df

n'a aucun résidu sur I . La seule difficulté qui reste est de trouver un choix de
fonction h telle que la forme whn'ait aucune période. Afin d'assurer la possibi-

1ité d'un tel choix, on considére les formes quadratiques
Qj(h) = IY’mh j=1,0..,2g
J
ol (y],...,yzg) est une base du groupe d'homologie Hl(Z;ZD. On voudrait savoir que

1'espace
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He = {h € L(6D -Np ) : Qj(h) =0 pour j = l,...,2g}

n'est pas vide. C'est alors une conséquence directe de 42 que la dimension vérifie
dimHN 2 N-C(g) - 2g . Si N est suffisamment grand, il y a beaucoup de solutions.
Tout élément h € HN nous donne une courbe holomorphe ¢ : Z > Gr dont la partie
affine est

2
dh d'h
® = (f’h’ 3 ) j(ﬂ ) .
df df2 h

1
Cette courbe est donc une courbe intégrale du champ holomorphe P . ®

En utilisant le fait que les zéros de f sont d'ordre 1 , on peut démontrer
que génériquement 1'application ® , et aussi sa projection dans S , sont injectives

(Voir [1]).

Le choix du nombre 6 dans la définition de 1'espace £(6DO—Npo) nous assure
que la courbe est singuliére sur DO . On peut donc spécifier le type conforme et
en plus on peut trouver un diviseur de ramification d'ordre aussi grand qu'on veut.
Par contre, on ne sait pas encore si toute surface de Riemann compacte possé&de un

plongement holomorphe et lisse dans S6
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