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EXPOSE n° I

DEFINITIONS, GENERALITES, SURFACES MINIMALES
DANS R" ET s”

Christophe MARGERIN

I. NOTATIONS- DEFINITIONS.

Par ﬁrl, on désigne une variété riemannienne de dimension n , munie d'une
métrique notée < , > . On représentera par V sa connexion canonique. Soit alors
M" — M une immersion isométrique. S1 V et W sont des champs tangents a M
alors, en notant (X)T (respectivement (X)N) la projection de X sur l'espace tan-—

gent 3 M (resp. orthogonal 3 M) au point considéré

le premier terme de droite est la connexion canonique induite sur M qu'on notera

(ng)T = va . Le second terme est par définition B(V,W), ol B(.,.) est la seconde
. . N

forme fondamentale de 1'immersion. On remarque que B(V,W)-B(W,V) = ([v,w]) =0,

c'est-a~dire que la seconde forme fondamentale est symétrique.

DEFINITION 1. La tracede B s'appelle la courbure moyenne; on la notera H

n
H= tr (B) = % B(e.,ejxoﬁ (ej)?=1 est une base orthonormée de 1'espace tangent 3

j=1
M . Comme conséquence immédiate on a donc que H est un invariant de plongement
isométrique.
DEFINITION 2.L' immersion Mn?_9 M" est dite minimale si H = 0 .

. = D dy > N P

Exemple. Si M est une courbe y de M ,alors H = (EE E§> = Kg v oli K désigne
————— o

>

la courbure géodésique;les immersions minimales de dimension 1 sont donc les géodé-

siques de Y

IT. IMMERSIONS MINIMALES DANS R" .

. . s . . . —n n
A Généralités : On considére ici Te cas ot M = R
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C. MARGERIN

LEMME3.§} Yy M > Rr" est une immersion isométrique alors que, Ay =~ H .

. s n P o . .
Par "=~'" on identifie un vecteur de R et son transporté paralléle au point consi-

déré. A représente l'opérateur de Laplace Beltrami sur M .

Démonstration : Si v €T M ,on remarque que v.y=y,(v) = v, Alors,
Lemonstration X 1

by = ?{ej-Wejw - (Ve‘ej)-w}

] J
= Ie..(e.) - (V e.)} = {V e. - Ve.e.}
X e. . e.
_]J J _]J j _]'] J ]
= L B(e.,e.)- L
; ( e J)

COROLLAIRL 4. Soit une immersion isométrique ¢ : M > Rr"; Y est minimale si et

seulement si y est harmonique.

COROLLAIRE 5. Soit une immersion conforme y : I > r" , L étant une surface de

Riemann ¢ est minimale si et seulement si y est harmonique.

Si 1'on désigne par z = x+iy le paramétre local de £ , la conformité de y s'écrit

|wx| = |wy| >0 et < wx s wy > = 0. y définit donc une métrique sur I ,
2 2 .2 R _ o . . . d _1 .3 .3
ds® = Wdx +dy”) ol A = fwx| = Iwyl, maintenant si o = 5 (53 i ay) s
4 d d . . .
A =— -—— -= et le second corollaire est maintenant clair. ®
A dz dz

B.La représentation de Weierstrass

c s . . . n .
1) On considére ici encore une immersion conforme y : Z » R ol Z est une surface

. . .. d d _ , - _ 3
de Riemann. Si y est minimale ,on a vu que % O Y =0,c'est a direque® = 32 ]
est holomorphe. De plus wz - def (@,0)

2 2 .
= - + >
A N R R
=0

Réciproquement la donnée de n formes différentielles holomorphes vérifiant
n

1) =z a2 =0 (c'est-a-dire, si 1'on écrit localement o, = ¢ dz , L @2 = 0)
k k k k
k=1 k
n
2) I |ak12>o
k=1
3) Re fYak =0 vk € {1,...,n} et pour toute courbe fermée,y, de I s

P . . . o . n . © s
détermine une immersion minimale conforme de I dans R . Il suffit de considérer
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GENERALITES

- z .z ~ c s
w=(¢k)ﬁ_l ol wk(z)=2 Re(f ak) ol f représente 1'intégrale le long d'une courbe
quelconque joignant une origine arbitrairement fixée a z . On a ainsi caractérisé

. . . . n
toutes les immersions minimales de I dans R . 2 )
2) Dans le cas oli n=3 il est facile de résoudre o ta, tog = 0: on commence par

considérer le cas a, = iaz et a, = 0 ; il correspond & un plan "horizontal' dans
3 : . N . P .
R~ - A une rotation prés on pourra donc supposer o # ia, et définir o = a;~ia,
o

forme différentielle holomorphe non identiquement nulle et g :8= G 35 & » fonction
1 2

méromorphe. En écriture locale, si 1'on pose a=fdz et aj=¢3dz , avec f holomorphe,
il vient i
f = ®) - 1w2
®3 .
017

c'est-a-dire

2
o = %f(l'g )

(1) < o, =5 )

<o3=fg

Si, réciproquement ,on se donne une fonction méromorphe g : L > L et une forme dif-

férentie o , holomorphe sur £ vérifiant
1) que tout pdle d'ordre m de g est un zéro d'ordre 2m de a ,

2) que les o, , définis par les équations (i), sont de périodes réelles nulles

k
alors y = (wk)i:l ot wk(z) =2 Re(jzak) détermine une immersion minimale.

(i) détermine ce que 1'on appelle la représentation de Weierstrass des surfaces

minimales dans R3

Exemples : 1) M=C o = dz (ie f=1) et g(z) = z correspond 3 la surface d'Enneper,

On a X, = Re(z - % z3)
X, = Re( 1 .(z+ % 23))
Xy = Re(zz)

C'est une surface simplement connexe, non plongée.

2) f =—% et g =z sur C-{0} : on obtient le caténoide, surface de révolution de
z

la "chainette" : x

1= ch(x3)
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C. MARGERIN

C.Surfaces minimales associes - surfaces conjuguées

. n . . .. .
Soit y : M > R une immersion minimale. On supposera de plus M simplement

connexe (sinon considérer le revétement universel de M).

LEMME 6."théoréme d'uniformisation de Koebe'" - ( cf. [7] )

Si M est une surface de Riemann simplement connexe alors

_soit M est elliptique - c'est-3-dire conformément &quivalente & €T U {=} |

soit M est parabolique - c'est-3a-dire conformément équivalente 3 T,

soit M est hyperbolique -~ c'est-3-dire conformément équivalente au disque unité.

Surfaces minimales associées. Dans tous les cas on dispose d'un paramétre global

z et l'on peut écrire ¥ = 2 Re fz @dz ol @ = %% Si on considére maintenant
. dy .
Y, = 2 Re{(fzwdz).ele} on a @, = 5. ele.w et wz =0 c'est-3a-dire que
6 0 dz 0
. . .. . s 2
we est une immersion minimale,dite "associée a y ";de plus lwelz = |ol° c'est-

a-dire que Y, est localement isométrique a Y pour tout O
que ¥, q P

Surface minimale conjuguée. Enfin si l1'on fait 6 = 71 on remarque que les fonctions

2
coordonnées de Y 7 sont les conjuguées harmoniques de celles de y : ¢ 7 est tra-
2 2
ditionnellement appelée la surface conjuguée.
Exemples : On passe ainsi continfment de la caténoide (ou de son revétement uni-

versel) 3 1'hélicoide. Par intégration de la représentation de Weierstrass on

trouve a) pour la caténoide : f =-J§ et g = z

. _ , cosH I sinf 1 ? R i@ . .
soit Yy = € > (B +0), - ——§->(S>+ p),log ) ol p = lz] et pe = z, et il vient
bien ch(lo@=(§ +0)/2 .

b) pour 1'hélicoide f = 1i. JE et g = z d'ol
z

_ ,_ sin6 1 cos6 1 N i

L e G- D)’A“tl% ) ol z = xtiy = pe’? clest 3 dire
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GENERALITES

X

P 3
tg Xy = ;Z , 8quation habituelle de 1'h&licoide dans R
1

D. Surfaces minimales isométriques :

~

Le paragraphe précédent nous a conduit & la construction d'une famille a un
paramétre de surfaces minimales isométriques (localement) ; on peut se demander,
une immersion minimale y : Mz* R" étant donnée,combien il existe de surfaces mini-
males (aprés quotient par les déplacements) dans Rn+m (m arbitraire) isométriques

3 . Passant éventuellement au revétement universel on supposera M simplement

~ . - s < n n_._n
connexe. On notera y = vy la surface conjuguée de yj;considérant L comme R xiR

™

on définit une immersion 2
n 1~

X:M")m ,X=——‘(w,lb),

/2

minimale et isométrique & ¢ . De plus, par la définition de § , y est holo-

morphe. Nous disposons donc d'un moyen d'associer 3 toute immersion minimale dans

n . . . P . n .
R” une immersion isométrique, minimale et holomorphe dans € . En fait on a le

résultat suivant

THEOREME 7.Dans chaque classe d'immersions minimales isométriques (aprds quotient

~ n . . n . .
par les déplacements de R )de dimension 2 dans R, il existe exactement une courbe

holomorphe.

C'est un corollaire du lemme suivant

. 2 . .
LEMME3.Si ¢ : M~ " ety : Mz - En+m sont des applications holomorphes telles

L2 2, . . .
que 1@] = |w[ ,siMestconnexe. si Im¢@ n'est incluse dans aucun s.e. affine
propre de En, et si on identifie En_g£ {x € En+m/Xk =0 Vk € {n+l,...,n+m}}, alors
il existe une transformation unitaire U : Entﬂg m“+m telle que y = U.@ .

P . 2
Démonstration. On peut supposer |@| #0 . On procéde par récurrence sur n , en

supposant que @(0) # O

) 2 2 Ml 2 n*l 2

. Sin=1: ]w| = |@l| = ¥ lwkl i.e.l = X 'wk/wll c'est-a-dire ,
k=1 k=1

m+1 2
0=z |(wk/wl)zl , ceci dans un voisinage de O . Par analyticité on en déduit

k=1

2 . .
wk = ck@l sur M | ey = constante et Zlckl =1 ;1il existe alors une matrice unitaire
k

A , dont la premiére colonne est (ck)$:} et telle que Yy = A.@

Si on suppose maintenant que @ = (wl,...,wn,o...o) a n coordonnées linéairement

17



C. MARGERIN

indépendantes . A une transformation unitaire prés, il vient @1(0) #0 et wj(O) =0

si j>1 .

n , W 9
De plus, par hypothése X lm,l = X Iwkl
j=1 3 k=1
n 2 n+m 2
i.e. L+ T Jodo " = = lwk/wll
i= J k=1

c'est-a-dire, en prenant le laplacien de la ligne précédente

2 n+m
| £ ;

2
l

noSg

| (goj/a,ol)z | v, /o)),

j=2

1'hypothése de récurrence donne alors 1'existence d'une matrice (ij), unitaire,

n
vérifiant jiz ij(@j/wl)z = (wk/@l)z
n
sz _ ' R '

En intégrant , wk = CkI ® * jzz ij wj , k€{l,...,n+m} ;ici les C 1 sont des
constantes.
Mais zlw/@lz = z|c |2+th9./w|2+22Re(C c' . p./o,)

K@ K1 - 19,79, . ki “x1 P57

k k i k,]

[}

1+ 2 |o./o ]2
g

et comme enz = 0 Oi(O) =0, ie{2,...,n}

=1 et X Re (C'

2
| . C ../ o) =0.
1 e kl© ki P37

il vient T |t
k k

La fonction ¥ C'k] .ij(pj/wl étant holomorphe, on en déduit qu'elle est iden~—
k, j

n+m .

tiquement nulle. De 1'indépendance linéaire des Qj on conclut alors I C' C

k=1 Kkl kj =0

pour tout j€{2,...,n}.

~

On a alors ¢y =U0Q® pour U = (Uij) oll

u,. =C . pour j€{2,...,n}
et k€{l,...,n+m}

ug o= CL pour k€ {l,..., n+m}
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GENERALITES

Pour passer & 1'énoncé du théoréme, il reste 3 faire la remarque sulvante

+ . .
COROLLAIRE 9. §i Y M > mn+m et ¢: M~ mn C En m sont des immersions holomorphes

. ~ . . . . ~ . n+m . ~ ' _
isométriques,il existe une isométrie holomorphe de T ,(i.e. la composée d'une trans

. n+m n+m . _
formation unitaire et d'une tramslation F : T G telle que : ¥ = Fo®) .

Démonstration : Les métriques induites par { et @ sur M coincident
2] k

das® = 2|y dz|2 =2 o' ?]dz|?

donc |y'| est &gal & |@'| et,du lemme précédent,on déduit 1'existence d'une trans-
+
formation unitaire U de € " telle que V' =U@'.Donc = U +c  avec

c = constante €C.

Note : Il est possible de donner une description explicite de l'espace des immer-

. .. n ., . . . P
sions minimales Y : M - R ,isométriques & une immersion donnée wo.

Chaque immersion est caractérisée par une matrice complexe nxm, S, telle que

— =t
U=V =
Y=V2 Re {Slbo} avec 1) §7.8 = Td_
2) rg (s,8) = n

3) St.S est une forme quadratique pour laquelle les
vecteurs tangents a |y sont des directions de dégénérescence, i.e.
t .t
(V') .stusayl =0 .
Deux immersions ''mormalisées" (c'est-a-dire vérifiant @(po) =0, w(po) =0 pour
un point Py fixé et telles que ni (M), ni Y(M) ne soit incluse dans aucun
sous—espace affine propre) sont identiques a un déplacement prés si et seulement si

S|s(resp.Sassocié a v, (resp¥), vérifient : §, =05, ot O0€O0(n).

Pour ce théoréme de classification, nous renvoyons & [5 ].0n y trouvera aussi
un théoréme de E. Calabi, formulation d'un résultat équivalent et dont nous
donnons ici 1'énoncé :

THEOREME 10L"'espace des immersions minimales '"normalisées"y : M° ]Rn, isométriques

S . . _ 2 m P
a une 1lmmersion holomorphe donnée wo: M > T est décrit par 1'ensemble des

matrices complexes m Xm, P , vérifiant

1) Id -PP >0
m

2) (y) .B.y' =0 .

Si n est la dimension du plus petit espace affine contenant Y(M) et si P est la

matrice associée @ Y alors n-m = rang(Idm—PP) et en particulier m< n < 2m

avec n=2m si et seulement si Idm -PP>0 .
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C. MARGERIN

Note : Par rapport 3 la premidre classification on fait ici P =S.8 ;P =0

correspond & l'unique courbe holomorphe de la classe.

E, Le principe de symétrie:

PROPOSITION 11Soit T une courbe de Jordan rectifiable dansR" . Si I' contient un

segment 7Y ,alors toute solution du probléme de Plateau pour le bord I peut étre

~

prolongée analytiquement en une surface minimale (éventuellement 3 points de bran-

chement) par symétrie le long de v .

Démonstration : C'est un corollaire du principe de réflexion pour les fonctions

harmoniques (et holomorphes).

Soit en effet ¢ :A +R" une telle solution et soit At = {zen: Im(z) =2 01}.

. . . . oo + n
I1 existe alors une transformation conforme de A qui fait passer de ¥ 3 ¢ : A - R

avec de plus W(A+fW 0x) =Yy .

. n .
Par rotation de IRR* on peut de plus supposer que Yy est un morceau de la droite

d'équation x, = 0, Vi€{2,...,n},¢c'est a dire wz(x,0)=wi(x,0)=wn(x,0) - 1<x<] .

Le principe de réflexion pour les fonction harmoniques permet alors de prolonger
wz,..., wn en des fonctions harmoniques du disque par wk(x,y) = —wk(x,—y)

Vke{2,...,n} .
v

_k
9z

morphes du disque. De plus, (pk|0x est imaginaire pure.

Les fonctions ¢, = k€{2,...,n} se prolongent alors en des fonctions holo-
Kk P g

s . . o . 2 2 2 .
La conformité de 1'immersion entraine maintenant ®, = -(@, + ...+ ) expression
1 2 n P

positive sur 1'axe Ox.

@ est donc réelle sur 1'axe 0Ox et le principe de réflexion appliqué aux fonctions
holomorphes nous permet de prolonger 9 analytiquement au disque par @1(53 = wl(z),

c'est-a-dire de prolonger wl par la formule intégrale

t
wl(z> = Re J tDl(Z)dz

o

Soit encore Y, (x,y) =y, (x,-y) 1'application { , ainsi obtenue, est de toute
| 5y | (smy PP

évidence une immersion minimale.

llote : Il existe des généralisations de ce résultat élémentaire, par exemple

THEOREME 12. (H.Lewy). Soit I cR" une courbe de Jordan réelle analytique et w:A-ﬁRn

une solution du probléme de Plateau pour le bord I' . Alors {y admet une extension

analytique, minimale, le long du bord T .

20



GENERALITES

THEOREME13 (S. Hildebrandt).Soit T C R" une courbe de Jordan de classe de Hilder

CK’a,4<k<a>(ou k=w ) et ol Oa<1. Alors toute solution au probléme de Plateau,

YA~ Egl, pour le bord I', est de classe Ck’a au bord.

Remarque : Il existe une version un peu plus forte de ce résultat : on peut supposcr

« 1<k (au lieu de 4 <k)

* a=0(t) module de continuité de la dérivée kreme s

. ~ t
la solution étant alors Ck’a( ) au bord.
Application La_surface de Scherk

3 c s . cos x
Dans TR~ on peut considérer le graphe de la fonction z = log (EFET;)

sur le domaine {!x|<<g 5 lyl< g}
la surface obtenue admet les quatre droites [x| = |y| = g pour bord.

Le principe de réflexion introduit ci-dessus permet alors la construction d'une
surface minimale compléte, 2-périodique.

Sur son domaine fondamental on obtient quelque chose comme

On peut tout de suite remarquer que
1'application de Gauss rate ici 4 points.
Un théoréme de Xavier pour les surfaces
complétes montre que, si la surface n'est
pas un plan, alors son application de

Gauss rate au plus 6 points. On ne connait

pas d'exemples entre 5 et 6 !

La surface de Schwarz

On considére la courbe ', d quatre cdotés dans R3 , telle que l'angle au sommet
*
soit de la forme ﬂ/(ki+])0ﬁ kiE N . On considére alors ¥, solution du probléme

de Plateau pour ce bord T.

Le principe de réflexion conduit 3 une surface minimale réguliére.
Dans le cas ol ki= 2 pour tout i, la surface obtenue est alors plongée 3-périodi-
que. Sa surface conjuguée correspond a la solution du probléme de Plateau pour la
courbe caractérisée par k1 =k3 =1 sz =k4 =2 ; elle est elle-méme 3-périodique et
plongée.
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C. MARGERIN

une "cellule" ; .
et le domaine

fondamental

III. IMMERSIONS MINIMALES DANS Sn.

Soit M une variété plongée de R". on notera, si p EM et XETP‘]Rn, Xt la

projection orthogonale de X sur Tp M.

. - n . . - =
Soit ¥ : M M CTR une immersion de vecteurcourbure moyenne K dans M et K dans

R".

LEMME 14. K= K" = @y,

En effet K= 3% (V Wooo o5 (« e )T)N =32 ((e, . & )N)T =&
’ AR T e R :

ol e est un repére orthonormé de TM . (cf §2) . ®
c s . . . ~ = _ =nh n+1
On considére maintenant le cas particulier ot M = S CTR

el i + . .. . e s
PROPOSITION 15. Soit Wt Mt > sTCRY ! une immersion isométrique de la variété rie-

mannienne M . L'immersion est minimale si et seulement si Ay = -my .
P . . o . . T .
Démonstration : On sait que Y est minimale si et seulement si (AY) = 03 la

condition suffisante est donc immédiate .
P - © n
Réciproquement, AYy=fy ol fEC (M)

. 2
mais <AY,Y> = £ Y™ = f

tandis que <eJ.,LI)> = 0 entrdine <_V_e‘ ej,w> + <ej ,ej> = 0

]
c'est adire< AY,Y > =-m

PROPOSITION 16 (Takahashi) . Si M est une m-variété riemannienne et y: M-»]Rn+1

une immersion isométrique vérifiant AP = -Ay ol A = constante # 0, alors

1) A>0 ,

2 wonc "o o = VI,

3) 1'immersion §: M > Sn(r) est minimale.

Démonstration : Puisque Ay = K 1'hypothése Ay = AY  entraine que v(P) est
normale a 1'immersion en tout point.
Si X désigne un champ quelconque sur M il vient

Xo<y,v>=2<x.V,P>=2<x,¥>=0 , c'est-a-dire W12 2 cre = £? , mais pour
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%Afz = fAf+ |

2 . .. o . . p
i.e. A =m/r" >0 .Enfin la minimalité de 1'immersion dans S(r) est une consé-

2 .. 2 2
toute fECOO(M) VE | et donc ici 0 =<y,AP> +]Vl,b] = -Ar" +m ,
' . ~ . T
quence du premier lemme : (la courbure moyenne de 1'immersion est égale 3 (K) ),

et donc nulle.
COROLLAIRE 17. Soient G et H des groupes de Lie compacts, on considere 1'espace

homogéne G/H. On suppose que la représentation d'isotropie de H est irréductible.

On considére £, = {0€CT(G/H) : £ © =-A@} un espace propre non trivial du Laplacien

de G/H et on munit Ey d'un produit scalaire invariant par l'action de G sur E>\,

(q)l,...,(pn) étant une base orthonormale de E>\ pour ce produit scalaire.

I1 existe alors un réel a# 0 pour lequel 1'application VY = (oc(pl,...,a(pN) est

. . . P .. N-1 - _ A
une immersion isométrique minimale de G/H dans S (r) ot r est un réel positif.

Démonstration : D'aprés le résultat de Takahashi il suffit, pour établir ce

. . N
corollaire, de montrer 1'existence d'un nombre o non nul pour lequel Y = (OL({)i)' !
i=

est une isométrie.
Si 1'on note ¢ = ((pl,...,(pn) , la métrique induite par ¢ sur G/H est
invariante ; pour tout gE€G, puisque Agkp = g¥A@ et que le produit scalaire
de B, est invariant pour 1l'action de G, il existe une matrice orthogonale NxN ,Og,
telle que g*¥¢ = Og.tb . Sil'on représente par ® le produit tensoriel symétrique,
N

la métrique induite par ¢ sur G/H s'crit ds” = § d®k® d(pk » que nous bapti-
k=1

sons (dd , do) . Alors, pour tout g€G,

g*ds- = (g do, gkdo) = @0, 9) 5 d(0,8)) = (4o, do) .

Soit g'ds’ = ds’

L'existence de 0.>0 est maintenant une conséquence du lemme de Schur :

LEMME18.S1 un groupe H agit irréductiblement sur R” et laisse invariantes deux

formes bilinéaires symétriques définies positives @,

et @2 , alors il existe un

réel A>0 tel que 0, = )\(p]

Démonstration : Soit (el,..., en) une base orthonormée pour I diagonalisant ®,-

Dans cette base (Dz(x,y) = 1 )\ixi vy
i

Si E>\ est l'espace propre de @, associé a )\i on a : x€E>\ si et seulement si
i i
pour tout y€ r" wz(x,y) =>\.<Dl (x,v), donc E) est stable sous l'action de H,
i
supposée par ailleurs irréductible. Donc E>\ = R" et il n'existe qu'une valeur

i

propre, égale a A .
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Application Immersions minimales de s™(r) dans SN(I)

I1 suffit d'utiliser les harmoniques sphériques. On peut, a titre d'exemple,
introduire la surface de Véronése (polyndme homogéne de degré 2).
. . 2 2 2 2
L'application (x,y,z) = (Xy,xz,yz ,%—(xz—yz), —lrxx +y -2z) de S (/53 vers SA(I)
2/2 |
est une immersion isométrique minimale du plan projectif réel de courbureg-danss
Nous pouvons maintenant nous poser la question de 1'existence d'hypersurfaces

minimales non triviales d'une sph&re canonigque. D&ja en dimension 3 la question

présente un intérét.

Dans le cas du genre g=1 on connalt le tore de Clifford donné par 1'équation

2 2 1
%= el - g

|z = 2 (tore plat) ou encoreaprés rotation par X, X, + X X4 =0 .

172 3

On a en effet la caractérisation suivante, due & Wu-Yi Hsiang [ 3 ] de la mini-
malité pour une surface algébrique d'équation p=0: Ainplz-(Vp)tH(Vp)EO (mod p)
ol H est la matrice des dérivées secondes de p (hessien).

On montre dans [ 4 ] que c'est en fait la seule surface minimale algébrique de
degré 2. Elle est caractérisée par le fait que c'est la seule surface minimale non

.. N 3
triviale & courbure constante dans S~.

Cependant E. Calabi a construit une famille d'immersions minimales de S, xS dans

1 1
3 . . .. . _ 3
S” ; il existe donc "beaucoup" de tores minimaux immergés dans S”.

Dans le cas du genre nul, on sait que les seules surfaces minimales immergées
compactes sont totalement géodésiques. C'est un résultat de F. Almgren, corollaire

de la proposition suivante

PROPOSITION 19.S_i Yoz ->83 est une immersion minimale, avec I compacte et de

genre g ,alors

1) si g=0 1'immersion est totalement géodésique .

i o> = _
2) Si g=1 alors ZpEIR dp bg =4

Dans cet &énoncé dp est le '"degré de sphéricité" de Y en p. Par définition, dp
est égal 3 1l'ordre de contact de { avec la 2-sphére géodésique tangenteen Y(p)
34 1'immersion moins 1, 1'ordre de contact étant lui-méme défini comme &tant le
plus grand entier k tel que le jet d'ordre k de y soit contenu dans le 3-plan
de ]R4 dont 1'intersection avec S3 définit la 2-sphére tangente. On a en par-

ticulier : dp>0 pour tout p dans R.

LEMME 20.La courbure de Gauss K d'une surface minimale de S3 est toujours infé-

. E—
rieure (au sens large) a1l ; elle vaut | exactement aux zéros de YASYAIYAI Y
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Démonstration : On notera B la seconde forme fondamentale de 1'immersion Y dans

SB,minimale . On a ainsi B.., = L YAY, AP, AP.. ol la métrique induite
9 o1 2F 1 2 ij

par U est écrite : ds* = 2F|dz|“ .

On a donc TII? YAIWATYA 82(12 = %(611—1812) : (en utilisant Ay =-Fy) ;

*
Comme AFL(I-K) = 8?2 -8 on en déduit, pour une immersion minimale dans S3

N

11892
2

(=) =F[yAapATyns?y |°m

. -2 . )
Note : Il est facile de voir que (%—.wl\BQJAB YA3"Y) est holomorphe} les zéros
considérés sont donc isolés.

. - 2 2 o
Démonstration de la Proposition : Notoms w = I% YAIYADYAI Y (dz) .81 L est com—
pacte, de genre g alors,

N 1 . 2
ou g = C et, conme w = 5(611 1812)(dz)
y est ainsi totalement géodésique puisque w= 0
ou g2l et w a alors 4g-4 zéros, multiplicités

comptées .
Il reste 3 voir que l'ordre du zéro de w en p est égal & dp; comme Pp est

engendré par Y (p) ,wl(p) ,wz(p) , l'ordre de tangence est k si et seulement si
i+j
Y(p) /\li)l(P) /\ll)z(p) A ——?———— Y(p) =0 dé&s que 0<i+j<k , c'est-d-dire si et
9x axJ
1 2
seulement si w admet en p un zéro d'ordre k-1. (Il suffit ici encore, de remar-

quer que B, ==-B,,) =
De la proposition, ainsi démontrée, on d&duit maintenant le corollaire :

COROLLAIRE 21.I1 n'existe pas d'immersion minimale du plan projectif réel dans S3.

En fait, ce corollaire constitue 1'unique cas "pathologique". Nous allons en effet
construire trois familles de surfaces minimales dans S3, établissant qu'il existe

des surfaces minimales orientables compactes de genre arbitraire plongées dans S~,
ou encore qu'il existe des surfaces minimales algébriques de degré arbitraire dans
SB.

La construction de ces surfaces repose sur la généralisation aux espaces a courbure

constante du principe de réflexion introduit au Paragraphe 2.

DEFINITION 22. Dans 53 on considére y la géodésique d'équation x,=x, =0 et S

la 2 - sphére d'équation x, = 0.

25



C. MARGERIN

On appelle réflexion géodésique le long de y (resp. S) 1l'application

S —_— 53
PY :
(xl,xz,x3,x4) —_ (xl’XZ’— x3,—x4)
(resp . Pg: ((XI,XZ,X334) — (x],%y,%q, X4))) .

On a alors le principe suivant

oo 2 ..
PROPOSITION 23, Soit M une surface minirale, C~ au voisinage de son bord ! alors,

1) si OM contient un arc géodésique Y, on peut prolonger M analytiquement

en une surface minimale par réflexion géodésique le long de chaque composante

M Ny,

2) si 3M est contenu dans une 2-sphére géodésique S et si M y est ortho-

gonale a S, alors on peut prolonger M en une surface minimale analytique par

réflexion géodésique le long de chaque composante (non triviale) de 3MN S.

. /_Q\ . . .
Démonstration : Soit p€(3M Ny) . Il existe alors une application conforme

w:A+—-——> 83 (ol A+={(x,y)/x2+y2<l et y =0} avec

i) Yréguliére au voisinage de p, Y(0,0) = p w3(x,0) = 11)4(){,0) =0
ii) Ay= -<VyY VY>.y sur N (puisque Y est minimale).

(_l)[k/3]

On considére 1'extension définie par wk(x-y) = 1bk(x,y) .

Alors wkgc(A)’k€{1,2,3’4}et avec l'équatior des surfaces minimales on déduit lJJk€C2(A)

pour k=3 ou 4. Par construction d}k x wk,xxet wk vy sont continues sur A
b ’

pour k=1 ou 2.
En remarquant que

o) “L¥lxo i,y =y

> +w2.1p2,x = wl'wl,y+w2'w2,y =0 ,

1,x

2 2 2
=i = =0
b)wl,x"-wl.y-HL'Z,wa,y 0 et lPl,x.“q)Z,x lluxl >0 pour y ’

2 3
on a dans ce cas q)k y=w =0 pour k = 1,2 et donc ¥y € C(4,S7)

k,xy

On conclut avec le lemme suivant

LEMME 24, Si { est minimale (i.e. C2 et vérifiant 80y =-Fy),alors ¢ est réelle

analytique.
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C'est un corollaire du théoréme 1.10.4 de [6] en remarquant

Démonstration :
est un extrémum de l'intégrale de Dirichlet

que, Y étant minimale et conforme,
. ~ P . 3 PR
et que la représentation de Y en coordonnées stéréographiques (pour S7) vérifie :

2
5 oy | du, B L 2070l
——-(——— — ) = (. + Yy =0 . =
ax ax G+ oD oy sy a+lpHY aslulH3

Afin d'introduire des exemples d'application de ce principe, nous allons ici

exposer un procédé de construction générique de surfaces minimales complétes,

lisses et réguliéres dans S~ .

Soit [ une courbe géddésique polyndmiale de S~ de sommets Vs V=V et
avec un angle

de cOtés notés - = . intersectant Y. en v,
Yo’ ’Yn Yo s Yl Yl—l 10

™ *
ki+l , kiE]N .

On notera S(Y,8) l'unique 2-sphére géodésique contenant yUGS . On dira que S(y,3)

"délimite'" un sous-ensemble X de 83 si X est contenu dans 1'un des deux hémi-
sphéres fermés définis par S(y,8). On note N.1 la géodésique perpendiculaire &
S(Yi ’Yi—l) en v, . On notera C(I') =N{H : H hémisphdre contenantT },1'enveloppe
convexe de T, qui est convexe si et seulement si I'C3 C(T) .

Posons z(T')={S: S est une 2-sphire géodésique de 33 t.q. SN T a au

quatre composantes connexes}.

On fera les hypothéses suivantes

(0) -T est un polygone convexe et propre (Le.:Vi€{l,...,n} S(y, l,N.) ou S(y.,N.)
i-Pi Fiat

"délimite" T) ;
(A) T est contenu dans un hemisphére ouvert de S~ ;
o
—
(B) Pour tout p dans C(I'), il existe une 2-sphére géodésique Sp , n'appartenant

pas & ¢r , et contenant p :

(C) si (Y._I, N.) ou S(y.,N.) ne délimite pas I' , alors k. =1 ;
i i i’ i N i ’ °

(D) il existe une application continue w: C(I') >A , différentiable dans é?})
et envoyant [' sur 3 A dg fagon monotone, telle que

v SECF » rang {d(n/SNC(T) est partout 2 .

On a alors le théoréme suivant.

s s ” 3 ..
THEOREME 25. A _tout polygdne I' de S~ ainsi construit, et vérifiant (0), (A), (B), (C)

on peut assocler une sous-variété minimale, compl&te, non singuliére M de $

contenant ['. La surface ainsi obtenue est compacte si et seulement si le groupe GT
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engendré par les réflexions le long des arcs géodésiques de I' est fini., SiT vérifie

de plus (D) alors le domaine fondamental MF , engendrant M sous Gr et de frontiére

r , est plongé.
(cf. appendice pour la démonstration et le calcul du genre de Mr.)

Application. Nous allons construire une famille de surfaces dans S3 qui constituera

une démonstration du résultat suivant.

4 N
THEOREME 28. Pour tout entier g 2 O il existe un plongement minimal d'une surface

compacte orientable de genre g dans 83 . Si g n'est pas premier, le plongement

n'est pas unique.

Construction. On consid&rera la représentation de S3 obtenue par projection sté&réo-
graphique de pSle nord. Dans cette représentation les géodésiques de S3 sont

les droites passant par l'origine, les grands cercles de S2 et les jrands cercles
plans intersectant S2 en des points antipodaux. On notera Cl 1'axe Ox3 et C2 =

{(xl,xz,o) : xf + xg =1}, i.e. dans B =d? c, = {(0,0)/ o] = 1} et

C, = {(z,0) € ¢ |z] = 1} . Pour k,m € ()2 on considere P|,P, € C| et QR,EC,
avec distance (PIPZ) = 1/k+] et distance (QIQZ) = g /m+l . On notera ka le poly-

gone PIQIPZQZ s on a la représentation :

X

On note que si k = 0 la construction par réflexion conduit @ une 2-sphére géodésique.
De plus on remarque la symétrie en m et k . Désormais m=> k 2 1. Le polygone

rmk est alors propre, convexe, inclus dans un hémisphére ouvert de S3 et vérifie
les conditions (A) et (C). Pour se convaincre de (B), il suffit de considérer la
famille des plans passant par Ox3 en représentation stéréographique.

Pour vérifier (D) on améne ka par rotation en position telle que 1l'axe Ox3 soit
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axe de symétrie de rmk et que Q1 et Q2 soient dans le plan xg = 0 et PI’PZ dans le

demi-grand cercle supérieur du plan (X2,X3) :

*3
P la zone hachurée repré-
sentant la projection
Q2 de 1'enveloppe convexe

_____ sur le plan XX,

c'est 3 dire que 1'on vérifie (D) en considérant m , la projection orthogonale de
o
R3 > RZ = (Xl’XZ) (en fait sa restriction a C(ka» Le théoréme se traduit alors
THEOREME 27. A chaque polygonme I " est associdune surface minimale orientable et
ml

compacte de genre mk , plongée dans S3 .

- . . . P ~ 3 P
Démonstration.Le groupe G est fini (et définit un "réseau'" de S7). Par réfle-

T'mk
xions successives on remplit la moitié des tétra&dres du réseay,i.e.

Card GF/Card Hr = 2(k+1)(m+1). ®

Remarque. EmO est une 2-sphére géodésique, gPl est le tore de Clifford. On peut
montrer que la solution du probléme de Plateau pour Fm k est unique, méme si 1'on
’
enléve la contrainte sur le genre. Avec la convention m 2 k > O on en déduit que
= i 1 = ' = '
Emk Em'k' si et seulement si m m' et k k' .

Nous allons, sans démonstration, introduire deux autres familles, variations
partir du tétraédre introduit. Avec les mémes conventions que supra, considérons
maintenant F; k ° le polygone géodésique PIPZQZQI . En admettant que (A), (B),

’

(€), (D), (0) sont vérifiées,on peut associer 3 F;k une surface minimale non singu-
liére et compacte MT' , de caractéristique O (puisque ki =1, 1€{1,2,3,4}).
mk
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X

En fait Mpy oo Peut étre vue comme 1'immersion 2-p&riodique ¢ﬁk H ]RZ > S3 définie

par : wmk(x,y) = (cos m x cos y, sin mxcos y, cos kx sin y, sin k x sin y) (i).

Les résultats se résument alors par :

THEOREME 28. A toute paire f,k},(m,k) = 1 , on associe une surface minimale compacte

MF'mk de S3 de caractéristique d'Euler O , donnée par 1'équation (i). De plus

(a) Mr'mk est non-orientable si et seulement si 2/m.k ;

(b) Meo e vérifie 1'8quation algébrique Im{zk;'u5 =0

we

(c) MF'mk est géodésiquement réglée ;

(@) AdrdMp, ) > 212 min{m,k} ;

(e) My, est le tore de Cliffordet c'est 1a seule surface du type My, . qui soit
11
plongée.

Voici enfin la derniére famille que nous voulions mentionnmer : ici

= - Al 2
F;k = P2Q2Pl( QZ)Q] , c'est & dire que, par rapport a ka on remplace Qle paf le
"grand tour" QI_QZPIQZ comme 1'indique la représentation suivante dans la projec-—

tion stéréographique de S~ .
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On montre alors que le théor2me de construction s'applique, bienque (A) ne soit pas
vérifiée. La condition (c) fait aussi défaut dé&s que m > 1 , mais ici encore on
peut modifier la démonstration. Enfin la vérification de (D) n'est plus absolument

immédiate. Disons seulement que 1'on consid&re la projection sté&réographique du

pdle -Q, , ce qui conduit 3 la figure suivante

et que 1l'on considére alors 7 : C(F; k) + { fermeture dans S3 du | er quadrant de
t
) P . . N "oy o[-
(xl"Z)} définie par la projection le long de 1'axe 0x3 sur C(ka) { Qz} et
par w(-Qy)) =-Q, -

On a alors :

THEOREME 29. A toute paire(m,k)prdonnée,_ﬂg NZ avec k impair on associe une

surface M

n compacte, non-orientable, minimale contenant TI'" et de caractéris-
rmk ’ m, k

tique d'Euler l-mk . ®

IV. ORBITES EXTREMALES.
THEOREME 30. Chaque composante connexe de 1'ensemble des points fixes, F, d'une iso-

métrie d'une variété riemannienne X est une sous-variété totalement géodésique.

Démonstration. Soit g 1'isométrie de X , variété riemannienne et p un point
fixe. On considére alors le sous-espace, noté F_, des vecteurs tangents en »p
8 X invariants par g, . On a : g(exp(tv)) = exp(tg,v), tER V€ TpM et ) comme
exp est inversible en O, on en déduit que F  est une sous-variété totalement géo-

désique.
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DEFINITIONS 31. Deux orbites G(p) et G(p') sont dites de méme type si les groupes
d'isotropie associés Gp et Gp' , sont conjugués.

Le volume d'une orbite G(po) est dit "extrémum local i type fix&"
si é% VOl(G(pt))lt=o = 0 pour toute famille 3 un paramétre,lisse, de G-orbites

de méme type (celui de GO) sur M .

- N\
THEOREME 32.Soit 5 un groupe compact et connexe d'isométries d'une variété rieman-

nienne M . Alors toute orbite de G , extrémum local & type fixé, est une sous—

variété minimale de M .

Démonstration. Soit eo = G(po) une orbite de G et H le vecteur courbure moyen-

ne, on a g H = H pour tout g € G et donc : g(exp(t Hp )) = exp(t ng ) . Mais alors
o o

si p, =exp(tH ) et o, =G(p),6 est une orbite de G et 9§ une famille
t Po t t £ t
a un paramétre lisse.Comme g(exp(t H_ )) = exp(t H?p ) = exp(t HPo ) pour tout
o 5F0
t < t si et seulement si g P, = P, ’Gp = G ,et les orbites 6, sont toutes du

t Po
méme type.

La formule de la variation premidre s'écrit alors :

d
- vol(8,) = - [+ H|2 dav ; d'ol 1'énoncé =
dt t t=o 90 o

5 1

+
COROLLAIRE 33. On applique le résultat précédent @ l'action de SOn sur Rp = r" x R.

' . ' . - n-1 n~1 .
L'orbite d'un point (x,t) est la sphére S (Ixll), de volume an_IHxH 00 o, Tepré

N c o . . . . N
sente le volume de la sphére unité n-1 dimensionnelle. Restreinte & S (1) un extrémum

est atteint pour t = O . Cette orbite correspond bien 3 un '"grand cercle" .

+q-
De méme pour l'action de SOPX SOq sur RP x RY qui préserve sPTd l. L'or-

bite de (x,y) € RP x RY  est un produit des sphéres Sp_lGle)X Sq_l(HyH) de volume

- - g, )
ap_l.aq_lﬂxﬂp 1llyllq l.Un extrémum de cette fonction restreinte a sP 4 ! est atteint par

||x“2 = ~E—J|yH2 = -4 donc Sp_](V—EL-) XSq-I(V—~g—-) est minimale dans Sp+q—1
p+q p*q ptq P*q

Soit {AEM3X3/At=A et tr A=0)}=S~R> . On munit S du
produit scalaire tr A.B .
A€ES, SO

Pour 1'action A ~ OAQ" , 0 €50 agit orthogonalement sur

3° 3
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Chaque orbite pénérique est caractérisée par une matrice diagonale
M o) {M“z A3
avec
>\ >
A /AZ/A3

o) 3 !

-1 () 1 ()
cas ol les A, sont distincts : Z, ®Z, , (de générateur -1 et -1 .
1 2 2 0 1 o -1

= 0. le sous—groupe d'isotropie est, dans le

L'orbite générique est donc difféomorphe 3 803/2 @ 7z et le volume d'une telle
2

2
. . . 2.2 2
orbite est un multiple de (Al—xz)-(AZ-AB)»(AI—A3).AVec la contrainte A1+A2+A3 =1,

un extrémum correspond 3

Oshyrg) = ANZ, 0, = 1/V2) .

. . PP 2
on en déduit que 1l'ensemble des matrices de S vérifiant [ All et rang A = 2

1

.. 4 1
est une hypersurface minimale de S . Dans le cas Ai = Aj =-3 Ak on trouve
deux orbites isolées : ce sont, 3 un déplacement rigide prés, deux surfaces de

Véronése.

V. VARIETES KAHLERTENNES .

PROPOSITION34.Toute sous-variété complexe d'une variété kHhlérienne est minimale.

Démonstration. Si M" > X , alors (V?JY)N = (JVXY)N = J(va)N , la premiére égalité

< c o2 D
parce que J est paralléle, la seconde parce que la sous-variété M est complexe.

On a donc montré B (X,JY)=J.B(X,Y)=B(JX,Y)mais, en choisissant maintenant une

base locale de TM" de la forme e‘,Je],...,en,Jeh,il vient

H = i(B(ei,e i) + B(Jei’Jei) =0.

Exemple. Dans t” une telle surface peut s'écrire Vo= {zEIEn/pi(z) = 0, Vi€{l,n-m}}.
On a une sous-variété complexe, d'apré@s la version complexe du théoréme
ap.
des fonctions implicites,d&s que le rang de gzi(z)) est (n-m) en tout point.

. o P . .o, 5 . 3
On construit ainsi une sous-variété de dim 3, minimale dans S~ : soit Vdc:E

~ . d d d
d'équation zg vzt 2p=0.
L'image obtenue dans EP2 est compacte, orientable ; le théordme d'équivalence
genre~degré pour une courbe donne g = % (d-1) (d-2).

. . s . . 5 2 .
S1 on considére la nrofection m : S° > IP" , de fibre Sl, Md = SSFIVd est
une sous-variété minimale de dimension 3, qui est topologiquement un cercle au-

dessus d'une courbe (complexe) de genre %(d—l)(d—Z) . =
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APPENDICE.

Afin de donner une idée la plus précise possible de cette construction sans
trop alourdir 1'exposé nous admettrons les lemmes suivants
Nous appellerons "pseudo-immersion'" toute application ¢y : M > SN telle que

a) peces™nu st

b) rang (dy) = 2 (p.p)

c) tout point intérieur & M admet un voisinage VX difféomorphe 3@ A par o

tel que $ = Yod soit quasi-conforme.

LEMME 1. Soit ¢ : M~ s™ une pseudo-immersion telle que

a) y représente une surface d'aire minimale, solution du probléme de Plateau,

dans C(M,Sn)n H'(M,S™), avec la condition au bord ploM= £,

b) (M) cH® , H hémisphére de s .
Alors y(M°) < C(p(am))° .

LEMME 2. Si M est maintenant difféomorphe au disque fermé et si § est une hyper-

surface géodésique d'ordre de contact k avec y au point p de u° alors ,

w_l(S) M compte au moins 2(k+1) composantes.

LEMME 3. Soit M difféomorphe au disque unité. Supposons que représente une

‘”IBM

courbe de Jordan T dans S" . On a alors

a) si rang (d¢p) < 2 et yY(p)ES, alors 'N'S admet au moins 4 composantes ;

2 et S est tangente 3 Yy en P, alors I'NS compte au

b) si rang (dwp)

moins 4 composantes ;

c) si rang (dwp) 2 et si la courbure de Gauss de la métrique induite en p

est 1 ; si de plus, S est tangente & ) en p , alors I'NS compte au moins 6 compo-

santes ;

d) il existe au moins une hypersphére géodésique S , contenant y(p) telle que

I' NS ait au moins 2 [(n+1)/2] composantes.

Considérons maintenant y : A S3 la solution classique du probléme de Plateau
pour I (cf. [6]
On posera MF = Y(A). On sait qu'alors ¥ est continue sur 4 , analytique et quasi-
conforme sur A° et est une représentation de Fréchet de I sur 3A . On sait aussi
que Y minimise les intégrales d'aire et de Dirichlet sur le sous—ensemble de
C(A,SB) n Hé(A,S3) formé des éléments satisfaisant la condition de représentation
sur 94 .
Le lemme 1 montre que w(AO) c C(I‘)0 , le lemme 3 et la condition B montrent que

_ .o o . o - .
Y est réguliére dans A . A l1'aide du lemme 3 la condition D entralne enfin,
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. s s . [
par un argument de monodromie, que Y est injective sur A" .

Autrement dit ¢ est un plongement conforme de A° dans C(I)° . On sait encore

que y est injective sur le bord, tandis que Hildebrandt [ 1 ] a établi
que y est analytique en tout point du bord, d'image incluse dans 1'intérieur d'un
des arcs de T' .

On peut maintenant appliquer 1le principe de réflexion.

LEMME 4.S0it 6. = w—l(yi) ; alors |Vy| # 0 partout le long de 6, -

Démonstration. Soit (x,0) € 62 . On considére un disque suffisamment petit contenu
dans A° et centré en (x,0). Comme I' est convexe il existe une 2-sphére géodésique
contenant y. , et divisant S3 en H+ et H avec w(A+)c: H+ (on a supposé pour
ce faire que, via une transformation conforme, { ait son support inclus dans le
demi~disque fermé, avec Gi d'équation y = 0). Le lemme ! montre que

w(int(A+)) c int(H+), de méme avec A et H , c'est 3 dire que Y(@B)N S est en

fait un doublet ; mais le lemme 3 , (a) montre qu'alors [Vw] #0 en (x,0), =

Chaque rélexion &tant une isométrie, on peut itérer les réflexions en un sommet
v, , pour, aprés Zki+2 répétitions, retrouver le domaine fondamental. On construit
ainsi une surface analytique, avec une &ventuelle singularité& au sommet méme. A
1'aide du raisonnement de Hildebrandt au §4 de [ 2 ] on peut alors montrer que w*
(correspondant 3 la réunion des réflexions successives au sommet A considéré) est

en fait analytique en V.o

LEMME 5. |Vy*(0,0)| # 0 (c'est & dire que les sommets sont des points réguliers).

Démonstration. C'est une application du Lemme 2 : si le*(0,0)[ = 0 le lemme,

donne que, pour toute 2-sphére géodésique S contenant le sommet Vi, (w*l aB)—l(S)

a au moins quatre composantes (Best un disgue,inclus dans A,centré a 1'origine,et tel
que $*(B) soit contenu dans une hémisphére ouverte). Il nous reste @ montrer
1'existence d'une 2-sph&re S pour laquelle ceci est faux : ou bien I est délimité
par S(Yi—l’Ni) et S(yi,Ni);la sphére S3 s'dcrit alors comme la réunion de 2ki+2
région congruentes au domaine lenticulaire L , défini par S(Yi—l’Ni) et S(Yi’Ni)'

De plus M? c1’® , et de méme pour les réflexions dans chacun des autres domaines.
Autrement dit M* intersecte les faces de contact en des morceaux de géodésique,
paramétrés injectivement. En considérant S(yi,Ni) = S, on a que (w*laB)_l(S) est un
doublet,

Ou bien I' est délimité par S(yi,Ni) et k.1 = 1. On fait le méme raisonnement

avec cette fois S(Yi—l’Ni) remplac@e par la 2-sphére géodésique contenant Y;

-1
et délimitant I . =
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Nous disposons 3 ce point, apré@s toutes les combinaisons des réflexions de
< . ‘s 3 P
MP , d'une surface compléte et non singuliére dans S~ notée MP .
On considére G, , sous-groupe de 0(4) engendré par toutes les réflexions géo-—

P

désiques possibles 3 partir de [ ; MF = U g(MF) et si GF est

gEGr
fini, M, est compacte. Réciproquement, si Hp = {g€ GF/g(MF) = MF}’ H, est fini,
comme sous—groupe du groupe de symétrie du polygone géodésique I' . Dés lors, si
MF est compacte, GF est fini puisque

Vol(Mr) = [ord(Gr)/ord(HF)] . Vol(Mr) .

Le théoréme est ainsi établi (modulo les lemmes admis). De plus les derniéres
remarques, ainsi que la formule de Gauss-Bonnet, conduisent au calcul de la caracté-

ristique d'Euler de la variété compacteM; , dont on peut supposer que MP est

1'image par immersion dans S3 . On a en effet
N Ord(GP) Ord(GF) n ki
- . R S - . om.(2- L —X
2mx(p) = f - K.dHy = Gogmrs - f KdH) = gogrmes e m (27 2 gy )
MT T MF r i=] "1
oi K est la courburede Gauss sur MP et de la mesure de Hausdorff dans S3 .
N Ord(GF) n ki
. S - 1),
PROPOSITION 6 x(MI.) Ord (i) (1 i=12(ki+l) )
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