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EXPOSE n° VII

LA CLASSIFICATION DES 2-SPHERES MINIMALES
DANS L'ESPACE PROJECTIF COMPLEXE

H. Blaine LAWSON, Jr.

I1 y a en ce moment beaucoup d'intérét chez les physiciens théoriciens pour les
. . . . . 2

modéles dont la partie classique consiste en les applications f : S° » X de la

sphére de dimension 2 dans un espace riemannien compact donné X .  Sur cet espace

d'applications le lagrangien est 1'énergie classique

L(e) = f s’
S

et les points critiques de cette fonctionnelle sont les applications harmoniques.

Pour la sphére S2 , les applications harmoniques sont forcément minimales (voir

[ 5] par exemple).

Le premier résultat dans ce domaine a été &tabli par E. Calabi [2], [3] qui a
trouvé une classification des applications minimales de S2 dans une sphére eucli-
dienne. C'était une classification en termes holomorphes dans 1'esprit de Weierstrass
(voir 1'exposé I dans ce volume). A la suite de Calabi les physiciens A.M. Din
et W.J. Zakrewski, V. Glaser et R. Stora, et aussi le math&maticien D. Burns ont
commencé 3 Etudier le cas d'applications minimales de S2 dans 1'espace projectif
complexe CP” muni de la nétrique canonique de Fubini-Study ([11,[6]1,[7],[8] .

J. Eells et J.C. Wood ont fait encore d'autres progrés [9] [0] . (Voir aussi
[51[13]). On présentera ici leur construction d'une fagon un peu différente de ce
qu'on trouve dans la littérature. On obtient encore une belle classification des

applications minimales en termes holomorphes.

I.UN LEMME FONDAMENTAL.

Pour résumer, notre classification sera fondée sur le principe suivant.

LEMME 1. - Soient m : X > Y une submersion riemannienne et ¥ : M > X une immersion

horizontale (c'est-a-dire telle que (M) est partout orthogonale aux fibres de 7 ).
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Alors 1'immersion § : M » X est minimale si et seulement si 1'immersion obtenue

par projection mep : M > Y est minimale.

Démonstration. — Soient V et W deux champs de vecteurs sur Y et considérons leurs
reldvements horizontaux V , W dans X . Les &quations de B. 0'Neill [12 ] impliquent
que le relévement de la dérivée covariante V_W est la partie horizontale de la

v
- . - . ~ .
dérivée covariante VVW en haut, i.e. que

(2) vw=[$'v'ﬁ]H.

Supposons que V et W sont des champs de vecteurs sur la variété immergée hori-
zontalement P(M). La seconde forme fondamentale B de y(M) s'éerit

3 ~
(39 By

~ = \V/
W :

~ N . . P . . N

oli V désigne toujours la dérivée covariante de 1'espace ambiant X et [.]

la projection normale & y(M). Soient V,W les champs de vecteurs sur my(M) obte-
nus par projection de V,W respectivement et considérons la seconde forme fondamen-

tale B de mp(M). D'aprés ( 2) et ( 3), on trouve que le relé&vement horizontal

de BV,W est
S - u
49 Byw = [yl
En prenant la trace, on en déduit que
H

trB = [trB]

Evidemment, si y est minimale alors moy est aussi minimale.

Pour la réciproque, on remarque que la courbure moyenne H=trB de y(M) est
forcément horizontale selon la formule de la variation premiére de 1'aire, parce
que les variations verticales ne changent pas du tout le volume. (On pourrait aussi
utiliser le fait que pour un champs horizontal ¥ , la projection verticale de la

dérivée covariante Eév est nulle, cf.[12].) =

II.LES ESPACES ISOTROPES OSCULATEURS ET LE RELEVEMENT HOLOMORPHE.

. 2 . . . . . 2
Soit y : ST - P" une immersion minimale conforme, et z = X + iy une coordonnée
2 . . PR .
locale holomorphe sur un ouvert U de S° . Afin de simplifier les notations, sup-
posons que wIU est un plongement et identifiont U avec 1'image ¢ (U). Notons

X et Y les champs de vecteurs g% et é% tangents & U et considérons les champs
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2-SPHERES MINIMALES DANS LE PROJECTIF COMPLEXE

(5) Z=X-1iY et Z = X + iY

de type (1,0) et (0,1) respectivement. L'observation suivante est importante pour

tout ce qui suit.

PROPOSITION 6. - L'8quation des surfaces minimales est &quivalente 3 1'équation

(6 ) v, Z =0 = vfz

ol vV désigne la dérivée covariante ambiante

Démonstration. - Puisque [X,Y] = O , on voit que VZE = VZZ +[2,2] = VZZ et
donc les deux équations de ( 6 ) sont &quivalentes. Le repére {X,Y} est un repére
conforme, i.e.

2 2
(7 X1 = |y| et < X,Y > =0 .
(puisque la coordonnée locale z = X+ iy est holomorphe dans la structure conforme

induite par 1'immersion). Cela implique que

T T T T
VXX + vYY = vXX + VJOX(JOX) =0

T . s e s 2 - o
ol V est la connexion de Levi-Civita de la surface S° et oili JO désigne la rota-
. 2 P .
tion d'angle 7/2 dans les espaces tangents de S° . Or avec cette &quation on

calcule que
V. Z = v +

= + i -
VXX VYY + l(VXY VYX)

T N .
(VXX + vYY) + (vXX + vYY) + i[X,Y]

T T
= + + +
VXX vYY BX,X BY,Y

1x|% u

oi H = trace (B) est la courbure moyenne de 1'immersion.m®

Notons <.,.> 1'extension bilinéaire complexe de la métrique riemannienne de
cp" ( < V,V > est alors une forme quadratique complexe sur TeP" ® C). Désignons par
J 1la structure presque-complexe de cp” . or pour une immersion conforme et minima-

le, nous avons les trois équations fondamentales
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Wz =0

(8) <Z,2>=0
<JZ,Z > =0

ainsi que leurs complexes conjugues qu'on laissera toujours implicites.
La seconde équation est une conséquence directe de ( 7 ) parce que
< 2,2 > = ]x]2 - IYIZ - 2i < X,Y > .
La troisi&me é&quation n'est rien que la complexification de 1'équation réelle

< JX,X > = 0 . En dérivant ces équations par rapport & Z , on trouve que

< V2,2 > =0 et
(9)

<Jv,2,2 >=0- < JZ,VZZ > .
LEMME 10. - Nous avons < JV.2.2 > =0

Z

Démonstration. — Considérons la forme cubique

V=<JZ, V2> dz>

. . ce 2 3 . s s R
qui est une section locale du fibré K~ , la puissance troisiéme du fibré cotangent

2 . . .
holomorphe K de S . On établira les deux assertions suivantes :
. . . e . 3
(i) ¥ est une section globalement bien définie du fibré K~ ;
(i1) ¢ est une section holomorphe.

Comme il n'y a pas de section holomorphe (non nulle) du fibré - pour m > 0 , on

aura donc établi que ¥ = O .
Pour la partie (i), supposons que w = w(z) est un changement de coordonnées
. . 9 . 9
holomorphes locales sur 52 . Ecrivons w = u + iv et posons W = TR Nous

dw
savons alors que Z = (E; W et donc nous trouvons que

2
dw,3 _ T, M >+ dw E_% < JW,W >

<JZ2,V.Z >
dz dz

> 'y ('&‘z')

dw, 3
(E;) < JW,Vw W >

qui est précisément la condition d'invariance cherchée.

Pour la partie (ii), on utilise ( 8 ) en calculant

(11) Z<JZ,VZZ >=<‘WZZ’VZZ > + <JZ,VZ VZZ>
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=< JZ’RZ,ZZ > + < JZ’VZVEZ >
=< JZ,R; 2>
oi R est le tenseur de courbure de re” qui s'écrit
(12) RE’ZW = - («<ZW>Z-<2ZMW>2+<JZ,W>JZ - < JZ,W> JZ+2< JZ,Z > JW}
et oi Z et W sont des vecteurs tangents complexes. Les &quations ( 8 ) impliquent
que
<Rz L, JL>=0

et, en combinant avec (11 ), le fait que la

< v,z < V,V,Z,9,2

7 ,V, 2 > =0 =

LEMME 12 7

Démonstration.- La seconde &quation est une

la premiére, on considére la forme quartique

® < V,Z ,v

Z z

Sous un changement de coordonnées holomorphe

fait précédemment, nous trouvons que

< wa

< v

dw
225 V2> = (@)
grice aux équations ( 8 ) et ( 9 ).
La section ¢ de K4 est donc bien définie glo
La démonstration sera achevée quand nous aur

calculons

Z > d 4

forme y est holomorphe.®

conséquence directe de la premiére. Pour

Z

s locales w w(z), comme nous avons

,VWW >

balement.

ons établi que ¢ est holomorphe. Nous

l —_
E-Z < VZZ,VZZ > = < VEVZZ ,VZZ >
= < RE,ZZ’ VZZ >
= - < {<Z,2>2+<J2,2>32 + 2<JZ,2 > JZ},V,Z >
=0
grdce aux équations ( 8 ), (9 ) et (11 ). =m

On continue de la méme fagon. On suppose par
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{ < Jv;z , vzz > = 0 pour 0 < k+i<2v-2

(Iv) k i
< VZZ, VZZ > =0 pour O0< k+i < 2v-1
ol
k _
VZ = VZVZ Vz .
—
On considére les formes k fois
v-1 v, 2v-1
= < JVZ z, VZu > dz

v v 2y
< VZZ,VZZ > dz

{\)
v

et on démontre comme nous 1'avons montré auparavant, que wv et ¢v sont des sections
2v-1 2 . . . ee s

de K°Y et K7V respectivement) qui sont bien définies globalement et holomorphes.

On conclut donc que wv =0 et ®v = 0 . En considérant les dérivées de ces équations,

on &tablit le systéme d'équations (Iv ). On a donc vérifié la proposition suivante.

+1

PROPOSITION 13 . - Pour tous les entiers k > O et 1i>0, ona
k, i
< JVZZ,VZZ > =0
et
k, _i
< V,Z,V,Z > =0 .
REMARQUE 14 . - Tout ce que nous avons démontré jusqu'a présent reste vrai aussi

pour les surfaces minimales ramifides. Il n'y a rien 3 changer aux démonstrations.
.. 2 o .
Au-dessus de la surface minimale S la Proposition 13 nous donne une famille de

sous—espaces vectoriels complexes définis par

Vv = spanm{ V%Z, JV%E}
k,1>0.

qui sont isotropes, c'est-a-dire tels que < V,V' > = 0 pour tout V, V' € V

Evidemment V est une distribution J-invariante. De plus, la somme directe V ® V

. P . . 2 P .
contient toutes les dérivées de 1'application S° - tp" . Pour démontrer cela, il

suffit de considérer les dérivées mixtes vzvgi . Puisque sz =0, cette dérivée
k=i-1-

oV Z qui est, d'aprés ( 12) et l'isotropie de
q

s'écrit comme V sz = T V=oR Z

FARA 2°%2,7
V , un €lément de U .

On suppose que 1l'image de 1'application S2 > CP" n'est contenue dans aucun sous-—
espace linéaire projectif complexe propre de " . Puisque  ® V! contient tous les
"jets" de 1'application, on peut démontrer facilement que V détermine une décomposi-

tion

136
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(15 ) TCP" ® © =Vvev
lg2

qui est, grace 3 1'isotropie de V , une décomposition orthogonale pour la métrique

hermitienne (V,W) = < V,W > .

Rappelons-nous la décomposition classique

(16) Tsr;Pneu:l ) - 7h0 g 701
s
on 7120 - (V: JV = iV} et 701 = pls0

. Puisque JV =V et JV =T, ces deux
décompositions sont compatibles.

Considérons les champs de vecteurs locaux

Ckely kel o
(17) Vk = (I—1J)Vz Z = Vg (I-1J)z

pour k = 1,2,3,... et observons que

Vk evn Tl’O pour tout k .

De la méme fagon, définissons les champs de vecteurs

. ~1 k-1 . ~
(18) Wk = (I—1J)V§ zZ = VZ (I-1J)Z ol
= 1,0
wk € Vnrt pour tout k .
lous notons m et m les entiers les plus petits tels que
Vll\ /\Vm_H =0 et Wl/\. A pv =0

(On prend ici le produit extérieur complexe.) Une immersion minimale dans €p”  est
forcément analytique réelle. Alors les entiers m et m sont toujours les mémes
pour tout choix de coordonnées locales sur 82 . De plus les produits extérieurs
VAL.AV et W A...Awa sont génériquement non-nuls. La compatibilité des deux

1 m 1
décompositions ( 15 ) et ( 16 ) nous donne la décomposition orthogonale hermitienne

0 - wnrh% @ @n 0
|2

Génériquement {Vl,...,Vm} est une base de VN Tl’o et {wl,...,wE} une base de
- 1 . . -

VnrT 0 . En particulier, n =m + m . n+]

Considérons maintenant la grassmannienne Gm n < TP mtl des sous-espaces linéaires

’
de dimension m dans TP" qui est définie par le plongement de Pliicker
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_ m+l n+l, | n+
Gm,n = {[VOA...Avm] €P(A T ) VsV €T

1
et VO/\.../\Vm # 0}

Utilisant 1'identification canonique T%’O z TZPn , on peut définir les applications

par

0 1,0

P(Z) = [vZnT" ] et Q(Z) = [VZ nT )

ol [VZ n TI’O] désigne le sous—espace linéaire projectif tangent au VZ n Tl’0 .

Pour 1'instant ces applications ne sont bien définies qu'aux points génériques ol
V. A« AV A o .
[Are AV # 0 et WA AW #

PROPOSITION 19 . - L'application P est holomorphe et s'étend holomorphiquement

en tout point de U . Sa cousine Q est antiholomorphe et s'étend antiholomorphi-

quement. Les deux applications P et Q restent invariantes aprés un changement

de coordonnées holomorphes locales et elles sont donc bien définies globalement sur

s? .

: . +
Démonstration. On passe aux coordonnées homogénes. Soit 7 : " 1—{0} > ¢P" 1a pro-
jection canonique et prenons un reld&vement local de l'application y : U — 82 , i1.e.
~ ~
une application ¢ : U > ¢! ~{0} telle que moy = Y .

: s . c e n+l . .
Soit V la connexion canonique de 1'espace euclidien T . On voit directement que

W*VZ V=2 etm, VZ VO =7 ,
et de plus que
k ~ k-1= k-2—- =
w*VE Y = VZ Z (modvz ZyeouyZ)
(20) { - -
n*v; Vo= V; 1Z (modvg 2 ZyuuusZ) o

Puisque 7 est holomorphe,l'application m, est J-lin8aire en tout point. On utilise
q phe, PP *

o . P . n+l ~ 2n+2 n+l . ~ .
ici la présentation T = (R ,J) de T comme un espace vectoriel réel muni

-

P . +
d'une structure quasi-complexe J . On passe & la complexification c” lalzm =

2n+ P . .
R" 2 ® T dans laquelle nous définissons les applications

~

s k ~ N o k ~ _
Vk = (I 1J)VZ Y et wk = (I 1J)VZ Y pour k = 0,1,2,...

Les conditions ( 20 ) impliquent que
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2-SPHERES MINIMALES DANS LE PROJECTIF COMPLEXE

n*(VIA...AVk) = VlA...AVk

C21) { ~ ~
ﬂ*(wlA...AWk) = wlA...Awk

pour tout p > 1 . Il suit alors directement des définitions de m et m  que
Vz(VOA...AVn) = a VOA...AVm

(22)

VZ(WOA...AWn_m) =b WOA...AWn_m

oo . .
ol a et b sont des fonctions C définies dans 1l'ouvert U .

2n+2)

Les vecteurs V, et ﬁj habitent toujours dans le sous—espace (I-iJ) (T

n+l . . . .
[y et on voit facilement que les applications P et Q sont

Ny

(mnﬂ@]R ) 1,0

données par

P = [VOA...AVm] et Q= [WOA...AWn_m] .

Les &quations ( 22 ) impliquent immédiatement que P est holomorphe et Q antiho-
lomorphe. On démontre corme dans 1'exposé VI que les zéros de V;A...Aﬁg sont isolés
et que 1l'application [v;A...AVQ] s'étend holomorphiquement.

L'invariance de P et Q par changement de coordonnées locales est évidente.®

Observons maintenant que 1'application originale y peut &tre récupérée i partir
de P et de Q . Si on considdre P(Z) et Q(Z) comme sous—espaces linéaires de

zp" , alors le point Y(Z) est exactement 1l'intersection
v(Z) = P(Z) N Q(2)

Puisque UZ_LVZ , cette intersection est orthogonale hermitienne. On est ainsi

amené a considérer la variété

(23) Im,n = {(P,Q) € Gm’n x Gn_m’n : PLQ}

sur laquelle 1'application 7 : Im 0> tr” définie par m(P,Q) =P N Q est une
’

submersion riemannienne (GLn ~équivariante).

+1

PPN . 2 . . .. ces o .
THEOREME 24 . - Soit ¢ : S° - TP" une immersion minimale ramifide. I1 existe alors

un entier m > O et un reldvement horizontal
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s m,n n-m,n
N\ b
<
2
CRL AN

dont le premier facteur est holomorphe et le second antiholomorphe pour la structure

conforme induite par ¢ .

Démonstration. Il suffit de vérifier que 1'application P x Q : 82 > I est hori-
’
zontale, i.e. orthogonale aux fibres de 7 : I > CP" . Or il est &vident que I

m,n m,n
s'identifie 2 la variété T = {(p,P) € TP" x G, . PEP} ol laprojection
k] ’
s'écrit w(p,P) =p . (A (P,Q) € Im o o0 associe la paire (P N Q,P) € Im n.) La
’ ’

fibre au-dessus de p € CP" consiste en tous les plans P € Gm n qui contiennent le
’

point p .
121 2 f} ~ n '
= c T G -
En 1'élément £ (p,P) de Im,n 1'espace tangent TEIm, Tpmi x Tp m,n s'ex
prime de la fagon suivante : pour un sous—espace projectif P < CP de dimension k ,
3 + P . . ..
on notera P < € ! le sous—espace linéaire de dimension k + 1 associé. On a alors

1'identification canonique

~

n Sl 5ol
25 ) TPEP x TPGm,n = Hom(p,p~) ® Hom(P,P™)

-

Par rapport 3 cette identification, le sous—espace Tgfm n S décompose orthogonale-
’

ment en
T(p,P)Im,n A ®A DA,
ol
Al = {(S,0) : Im S < p} ,
A, = {(S,T) : ImScPetT =5},
2 [p
A, = {(0,T) : T, =0}
3 |p

Le sous—espace A1 @ A2 est la partie horizontale et A, la partie verticale pour

3
la submersion 7
" 5 5 2 P
Or en coordonnées homogénes notre relévement y : S~ - Im 0 s'écrit
s

¥ = ([E],[E‘A72$A--.AV%>N]) = ([V;],[V;AVIA...AVE])

ol on a pris la notation utilisée auparavant. A partir de 13, on vérifie facilement

que
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VY= v,(Z) €A et T, ¥ = ¥, (2) €A,

Le reld@vement est donc horizontal. =

Comme nous 1'avons déja vu, la variété Im , peut se représenter de plusieurs fagons
’

différentes. La présentation la plus agréable et la plus jolie est celle d'une

variété de drapeaux. Pour O < m < nyintroduisons la variété

(26 ) Foo

((Q,P) €6 | %G :QcP)

m,n

N . n . . . P .
olli par convention F0 n = TP . Rappelons-nous qu'il existe une isométrie antiholo-
b

morphe canonique

* ~
) : Gn—k_—>ck—l,n

*
qui associe 3 un sous-espace projectif Q le sous—espace polaire Q . En termes
de coordonnées homogénes on prend le sous-espace linéaire orthogonal, i.e.

AN al P . P . P .
Q* =Q . Utilisant cette isométrie antiholomorphe, nous définissons un isomor-

phisme de submersions riemanniennes

La fléche horizontale est définie par

*
¢(P,Q) = (Q,P) ,

. . -1 . . . .
et la projection mo(Z) associe a la paire (Q,P) le point polaire de Q dans P
(en coordonnées homogénes, n(Q,P) =P N Ql )

Nous pouvons réécrire le résultat principal maintenant.

PRI . 2 . . .. e . .
THEOREME 27 . - Soit ¢ : S~ ~ €P" une immersion minimale ramifiée. Alors il existe

un entier m > O et un reld@vement horizontal holomorphe

F
m,n
Y m
/
2V "

ol Fm o est la variété de drapeaux définie auparavant.
’
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REMARQUE 28 . - Si y est elle-méme holomorphe, alors m = O et FO n " et © = Id.
* s

Si  est antiholomorphe, alors m = n et Fn n CP" et m = (.) .

REMAROUE 29 .- Si y : 82 > RP" = Sn/Z2 est une immersion minimale dans 1'espace

projectif réel muni de la métrique 3 courbure sectionnelle constante, on peut con-

sidérer le plongement

rP™ < ¢p”

. . P P A 2 n
quil est isométrique et totalement géodésique. La compositicm i : S - CP est

toujours minimale et la théorie présentde ici s'applique. Si 1l'on reprend le raison-
nement précédent dans ce cas spécial on trouve facilement qu'il faut que n soit

pair et que

[NY]=]

De plus, on voit que 1'image du relé@vement ¥ est contenue dans la sous-variété

. . . . 2m .
I; c Fm op  dul consiste en tous les sous-espaces de dimension m dans TP qui
s
. P n P N
sont isotropes (pour la structure réelle de RP  donnée). Observez qu'd un sous—

. + +
espace 1sotrope W < mzm . Rzm !

® C de dimension m+l , on associe canoniquement
le sous—espace conjugué W . la paire ((W)'L N W, W) nous donne le plongement
I°9 F
m m, zm

On retrouve ainsi compl&tement la théorie classique de Calabi [2] , [3] . (Voir

[(z1 )

ITI. LA CLASSIFICATION.

Des résultats &tablis dans le IT on peut tirer une classification tré&s belle
et trés simple de toutes les immersions minimales (ou harmoniques) de 52 dans CP" .
Elles sont toutes construites & partir des courbes holomorphes rationnelles de 1la
fagon suivante.
Soient I une surface de Riemann et ¢ : & - CP" ume application holomorphe pleine
(c'est-a-dire dont 1'image &(Z) n'est contenue dans aucun sous—espace linéaire
propre). Pour chaque entier m , 0 < m < n nous avons la courbe holomorphe associée

(30) o 11> Gmnc]P(Am+1 ety

définie de la fagon suivante
Si @(Z) = (wo(Z), wl(Z),...,on(Z)) (oﬁ Z € Uc ) est une représentation holomor-
phe locale de ¢ en coordonnées homogénes de cp” , alors 1'application ¢m est

donnée par

(31) 0, = [0@A 0 @A r0™ @]
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pour Z €U . Cette définition est indépendante du choix de la représentation locale
©(Z). En un point(nécessairement isolé) ZO oll m(Z)A...Am(m)(Z) s'annule, on peut
multiplier localement par le facteur (Z—ZO)k tel que (Z—Zo)w(Z)A...Aqﬁm)(Z) soit
fini et non-nul au point ZO . Ce facteur ne change pas la classe projective du
vecteur [m(Z)A...Amm(Z)] et 8videmment nous donne une extension holomorphe de
notre application au point Z0 . Les applications ¢ sont donc bien définies et
holomorphes sur % pour 0 < m<n .

I1 est 8vident que ¢ =0 . Plus généralement, pour chaque m=> O , 1'image

¢m(Z) € Gm n représente le m-plan osculateur 3 la courbe & au point Z € £ . Pour

. . . . _ éme .
cette raison, 1'application ®m est quelquefois appelée la m courbe osculatrice

a ¢.
Supposons que ¢ : I - CP" soit une courbe holomorphe et pleine. A cette courbe

nous pouvons associer les applications holomorphes
(132) $ :3 > F 0<m<n
ol par définition

(33) 0,(2) = (o _,(2),0 (2)) .

~

@ans le cas spécial o m = O , nous prenons @O =9.)

~

THEOREME 34 . - Pour chaque entier m , 0 < m< n , l'application S

m,n
. . . . n ?
est horizontale pour la submersion riemannienne 7 : Fm 0 - TP . Par contre, si
, -4t contte, S1
Yy iz Fm , Est ume application holomorphe et horizontale, il existe alors une
£ ~

application holomorphe & : ¥ > &P telle que ¥ = ¢ .

Démonstration. — D'abord il faut identifier les sous—espaces horizontaux de TFm o
’

On utilise le plongement F c G x G donné par (26 ) et l'identification
m,n m-1,n m,n

~

x T G = Hom(Q, Ql) ® Hom(P,PL)

(35) TQGm—l,n p m,n

(en suivant les notations de II.) Avec cette identification on peut &crire

1(s,1) & 1,2 = plos)

T,») m,n = g =

~ PN

ol on désigne par P~ aussi la projection orthogonale sur pt . Le sous-espace ver-
. . . i L P . .
tical V pour la projection =(Q,P) =P n (Q) s'écrit de la fagon suivante. Soit

A
1= Qtnr= n(Qp).
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V= {(,T) : T|£ =0 et Tié =S},

Le sous—espace horizontal H s'écrit alors
( 36) H= {(S,T) : Tla = 0 et Im S < P}

= Hom(&,l) ® Hom(l,ﬁl).

On voit facilement que la dérivée de 1l'application

(m-l)] (m)])

o = ([oAQ A+« oA [oA®'A. . . AQ

est toujours du type ( 36), donc est horizontale.

Pour la réciproque, supposons que Y(Z) ={(Q(Z), P(2)), |z| < l} , est une
courbe holomorphe et horizontale dans Fm n " On peut représenter la partie Q(Z)
’

holomorphiquement par

(37) Q@) = [V (DA-aV | (2)]

. + . PR
oll Vj(Z) est une fonction holomorphe a valeur dans " ! définie dans un voisinage
de O pour j = 0,...,m .
Supposons que nous sommes hors de l'ensemble des points isolés ot Q' =0 .

Aprés une permutation convenable des indices {0O,...,m-1} , nous pouvons supposer
que

V&—I(O) # 0 (mod VO(O),...,Vm(O)) .

Ceci persiste dans un voisinage U de O . L'hypoth&se d'horizontalité et 1'identi-

fication ( 36) nous disent alors que dans ce voisinage U nous avons

= 1
(38) P(z) = [VO(Z)A...AVm_l(Z)AVm_I(Z)]
et, de plus, qu'il y a des fonctions holomorphes aj(Z) telles que
1 — 1
Vj(Z) = Aj(Z)Vm_l(Z) (mod VO(Z),...,Vm_](Z))

j =0,...,m2 . En remplagant Vj(Z) par Vj(Z) - Aj(Z)Vm_l(Z) pour j = O,...,m"2 ,

nous obtenons une nouvelle base telle que
' =
Vj(Z) = 0 (mod Vo(Z)""’Vm—l(Z))

pour j = 0,...,m=2 . Le sous-espace

R(Z) = [V (Z)A.. oAV ,(2)]
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représente le noyau de la dérivée Q'(Z) considérée comme application linéaire
Q(z) » Q(Z)l . (Rappelons que le rang de Q'(Z) est 1.) La définition de R(Z) ne
dépend donc que de 1'application Q . Par ailleurs R est évidemment holomorphe.

La paire (R,Q) nous fournit une application

(R,Q) : U>F )

qui est holomorphe et horizontale. On voit sans difficulté que cette application

s'étend holomorphiquement aux points isolés ot Q' = 0 .

Si on répdte la construction (m-1)- fois, on obtient 3 la derniére étape une

application holomorphe
o T > e .

L'équation ( 38) que nous avons a chaque étape implique que les composantes de notre

application originale ¥ = (Q,P) sont de la forme

Q(2)
P(Z)

N P . . P N n
ol ((Z) désigne une représentation locale de ¢ en coordonnées homogénes de TP nous

[0Z)n0" (Z)A. - or0™ 1 (2)]
[w(Z)A@'(Z)A...Aw(m)(Z)]

avons donc construit une courbe holomorphe ¢ telle que ¥ = @m . =

Tout cela nous fournit une belle représentation de toutes les immersions mini-
males ramifiées de 52 dans TP" (ou, ce qui est la méme chose, de toutes les appli-
cations harmoniques non-constantes de 82 dans EPn). Pour que ce soit tout a fait

clair, considérons la variété

Fn E{(PO,PI,...,Pn_l) € Go,n x Gl,n X wes X Gn—l,n : Pj-l c Pj Vj}

~ . n . 5 P
formée des drapeaux maximaux de CP qui,comme espace homogéne s'écrit,

Fn = Un+1/Ul X ves x U

(n+1)-fois

1

Nous avons déja démontré que chaque courbe holomorphe pleine ¢ : 3 - tP" détermine

une application holomorphe associée 51 - Fn définie par

2(2) = (0,(2),0,(2),. 00 (2))

oli ¢m(Z) est le m*" courbe osculatrice. On appelle ¢(Z) le drapeau de Frenet

associé a la courbe ¢ au point Z
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Observons qu'il y a une submersion holomorphe LS Fn > €P" définie par
™ (P ,P.,...,P ) =P . Evidemment ¢ est un relé&vement de ¢ .
o 0’1 n-1 o

Pqs PO o n+l PO .
En utilisant la métrique hermitienne de T , on peut réécrire de fagon unique
o +

chaque drapeau (Po’Pl""’Pn-l) comme une décomposition orthogonale de c” ! en
droites complexes soit

R P U
o 1 n

1

= B0 (BT, 520

J
Dans cet esprit on réécrit la courbe de Frenet ¢ d'une courbe holomorphe ¢ comme

®(Z) = QO(Z) ® ll(Z) ®...8 Zn(Z) .

La droite lm(Z) s'appelle la mn° "€ droite normale 3 ® . Evidemment il y a une famille

de submersions

ol par définition

nm(lo ®...® Rn) L .

m

]

Comme submersions riemanniennes elles sont compl&tement équivalentes. On applique
les isométries données par permutation des facteurs lo@...®£n . Un fait intéressant

est que ces isométries ne sont pas holomorphes en général. Nous pouvons néanmoins

considérer les compositions

. . . éme .
OS<Sm<n, qui au point Z associent la m droite normale 3 la courbe en ce

point. Cette composition s'étend & Fm n
’

(39) F __F
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et nous savons que w°®m = ﬂmo@ est minimale.

La chose encore plus importante est que les Théor&mes 27 et 34 impliquent directe-

. 5 . . 2 n . . o .
ment la réciproque, 3 savoir : Soit ¢ : S° > TP une immersion minimale pleine. Il

. . . 2 n .
existe alors une application holomorphe ¢ : S§° » TP et un entierm , 0<Sm<n,

tels que

yo= o = m_od
Y D‘Dm mo
Autrement dit, nous avons démontré le résultat suivant.

THEOREME DE CLASSIFICATION 40. Toute application harmonique pleine de 52 dans CP"

€

P . me .
peut s'écrire(pour un entier m , 0 < m < n) comme la courbe des m droites nor-

~

males 3 une courbe holomorphe rationnelle dans cp” .

Plus précisément, supposons que y : 52 > TP est harmonique et pleine. Il

. . . 2 .
existe alors une application holomorphe ¢ : S - CP" et un entier m , 0<Sm<n,

tels que

V@) = 2 (@)

oll gm(Z) = ém(Z) n ($m—l(z))l = °;»(Z) est le m“"® droite normale & la courbe

% au point Z .

De beaux exemples sont fournis par les courbes rationnelles normales de courbure
. . 1 . P 5
constante. Les applications de TP dans wp” s'expriment en coordonnées homogénes de
la fagon suivante
,n —~ n—1 n

(41 ) [Zo’zl]“__’ [Lo ,Vn Zo Zl”"’ (k) Z Z1 ,...,Zl .

J. Eells et J.C. Wood ont observé que la courbe de drapeaux de Frenet d'une
courbe holomorphe fournit des applications harmoniques dans toutes les variétés

grassmanniennes complexes par composition

A

¢ st
E__)]Fn —_—’Gm,n

I1 y a plusieurs submersions 7 : Fn > Gm n qu'on peut mettre ici. On peut sélection-
’

ner n'importe quel sous-ensemble {io,...,im} de {0,1,...,n} et définir

W(QO,Q --,Rn)E 2y ee...ebsz.l

o m

1’

En général, cette construction ne fournit pas la famille de toutes les applications
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. 2 - - . . X
harmoniques de S dans Gm . Récemment on a,néanmoins,fait beaucoup de progrés sur

le probléme de la classification de ces applications harmoniques(pour cela, on se

reportera 3 la littérature).

Une démonstration assez différente de cette classification a été trouvée par

Chern et Wolfson [5]. Par leurs méthodes on peut réaliser certaines généralisationms

de la construction aux surfaces de genre non py1 [13].
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