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QUELQUES PROGRES RECENTS EN THEORIE ANALYTIQUE DES NOMBRES
par

Etienne FOUVRY

| .- Rappel des résultats classiques du crible linéaire
En toute généralité, un probléme de crible s’énonce ainsi :

Soient 4 une suite finie d’entiers 1 , 232 , # un en-

semble de nombres premiers et P(z) le produit | | p .
pLz,pEd
Que peut-on dire de la quantité

S(# ; #,2) |{a€d ; (a,P(2)) = 1}| ?
Les renseignements sur &« concernent
dg = {a€d ; a=0[d]1}
et s’expriment par la formule d’ approximation
ldagl= w(d)Xsd + r(s;4d) (1.1)

ou X ne dépend pas de d , oud w(d) , défini pour d , sans fac-
teur carré, avec tous ses diviseurs premiers dans & , vérifie la
formule w@@) =1 | w(®) .

pld,pe?

Dans la formule (1.1), on espére que r(#;d) se comporte en terme
d’erreur. Dans le cas linéaire, c’est-a-dire w(p) valant 1 en
moyenne, le crible de Selberg méne a la formule suivante (théoréme de
Jurkat-Richert) :

< {F(log Dr/log z)+E}+
S(d;#,2) XV (z) Z YD) r;d)] (1.2)
> {f(log D/log z)-E}-
dl1P(z)
d<D
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E. FOUVRY

ol V(z) est le produit eulérien (| (1l-w(p)/p) ,
peEP,p<z
v(d) le nombre de facteurs premiers de d
E un terme, négligeable en général,
F et f deux fonctions continues définies par

{ F(s) = 2 e’s (¥ constante d’Euler)
f(s) = 0 pour 0 < s g 2
et { (sF(s))’ = f(s-1)

(sf(s))’> = F(s-1) pour s > 2 .

(On se reportera a [12] pour un énoncé complet.) On montre que les
fonctions F et f sont monotomnes, gqu’elles tendent trés rapidement
vers 1 et qu’elles sont optimales, dans la formule (1.2).

Dans le cas linéaire, les formules du crible de Selberg sont
maintenant dépassées par celles du crible de Rosser-Iwaniec, de
nature combinatoire. On a les inégalités (volontairement schémati-
sées) suivantes ([181) :

< {F(log D/log z)+ E;}
S(d;P,2) XV(z) : Z Md)r;d) (1.3)
> {f(log D/log z)- E;}
d|P(z)

Le terme principal de (1.3) coincide avec celui de (1.2) ( E; est
une quantité négligeable) et le terme d’erreur contient les coeffi-
cients xt(d) “"bien factorisables de niveau D ". Par définition,

une fonction arithmétique X(d) est bien factorisable de niveau

D> 1, si, pour tout D; , Dy >1 , DDy = D, il existe deux fonctions
A1 (d1), Xg(dg), nulles hors de (1,Dy]1 et [1,Dg1, vérifiant

Ix1¢dy)l,Ingde)l ¢ 1 pour tout d; et tout di
et
A= X1 X hg -

Le crible de Rosser-Iwaniec a déja fourni des résultats ap-
paremment inaccessibles, pour 1’instant, par le crible de Selberg
équation n+1= Py , recherche de nombres premiers dans de petits in-
tervalles,...

Dans cet exposé, nous nous intéressons aux résultats récents
sur le criblage de
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THEORIE ANALYTIQUE DES NOMBRES

d4 = {p+2 ; pgx)> pour étudier les nombres premiers jumeaux
c’est-a-dire la fonction
mo(x) = |{p+2 ¢ x ; p+2 premier}|
et de

ISR {ngx ; n=alql} pour considérer la fonction
m(x5q,a) = |{pgx ; p=alql}]

qui compte les nombres premiers dans une progression arithmétique.
(La lettre p désigne toujours un nombre premier).

Il.- Nombres premiers dans les progressions arithmétiques
L’ équivalence

n(x;9,a) ~ (li x)7p(q) (x - +o) (2.1)

bien que conjecturée avec uniformité pour (a,q)=1 et q<x1_E
(conséquence de la conjecture de Montgomery), n’est en fait démontrée
que pour qg(log x)A -A quelconque- (théoréme de Siegel-Walfisz).
Toutefois, on sait que 1’équivalence (2.1) est vraie en moyenne, pour
acx!’%(log x)™* . On démontre :

THEOREME O (Bombieri-Vinogradov) .- Pour tout A , on a :

1i y
E max max |n(y;q,a)- |=0a(x(log x) A2y (2.2)
ygx (a,q)=1 ()

agx /% (log x) A

Ce théoreéme, qui repose principalement sur 1’inégalité de
grand crible, a le mérite d’éviter le recours a 1°’hypothese de Riemann
généralisée, dans beaucoup d’applications, en particulier lorsqu’on
crible la suite & . Les choix w(p)= p/(p-1) (p # 2), X = 1li x et
D=x<1’2)'e, dans la formule (1.2) donnent, via la formule de Mertens,
la majoration asymptotique :

COROLLAIRE O.- Pour tout €>0 et x>x9(e), on a

o (x) ¢ (4+e) B x log ®x .

On a posé B = 2| | (l—(p—])'z), et on conjecture 1’°équivalence
p>2
e (x)~ B x log_zx (x » o) .
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On pense aussi que 1’exposant 12 , dans (2.2), peut &tre remplacé
par 1 (conjecture d’Elliott-Halberstam) et que le franchissement de
la valeur critique x'”%? est une question extrémement difficile de
théorie analytique des nombres (voir [6] pour des résulats partiels

dans cette direction).

Le probleme est plus aisé si on cherche des résultats en rap-
port avec le terme d’erreur de (1.3), autrement dit, des résultats
o le signe de valeur absolue est remplacé par un coefficient bien
factorisable. On va donner quelques idées de la démonstration du théo-
reme de Bombieri, Friedlander et Iwaniec ([31) :

THEOREME 1.- Pour tout €20, tout A>0, toul x32, toute fonction bien
factorisable de niveau x4/7"£, et tout entier a , on a

X X(a) (M(x3q,a)-(li x)/9(aq))= O,,¢,a(x(log x) " *).

q
(q,a)=1

ilwaniec et 1’auteur furent les premiers a donner une estimation de ce
type avec un exposant supérieur a 172 , plus préciséent 9717 ([91)
et cette valeur fut portée a 1732 ([61).

Le théoréme 1, cowmbine avec la formule (1.3), méne au

COROLLAIRE 1.- Pour toult >0 et x>xg(g), on a
2

Mo(x) ¢ (7724e) B x log “x .

1.- Répartition du produit de convolution de deux suites

On transfére 1’étude de la répartition des nombres premiers,
via certaines identités combinatoires (Linnik, Vaughan ou Heath-Brown)
a2 celle, plus générale, de la convolée de deux suites. Ainsi, la clé
du théoréme 1 est le lemme 1 : il nécessite, pour son énoncé, plusieurs
notations.

On note (oy) et (Bp) deux suites veérifiant
lomlg Tx (M) lenlg TR (M) (2.3)
o K est un entier fixé et Ty(m) est le nombre de représentations
de 1’entier m en produit de K entiers »1 . On demande aussi que la

suite (Bn) se répartisse bien dans les progressions arithmétiques
(condition analogue a l’énonce du théoréme de Siegel-Walfisz) :
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THEORIE ANALYTIQUE DES NOMBRES

Yno Vq>1 (no,q)= 1 , Vd>1 Vy>2 , VA on a

1
E Bn = —— E Bn + Oa (yTg(d) (log y) %) (2.4)
0 (1)

n=nglql (n,dq)=1
(n,d)=1 ngy
ngy

et que p, s’annule si n a un petit facteur premier :

110

piln et p < exp(log n) s g, =0 (2.5)

(cette derniére condition, purement technique, peut parfois &tre
omise). On définit maintenant la quantité

1
AC..)=0((0n) s (Bn);Xx,N,q,a)= Z CmBn~ Z CmBn
LECY

mgxN ™~} mgxN ™1
ngN ngN
mn=alql (mn,q)=1

qui décrit la répartition de «, X p, dans une progression arithmé-
tique, et pour finir, la fonction ©6(t) par les formules :

Ogtg &= : o(t) =+ + & 5 oot L) = 22 ¢
10 2 2 10 6 24 12

Ictgd ety =2+t Lot g2 oret) =2 -2

6 4 2 3 4 7 3 3

2etg 2 ety =L+ 2 2 gL e(t) = 1-t

T 5 2 4 5 2

detel ety = & .

2 2

En posant v = (log N)/log x , on énonce

LEMME 1.- Sous les conditions (2.3), (2.4) et (2.5), on a, pour

tout €>0, tout A , tout v (egugl-e), tout x32, tout entier a
8(v)-¢

et toute fonction X bien factorisable de niveau x , Lla re-
lation

é 2(@) AC--2) = Oa,e,x,a (x(log x)7H) .

q

(g,a)=1
On trouve le lemme 1 sous cette forme dans (8] ; il rassemble

en un seul énoncé les différents résultats de [31, [6]1 et [9] et
montre que la valeur critique x!727¢  qu "niveau de répartition” est

franchie pour €<u<1-/2-¢ . La démonstration, treés longue et tres déli-
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cate, de ce lemme s’appule sur un calcul de dispersion et des majora-
tions en moyenne de sommes de Kloosterman ([4]1) qui, dans ce contexte,
sont plus efficaces que la majoration classique de Weil. Evidemment,
on décompose X=Xi1X)g au mieux de ses intéréts.

Les identités combinatoires, déja évoquées, aménent a envisager
le cas particulier ou g,=1 , pour tout n . On montre :

LEMME 2.- Dans le cas particulier ou ph=1 , l’estimation du lemme 1
susbiste en remplagant ©6(v) par 8;() ou la fonction ©,(t) est
définie comme suit

9 (t) pour Ogtgl
oty = ( &t pour 2ot

2 5 2

ik pour igtgl -

2 2 2

Ce lemme se trouve dans [31, [5]1 et [9] et améliore la valear
du niveau de répartition pour v 325 (voir figure). Sa démonstration
utilise la technique de Fourier et, une fois encore, les majorations de
[4]1. Le théoréme 1 s’acquiert 4 partir des deux lemmes en analysant,
pour chaque situation, les valeurs de v rencontrées - la constante
47 provient, en quelque sorte, de 8(2/7)=8,(2/7)=4/7T (voir rligure).

2.- Quelques applications

Le lemme 1 peut Etre employé dans un grand nombre de situations.
Ainsi, en partant de 1’ inégalité

1
me(X) ¢ S(H4;#,21)- — E S(ﬂpl; # 5, z1)
2

z1<p1<2

1
+ - > Sy p p 5 Pypa)+ 0(x'%)
2 1 2 3

21€P3<P2gP <2
172
(ot # = {px2) et zigz2gKX )
déja utilisée par Pan ([211), Fouvry et Grupp sont parvenus au
COROLLAIRE 2 ([81).- Pour x suffisamment grand, on a 1l’inégalité

Mg (x) ¢ 3,454 B x Iog'2 .
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THEORIE ANALYTIQUE DES NOMBRES

Ce résultat se généralise aux nombres premiers ¢ x , de la forme p-a
avec uniformité sur |al|l g (log x)A ( A quelconque) el s’incorpore
aux travaux de Huxley ([16]1. [171) sur la différence pu+3-Py ( Pu
désigne le nombre premier de rang o ). On a

COROLLAIRE 3 ([81).- Il exisie <120 , tel que, pour x suffisamment
grand, on ait la minoration

[{PagX * Pns1-Pn < 0,4342 log podl > ¢y x log 'x .

Ce résultat doit €tre comparé a la récente majoration de Maier ([201)
lim (Pp+1-Pn)”(log pPn)g0,248 : malheureusement. sa technique trés in-
génieuse ne permet apparemment pas d’exprimer cette borne sous la
forme du corollaire 3.

3.- Vers la conjecture d’Artin

Artin, en 1927, proposa la conjecture suivante

Tout entier relatif a , différent de -1 et d’un carré par-
fatt est une racine primitive pour une infinité de nombres premiers.

Hooley, en admettant une certaine généralisation de 1”>hypo-

these de Riemann, prouva l’exactitude de cette hypothése, el méme,
qu’ il y a une densité positive - dépendant de a - de nombres premiers
pour lesquels a est une racine primitive ([151). Il y a quelque Llewps
encore, on ne savait méme pas si1 la conjecture d’Artin est vraie pour
au moins un a . En 1984, Gupta et Ram Murty ([113) onl monlré que Si
PisP2,P3 Ssont trois nombres premiers distincts, la conjecture d’Artin
est vraie pour au moins un a appartenant a S , ou
P H>P P

1

p, : 3.2
s = <p p%, p’p%,p%p ,p’p%.p%p Lp
1 3 1 2 1 2 2 3 2 3

«
N W

PP P

3
vl) p Al
2 2 3

w

P°p P
2 3

o
o

P

- o = N

2
3
2
2

P ,p PP ,p p P}
3 1 3 1 2 3

N
—

et par conséquent, que la conjecture d’Artin est vraie pour une in-
finité de a . Leur idée principale, est de chercher dans un ensemble
tres particulier

E(x) = {p ¢ x ; pPPlp-1 2 p’=2 ou p’>x°} ( £ constante >1./4)

des nombres p pour lesquels a soit racine primitive. En effet,
pour p€E(x), on a wv(p-1)g4 , ce qui permet de contrbler la nature,
le nombre et les indices des sous-groupes de (Z/pZ)* multiplicatif.
La minoration

IE(x)1>> x log-zx
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est une conséquence de [9] (avec 1’exposant 9-17 ). Mais Heath-Brown
a remwarqué que le théoréme 1 combiné avec la technique d’ inversion
du rdle des variables entrafnait pour 1’ensemble

E¥(x)={pgx ; P’ Ip-1 3 p’=2 ou P’ >x ,v(p-1)<3}

la minoration

[E*¥(x)[>>x log™ 2 x

et qu’ il est plus économique de travailler avec E*(x), car, pour
pEE*(x), (Z/pZ)* a moins de possibilités de sous-groupes. Suivant les
arguments de Gupta et Ram Murty, Heath-Brown restreint |S| et prouve
entre autres, les majorations significatives suivantes :

THEOREME 2 ([141).- On a les relations

|]{ p ;s p ne vérifie pas la conjecture d’Artin}|g 2
et
]{ a j lajgx , a mne vérifie pas la conjecture d’ Artiny | <<x'’?% .
Apparemment, on ne sait toujours pas, s’il existe a€2 , qui

soit racine primitive pour un ensemble de nombres premiers de densité
(relative) inférieure positive.

I1l1.- Théoréme de Brun-Titchmarsh

Pour étudier mw(x3;q,a), avec (a,q)= 1, on peut aussi travail-
ler avec les formules de crible. Ainsi, pour

A=< | P29z (p 5 plgr , X = xqa”° !, w(p)= 1
et la majoration triviale
Ir¢?,d)lg 1
on parvient a la formule ([121) :
(2+e)x

n(x;q,a) ¢ ——————————— pour x>xg(e) et qgx72 .
p(q) log(x/q)

Cette majoration, plutft grossiére a été notablement améliorée
en particulier par 1’emploi de (1.3) au lieu de (1.2) (se reporter a
1> introduction de [19] pour une présentation de ces résultats) et
entre dans le cadre du théoréme de Brun-Titchmarsh.

On peut aussi regarder le théoréme de Brun-Titchmarsh en moyen-
ne, plus précisément considérer le probléme suivant :
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Chercher les fonctions C(t) définies et continues par morceaux
sur (0,10 ayant la propriété suivante :

Ve>0 , VA , 3xo9(e,A), VEELO,1-e1, Yx>xp(g,A)

on a L’inégalité
n(x;q,1) ¢ (C(t)+e) —F—— (3.1)
p(q) log x

pour tout q de L’intervalle [xt,2x'] avec au plus x‘(log x)'A
exceptions.

(Pour simplifier on s’est restreint &4 a=1 .) Pour ce probléme, on
cherche donc D , le plus grand possible, tel que le terme d’erreur
de (1.3) soit "presque toujours petit”, ce qui se traduit par l1’esti-

mation
E ¥q E M (P ,d) = Og(x(log x)™ %) (3.2)
Qg<ag2Q d<D
(d,q)=1
avec B quelconque, Q:xt et ¥, une suite quelconque vérifiant

[¥4l<l . La relation (3.2) se raméne a des relations de la forme
vB E: M AC() > (1) 3 x,xQ71,d,-1)= Og(x(log x) ™)

d<D
et le lemme 2 affirme que cette relation est vraie pour
o, (1-t)-¢
D=x .

Finalement, en remarquant que le théoreme de Bombieri-Vinogradov
donne, pour t<1/2, la valeur conjecturée C(t)=1 , on a

THEOREME 3 (151,[71).- Soit §0<1/2 , alors la fonction C(t) dé-
finte par

1 si tgSo
C(t) = vérifie (3.1) .
2781 (1-t) si §g<t<1

Une application du théoréme de Brun-Titchmarsch en moyenne est la re-
cherche des p-1 avec un trés grand facteur premier. Par la technique
de Tchebyshev-Hooley, on montre, en posant P+(n)= max{p ; pln} , que
si C(t) est une fonction vérifiant (3.1), on a :

Ve>0 Ixo (€) dcge ()20
x>x0(e) = |1{p : pex P (p-1)5x° %3] > coxlog™ 'x (3.3)
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3
ou § est défini par 1’égalité : j C(t)ydt=1 . Ainsi le théoréme
N 0

conduit a §=0,65998 .

1) Amélioration du théoréme 2

Une étude soigneuse de la formule (1.3) montre que le crible
ignore un cetain nombre de termes, dont on peut tenir compte dans le
cas particulier du criblage de SRR B apparaft alors plus économique
tout en s’inspirant de la démonstration de (1.3), de travailler avec
1>identité de Buchstab itérée. On utilise, entre autres, le lemme
suivant

LEMME 3 ([31,[61).- Sous les conditions (2.3) et (2.4), on a, pour
tout €>0, tout A , tout v (egugl-¢), tout x32 et tout entier

a 4, la relation
E laC...) 1= OaCxClog x) %)

(q,a)=1
8 (v)-¢
agx *
avec
L4 L pour Ogtg 1
2 2 10
9o (t) = R pour l—gtg 1
8 4 10 6
1 1
= pour = tgl .
2 6
Ce lemme a une démonstration proche de celle du lemme 1 ; en comparant

les valeurs de ©6(t) et ©63(t), on se convainc de la difficulté
d’>améliorer le théoréme de Bombieri-Vinogradov avec des valeurs abso-
lues.

Des arguments combinatoires assez compliqués permettent
d’>améliorer la fonction C(t) du théoréme 2 pour 1/2 gtg3/75 ([T1),
en particulier C(1/2) voit sa valeur passer de 2,67 a 1,73 , et
on montre que (3.3) est vraie pour §=§,=0,6687. Cette derniére rela-
tion a eu un regain d’ importance, lorsque Adleman et Heath-Brown ont
établi un lien entre une relation de la forme (3.3) avec
§>2/3 et le premier cas du théoréme de Fermat (FLT 1). On a

THEOREME 4 ([11,071).- Il existe c¢3>0 , tel que pour x suffisam-
ment grand, on ait
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1
E - 2 C3.
P

§1
X  <PgX

FLT 1 vrai pour 1’exposant p.

Ainsi le premier cas du théoreéme de Fermat est vrai pour une infinité
d’exposants premiers (voir [23] pour une présentation des différents
criteres sur FLT 1).

2) La fonction m(x3;q,1) pour q autour de J;

On a, dans [T71, contourné le phénoméene de parite pour presgue
tout g , puisque C(t)<2 pour t=1/2 . Il est naturel de se demander
jusqu’ d quelle valeur peut-on descendre ? Qu’en est-il de la minoration
de m(x3;q,1) ?

Rousselet a donc poursuivi les arguments de [7] en y incorporant un
nouvel ingrédient

LEMME 4 ([101).- Pour tout >0 , tout A (0<Agl), tout q>1, tout
entier a premier avec q el tous les Mzl (1gigd), on a

1
E 1 = E 1 4 0g ((M{MgMo) 2677546 =7730y
p (q)

mimgms=alq] (mymgms,q) =1
Migm; <M (1+4) M, <m; <M, (1+4)

La démonstration de Friedlander et Iwaniec combine la méthode de
Burgess et la majoration des sommes de Kloosterman de dimension 2 ,
conséquence de la résolution par Deligne de la conjecture de Weil. Le
lemme 4 conduit a une formule asymptotique de la somme

E: T3 (n)

ngx
n=alq]l
pour qgxt/%ti/230°¢ 0 rgcemment Heath-Brown a élargi cette zone, par
une méthode un peu différente ([131).
Rousselet a démontré :
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THEOREME 5 ([241).- Pour tout A>0 , pour tout t inférieur a

12 + 10710 ) il existe xo9(A) , tel que pour x supérieur a xg(A)
on ait les inégalités

0,85 —F——— ¢ m(x ; q.1) ¢ 1,48 X
p(q) log x p(q) log x
pour tout q de [xt.2xt] avec au plus xt(log x)_A exceptions.
I.a minoration est assez proche de la valeur conjecturée, et sa démons-
tration profite au maximum des propriétés de décomposition des varia-
bles rencontrées, pour appliquer les lemmes 1,2,3 ou 4. Une applica-
tion de cette minoration est :

COROLLAIRE 4 ([241).- Une infinité de nombres premiers p vérifie

Pt(p-1)¢p® 316 |

Le probléme de trouver p-1 avec uniquement des petits fac-

teurs premiers, fut abordé par Pomerance ([22]) et Balog ([21), ce
dernier obtint pour exposant 0,35 , dans 1’ inégalité précédente.
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