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Construction de corps de nombres algébriques
avec les groupes des classes d'idéaux de types donnés

par S. Iyanaga

Nous appellerons corps un corps de nombres algébriques de degré
fini n > 2, c'est-a-dire k = Q(6), ou 6 est une racine d'un polyndme
irréducible f(x) e 2[{x] de degré n = [k: Q] > 2. Parmi les n

conjugués de k, r, sont réels, 2r2 imaginaires. k* est le groupe

multiplicatif des éléments non nuls de k, U = U(k) le groupe des
unités de k, W = W(k) le sous-groupe (fini) de U des racines de 1.
On sait que U/W forme un groupe abélien libre a r = r1+r2-1
générateurs. J désigne le groupe multiplicatif des idéaux de k, P
~ X .

= k /U le sous-groupe de J des idéaux principaux, # = J/P le

groupe (fini) des classes d'idéaux, ou groupe des classes de k. Son

cardinal 13f| = h = h(k) est le nombre des classes de k.

On envisage le probléme de construire les corps k de certains
types (e.g. de degré donné) dont les groupes des classes doivent
satisfaire a certaines conditions (e.g. &£ > (Z/mZ)V, ol m, Vv sont
des nombres naturels donnés, signifiant que g doit contenir un
sous-groupe isomorphe a (Z/mZ)v; ou bien plus simplement m[h.)

Nagell [8] (1922) a démontré gqu'il y a une infinité de corps
quadratiques imaginaires avec m|h pour m arbitrairement donné.
Yamamoto [16] (1970) a démontré qu'on obtient la méme conclusion
pour les corps gquadratiques réels. Azuhata-Ichimura [1] (1984) ont
construit une infinité de corps de degré n, avec m]h, m, n étant

T2

arbitrairement donnés; plus précisément tels que # > (z/mz) ° de

sorte que ce résultat contient le théoréme de Nagell, mais non pas
celui de Yamamoto. Dans sa thése soutenue récemment, Nakano [11] a

L

réussi a renforcer ce résultat: 1l'exposant r, peut se remplacer par
) . , \ . .

r2+1, d'ou s'ensuit le théoreme de Yamamoto. En fait, il a montré,

en analysant les démonstrations de Yamamoto [16] et d'Azuhata-
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Ichimura [1], que leurs résultats peuvent étre déduits des deux
Lemmes suivants, assez faciles a établir, sur k = Q(9):

(Les notations n, r, U, W, J, £, m etc. expliquées ci-dessus
sont utilisées dans la suite dans les mémes sens. De plus, on
notera [ = L (m) l'ensemble des diviseurs premiers de m et posera
l1+0rd1(lwl). [*

M = 7]2 désignera le symbole de résidu de la

Led
f-iéme puissance.)

Lemme 1. Soit s > r, et supposons qu'il y ait s é1éments

ap,°cr,0  de k™ tels que

(1) (a;) e 7™, i=1, 2,...,s,

(ii) QqreesrOy sont (mutliplicativement) indépendants dans

]<x/wkx9v pour tout & e L .

Alors on a & o (2/mz)°7F.

Lemme 2. Supposons qu'il y ait 2s éléments A1,...,A

S'
Cir---sCq de 2 tels que £(A;) = *C;", (£'(A;), C;) =1, i = 1,...,s.
Posons 6-A; = a;. Alors o;,...,a  satisfont a (i).

Supposons de plus qu'il y ait s nombres premiers Pqre--1Pg et

t € 2 tels que p; = 1 (mod. M), f(t) 2 0 (mod. pi), f£'(t) 2 0 (mod.

pi)' i=1,...,8 et
t-A. t-A,
[———1] =1 pour i # 3 , [ l] #1.
Py Iy Pi Jy

Alors a;,...,a  satisfont a (ii).

Ces Lemmes ramenent notre probléme de construction de k a celui
de f satisfaisant aux conditions du Lemme 2. Nakano résout ce
dernier de fagon ingénieuse, quoique pas trés simple. Au lieu
d'entrer dans les détails de démonstration, nous donnons ici les
formulations exactes du résultat principal ainsi que de plusieurs
autres conséquences de ces Lemmes.

On affirme dans tous les théorémes qui suivent l'existence
d'une infinité de corps k qui ont une propriété (P) dont les groupes
de classes # ont une propriété (Q). On donnera (P), (Q) pour
chacun de ces Théoreémes.

Théoréme 1. On se donne n, r,, r, tels que n = ry+2r; > 2, et
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m > 2 arbitrairement.

(P) (k: Q) =n et r,, r, sont les nombres des conjugués réels

et imaginaires de k.

r2+1
(Q) H > (z2/mZ) .
Pour démontrer ce théoréme, on utilise un polyndéme irréducible
f ¢ Z[x] de la forme

n-1
(*) £(x) = T (x-3a;) + ", Byr ***y A 4, C e
i=0

ayant juste Ty racines réelles, tel que f(B) = Dm pour certains

B, D¢ Z, ol Ay, ***, A ., B, C, D doivent satisfaire a certaines

n-

congruences. On pose @; = 9—Ai, i=1,**,n-1, a) = 6-B pour une

racine 6 de f et vérifie que ag, ***, o, satisfont 3 des conditions

(i), (ii) du Lemme 1.

Un polyndéme du type (*) a été utilisé en fait d'abord par
Ishida [6] pour démontrer l'existence d'une infinité de corps de
degré premier p tels que ¥ > (Z/ZZ)p-1. Ichimura [5] a généralisé
ce résultat pour le cas de degré général n (impair) au lieu de degré

premier. Nakano [11], [12] obtient en poursuivant la méme méthode:

Théoréme 2. (P) Comme dans le Théoréme 1, n étant impair.
r,-1
1
r2+1 r2+ 2
(Q) # > (Z/mz) + (2/22) .

Prenant en particulier m = 2, (Q) devient
r1+1

H o> (2/22) 2 2 .

On retrouve le résultat de [5] renforcé en faisant r, = 1.

Nakano [10] étudie le 2-rang des corps purs k = Q(Ya), a e Z.
Si n est pair, la théorie classique des genres du corps quadratique
implique que le 2-rang de # est au moins p, ol p+! est le nombre

des nombres premiers p tels que vp(a) sont impairs, ol vp(a) désigne

1l'exposant de la puissance de p qui divise exactement a. Soit donc
n impair, Utilisant un polynéme de la forme

£(x) = x" - (yP +2%), y, z ¢ 2
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ol y, z doivent étre convenablement choisis, Nakano démontre:
Théoréme 3. Soient n > 2 impair, donné arbitrairement et

s e, s
n= I pil sa décomposition canonigque. On pose & = I (e +1)-1
=1 i=1

1

(le nombre des diviseurs propres de n).

(P) k = Q(Ya), aez. (Q K> (z/22)3%.

Le résultat avec l'exposant 2A au lieu de 3A se trouve démontré
dans [10], [11]. Il a été amélioré depuis.

Dans [9], [11], Nakano démontre le théoréme suivant en
utilisant un polyndme f(x) = x3-(y3m+23m), Y, 2 € Z convenablement
choisis:

Théoréme 4. (P) k = Q(¥a), a € Z2, (Q) mlh.

et dans [13], [11] le théoréme suivant qui renforce le résultat de
Uchida [14].
Théoréme 5. (P) k/Q cubigque et cyclique, (Q) # > (Z/mZ)Z.

Le travail classique de Yamamoto [16], d'ou beaucoup de
méthodes utilisées dans les travaux cités tirent leur origine,
contient aussi un résultat sur le 3-rang des corps quadratiques, qui

a été renforcé par Craig [2], [3] en employant un polyndme

symétrique x2+y2+22-2(yz+zx+xy) de trois variables x, y, z. En
modifiant cette méthode, Nakano a démontré:
Théoréme 6. (P) k = Q(Va), a € z, (Q) ¥ > (z/22)°.

Ce résultat n'a pas encore été publié.
. . s s Id .
Pour un nombre premier £ et un groupe abélien fini G, désignons

par Gy la L-partie de G, c'est-a-dire le sous-groupe de G dont

. . sn
chague élément a une puissance de & pour ordre. Les Theoremes 3, 6

concernant #, avec 24n = (k: Q), tandis que la "théorie du corps de

genres" initiée par Ishida [7], ainsi que Gras [4], a pour objet

Fe o avec %|n. Yahagi [15] 1'étudie aussi; celui-ci démontre en

particulier ce résultat remarquable:

Théoréme 7. Soit Gy un %-groupe abélien fini donné.

(P) (k: Q) = l'exposant de Gy, k|Q cyclique, (Q) #, =

1
9]
P
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