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ÉLÉMENTS CYCLOTOMIQUES EN K-THEORIE 

Christophe SOULÉ 

Soit F = ) l'extension cyclotomique de Q engendrée par 
les racines q-ièmes de l 'unité, q _> 1 .On sait que le groupe des 
unités de F contient un sous-groupe d'indice fini engendré par des 
éléments explicites, les unités cyclotomiques. Si x est un carac­
tère non t r ivial de Gai(F/ffi) on peut évaluer le régulateur (resp. 
le régulateur p-adique) sur la x~composante du groupe des unités 
cyclotomiques, et l'on obtient (essentiellement) la valeur en s=1 
de la fonction L (resp. la fonction L p-adique) du caractère x 
[14] . 

Les groupes de K-théorie algébrique Km(̂ p) ^e l'anneau des 
entiers de F , introduits par Quillen, constituent, quand m est 
impair, des analogues du groupe des unités (C )̂ = 0* . Le but 
de ce texte est la construction et l'étude d'éléments explicites de 
Km(̂ p) , analogues aux unités cyclotomiques, les "éléments cycloto­
miques" . 

I l existe deux constructionsd'éléments cyclotomiques en 
K-théorie. La première est due à Bloch pour K3(F) [3], et Beilinson 
l 'a étendue aux groupes K (F) ® ffl , m impair [2] . La seconde est 

une construction p-adique [24] qui ut i l ise la limite projective C 
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C. SOULE 

DES GROUPES D'UNITÉS CYCLOTOMIQUES DE Q(U. N) (COMPLÉTÉE EN P) ; 
SON ANALOGUE EN COHOMOLOGIE GALOISIENNE A ÉTÉ CONSIDÉRÉE INDÉPENDAM­

MENT PAR DELIGNE [ 8 ] . LA CONSTRUCTION P-ADIQUE FOURNIT DES ÉLÉMENTS 

DE KM(F) ® SP ' OU M EST IMPAIR ET OÙ 2Z DÉSIGNE L'ANNEAU DES 

ENTIER P-ADIQUES. 

LE PREMIER RÉSULTAT DE CET ARTICLE (THÉORÈME 1) EST QUE CES DEUX 
CONSTRUCTIONS FOURNISSENT LE MÊME SOUS-GROUPE DE K^(F) © 22̂  (OU 
PLUTÔT DE SON QUOTIENT INDÉCOMPOSABLE). LA THÉORIE DES RÉGULATEURS 
TRANSCENDANTS ATTACHÉS À MONTRENT QUE LA CONSTRUCTION DE BLOCH 
FOURNIT UN SOUS-GROUPE D'INDICE FINI DE K^(F) . IL EN EST DONC DE 
MÊME POUR LA CONSTRUCTION P-ADIQUE. 

DÉSIGNONS PAR E LA COMPLÉTÉ P-ADIQUE DE LA LIMITE PROJECTIVE 
DES P-UNITÉS DE Q(U, ) , N _> 1 , ET PAR GŒ LE GROUPE DE GALOIS 

QPN 
DE L'EXTENSION Q(U. ) DE F . UNE CONSÉQUENCE DU RÉSULTAT PRÉCÉ-

qp°° 
DENT EST QUE LE GROUPE DES COINVARIANTS (E/C) ( 1 ) ~ DU TORDU À LA 
TATE DE E/C EST UN GROUPE FINI (COROLLAIRE 1 ) . ON PEUT PLUS GÉNÉ­
RALEMENT ÉTUDIER LES GROUPES (E/C) ( I -1 ) , I > 2 . LE THÉORÈME 3 

EST QUE, SI P EST IMPAIR, CES GROUPES SONT FINIS. 

LE THÉORÈME 3 EST OBTENU PAR UNE MÉTHODE PROPOSÉE PAR COATES 
QUAND I=2 . ELLE REPOSE SUR LES RÉSULTATS D'IWASAWA SUR LES UNITÉS 
CYCLOTOMIQUES [ 1 2 ] , LA PREUVE DE LA CONJECTURE PRINCIPALE DES CORPS 
CYCLOTOMIQUES PAR MAZUR ET WILES [ 1 7 ] , ET UN RÉSULTAT CONCERNANT LES 
MODULES D'IWASAWA (THÉORÈME 2) OBTENU, À L'AIDE DES RÉSULTATS DE 
BOREL, PAR COMPARAISON DE LA K-THÉORIE ALGÉBRIQUE DE F AVEC DES 
GROUPES DE COHOMOLOGIE DU GROUPE DE GALOIS $ DE L'EXTENSION DE F 
NON RAMIFIÉE EN DEHORS DE P MAXIMALE ( [ 2 3 ] , [ 9 ] ) . LE PLUS FRAPPANT 
DANS CE THÉORÈME 2 EST QU'IL NE SUPPOSE PAS QUE F SOIT ABÉLIEN SUR 

Œ , NI QU'IL SOIT TOTALEMENT RÉEL. LA CONCLUSION DE CETTE ÉTUDE EST 

QUE LA CONSTRUCTION P-ADIQUE D'ÉLÉMENTS CYCLOTOMIQUES FOURNIT, 

QUAND P/2 ET I :> 2 , UN SOUS-GROUPE D'INDICE FINI DANS 

K? (F) 0 TL ET DANS H1(0,& ( I ) ) . 
1 1 7L P P 

ON A MONTRÉ DANS [24] QU'UNE GÉNÉRALISATION AUX GROUPES DE 
K-THÉORIE DU RÉGULATEUR P-ADIQUE, ÉVALUÉE SUR LES ÉLÉMENTS CYCLOTO­
MIQUES DE K?._1(F) ® 7L , DONNE LA VALEUR EN S = I D'UNE FONCTION 

2 1 I ^ P 
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ÉLÉMENTS CYCLOTOMIQUES EN K-THÉORIE 

L p-adique. Si cette valeur est non nulle i l en résulte que le 
noyau de l'application 

K2I-1 <V K2I-1 <VPNV 

est fini. Ce résultat est généralisé dans le Théorème 4. Soient p 
un nombre premier impair, i >̂ 2 un entier, F un corps de nombres 
totalement réel (disjoint de la 7L -extension cyclotomique de Q) , 
X un caractère de Dirichlet primitif de F à valeurs dans , et 
E l'extension de F associée à x • Si x vérifie la conjecture 
principale les énoncés suivants sont équivalents : 

a) La x~comPosante de l'application 
Kn. . (0 ) -> lim K ( q /J^O ) est un isomorphisme modulo torsion ¿ 1 - 1 E 2i-1 E ^ E 

b) La valeur en s = i de la fonction L p-adique de x ^ w ̂  
(où 03 est le caractère de Teichmuller) est non nulle. 

On a essayé de rendre ce texte accessible à un lecteur non 
spécialisé en K-théorie algébrique. Pour ce faire, le premier para­
graphe décrit brièvement la K-théorie d'un anneau et les propriétés 
utilisées par la suite, et le second paragraphe rappelle les travaux 
de Borel sur la K-théorie des corps de nombres. Dans le paragraphe 
3, on explique la construction de Bloch et on montre qu'elle fournit 
un exemple de distribution au sens de Kubert et Lang (Proposition 1) ; 
ce résultat a été obtenu en collaboration avec D. Ramakrishnan. Le 
Théorème 1 et son Corollaire sont démontrés dans le paragraphe 4. 
Dans le paragraphe 5, on démontre les Théorèmes 2 et 3 (c'est-à-dire 
des résultats sur les modules d'Iwasawa dont la preuve ut i l ise la 
K-théorie algébrique). Au paragraphe 6, on définit les régulateurs 
p-adiques et on démontre le Théorème 4. 

Je tiens à remercier J. Coates, P. Deligne, D. Ramakrishnan et 
A. Wiles pour d'utiles discussions. 

CONVENTIONS. Si A est un groupe abélien et n > 1 un entier, on 
note AR le noyau la multiplication par n dans A et A/n son 
conoyau. Quand un groupe G opère sur un R-module M on note M 
l'ensemble des éléments de M invariants par G et M le groupe 
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C. SOULE 

des coinvariants. Si de plus x : G -> R* est un caractère de G, la 
X-composante Mx du module M est l'ensemble des x £ M tels que, 
pour tout élément g de G , on ai t g(x)= x(g)x • Le terme "espace 
topologique" désignera les CW-complexes pointés ([26]) . Enfin p 
est un nombre premier, qui est impair dans les paragraphes 6 et 7. 

1. K-THEORIE. 

1.1. Soit A un anneau unitaire (non nécessairement commutatif). Le 
groupe KQ(A) est le groupe de Grothendick des A-modules projectifs 
de type fini. Les groupes (A) , m >_ 1 , sont définis comme suit. 

Désignons par GL̂  (A) le groupe linéaire des matrices N * N 
à coefficient dans A inversibles, et par GL(A) la limite inductive 
des groupes GL̂ (A) , N _> 1 , pour la famille d'inclusions associant 
â g e GL (A) , N > 1 , ]_a matrice 

g 
O ^ 
0 

O . . O 1 i 
de GLN+1(A) . 

Si G est un groupe, on appelle classifiant de G le quotient 
BG par le groupe G d'un espace topologique contractile où G opère 
librement (l'espace BG est unique à homotopie près). Les groupes 
d'homotopie de BG sont (BG) = G et (BG) =0 si m > 2 . 
L'homologie de BG à coefficients constants est égale à celle du 
groupe G . 

Quillen [19] [16] définit une application cp : BGL(A) -> BGL (A) + 
(obtenue en ajoutant à BGL(A) des cellules en dimension 2 et 3) qui 
induit un isomorphisme en homologie à coefficients (localement) cons­
tants et te l le que BGL(A)+ soit un H-espace connexe (c'est-à-dire 
un espace topologique connexe muni d'une loi de composition 
BGL(A)+ x BGL(A)+ BGL(A)+ qui satisfai t aux axiomes de groupe 
modulo homotopie; [26],I,5) . I l pose 

Km(A) = TTm(BGL(A)+) si m > 1 . 

1.2. EXEMPLE. Le morphisme d'Hurewicz 

h : TT (BGL (A) + ) ->H (BGL(A)+,Z) m m 
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i . e . h : Km(A) -> Hm(GL(A),Z) est un isomorphisme pour m = 1 (parce 
que BGL(A)+ est un H-espace connexe) . Donc 

K1 (A) « (GL (A) , 7L) ^ GL (A) / [ GL (A) , GL (A) ] 

est le quotient de GL(A) par son sous-groupe des commutateurs. Si 
A est commutatif le déterminant induit un morphisme 

det : K1 (A) -> A* 

qui est surjectif et admet pour section l'application 

A* = TT1 (BGL1 (A) -> TT̂  (BGL (A ) + ) = (A) . 

On démontre [18] que si F est un corps le déterminant est un 
isomorphisme : K1 (F) = F* . On a aussi K (F) = 7L . 

I o 
1.3. La loi de H-espace de BGL(A)+ (et donc la loi de groupe de 
K (A)) est induite par la somme directe : 

(g,g') g о \ 
\ 0 g'/ 

Le produit tensoriel de matrices permet par ailleurs de définir, 
pour un anneau commutatif A , un produit 

Km(A) x Kn(A) • Km+n(A) ' m'n G ' 

bilinéaire et antisymétrique [16] . 

1.4. Tout morphisme d'anneaux unitaires f : A + B induit des 
morphismes de groupes f* : K (A) + K (B) . 

m m 
Supposons que B soit un A-module libre de rang d . Les 

isomorphismes GÎ fB) ^ GLN(̂ (A) induisent des applications 
BGL(B)+ *BGL(A)+ et des morphismes de norme 

N : Km (B) Km (A) , m > 1 . 
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Si m = 1 et si A et B sont des corps, on retrouve la norme 
usuelle B* -> A* . Cette construction s'étend au cas où m=0 et au 
cas où B est un A-module projectif de type fini. 

Le morphisme f* est multiplicatif : f*(xy) = f*(x)f*(y) si 
x £ Km(A) et Y ^ K n ^ * La norme vérifie la formule de projection 
N(xf*(y)) = N(x)y si x € Km(B) et y G (A) . I l en résulte que 
si B est libre de rang d sur A le composé N o f* est la multi­
plication par d dans Km(A) , m _> 0 . Si l'extension B/A est 
galoisienne de groupe G on a f* ° N = 2 g * . 

gCG 
1.5. Les deux propriétés suivantes des groupes Km(A) nous seront 
uti les (Quillen les démontre à l 'aide d'une autre définition de la 
K-théorie [20]) . 

INVARIANCE PAR H0M0T0PIE. Si A est un anneau noethérien et régu­
l ier , et si A[T] désigne l'anneau des polynômes sur A , le mor­
phisme A ^ A[T] induit des isomorphismes K (A) K (A[T]) , m > O. 

c m m ' _ 
LOCALISATION. Soient A un anneau commutatif et I un idéal de A. 
Supposons (pour simplifier) que A et A/I sont noethériens et réguliers 
et que l'image de l'immersion fermée Spec(A/I) —Spec (A) (associée à 
projection A—+-A/I) a un supplémentaire affine, dont on note AI 
l'anneau de fonctions. I l existe alors une longue suite exacte. 

. . . K (A) -> K (Al"1) -> K -(A/I) -> K 1 (A) -> . . -> K (Al"1) . m m m- \ m— l o 

1.6. Soit f : E B une application continue pointée entre deux 
espaces topologiques. La fibre homotopique de f est l'ensemble F 
des couples (e,W) où e £ E et CO : [0,1] -> B est un chemin 
d'origine f(e) et d'extrémité le point base bQ € B . On munit les 
chemins de la topologie compacte ouverte et F de la topologie qui 
s'en déduit. I l existe alors une longue suite exacte 

f* 
*TT (F) y ÏÏ (E ) • TT (B) y-n (F) . . . 

m m m m-1 
([26] II 8, Théorème 9 et VII 2, Théorème 10). Le théorème de loca­
lisation de Quillen (1.5.) affirme plus précisément (pour m _> 1) 
que la fibre homotopique de l'application BGL(A)+ -> BGL (AI )+ a 
le même type d'homotopie que BGL(A/I)+ . 
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2. K-THÉORIE DES ANNEAUX D'ENTIERS DE CORPS DE NOMBRES. 

2.1. Soit F un corps de nombres et A = 0 l'anneau des entiers 
de F . On montre alors [18] que K (A) ^ 7L <$>Cl(A) , où C 1(A) est 
le groupe des classesd1 idéaux de A , et que le déterminant induit un 
isomorphisme K̂  (A) ^ A* . On peut dire grossièrement que les groupes 
de K-théorie de A d'indice pair (resp. impair) sont des générali­
sations du groupe de classe Cl(A) (resp. du groupe des unités A*). 

Les groupes Km(A) sont de type fini pour tout entier m _> 0 
[21]. Quand m > 0 est pair le groupe Km(A) est fini [4] . Notons 
r̂  (resp. r^) le nombre de places réelles (resp. complexes) de F . 
Si i _> 2 le groupe K2i-1 ^ est ^e ran9 r2(resp. r^+r^) si i 
est pair (resp. impair) [4](K^ (A) ^ A* est de rang r^+r^-1 d'après 
le théorème de Dirichlet). On notera aussi que pour tout sous-anneau 
B de F contenant A on a K2±-1 (A) « K2i-1 (B) si 1 - 2 (t25^ 
Théorème 1). 

2.2. Soit N >_ 1 uri entier. Désignons par H*ont (G1N (Œ) , IR) la 
cohomologie continue à coefficients réels du groupe de Lie GLN(Œ) . 
Si UN désigne le groupe unitaire de rang N i l existe un isomor­
phisme canonique entre H*Qnt(GÎ  (Œ), 3R) et l'algèbre de cohomologie 
H*(UN,1R) de l'espace topologique UN [5] . Ceci permet de montrer 
que H*ont(GLN(Œ),H) est l'algèbre extérieure A^(e1,e2,e3,...,eN) 
engendrée par des éléments e^ de degré 2i-1 (les éléments e^ 
sont choisis comme dans [5] et [10]; ce choix est en particulier 
compatible aux inclusions GL̂  (Œ) GL̂  + ̂  (Œ) ) . 

Tout plongement complexe o : F -> Œ du corps de nombres F 
induit des morphismes de corestriction 

H^ont (GLN(Œ) ,]R) -> Hm(GLN(A) ,JR) « Hom (Hm (GLM (A) , TL ) , M) . 

I l en résulte que les classes <j*(ê ) des différents groupes GL̂ Œ) 
définissent un morphisme 

H2±__1 (GL(A) ,7L) = lim>H2i_1 (GÎ  (A) ,7L) -> JR . 

On note p? : (A) 3R Le composé de ce morphisme avec celui 
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d'Hurewicz h : (A) -> H2i_1 (GL (A) , Z ) . 

Ĥom (F, Œ ) , . . -, „ ,/T1, Le groupe Y - 7L est muni d'une action de Aut(F) et 
d'une action de Gai (Œ/H) . Le sous-espace (Y (^IR)*1"1* de Y <£> M 

i— 1 7L 7L où la conjugaison complexe opère par (-1) est de dimension 
r^ si i est pair, et r^+r2 si i est impair. La famille des 
plongements complexes de F permet de définir des morphismes 

p : K (A) y (Y ©2R) ] 
x 1 TL 

appelés régulateurs. I ls sont équivariants pour l 'action de Aut(F). 
Borel [4][5] montre (quand i > 2) que le noyau de pi est fini, 
que l'image de est un réseau, et que le volume de ce réseau est 
le produit par un élément de (D* du premier coefficient non nul dans 
le développement de Taylor en s = 1-i de la fonction zêta ^ ( s ) . 

r 
2.3. Soient F un corps de nombres, E une extension galoisienne 
finie de F et p : Gal(E/F) -> V une représentation complexe de 
dimension finie du groupe de Galois de E sur F . Des résultats 
du paragraphe précédent, on déduit [10] que , si i _> 2 , le sous-
espace de K2i-1 ® V fixe par l 'action diagonale de Gal(E/F) 
est de dimension éga?e à l'ordre en s = 1-i de la fonction L 
d'Artin L(V,s) . 

Si x est un caractère de Dirichlet primitif de F à valeurs 
dans Q* on désigne aussi par x : Gai(F/F) -> Œ* le caractère 
associé (par la théorie du corps de classes) et par F^ l'extension 
galoisienne de F fixée par le noyau de x • Pour tout entier m > 0 
on note Km(x,Œ) la x_comPosante de Km̂ Fx̂  ® ® ' Si E est n'im" 
porte quelle extension galoisienne de F contenant F^ la norme 
de E à Fy induit un isomorphisme entre la x-composante de 
K (E) ® Œ et K (x 5Q) . 

TL 

Supposons que F est totalement réel de degré absolu d = [F:Q]. 
On dira que x a la parité de i-1 s i , pour tout plongement 
complexe a de F, la conjugaison complexe Cq £ Gai(F/F) vérifie 
X (c ) = (-1)"*" ^ . I l résulte de ce qui précède que K9-_1 (x/Œ) est G ^ £1 i 
isomorphe à Q quand x a la parité de i-1 , et qu ' i l est nul 
sinon. 
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3. ELEMENTS CYCLOTOMIQUES, PREMIÈRE CONSTRUCTION. 

3.1. K-THEORIE RELATIVE. 

Soient A un anneau commutatif et I un idéal de A . Soit 
F(A,I) la fibre homotopique (1.6.) de l'application 
BGL (A) + -> BGL(A/I)+ . Si m > 1 on appelle K-théorie relative de 
A par rapport à I les groupes K (A,I) = TT (F(A,I)) . On a donc une 
suite exacte 

. . . ->Km(A,I) -> Km(A) -> Km(A/I) -> (A,I) -> . . . . 

Supposons par exemple que B soit un anneau noethérien régulier, et 
notons A = B[T] l'anneau des polynômes sur B et I l ' idéal 
T(T-1) B[T] . On a A/I = B xB et l'invariance par homotopie (1.5.) 
montre que K (A) K (B) . Le morphisme K (A) -> K (A/l) est donc x m m c m m 
l'application diagonale. Km̂B̂  Km ^ ® Km̂B̂  * Par conséquent, 
si m _> 1 , i l existe un isomorphisme Km+1 (B) - Km(B[T], T(T-1)B[T]). 

3.2. Soient A un anneau commutatif, intègre, noethérien et régu­
l ier , et I et J deux idéaux de A tels que I+J = A . On suppose 
que A/J est régulier que A/J est régulier et que Spec(A)-Spec(A/J) 
est affine. On a alors une longue suite exacte de localisation relative ([3] 
[15]) 

Km(A,I) -> Km(AJ~1 ,IJ~"1 ) Km(A/J) V l (A , I ) * " 

(généralisant celle de 1.5.). 

Soient par exemple F un corps, A = FCT] et I = T(T-1)F[T]. 
Notons R l'anneau (semi-local) lim AJ , c'est-à-dire l'anneau 

I + J?A 
des fractions rationnelles de F(T) qui n'ont de pôle ni en 0 ni 
en 1, et IR l ' idéal de R engendré par I . La limite inductive 
sur J des suites exactes ci-dessus s 'écri t 

. . . -> K (A,I) -> K (R,IR) -> © K 1 (F (P ) ) -> K .(AJ) + . . . 
m m ' m-1 m-1 ' ' 

où P parcourt l'ensemble des polynômes unitaires irréductibles de F [Tj 
premiers à T(T-1) , et où F(P) = F[T]/(P) . Si m = 2 , sachant que 
K?(A,I) = (F) , on obtient ainsi une suite exacte 
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K (F) -2U K (R,IR) —5-* ®F(P)* . 
P 

Bloch [3] (cf. aussi [15], Proposition 1.8. b)) montre que le noyau 
x déc de a est le sous-groupe des éléments decomposables (F) , 

engendré par les produits de trois éléments de (F) . Le noyau de 
9 est donc isomorphe (via a) au quotient indécomposable 
K3(F)lnd = K3(F)/K3(F)deC. Bass et Tate ont montré ([1], Théorème 2 
1, 3) que si F est un corps de nombres le groupe K0 (F) est 
un quotient de [7L/2) 

3.3. Pour construire des éléments de ^(A,!) on peut procéder comme 
suit. Soient A = 7L tx ,X̂ ] l'anneau de polynômes à deux variables 
sur 2Z , I = (X ) l ' idéal engendré par XQ et J = (1-X X,j) . On a 
A/I = ztx̂ ] et l'invariance par homotopie montre que 
K (A) = K (A/I) (=Km(2)) , donc Km(A,I) =0 si m > 1 . De la suite 
exacte de localisation relative (3.2.) on déduit donc que 
K (AJ~1,IJ~1) = K ffi[X ,Xw(1-X X.)"1 ] , (X ) ) est isomorphe à m m o 1 o 1 o _1 ^ 
K^fA/J) = KM_1 (Z[ XQ,X1] / d-XQX1 ) ) = KM_1 (Z[X1 ,X1 ] ) . En particu­
lier l 'unité X1 € S[ X1 ,X~1] * c: K1 (ZZ [X1 ,X 1̂] ) définit un élément de 
K2(Z[XO,Xr(1-XOX1)"1], (XQ)) , qu'on note { l - X ^ J ^ . 

Soient A un anneau commutatif quelconque, I un idéal de A , 
et f et a deux éléments de A tels que : f G A* , a ne divise 

-1 pas zéro, et l'élément (1-f)a existe et appartient a I . On _ i 
obtient alors un morphisme cp : K[XQ,X^ , (1-XQX̂ ) ] -> A en envoyant 
Vq sur (1-f)a 1 et X̂  sur a . Par hypothèse cp((XQ)) I . 

On pose 

{f,a} = tp* ({1-X X1 ,X1 }) G K2(A,I) . 

On dira que {f,a} est un symbole relatif. 

On vérifie que si 3 ne divise pas zéro et 

-1 -1 (1-f)3 G I (resp. si g G A* et (1-g)a G I) on a 

(f,a3) = {f,a> + (f,3> (resp. {fg,a} = {f,a} + {g,a}) 
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3.4. Appliquons la construction précédente à la situation de 3.2., 
i .e . R c: F(T) est l'anneau des fonctions définies en 0 et 1 , et 
IR est l ' idéal engendré par T(T-1) . S i x £ F-{0,1> on pose 
f = (1-xT2)3/(1-xT3)2 . Comme fx e R* et (1-fx)T~1 e IR on peut 
définir un symbole relatif 

S(x) = 
2 3 (1-xTZ)J 
2 3 
(1-xTZ)J 

, T} € K2(R,IR) . 

On notera que si g est un automorphisme de F on a 
g*(S(x)) = S(g(x)) . Quand x = OJ (̂  1) est une racine n-ièmesde 
l 'unité, Bloch démontre que 3(nS(w)) = 0[3] . On désigne par 
B(w) G K3(F)lnd l'élément tel que a(B(w)) = S(w) . 

3.5. Si K est un corps et n _> 1 un entier on note ^M^) 
l'extension de K engendrée par le groupe u.̂  des racines n-ièmes 
de l 'unité (dans une clôture algébrique de K) . Soient F = Œ(vn) 
et oj £ nn un générateur. Pour tout plongement complexe a : F Œ 
Bloch montre que l'image de B(UJ) par le régulateur p° : K3̂ F) ^ 
(cf. 2.2.) est 

(5n/1 2TT\F~1 ) ( I o (oj)kk 2) 
k>1 

([3], cf. aussi [2],$ 7) . Gross en déduit ([10], 6.2.) que pour tout 
caractère x: Gai (F/Q) Q* impair la projection de B(co) dans 
K^(xrQ) = Œ est non nulle et que les conjugués de B(u)) par 
Gai (F/Q)) engendrent (F) £o Q . 

7L 
3.6. Soient F un corps, A une F-algèbre commutative, I un 
idéal de A, F ' une extension finie de F , A ' = A <E> F ' et 

F 
11 = I & F1 . Si M désigne la norme associée à l'extension F'/F 

F 
le diagramme commutatif 

BGL (A' ) + N BGL(A)+ 

BGL (A'/I')+- N BGL(A/I)+ 

permet de définir une norme N : K^A',1') •> K (A,I) , m > 1 . Le 
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résultat suivant a été obtenu en collaboration avec D. Ramakrishnan 

PROPOSITION 1. i) Soient n et m > 1 deux entiers tels que 
n = dm , F = Q(|in) et W 6 ^ un élément tel que WD ^ 1 . On a, 
dans K2(R/IR) , 

..E nS ) = m S (WD) . 

i i) Soient p un nombre premier, n _> 1 un entier (vérifiant 
n — ^ si p = 2) , et q > 0 un entier premier à p . Soient 
F = Q(|i n) , F' = Q(|i n+s) et OJ € y n+1 un générateur. 

qp qp qp 
Si N est la norme associée à l'extension F'/F on a, dans 
K2(R,IR) , 

N(qpn+1S(a>) ) = qpnS(a3P) . 

PREUVE. (i) On a 

RU= 1 
2 3 _ r (1-oj£T ) 

Ll 3~2 
T} = {n 

r 

(1-o)CT2)3 
d-.dT2d) 

, T) 

= 
d-.dT2d)3 

d-.dT3d)2 
, T} . 

Par ai l leurs, soient A = F[T] , I = T(T-1)F[T] , et tp : A -> A un 
endomorphisme de F-algèbre te l que tp(I) c i . I l induit un endomor-
phisme (p* de la suite exacte 

. . . + Km(A) - Km(A(I) + Km_l(A,I) - . . . . 

Les isomorphismes K (A) ^ K (F) et K (A/I) ^ K (F) © K (F) mon-^ m m m m m 
trent que tp* agit trivialement sur ces groupes, donc aussi sur 
Km(A,I) . Comme tp* commute au morphisme a : ^(A,!) -> ^(R/IR) , 

i l agit donc trivialement sur l'image de a • 

Appliquons ce résultat à l'élément mS(wd) de l'image de a et 
à 1 ' endomorphisme cp de A défini par cp(T) = Td . On obtient 

mS(ajd) = cp* (mS(a)d) ) = m rd-dT2d)3 
d-.dT3d)2 

Td} 
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= dm 
(1-UdT2d)3 
d-.dT3d)2 

, T} . Q.E.D. 

ii) Soient j l'inclusion F -> F ' et G = Gai (F' /F) . On a, 
comme en 1.4., N o j * = p et j * o N = £ g* . Donc 

g£G 

N (qpn+1S (w) ) = qpn N o j * o N(S(w)) = qpn N( Z g*(S(u>))) . Puisque 

g* (a))) = S(g(aj)) on trouve 

N(qpn+1S(a)) ) = qpn Z N(S(a)Ç)) • 

D'après la preuve de i) on sait que 

P Z S(ojÇ) = j*(S(ojP)) . 

Par ail leurs, cp* et N commutent ([20], Prop. 2 . 1 1 . ) , donc 
N (qpn+1S M ) = qpn"1N o (p* 0 j*(S(u)P)) = cp*(qpn~1 N o j*(S(u)P))) = 
cp* (qpnS (wP) . Comme qpnS (u)P) est dans l'image de a (3 .4. ), i l 
est fixe par cp* (cf. i) ) , d'où le résultat. 

REMARQUE. D'après i ) , l'application qui à a £ Q/Z5 associe 
B (exp ( 2îria) ) G K̂ nd(Œ) est une distribution au sens de [ 1 4 ] chap. 2, 

3.7. Soient i > 2 un entier, F un corps, Â ~1= Spec(F T.,...,T. . ) 
l'espace affine de dimension i -1 sur F , et S un schéma simpli-
cial obtenu en résolvant les singularités du cube d'équation 
i -1 
Il T .(1-T.) = O . Beilinson montre dans [2], §7, que le groupe de 

K-théorie relative (Ap ,S) est isomorphe à K2i-1 ^ " S^ 
F = Œ(y_) et a) £ \i - { 1 } i l définit des fractions rationnelles de 

n n mnR + i 
la forme f = II E T up)- et un symbole 
{f^,T1,...,T. J € K. (U,U &-_«S) , où U est le complémentaire dans i i i , i i 

F 
Ap du diviseur de foj . I l montre que, si on néglige la torsion, 
ce symbole se relève dans K2i-1 ^ ® Œ et que son image par le 
régulateur p? associé au plongemen? a : F -> Œ est égal à 

C(2Trv̂ T)1 1( I a(w)kk i) 
k>1 
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où C € Q* est une fonction simple des entiers m n . 
a 3 

On vérifie comme dans la Proposition 1, i) que l'élément 
ni_1{f ,T. , . . . ,T. .} est l'image d'un élément B^w) de 
Kr-1 (F)0 Q tel que Z B1(OJÇ) = B1(oo ) . On peut penser que 

Z1 ' 7L Ç=1 
B1(OJ) provient de K2i-1 ^ 

4. ELEMENTS CYCLOTOMIQUES, SECONDE CONSTRUCTION. 

4.1. K-THEORIE A COEFFICIENTS. 

Si X est un H-espace connexe et q > 1 un entier, on désigne 
par X/q la fibre homotopique (1.6.) de la multiplication par q 
dans X et l'on pose, si m > 2 , 

TTm(X,S/q) = 7Tm_1 (X/q) . 

On a donc une suite exacte 

••• - V x ) v(x) - Vx'z/q> - W x ) ^ 

Quand A est un anneau unitaire et m > 2 , on pose 

Km(A,Z/q) = 7rm(BGL(A)+;Z/q ) , 

d'où des suites exactes naturelles 

0 -> Km(A)/q •> Km(A;Z/q) -> K ^ f A ^ + 0 . 

La plupart des propriétés de la K-théorie algébrique ordinaire 
s'étendent à la K-théorie à coefficients. On dispose de produits 

Km(A) x Kn(A;ZS/q) + Km + n(A,Z/q) , m,n > 2 , 

et aussi (du moins si q est impair) 

Km(A;Z;/q) x Kn(A;Z/q) Km+n(A;Z/q) , m,n > 2 [6] . 

Si q divise q' on dispose d'un morphisme de réduction des 

238 



ÉLÉMENTS CYCLOTOMIQUES EN K-THÉORIE 

coefficients Km(A;Z/q') -> Km(A;Z/q) . Si p est un nombre premier 
on pose 

Km(A;Z ) =¿1111 Km(A;Z/pn) , m > 2 . 
P n 

S± K , (A) est de type f±n± on a K (A; 7L ) = K (A) 0 TL m- \ ^ m p m „_ p 

4.2. Supposons que A est commutat±f et so±t jî  (A) = A* le groupe 
des racines q-ièmes de l 'unité dans A . S± q est pa±r on suppose 
que v̂ -î est dans A . Le morph±sme composé 

K2(A;ZZ/q) -> K1 (A) ^ (A) 

admet pour section naturelle le composé de 1'isomorphisme 

TT2 (BA*; Z/q) ^ |ig (A) (rappelons que TT2(BA*) = 0) 

avec IT2 (BA*; Z/q ) = TT 2 (BGL1 (A) Z /q ) -> TT 2 (BGL (A) + ; Z/q) (cf. aussi [9], 
5.4, Remark). On notera 3 : |ig (A) -> K2(A;Z/q) cette application. 
Si q' divise q et oj £ ji^, (A) l'image de 3(co) par réduction 
modulo q est (2>(cô  ^) . 

4.3. Soient F un corps de nombres et p un nombre premier impair. 
On note F = F ( | i ) , | ! = U u et F = F([i ) = U F n n oo v . n 00 00 ^ „ n 

p p n>;1 p p n>̂1 
(dans une clôture algébrique F fixée de F) . Soient A = 0 ['l/p] 
le localisé de A en dehors de p , An la clôture intégrale de A dans F , et N (resp. N . ) la norme associée à l'extension n n n+\ rn 
F /F (resp. F .-/F ) . n ^ n+1 n 

Etant données (u ) £ lim A* une fam±lle d'unités vér±f±ant n n 
Nn+1 n^un+1^ = Un et ^n^ ç <~im M- n des racines de l 'unité tel les 

' P P que u)^ . = oo , on peut déf±n±r comme su±t un élément de n+1 n K0. . (A; S ) , pour tout entier i > 2 [24 ] . On a u £ A* = K, (A ) 2i-1 P ~ n n 1 n 
et 3 (co ) £ K?(A ;Z/pn) . Le produit u 3(w 1 est donc dans 

XI Xl n X*l 
K (A ; Z/pn) et N (u 3ta )1_1) est un élément de K9 . , (A; Z/pn). 

LEMME 1 . La famille (N (u 3 (co )1_"1)) est un élément de n n n 
K0 . 1 (A; 2Z ) . 2i-1 p 
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PREUVE ([24], Lemme 1). Comme IJ - = N ° N ' i1 suffit de n+l n n+1,n 
voir que Pn(Nn+1jn(un+1 = V(a)n)l_1 ' OÙ pn désiSne 
la réduction des coefficients de Z/pn+1 à 2i/pn . Si f est 
l'inclusion de A dans A . , on déduit de WP . = W que n n+i n+i n ^ 
Pn(3(WN+1)) = fn^^wn^ ĉf" 4#2-)- 0n a donc, grâce à la formule 
de projection (1.4.), 

PN^n.UnK.l^n.l»1"1» ^ n ^ n K . I ^ V 1 " 1 ' = 

= B„tt,„(Vl'8(»„|H = Un • 

Si on désigne par E = lim A*/pn la limite projective des grou-
n 

pes A*/p , où le morphisme de transition est le composé de la norme N ,A avec la réduction modulo pn , le lemme précédent définit un n+1,n c 
morphisme 

cp : I (i-1 ) + K2i-1 (A' zp) ' 1 > 2 ' 

où Ê(i-1) est le (i-l)-ième tordu à la Tate de Ë . Si 
g G Gm = Gai (F^/F) on a cp(g(x)) = cp(x) [24] , donc cp se factorise 
par le groupe des coinvariants Ê(i-1)« . On démontre ([24], Thm 1) 
que le noyau et le conoyau du morphisme 

cp : E(i-1)G •> K2±̂ 1 (A;2Zp) , i > 2 , 

sont des groupes finis. 

4.4. Soit F = Q (|i ) , où p est un nombre premier impair, q 
qpn° 

un entier premier à p et n_ > 0 . Si (OJ ) G lim |i ( i .e . o — n ^ _ Il n qp 
O)̂ +1 = WN) on pose un = 1-WR quand n ̂> Sup(nQ,2) . On a 

uR = Nn+1 n(un+1) . S i i > 2 on désigne par 
C1 (tu ) G K0. - (A; ZZ ) = K0 . . (F) ® E (cf. 2.1. et 4.1.) l'élément n 2i-1 p 2i-l ^ p 
(Nn((1-^n).3(^)i"~1)) • 

On notera C le sous-groupe de E engendrée par les familles 
(1-W ) comme ci-dessus. On a donc des morphismes n ^ 
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C(i-1)r + E(i-1)_ *K9. 1 (A; ZZ ) = K9. - (F) <S 2Z 
Gœ G 2l"> P 21-1 22 P 

5. COMPARAISON. 

5.1. Démontrons d'abord un lemme de topologie algébrique. Soit 

F1 » F2 F3 

E1 " > E2 E3 

B1 *B2 B3 

un diagramme commutatif d'applications continues (pointée^) entre 
espaces topologiques dont les lignes et les colonnes sont des fibra-
tions de Serre ("weak fibrations" [26 1, VII 2) . Les suites exactes 
associées à ces fibrations(loc-cit) forment un diagramme commutatif 
plan périodique dont on peut extraire la partie suivante 

TT (B ̂  ) *TT (B ̂  ) 3 x 
m l m 2 

m , 3 

TT (E0). m 2 • TT (E-). m J V-i<F-i> 

m 2 m 3 

1 (F9) 
m- i Z 

Soit x G TT (Bn) , m > 1 , un élément dont les images dans TT „ (F~) m z — m- i z 
et ^ ^ 3 ) sont nulles. On peut donc choisir un relèvement de x 
dans 7rm(E2̂  * L'image dans 7rm̂ E3̂  de ce relèvement s'envoie sur 
zéro dans TT (B,,) et TT . (E. ) . En répétant deux fois cette opera­nt 3 m- i l 1 -
tion on obtient à partir de x G TT (B~) un autre élément x G n (B~ ^ m 2 m 2 

PROPOSITION 2. Pour des choix convenables des relevés successifs on 
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a x = x . 

PREUVE. Soient I = [0,1] le segment unité, S° = i = {0,1} sa 
frontière, Sm la sphère de dimension m (pointée) , f^ , f2 , . . . le 
point base de F^,F2,... . Désignons par a : Sm ^ x (1,1) -> (E^/e^) 
une application entre paires d'espaces topologiques dont la classe 
[a] € Trm(E2) ([26], loc. ci t . ) a pour image x dans Tm^2^ ' ^o:^t 
3 : Sm ^ x (1,1) (F2,F^) une application (pointée) dont la classe 
dans le groupe d'homotopie relatif Trm F̂2'Fl̂  ~ ^m^1^ (loc.cit.) a 
la même image que [a] dans Trm(E2,Ê ) = ^(E^) • Désignons par 

H : Sm~1*.(I,±) x 1 -> (E2,E1) 

une homotopie (pointée) entre les applications définies par a et 
3 . Autrement dit (s,t) -> H(s,t,0) est l'application composée 

Sm"1x ( i , i) -̂ U (F2,F1) • (E2,E1) 

et (s,t) -> H(s,t,1) est l'application composée 

Sm"1 x (I,ï) -l^(F2fFl) ^(E2,E1) . 

De plus, H(s,0,u) = e.j quelque soit (s,u) G Sm 1 x 1 . 

Par définition de la suite exacte associée à une fibration 
(loc.cit.) l'image de [3] dans ^.-j (F2) est la classe de l 'appli­
cation (pointée) Sm 1 ^ Fi c3ui à s associe 3(s,1) . Un relevé de 
cet élément de ïïm_-j(F-|) dans le groupe n^(B^) = ^(E^F^) est 

donné par la classe de l'application Sm 1 x (1,1) •> (E^F^) qui à 
(s,u) associe H(s,1,u) . Son image x dans 7Tm(B2) est la classe 
de l'application (s,u) + p (H ( s , 1 , u) ) , où p désigne l'application 
E2 - B2 . 

Par ailleurs x G u (B ) est l'image de [a] , c 'est-à-dire la• 
classe de l'application (s,t) •> p (H (s, t , 0) ) de S x (1,1) dans 
(B0,b0) . Mais on vérifie que p(H(s,t,u)) = b? si ut = 0 ou bien 
u = t = 1 . L'application p 0 H : S x I x I —-> B2 fournit donc 
une homotopie entre (s,u) -> p(H(s,1,u)) et (s,t) -> p(H(s,t,0)) . 
Donc x = x . Q.E.D. 
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REMARQUE. La Proposition 2 peut aussi être formulée comme suit. 
Soient x G TT (Bn) et y G TT (E~) deux éléments tels qu ' i l existe m 2 u m j 
un relevé de x dans Trm(B̂ ) et un relevé de y dans TTm̂F3̂  
ayant une même image dans TTm_-| (F-| ) '• 

m i TT (B0) 3 x m 2 

m J 

m . 3 m-1 1 

Alors x et y ont un relevé commun dans 7Tm̂ 2̂  

5.2. Soient n > 1 un entier, F un corps et OJ G Pn(F) " {1} une 
racine n-ième de l 'unité. On a considéré en 3.4. un élément 
S(o)) G K2(R,I) et en 4.4. un élément (1-w)3(œ) G K3(F;S/n) . Si n 
est pair on suppose que 4 divise n . 

PROPOSITION 3. Les éléments nS(w) et 3(w) sont les images 
d'un même élément de (F) . 

PREUVE. Considérons le diagramme commutatif 

v BGL(F(P))+/n 
TD I 

v BGL(F(P) ) ' 
P I 

xn, v BGL(F(P))+ 
P i 

F (A,I)/n F(A,I) xn F (A,I) 

F(R,IR)/n F (R,IR) xn > F(R,IR) 

où A = F[T] , I = T(T-1)F[T] , R est l'anneau des fonctions ration­
nelles définies en 0 et 1 , P parcourt l'ensemble des polynômes moniques 
irréductibles de F[T] premiers à T(T-1) et v désigne la somme des 
espaces pointés ([26], p. 39). D'après 1.6. et 4.1. les colonnes et 
les lignes de ce diagramme sont homotopes à des fibrations. I l en 
résulte que ce diagramme est homotope à un diagramme du type de celui 
considéré en 5.1. Pour voir que les éléments x = nS(oj) G K2(R,IR) 
et y = (1-a)) 3(w) G K^(F;2L/n) ont un relevé commun dans 

(F) = K2(A,I) i l suffit donc (d'après la remarque qui suit la 
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la Proposition 2) de vérifier que dans le diagramme 

y G K3(F;Z/n) 

P 
K2(F(P) ,Z/n) g 6> K (F(P) ) 

P 

T 

K2 (R,IR) xn K2 (R,IR) 3 x 

x et y sont l'image par 8 et xn d'éléments ayant même projec­
tion (par a et T) dans e K (F(P)) . D'après Bloch ([3], preuve de 

P 
7.2.3), le diviseur div(f ) G ® 7L = ® K (F (P) ) a pour image dans 

w P P 
K1 (F) 1'élément 

3 (div(f ) ) = f (1) /f (O) = 1-oo . 
OJ 03 03 

On a donc (cf. 1.5.) 

9 (div(f ) . 3 (w) ) = d-w) . 3 (u)) 
03 

dans K~(F;ZS/n) . Mais o(div(f ).3(OJ)) = div(f ) . 03 . De plus, si 
ç G F est une racine cubique primitive de l 'unité , le symbole modéré 
T(S(OJ)) ( [ 1 8 ] , 11.5.) se calcule comme suit(d'après [3] , (7.2.6.)) 

T(S(co)) = (o)2, _ y ) + (o32, _ , ) + 
'T = o3 /J 'T=ÇU) 7 

+ (W2IT=ÇVI/3) ' ( t ° 3 i T = j / 2 ] ' (W3IT=-J/2) • 

Puisque 

div(f ) = 2(o3"1/3)-r2(Ço3_1/3)+2(ç2o3"1/3)-3(o3"1/2)-3(-o3"1/2) 
03 

on voit que T(S(OJ)) = div(f ) . 03 . D'où le résultat. 

5.3. On reprend les notations de 4.4., en particulier F = ÇQ(|! ) . 
A la famille (03 ) de racines de l 'unité est associée qp ° 

2 
C(o3R) = C (ojR) G K3(F) ®> Z2p . Posons mQ = Sup(nQ,2) et 

B = Nm f„ <B<% >> £ K3«F»ind -
o n n 
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THEOREME 1 . L'image de B £ K3(F)LND dans K3(F)IND ® 7L^ est 
égale à celle de c(a3R) • ^ 

PREUVE. Pour tout entier n _> mQ , la Proposition 3 montre que 
l'élément B^n) a la même image que ( 1-co ) . $ (O)N) dans 
K3nd (F ; 2Z/qpn) . L'image de B (u)n) dans K3(Fn;Z/pn) est égale à 

S(a )̂ (4.2.) , donc (4.2.) l'image de 3 (a>n) dans K3 (FR; 2Z/pn) est 
égale à (1-a)n) . 3 (ŵ ) . L'élément Nn H 1-a>n) 3 (< )̂ de K3(F;Z/pn) a 

donc la même image que N (B(OJ )) € Kn (F"*"ND) dans 
K3 (F;Z/pn)/K3 (F)DEC . Mais d'après la Proposition 1, i ) , on a 
M (B(oj ) ) = B . D'où le résultat. 
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5.4. Soient F = ffi (|i n ) , E = lim A*/pn et C c E le sous-groupe 
qp ° n 

des unités cyclotomiques (4.4). 

COROLLAIRE 1. Le groupe (Ë/C) (1)_ est fini 

PREUVE. On sait (3.5.) que B et ses conjugués par Gai(F/Q) 
engendrent (F) 0 Q . Par conséquent, d'après le Théorème 1, l ' é lé ­
ment C(co ) engencfre K~ (F) © Q comme Gai (F/Q)-module. Le conoyau 

^ 22 P de l'application composée 

C(1)r — — ^ K - ( F ) © Z 
Goo G«> 3 Z P 

est donc fini , et, comme cp est un isomorphisme modulo les groupes 
finis (4.3.), on en déduit que Ë ( 1 ) /C ( 1 ) = (Ê/C)(1)_ est un 

G (a LJ 
groupe fini . 

Ce résultat sera généralisé dans le paragraphe suivant en u t i l i ­
sant notamment la conjecture principale des corps cyclotomiques 
(Théorème de Mazur-Wiles). 

6. THEORIE D'IWASAWA. 

6.1. On désigne désormais par p un nombre premier impair. Soient 
F un corps de nombres, 0 ̂  l'anneau des entiers de F , et i >_ 2 
un entier. Désignons par $ le groupe de Galois de l'extension de 
F non ramifiée en dehors de p maximale. On peut démontrer qu ' i l 
existe des morphismes surjectifs 

Chi,1 : K2i-1«V % \ • H V ^ U ) ) 

Gt % o : K9. (0 ) O Z ^H2($,2 (i)) 
±,z zi-z h ^ p p 

([23] si i < p et [9] en général) . De plus, le noyau de ch. 1 
est fini ([24], Théorème 1). 
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Ces résultats, joints à ceux de Borel (2.1.), montrent que les grou-
pes H ($,2p(i) ) sont des ZZ -̂modules de type fini (ils sont nuls 
si k / 1,2) , que H2 ($ , TL ( i ) ) est fini, et que H1 ($,2 (i)) 

P P 
est de rang r2 (resp. J^+r^ si i est pair (resp. impair)[24] . 

k k i Si on pose H ($,Q /Z (i)) = lim H ($ , ji ) , cela signifie aussi que 
k P P 1T* pn 

H ($ ,Œp/5Zp (i) ) est de cotype fini, nul si k > 2 , fini si k = 0 , 
et de corang (resp. r^+r2) quand k = 1 et i est pair (resp. 
impair). On a en effet des suites exactes 

0 -> Hk($,Z (i) ) 0 -> Hk($,Q/Z (i) ) -> Hk + 1 ($tours 
P 

6.2. Si A est un groupe abélien discret de torsion ou un groupe 
abélien profini, on désigne par AA = Hom(A,Q/Z) son dual de 
Pontryagin. Dans [22] Schneider étudie les groupes H ( $ ,Q}p/Zp (i) ) tors, 
i G Z . Si p est un idéal premier de 0„ désignons par F le 
complété de F en p . On pose 

R. (F) = Ker (H1 ($,Q /TL (i) ) •+ n H1 (F ffi (i) ) ) . i P P p| P, P 

Par ail leurs, soient F = F(n ) , G = Gai(F /F) , et L la 
p-extension abélienne non ramifiée maximale de F̂  . Le groupe 
Gai(L /F ) est un G -module . On a les résultats suivants, pour 
tout i € TL-{ 0 } : 

i) I l existe un isomorphisme naturel entre Gai(L^/F^) (i) 
et R±(F) ([22], §6, Lemme 1) . 

i i) Le groupe R (̂F) est fini si et seulement si 
H2(<D,Œp/ZZp(1-i) ) = 0 ([22], §5, Cor. 4). 

Compte-tenu des résultats de 6.1, on a donc (pour tout corps 
de nombres F) 

THEOREME 2. Pour tout entier i >_ 2 et p f 2 le groupe de coinva-
riants Gal(Lœ/F )(i-1) est fini 

OO Q 
OO 

Quand i = 2 , ce résultat m'a été signalé par Coates et demeure 
vrai si p = 2 (voir aussi [28]) . 
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6.3. Soient n > 0 un entier et F = Œ (p, ) . On reprend les 
notations de 4.4., avec q = 1 . ^ 

THEOREME 3. Si i > 2 (et p^2) le groupe (E/C)(i-1)_ est fini. 

PREUVE. Si F = F(u ) on note F le complété de F à la 
place divisant p etp U = lim(F* /pn) la limite projective des 
groupes F* /p pour le composé de la norme F* . -> F* avec ^ ^ n,p/r ^ ^ n+1 ,p n,p 
la réduction modulo p , n _> 0 . Remarquons qu'on désigne d'habitude 
par U la limite projective UQ des groupes d'unités de F* qui 
sont congrues à un modulo l ' idéal maximal. Mais on vérifie ([12], 
§2.1 et 2.3.) que si E = E U et C = C U on a 
U/Ë = U /Ë et U/C = u0//co • Le groupe E/C coïncide avec le 
groupe note Y/Z dans [12] , §2.3 et §2.4., et U/C avec le groupe 
X/Z de loc.ci t . Désignons par M la p-extension abélienne non 
ramifiée en dehors de p maximale de F . Iwasawa démontre dans 
[12], Proposition 12, qu ' i l existe un isomorphisme de G -̂module 
entre X/Y et GalfM /̂L )̂ .On a donc une suite exacte 

0 -> Ë/C -> U/C -> Gal(Mœ/Fj -> Gal(Lœ/Fj -> O . 

Les groupes intervenant dans cette suite exacte sont munis d'une ac­
tion de Gal(Q(|i . Désignons par (.)+ la partie paire de ces 

P 
modules ( i .e . la partie fixe par l 'action de la conjugaison complexe). 
D'après [12], §2.4., on a Ë/C = (Ë/C ) + . Soit A l'algèbre de 
groupe 7L [ [ r ] ] , où r = Gal(F /F(p, ) . Le choix d'un générateur 
topologique de A (qui est isomorphe à 7L ) établit un isomorphisme 

P 
entre A et l'anneau de séries formelles 7L [ [ T] ] . D'après [12], 

_ + P 
§3.2., le groupe (U/C) est un quotient de A et d'après [13] le 
groupe Gai(M /F )+ est A-module compact de torsion. Les Proposi­
tions 3 et 4 de [12] jointes à la preuve par Mazur-Wiles de la con­
jecture principale [17] (cf. 7.3.) montrent que les A-modules 
(U/C)+ et Gai(M /F )+ ont la même série caractéristique. Puisque 
Gal(L /F )(i-1)^ est fini (Théorème 2) i l en est de même de oo 00 O oo 
(E/C)(i-1)G . 

oo 
6.4. REMARQUES. La preuve du Théorème 3 ci-dessus m'a été fournie 
par Coates quand i=2 . Utilisant les résultats de Sinnott Gillard 
et Villemot sur les unités cyclotomiques, l'extension de la Proposi­
tion 12 de [12], et le théorème de Mazur-Wiles [17], on peut obtenir 
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l'analogue du Théorème 3 pour n'importe quel corps F totalement 
réel abélien sur ffi • 

D'après 4.3. et 6 .1 . , si i > 2 , les groupes Ë(i-1) , 
K2i-1 ^F^ %, Sp et H (^'^pfi)) sont isomorphes modulo la catégorie 
des groupes finis. Le Théorème 3 affirme qu' i ls sont engendrés, modulo 
torsion, par l'image de C(i-1)„ , i .e . par des "éléments cycloto-
miques . 

Comme ch. , commute au produit et au transfert [9] l'image de 
_ 1 ' Ki 
C(i-1)G dans H ($,Z (i)) admet une description directe (ou 
n'intervient pas la K-théorie) analogue à celle de 4.3. ([24],§1). 
Ces "éléments cyclotomiques en cohomologie galoisienne" ont été consi­
dérés indépendamment par Deligne [8] dans son étude de l 'action de 
GaMffi/Œ) sur TT1 (P1-{ 0,1 , oo} ) (cf. aussi [11]) . 

7. REGULATEURS p-ADIQUES. 

7.1. Soit L une extension finie du corps Q des nombres 
p-adiques. Si 0 désigne l'anneau des entiers du corps local L , 

L 
m l ' idéal maximal de 0T , on définit pour tout entier m > 1 , la 
K-théorie topologiqué de G> par formule 

Ktop(0T) = lim K (0T/mN) , m L m L ' N 

où les morphismes de transition sont induits par les projections 
0T/mN + 1 -> 0T/mN . On a K^PfGl) = 0* . Wagoner a montré [29] que 

J-J L I J_i J_i Ktop(() ) est un groupe fini quand m est pair et que, si i > 2 , m L — ^ 
le groupe K2i-1 ^L^ est somme directe d'un groupe fini et de Zp , 
où d =[L:(D ] . Ce calcul est obtenu en montrant que Ktop((}T)® Q P m L ^ 
est le dual du quotient indécomposable du groupe de cohomologie conti­
nue (GLN(()L),Œ ) quand N est assez grand par rapport à m ; 
la cohomologie continue de GL̂ (C )̂ a été calculée par Lazard et 
Milgram. 

Dans [30] Wagoner exhibe un isomorphisme de Aut(L)-modules 
entre K0._1(G'T) O Q et L (i > 2) . Par ail leurs, i l déduit d'un 
résultat de Suslin [27] que 
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K^Ont(0T) ^ lim K(0T;Z/q) , 
Q 

où les morphismes de transition sont donnés par réduction des coeffi­
cients de 2Z/q' à Z/q si q divisé q' (ce résultat a été démon­
tré indépendamment par Panin). 

Notons enfin que si i _> 2 et si l est un nombre premier 
impair, i l existe un morphisme 

chi,i : K2i-i < № (L'Z (i)). 

surjectif et de noyau fini ([24], Thm. 2 et 9 ) . 

7.2. Soient F un corps de nombres totalement réel, d =[F:Q], et 
E = F l'extension de F associée à x • Si p est un idéal premier 
de l'anneau des entiers 0^ de E on désigne par 0^ l'anneau 
des entiers du complété Ê  de E en p . Si m _> 2 on note 
K̂ °P(x;Qp) la x-composùnte du Gai(E/F)-module 

Il (Ktop(G> )/torsion)® ffi . D'après 7.1. le groupe Ktop(x;Q ) est 
p JP m P Z P — d m P 
nul si m est pair et égal à si m est impair. L'inclusion 
0„ -»- n 0 induit des morphismes E i p ^ P I P ' 

0i,p : K2i(*''V ^ K2?-1(*'V r i >2 f 

appelés régulateurs p-adiques de x (°u Km̂ x;®p̂  = Km(x ;Œ) ® Œp / 
cf. 2.3.). Œ 

7.3. Rappelons l'énoncé de la conjecture principale de la théorie 
d'Iwasawa (cf. par exemple [31] , Introduction). Nous prendrons doré­
navant des notations légèrement différentes de celles util isées jus­
qu'à présent. Si K est un corps de nombres, on désigne par la 
7L -extension cyclotomique de K et par K' l'extension K(M-p) • 
On a donc K(|i ) = K" 

Soit F un corps de nombres totalement réel tel que F N = CD. 
Le groupe r = GaMF^/F) est isomorphe à Gai (F̂  /F ' ) . On note 
K : r -v Z* le caractère de r tel que g(Ç) = çk*g^si g£r et P 
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et £ € p. . Choisissons un générateur y du groupe topologique r 
p" ° 

7L ) et posons u = K(Y ) . Notons aussi W : Gai (F1 /F) p. _.<^TL* 
P ° co(a) P 1 P 

le caractère tel que g(£) = £ si' g € Gai (F'/F) et £ € p 
P 

Si ij; est un caractère de Dirichlet primitif de F à valeurs 
dans Q on désigne par L (S,I|J) la fonction L p-adique de 

P P 
Deligne et Ribet associée à ^ (i .e. celle de Kubota et Leopoldt si 
F est abélien sur Q). Soit F̂  l'extension de F associée à ^ . 
Si I|J est de seconde espèce, c'est-à-dire si F^ est contenu dans 
F^ , on pose H (̂T) = 4MYO) (1+T)-1 . Si i/> n'est pas de seconde 
espèce on pose (T) = 1 . Soient ZP[^] l'anneau engendré par !ZP 
et par les valeurs de I|J , et TT une uniformisante de 
Z [ijJ . On sait qu ' i l existe une unique série formelle 
G^(T) £ 2Z [ip][[T]] tel le que, si s € ZP - { 1} , 

Lp(1-s,ip) = G^(us-1)/H^(us-1) . 

Si p est un caractère de seconde espèce on a 

G. (T) = G.(p (YJ(1+T)-1) . 

On désigne par 9^(^) £ ^p'-T ^ ^ ' uni(3ue polynôme distingué tel que 
G,(T) s'écrive sous la forme G, (T) = Trag, (T) h (T) , avec a E E et 
h(T) e 7L H ] [ [T] ]* p 

Supposons par ailleurs que soit de première espèce, c 'est-
à-dire que F, D F = F . Si L est la p-extension abélienne non 
ramifiée maximale de F, (p. ) on pose 

X = Gai(L /F,(y )) et V = X 0 f 
°° * p°° IL P 

P 
Le module X est muni d'une action de Gal(F (p, œ)/F) Â R , où 
A = Gai (F^ (p.p) /F) . Notons le sous-groupe ^ de V où A agit 
par le caractère (associé à) \p , et f (T) le polynôme caractéris­
tique de l 'action de Y-1 sur cet espace vectoriel de dimension 
finie sur (Q . La conjecture principale affirme que si est 

impair et de première espèce on a 

f. (T) = g (u(1+T)*1-1 ) . 
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Elle est démontrée quand F est abélien sur ÇQ [17] et pour la plu­
part des caractères ^ quand F est de degré impair sur ffi [31]. 

7.4. Soient F un corps de nombres totalement réel tel que 
F fl = Q et x un caractère de Dirichlet primitif de F à valeurs 
dans ®* . Le composé de x avec le plongement Q* (qu'on note­
ra aussi x ) admet une décomposition x = ^P en produit d'un carac­
tère de première espèce et d'un caractère de seconde espèce P . 

THEOREME 4. Soient i >. 2 un entier et p^2 . Supposons que x a 
la parité de i-1 (2.3.) et que IJJW1 vérifie la conjecture princi­
pale. Alors les énoncés suivants sont équivalents 

a) Le régulateur p-adique 

"i,p = K2i-1(*'V - K2?-1("'V 

est un isomorphisme. 

b) Le nombre L (i,x est non nul. 
P 

PREUVE. Soit E = F l'extension de F associée à x • D'après 6.1. 
x - 1 

les groupes K~._.{0 ) 0 Q et H ($,2 (i)) ®Œ sont isomorphes 
(où $ est le groupe de Galois de l'extension Son ramifiée en dehors 
de p maximale de E) et, d'après 7 .1 . , les groupes 

n (K^P (0)/torsion) O I et n H1 (E , ZZ (i))© ffl 
PIP 21-1 p \ P PIP P P *P P 

Sont isomorphes. Comme ch. . commute aux morphismes G> 
l'énoncé a) est donc équivalent à ce que la ^-composante de l 'appli­
cation 

H1 ($,05 (i) ) •> n H1 (E.ÔL (i) ) 

soit un isomorphisme. De façon, équivalente, si Zp désigne l'anneau 
des entiers de Qp , la x~composante de l'application 

H1 ($,© /Z (i) ) & 7L + n H1 (E ,Q /7L (i)) * ZS 
p p zs p p|P p p sp p 
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a un noyau et un conoyau fini. Comme ces groupes ont le même corang, 
l'énoncé a) équivaut à ce que la x_composante de Ri(E) © TL soit 

finie (6.2.). Comme E' = E(|i ) = F,(|i ) cela équivaut également, 
oo oo m oo _ 

d'après 6.2. i) , à la nullité du groupe (V(-i)ç ) x , où V = X |j> Œ 
p P 

(7. 3. ) et Gœ = Gai (E^/F ) (on notera que x est un TL [ [ G] ] -
module noethérien de torsion [13]) . Par ail leurs, le groupe 
Gal(E^/F) est le produit direct de 
r = Gai(E1/F 1) « Gai(F /F) ^ Gai(Œ /Q) et de 
A = Gai (E^/F^) ^ Gai (F' /F) . Donc IJJCO1 est un caractère de A . 

De plus, P est un caractère de Gal(F^/F) ^ Gal(E'/F^) et, si 

r'= GaKE'/E') on a (V(-i)G)X = (V̂W (-i)r.)P . 
oo 

Si £ = P(Y ) ce groupe est nul si et seulement si £ n'est pas 
valeur propre de l 'action de Yq sur (-i) , c'est à dire 
f • (Cu1-!) ^ 0 . 
,/, ,.v 1 

D'après la conjecture principale on a 

f iUu1-!) = g _1 1u1 

Donc, a) est équivalent à 

G _1 1_±(C 1u1 i-1 ) = G _1 1_i(u1 i-1) * 0 , 
ip co X w 

c'est-à-dire à L (i,x ^ ^ i) ^ o , car P 

H _ (u1 1-1 ) f O si i ^ 1 . 
X a) 

Q.E.D. 

7.5. REMARQUES. Quand F \est une extension abélienne de (Q on 
montre dans [24] que l'indice de l'image de C(i-1)p dans 

1 d oo 
II H (F ,TL (i)) / torsion = TL est le produit d'un facteur eulérien 

PIP P P 
non nul et de L^(i,oj ) . Cela prouve aussi que b) => a) quand ^ 
est le caractère t r iv ia l . 

- Les résultats de Coleman [7] et Wagoner [30] impliquent aussi 
certains cas du Théorème 4. 
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- Dans [7] Coleman définit un régulateur de (Œp) à valeurs 
dans Œ tel que l'image de la x_composante de B(OJ) soit donnée 

P - 1 -1 par la valeur en deux de la fonction L p-adique de x W (et non 
pas seulement le produit de cette valeur par une unité p-adique). 
En général, une théorie analytique p-adique des régulateurs, ana­
logue à celle de Beilinson dans le cas complexe [2] , reste à faire • 
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