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SUR LES CONJECTURES DE LEOPOLDT ET DE GROSS
par

Jean-F rancois JAULE NT

L_es conjectures de Leopoldt et de Gross dont il est question ici sont celles
qui postulent la non nullité des régulateurs g-adiques classiques construits |'un
sur les unités d'un corps de nombres K, |'autre sur un sous-groupe canonique
de ses g-unités, pour un entier premier § donné,

L 'objet de cet exposé est de discuter les principaux élém ents de dém onstra-
tion de ces conjectures, puis d'en développer quelques conséquences pour
I'arithmétique des p-extensions abéliennes p-ramifiées.

L es démonstrations des théorémes présentés sont réunies dans un appendice.

1.- ELEMENTS DE DEMONSTRATION,

Ces démonstrations, partielles, mais valables cependant pour une large
classe de corps, sont de deux ordres : les démonstrations transcendantes d'une
part, qui reposent sur des résultats d'indépendance de logarithmes de nombres
algébriques ; les démonstrations algébriques d'autre part, qui relévent essen-

tiellement de la théorie d'lwasawa,

a, Approche transcendante,

Un corps de nombres K étant donné, nous pouvons lui associer naturelle-

ment deux Ze-modules multiplicatifs en procédant comme suit :

(i) d'une part, en formant directement le tensorisé f-adique du groupe
multiplicatif de K :
Z,8, KX,
Le groupe obtenu peut &tre regardé comme la limite inductive des tensorisés
g-adiques 6? = Z€®Z Ei des groupes de S-unités du corps K, lorsque S par-
court les ensembles finis de places de K, Les groupes Si sont des Ze-modules

noethériens, donc compacts pour leur topologie naturelle de Z -modules ; en

2
revanche, leur réunion ZQ®Z KX ntest ni de type fini, ni m&me compacte pour sa

topologie de limite inductive,
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(ii) d'autre part, en formant d'abord le tensorisé g-adique du groupe additif

de K, L'algébre obtenue

K2=22®ZK = lWe Ky

est le produit direct des complétés de K pour les places au-dessus de {, Son

groupe multiplicatif :

X _ X _ X _ o 1 7
Ky = (2,%,%) _lrl\eKl _‘Te@l'ul‘”l '

est donc le produit direct du composé ucé = Ti] u? des groupes locaux de racines
Lle

de I'unité dlordre étranger & £, du groupe ul = T ull des unités principales

toq)e
semi-locales, et d'autant d'exemplaires de Z qu'il y a de places dans K au-
dessus de £, La méthode la plus économique pour construire un Zg-module a
X
14

partir de K’ consiste donc a former la limite projective :
k z

AX . X X8 _ 1 14

K leKa/Ke ue,ll\Tznl .

L e groupe obtenu est un Z -module noethérien, donc compact pour sa topologie

2
naturelle de Ze—module.

Cela étant, I'injection diagonale de K dans le produit de ses complétés

=TI K| induit un Z

K
2 lle

-morphisme naturel

2
7 ® K —>> K
PRvAN Ko
qui est surjectif (en vertu du théoréme d'approximation faible) et continu (pour la
topologie limite inductive sur Z€®Z Kx), D'un autre cbté, pour chaque place |
de K au-dessus de ¢, le logarithme d'lwasawa I_ogl envoie le groupe multipli-

catif du complété K, sur le Z,-réseau Log K de son groupe additif, L'applica-
| (IR

2

tion I_oge= (l_ogl>l ‘2 envoie donc le groupe KX sur le 7, ,-réseau L_oge |»<>< de

14 4 ¢

Italgébre KZ , et elle induit de fagcon évidente un Zz-morphisme continu de R’g
sur l_ogeKE que nous continuons par abus a noter l_ogla :
Log
RS —F os Log KXC 7,8 K
0 ST AT R A AN

DEFINITION, - Etant donnés un corps de nombres K et un nombre premier ¢ y
nous appelons logarithme ¢-adique sur K, et nous notons eoge, |1épimorphisme

continu du Z ,~module multiplicatif Z€®ZKX sur le 7

. X
2 -réseau L°92K2 du ZE—

¢
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CONJECTURES DE LEOPOLDT ET DE GROSS

module additif KE = Z€®ZK , induit par le plongement diagonal de K™ dans le pro-

duit des KT et les logarithmes d'lwasawa attachés aux corps Kl'
2og
7,8 K" ¢ Log, K3 C 7, K
A
2z STV A A AN
Cela posé, le probléme fondamental de I'indépendance g-adique est le sui-

vant :

S . . n
PROBLEME, - Etant donnés x;, X, ,..., %, dans KX, soient ¥ = TI xiZ le sous—
i=1
X 2 242 n ZB X
groupe de K" engendré par ces €léments, et Me = T] X < ZZ®ZK le ZB_
i=1

module associé, A quelle condition la restriction 3 ¥, du logarithme g-adique

12
est-elle presque injective (i.e, & noyau fini) ? presque surjective (i,e, & conoyau

fini) ? presque bijective (i,e, & noyau et conoyau finis) ?

1l suffit naturellement de résoudre ce probléme lorsque K est galoisien

sur Q, Dans ce cas, nous avons :

CONJECTURE, - Supposons K galoisien sur Q, et ¥/ stable par le groupe de

Galois G = Gal (K/Q) ; notons X, le caractére du Q[ G J-module a®; M, et Xr-ég

M
le caractére de la représentation régulidre, Faisons I'hypoth&ése que ¥ ne con-

tienne pas de puissances de £, Nous avons alors les équivalences :

. . < )
() !aoge‘Me presque injective © XM = xpeg
. S - )

(ii) Eogew,e presque surjective & X, = Xreg
(iii) (’,ogElMe presque bijective e X, = Xrég'

Disons tout de suite que cette conjecture est vraie sous la conjecture de
Schanuel g-adique, et qu'elle contient par ailleurs les conjectures de L_eopoldt

et de Gross :

~ Le cas de la conjecture de |_eopoldt est assez simple : |l suffit de prendre
pour M le groupe des unités EK , et d'invoquer le théoréme de représentation
. <X . - . .

de Herbrand, pour obtenir XEK rég donc Eoge‘ze®ZE presque injective ;

ce qui est précisément I'assertion de L eopoldt,

- Le cas de la conjecture de Gross est plus technique et requiert une hypo-
thése subsidiaire (qui est automatiquement vérifiée dans le cas abélien) : Soit

Xe I'induit & G du caractére de la représentation unité du sous-groupe de décom-
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position D[ de I'une quelconque des places de K au-~-dessus de ¢, Si le carac-

tére X, est saturé <i,e, s'il est étranger a son supplémentaire ->Z€= X

o X,)
2 rég g/
alors la conjecture avancée implique la conjecture de Gross pour le corps K

(cf. [77, pour plus de détails),

Comme les arguments de transcendance ne prennent pas vraiment en compte
la nature arithmétique des éléments algébriques manipulés, la conjecture énoncée
semble ainsi un point de passage obligé de toute démonstration générale des con-
jectures de Leopoldt et de Gross, Le résultat le plus fort dans cette direction
est le suivant, qui provient directement du théoréme d'indépendance de Baker-

Brumer (cf. [2]) :

THEOREME 1. - La conjecture énoncée, et donc les conjectures de Leopoldt et
de Gross, sont vérifiées des que Ilalgébre @z[G] est un produit direct de corps,

ce qui a lieu en particulier dés que le groupe G est abélien,

Ce résultat résoud donc le probléme dans le cas abélien et quelques autres,
Par exemple, si G est le groupe quaternionnien H8 , la conjecture énoncée est
vraie pour ¢ =2 (car @2 [HS:\ est un produit direct de corps), mais nous ne

savons si elle |'est, pour aucun autre premier,

b, Approche algébrique (2 impair),

Nous supposons ici que £ est impair et que K contient les racines f-ién.es
de I'unité (e cas £ =2 reléeve des mémes techniques, a ceci prés qu'il faut
supposer que K contient les racines quatriémes de ['unité), Partant d'un corps
de nombres arbitraire F, nous posons K = F[ge] ; puis, pour chaque n = 1,

L A . n ..
nous ecrivons Kn= F[g n] le corps engendré sur ¢ par les racines { -iémes
14

de I'unité, et K= U K_ la tour cyclotomique sur K,
neiN

L_e groupe de Galois Gal (Koo/l:> ezst alors le produit KQo
direct du sous-groupe procyclique T =y b Gal (Km/K> et
d'un groure abélien A dlordre divisant (£-1), isomorphe &
Gal (K/F), L'algébre de groupe ZQ[A] est donc une algébre r
semi-locale, composée directe d'exemplaires de Ze, chaque K
facteur local ZQ(A] L ZQ étant associé a un caractére
¢-adique irréductible «© du groupe A, Enfin, le groupe A
RZQ(A) des caractéres f-adiques virtuels de A est muni F

d'une involution canonique (le miroir de L eopoldt) définie sur les caractéres

irréductibles par I'identité

oP o =wp |,
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CONJECTURES DE LEOPOLDT ET DE GROSS

ol w est le caractére de I'action de A sur les racines g-primaires de I'unité,
c'est-a-dire le caractére du module de Tate T€= le B

n 12

Pour chaque naturel n, désignons par Cr'1 la g-extension abélienne maxi-
male non ramifiée et 2~décomposée du corps Kn (i.e. la g-extension abélienne
maximale de K, qui est non ramifiée a toutes les places et complétement décom-

posée aux places au-dessus de £) ; notons c' = u c' 1aréunion des C':.
nenN

Par la théorie du corps de classes, le groupe de Galois

C'= gal (c' /K >

[>2] [=2]

slidentifie a la limite projective Ll_m_ Cer'm (prise pour les applications normes) des
¢-groupes de gf-classes d'idéaux des corps Kn’ c'est-a-dire des quotients C?,r']
des g-groupes de classes d'idéaux au sens ordinaire Cer'1 par leurs sous-grou-
pes respectifs engendrés par les classes des idéaux premiers au-dessus de ¢,
LLe groupe C' est naturellement un module sur I'algébre d'lwasawa A = ZE[[V_ I]]
et sur le groupe A, donc un A[A]-module. Il lui correspond ainsi deux paramé-
tres A et u, qu'il est préférable de regarder comme caractéres f¢-adiques du

groupe A, et qui sont alors caractérisés par I'identité d!'|lwasawa :

PROPOSITION, - Il existe trois caractéres f¢-adiques A,pu,v du groupe A tels

que, pour chaque caractére f-adique irréductible ¢ de A et tout n assez grand,
x1
n . .
I'ordre ¢ ? ® de la @®-composante du g-groupe CB;] soit donné par la formule :

x;,cp= Cuyore” + n,o0n + (v, o),

Cela posé, a chaque étage fini Kn de la tour cyclotomique KOO/K , sont
associés deux Ze[A]—modules noethériens et projectifs, qui mesurent les défauts
respectifs dans Kn des conjectures de L eopoldt et Gross, Le résultat essentiel
de la théorie, pour le probl&@me que nous avons en vue, est que ces modules for-
ment une suite croissante et stationnaire, et que les valeurs ultimes de leurs

caractéres respectifs vérifient une majoration simple :

THéORéME 2, - Dans une tour cyclotomique, les caractéres de défaut respec-

tifs des conjectures de Leopoldt et Gross Vvérifient les majorations :

6 < & 5 <\,
Gross Leopoldt

ot 15 = wra~ ! est le reflet du param&tre A associé au groupe C'= lim Cel;

I"involution du miroir,

Ce résultat permet de conclure dans certains cas a la validité des conjectu-
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res de |eopoldt et Gross, lors méme que |le paramétre A n'est pas nul, car tous

les caractéres irréductibles ne sont pas candidats & &tre représentés dans les

modules de défaut, En général, cependant, il est utilisé sous la forme plus faible:

COROLLAIRE, - Si le groupe C' est nul (i.e, si l'on a C€;= 1, pour tout n assez
grand), alors les conjectures de L eopoldt et de Gross sont Vérifiées a chaque

étage de la tour cyclotomique K_ /K,

La condition C'=1 est celle avancée par Gillard (cf. [5]) dans son étude
sur la conjecture de L eopoldt, On peut montrer (cf. [7]> qu'elle est en fait
équivalente a la condition suffisante de la conjecture de L eopoldt donnée par
Bertrandias et Payanau moyen de la théorie de Kummer (cf. [1 ]> . Malheureu-
sement, elle ne se lit pas trés commodément sur le corps K sous cette forme,
En particulier, elle ne résulte pas de la condition plus simple CB(')= 1 (car des
classes peuvent apparaftre lorsqu'on monte la tour), mais ne la nécessite pas
non plus (car il peut y avoir capitulation), Il est possible cependant d'en donner

une interprétation en termes d'invariants de K, au moyen de la K-théorie :

SCOLIE, - La condition C'=1 a lieu si et seulement si le 2-Sylow du noyau

dans KZ(K) des symboles de Hilbert se réduit & 1:

i

1_
cl=1 S HZ(K)8 1.

L'étude heuristique des groupes HZ(K)E montre que ceux-ci se comportent
approximativement comme les g-groupes de 2-classes C¢'(K), De ce point de
vue, le résultat précédent signifie donc que les conjectures de Leopoldt et de
Gross sont vérifiées dans le corps K, dés que celui-ci est "principal" en un

sens donné par la K-théorie,

2,~- APPLICATIONS ARITHMéTIQUES.

Nous supposons ici que F est réel et que £ est impair, L'extension abé-
lienne K/F posséde alors une conjugaison complexe et il est naturel de dire
qu'un caractére g-adique du groupe A = Gal (K/r—') est réel, lorsque ses fac-
teurs absolument irréductibles prennent la valeur (+1) sur la conjugaison com-
plexe ; qu'il est imaginaire, lorsqu'ils prennent la valeur (- 1), Avec ces con-
ventions, tout caractére 2-adique virtuel { du groupe A s'écrit de fagon uni-

+ - - . o . ..
que Y =Y¢ + § comme somme d!'un caractére réel et d'un caractére imaginaire,

a, Comparaison des groupes cen_,e_g Ce;]

Pour chaque naturel n, désignons par Cn la g-extension abélienne maxima-

le non ramifiée du corps Kn’ et notons Coo= U C_ la réunion des Cn_ Le
neN



CONJECTURES DE LEOPOLDT ET DE GROSS

groupe de Galois C = Gal <C°°/K°°> slidentifie, via la théorie du corps de clas-
ses, a la limite projective lim ce, (prise pour les applications normes) des
¢-groupes de classes d'idéaux des corps Kpe C'est un A[A)-module noethérien

dont hous notons )‘c et p les paramétres dans RZ (A). Le dernier K. est sans
2
malice : il est égal au paramétre p du groupe C' défini plus haut, Une premiére

conséquence des conjectures de |_eopoldt et Gross est de permettre le calcul de

)‘c au moyen de la théorie des genres (cf. [7]) :

THéORI%ME 3. - Supposons les conjectures de Leopoldt et de Gross vérifiées
dans la tour cyclotomique Kw/K . Alors le paramétre )‘c associé au groupe
C=1lim cen est donné par la formule :
)\C= A+ \J;e,

N .z [ 1 = s ( ) A
olu A est associé au groupe C'= |im Cen, et \be e 9, KOO/K ,lndA‘ lAl est la
somme des induits & A des caractéres des représentations unités des sous-grou-
pes de décomposition des places de F au-dessus de ¢ dans Gal (K/F), comptés
avec une multiplicité égale a leur indice de décomposition dans I'extension

Km/K.

L'identité réelle )\Z =" résulte de la conjecture de L eopoldt, Elle signifie
que la partie réelle =£: du sous-groupe de Cen engendrée par les classes des
idéaux premiers au-dessus de £ est constante pour n assez grand, résultat déja
remarqué par Gillard dans le cas abélien (cf_ [5]) L'identité imaginaire

)\; =\ + \lJE provient de la conjecture de Gross, Elle montre qu'en revanche le

groupe =C; est maximal sous les seules contraintes algébriques exprimées par
le caractére \be. En particulier :
. . 1 1
COROLLAIRE, - Pour chaque naturel n, désignons par «Sn= ZE®Z En le tenso-
risé g-adique du groupe des g-unités de K, ; notons 6;]_ la composante imagi-
naire de ce groupe, et p,; celle du 2-Sylow du groupe des unités de Kn‘ 11
existe un entier Ny au-dela duquel on a :
- 1~ -
¢ " =6"p .

n n n
[e]

b, Calcul du caractére de défaut d'une conjecture de Coates,

Considérons les f-extensions abéliennes suivantes du corps K :
o0

z

Mw, de radical le noyau des symboles modérés :

Rad (M /K ) = (e Ko xe (@Q/ZE>®ZK2j<x,gek>p =1, ve_eprl(k )
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- H_, de radical le noyau des symboles de Hilbert :

N3

—_

Rad (H_/K,) = (¢ "@x e <@e/ze>®zK:\<

)=

e 1
- Koo[ \wa] de radical les racines des £-unités de K :
(<]

v erl(k )

200
Rad (K[ VELI/K_) = (@z/ze>®

—Km[ \}Eoo] de radical les racines des unités de K_

zoo
Rad (Kw[ \IEoo]/Koo> = <@2/Ze> ®;E
-2 _, fixée par le sous-module de A-torsion de Gal (Mw/Km>.

Nous obtenons le schéma de corps oll hous avons représenté les paramétres

lambda des groupes de Galois :

y \KN_]

K [V——] \];E (sous Leopoldt et

> Gross)
M z /
(=)

o0
L'égalité de Z et de Km[ \Ew] a été conjecturée par Coates dans [3] 1l est
oo
facile de voir qu'elle n'est pas compatible avec les conjectures de L eopoldt et

de Gross : Sous celles—ci, le théoréme 3 permet d'affirmer que le paramétre
(o<

7 ¢ _
lambda du groupe Gal (Koo[ \/ E;]/Kw[ \ EOOD est le reflet du caractére we,

Il vient alors :
THEOREME 4, - Sous les conjectures de Leopoldt et de Gross, le groupe de

14
Galois Gal (Kw[ \ Eoo]/zw> est un Ze[A]—module noethérien et projectif de ca-

oo

ractére <\]{E - 1>*, En particulier, I'égalité z, = Km[ \}EOO] a lieu si et seule-

ment si \bz est le caractére unité, clest-a-dire si et seulement s'il existe un
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seul idéal premier au-dessus de ¢ dans le sous-corps réel maximal du corps Koo

Le critéere obtenu est celui donné par Wingberg (cf. [8]), lorsque le corps K

est abélien sur Q.

c, Inégalités du miroir,

Les inégalités classiques du miroir concernent les invariants d'lwasawa du

groupe C =1lim Cen. En fait, des inégalités plus fines valent pour les invariants
d'lwasawa du groupe C'= |im Oe;‘ , qu'il est possible d'interpréter trés simple-

ment sous les conjectures de |L_eopoldt et de Gross,

Considérons pour cela le schéma de corps :
groupe réel sous Gross,
+
d
de parameétres, disons
c'™ de paramétres c' P ’ 2t
00 00 d

/de paramétres {&

Sous la conjecture de L eopoldt, le groupe de Galois Gal (Zooﬂ CO'O/KOO> est

groupe imaginaire sous L eopoldt
et )\

de parametres, disons : ”’d

imaginaire ; et, sous celle de Gross, le groupe Gal (Hm/zeo C;> est réel, Comme
Gal <H /Z > est le reflet de Gal (C' /K > dans I'involution du miroir, il suffit
d'évaluer de deux fagons les paramétres du groupe Gal (Z c! /Z )3‘

Gal (C /z nc > pour obtenir :

THéORéME 5. - Sous les conjectures de Gross et de L eopoldt, les paramétres
A et p du groupe C' vérifient les inégalités du miroir :

- ¥ -
T R N A VR R ML

Nota, - Ce résultat contient strictement |'inégalité classique : deg )\ degx

115



J.-F. JAULENT

Appendice : Démonstration des théorémes

Nous esquissons ci-dessous les preuves des principaux résultats.

Théoréme 1.

Soit K un corps de nombres absolument galoisien, dont le groupe de Galois

G a pour algébre g-adique un composé direct de corps
0. (G =TIK
L6 =TIK
indexés par les caractéres p-adiques irréductibles du groupe G.

. - X .

Supposons donné un sous-module noethérien M de K™, stable pour I|'action
de G, ne contenant ni racines de |'unité, ni puissances de ¢ ; notons y son ca-
ractere, et ) celui du Ze—m odule engendré par son image Ioge(M) dans le com-

plété semi-local K o

Nous allons montrer que si u est le caractére régulier, il en est de méme
de W P our cela, remarquons que lorsque Q®M est |a représentation réguliére
de G, nous pouvons trouver un x dans M qui engendre un sous-module de M d'in-
dice fini et libre sur 7Z{G7 (de sorte que les conjugués de x sont 7Z-multiplicative-
ment indépendants). Faisons choix d'un tel x, et considérons le sous-module de
KE engendré sur ZQ[G'] par le logarithme g-adique de x. Si |I'un des caracteres
g-adiques irréductibles 1 de G n'était pas représenté dans LLQ’ Nnous aurions tri-
vialement

T TT(Y—]) Ioge(xY) =0

par action de |'idempotent primitif associé, en contradiction avec le théoréme
d'indépendance de Baker-Brumer. [l suit de la que tous les caractéres r sont

nécessairement représentés dans by ce qui entrafne le résultat annoncé : Mo = e

L'assertion (iii) de la conjecture en résulte immédiatement. L_es assertions
(ii) et (i) s'en déduisent sans peine, par restriction a un sous-module dans le pre-

mier cas, par extension a un sur-module dans le second.

Théoréme 2.

Soient F un corps de nombres (de degré fini), K une extension abélienne
de F, de degré d étranger a g, de groupe de Galois A, et K la Ze-extension cy-
clotomique de K. Nous notons ) le paramétre lambda du groupe de Galois C!' de

la p-extension abélienne maximale non-ram ifiée et f-décomposée du corps K.
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Nous écrivons :

(2N
g-adiques locaux attachés aux places de K au-dessus de ¢.

- |092 I'application de 7 ®K ™ dans K =7 ®K induite par les logarithmes

- | le |'application de Z€® K™ dans le sous-groupe v_ de la somme directe
@(1+gze) formé des familles qui vérifient la formule du produit, induite par les
valeurs absolues g-adiques principales attachées aux places divisant g.

Le groupe de défaut de la conjecture de Gross est le plus grand quotient
projectif du conoyau de la restriction de | “8 au tensorisé g-adique ZE®E"< du
groupe des g-unités de K. Son caractere 8 6ross est, par définition, le caractére
de défaut de la conjecture de Gross.

Par la théorie du corps de classes, le conoyau précédent s'identifie au quo-
tient des genres du groupe C!, i.e. au groupe de G alois de la g-extension maxi-
male non ramifiée et g-décomposée de K qui est abélienne sur K. ]I vient donc
directem ent :

& < A

Gross

Le groupe des unités infinitésim ales de K est le noyau de la restriction de
|092 au tensorisé g-adique Zg®Ek du groupe des unités de K. C'est un ZZEA]_
module projectif, et son caractére 6Leopoldt est, par définition, le caractére de
défaut de la conjecture de Leopoldt.

Par lathéorie de Kummer, les unités infinitésimales perm ettent de définir
une p-extension abélienne de K, qui est g-ramifiée (puisque engendrée par des
unités) et g~décomposée (puisque engendrée par des infinitésimaux), donc non
ramifiée et g-décomposée. Son groupe de Galois est un Ze[A]-module projectif

N = * .
qui a@ pour caractere le reflet SLEOWldt de celui de son radical. [l vient donc :

*
<] <
Leopoldt
comme attendu,

Théoréme 3.

Nous supposons désormais que K est une extension quadratique totalement
, +
imaginaire d'un sur-corps totalement réel K de F. Nous notons K n ITunique
) ) . N o
sous-extension de K cyclique de degré g sur K, et l"n le groupe profini

GaI(K/Kn) identifié a ZP, par le choix d'un générateur topologique Y

Fixons n assez grand pour que les places au-dessus de ¢ soient totalement
ramifiées dans K/Kn. Cela fait, il est clair que le groupe de Galois Fn opére
trivialement sur les sous-groupes respectifs des g-groupes de classes C em at-
tachés aux corps K m au-dessus de Kn et engendrés par les places au-dessus

de §. Leur limite projective £ est donc fixe par I‘n, et son caractére g peut
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ainsi s'obtenir par comparaison des caractéres respectifs des quotients des gen-
Yol A
res Gn=C/C et G%=C'/C'

V= ‘Ze®l<;] ¢ le groupe des valeurs absolues g-adiques principales des éléments

attachés aux groupes C et C'=C/2. Notons

de Kn (qui est un ZZ[A]—moduIe de caracteére ¢2), et distinguons parties réelles

et imaginaires :

D'aprés la conjecture de L.eopoldt, le tensorisé g-adique 7 ®En du groupe

12
des unités de K n s'injecte dans le groupe des unités principales Un du complété
semi-local de K pour les places au-dessus de §. L apartie réelle du quotient
L.Iﬂ/Ze®Eh est donc un Ze—module de rang g, et la théorie du corps de classes

+
montre alors que le groupe Gn est fini. Il vient donc directement

D'aprés la conjecture de Gross, le tensorisé g-adique 7 ®E|"1 du groupe
des g-unités de Kh s'injecte dans le groupe Vn =\Ze xK:]\ ¢ défini plus haut, La
partie imaginaire du quotient Vn/ZQXE:'\ est donc finie, et la théorie du corps de

classes montre alors que le groupe G:1 est fini. Il vient donc ici
al =0 .

Comme, en revanche, lapartie imaginaire du quotient Vn/Z ®En est égale

)
a celle de Vn’ le groupe Gn est isomorphe a Vn’ et son caractére est ainsi :

e"=¢;.

De I'identité ' =0, nous tirons donc g =86= \y;, comme attendu,

Théorémes 4 et 5.

La dém onstration des deux derniers résultats repose sur la correspondan-
ce, exposée dans [7], entre les invariants |lambda des différents groupes concer-
nés :

- L'invariant )‘M’ correspondant au groupe de Galois Gal(M /K) de la

g-extension abélienne g-ramifiée maximale de K.

- L'invariant )‘H , correspondant au groupe de Galois Gal(H/K) de la
g-extension hilbertienne m aximale de K,
- L'invariant )‘C’ correspondant au groupe de Galois Gal(C/K) de la

?-extension abélienne non ramifiée maximale de K.

- L'invariant 3, correspondant au groupe de Galois Gal(C'/K) de la

g-extension abélienne non ramifiée g-décomposée maximale de K.
{i) L a démonstration de |'égalité

Ao T -
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fait |'objet du théoréme 3 ci-dessus.
(ii) Celle des identités de dualité

%*
My =AM (-4;2—1) = A
s'appuie sur la notion de suite paramétrée de ZQ[A]-modules finis, qui généra-
lise la classique formule d'lwasawa sur le nombre de classes d'idéaux dans une
tour cyclotomique. Sans entrer dans les détails techniques, disons simplement ici
que la notion de suite paramétrée permet de ramener le calcul des invariants
d'lwasawa d'un A[ Al-module noethérien X (pas nécessairement de [-torsion) &
I'étude du comportement asymptotique de certains de ses quotients finis. En par-
ticulier, l'identité X:4=}\ +(\;Je—l) résulte, sous la conjecture de Leopoldt, de la

suite exacte classique
n
| ———el /el — > RadM_/K ) ——>¢"Cl ——
qui relie le radical kummerien de la g-extension abélienne maximale g-ramifiée
n )
d'exposant ¢ du corps Kn avec le sous-groupe de en-torsmn de son g-groupe
*

des p-classes d'idéaux. Enfin, |'identité )\H = )\M—(we—z) s'obtient directement,
toujours sous la conjecture de Leopoldt, a partir de |'isomorphisme

GaliM/H) =T] Te/TE
oy T = I(l_”ﬂ [ est le module de T ate, et le produit est étendu aux places de K
qui divisent g.

Les théorémes annoncés s'en déduisent comme indiqué.
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