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J.-L. BRYLINSKI

INTRODUCTION

Depuis un peu plus d'un an, de nombreux mathématiciens se sont rendu compte
des relations existant entre '"cycles énanescents" (pour des faisceaux constructi-
bles, ou méme pervers) et "microlocalisation" (étude locale dans le fibré cotangent
des Qa—modules cohérents, a l'aide des opérateurs microdifférentiels). Ces rela-
tions sont étudiées, de maniére a peine implicite, dés 1976 par Kashiwara [k2]

(et remontent en partie & [S-K-K]). Goresky et Mac Pherson ont apparemment mis &
jour cette relation dans leur travail [G-M2] sur la théorie de Morse stratifiée,
comme en témoigne un fragment de leur introduction, que nous reproduisons ici dans
l1'intérét du lecteur :

"A primary object of study is the complex link of an i-dimensional stratum of
a complex stratified subset of n-space. This is (rouchly) the intersection of a
small turbular neighbourhood of that stratum with a nearly generic plane of dimen-
sion n-i-1. Points in the complex link represent normal complex directions away
from the stratum-in the language of Hérmander, a neighbourhcod in the complex
link is "microlocal'. The proofs in this paper involve the study of complex links
of strata in the complex link, i.e. "micro-micro local analysis, micro3—local ana-

lysis, and so on'".

Un aspect important de cette relation, & savoir la définition d'un'"cycle ca-
ractéristique", dans le fibré cotangent, associé & un faisceau pervers sur une
variété analytique complexe lisse, qui colncide avec la variété caractéristique du
&9 -Module holonome correspondant (au sens de [Me 1,2,3],[K-K]) a été clairement
observé par Deligne et par Mac Pherson, sur la base de la note [B-D-K] montrant
que l'invariant topologique qui apparailt dans la formule de 1l'indice locale de
Kashiwara n'est autre que l'obstruction d'Euler locale de Mac Pherson. On trouvera

une intéressante application topologique dans [LE-Mel.

La guestion se posait, dés lors gque les cycles évanescents vivaient dans le
fibré cotangent, et qu'en un certain sens on pourrait faire "opérer" des trans-
formations canoniques quantifiées sur des cycles évanescents de faisceaux pervers,
d'étudier les transformations canoniques d'un point de vue topologique, et de les

faire opérer sur les faisceaux pervers (et complexes constructibles) eux-mémes.
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La réponse était probablement connue de Kashiwara et de Malgrange ; grosso modo si

X et Y sont des variétés complexes lisses et si T;(XXY) - le fibré conormal a 2

dans XXY est tel que les projections TZ(XXY) +>T* (X) et T* (XxY)>T*(Y)sont génériquement
des . isomorphismes, l'analogue de la transformation canonique quantifiée (qui per-
met de transformer un ‘EX—Module en un ’f;—Module) est l'opération suivante sur les

complexes constructibles
z

e [ * - 5
PR ey wRiT F *i/ \

X Y

On trouvera aux § 2 et 4 des énoncés précis.

Bien sGr on peut considérer F'-+IRpé 'pi*Fo; toutefois, dans de nombreux cas, la
,!

"différence" entre ces deux opérations n'est pas bien grande, et disparait méme par

une microlocalisation (au sens topologique) convenable, comme nous l'expligquons au

paragraphe 2.

Dans l1l'étude de ces '"transformations canoniques topologigques", on rencontre
deux surprises agréables :

(1) Bien que les identifications entre %k et 2; dépendent du choix d'une
"quantification" de la transformation canonique, et qu'il n'y ait pas d'identifica-
tion plus naturelle gue les autres, il existe un ( Zy, 2&)—bi—Module intrinséque
gui permet d'identifier la catégorie des 8X—Modules (sur un ouvert de T*X) a celle
des %Y—Modules (sur un ouvert de T*Y) ;

(2) L'étude d'une transformation canonique trés belle (X=IPn,Y =(1Pny , Z est
la variété d'incidence) permet d'obtenir des résultats assez surprenants sur les
faisceaux pervers sur " : "modulo faisceaux constants", la transformation précé-
dente est inversible, et préserve les conditions de perversité ; en particulier,
modulo des faisceaux constants, le transformé d'un faisceau pervers irréductible
est un faisceau pervers irréductible. On généralise ainsi au cas singulier un résul-
tat connu sur l'irréductibilité de la monodromie des cycles évanescents dans la

cohomologie en dimension moitié des sections hyperplanes d'une variété lisse. C'est

l'objet du § 3 (théoréme 3.1, corollaires 3.3 et 3.6), qui s'appuie sur les
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méthodes "microdifférentielles" du § 2 ; Mazur m'a fait observer le caractére al-
gébrique (ou micro-algébrigue ? ) de la transformation canonique définie par Z ; ce
point est développé a la fin du § 3 et est repris & la fin du § 7 (7.27 et 7.29).

De toute maniére, on trouvera au § 3 un traitement purement topologique de cette
transformation (faisceaux sur IPn) - (faisceaux sur (IPn)V. Les propriétés fonda-
mentales établies au § 3 seront prouvées au § 9 en caractéristique positive, &

l'aide de la transformation de Fourier-Deligne. Il convient, bien entendu, de faire
observer que cette approche par la "géométrie de contact" de la dualité projective
ou, ce gqui revient au méme, de la théorie de Lefschetz,est enracinée profondément
dans la géométrie du 19% siécle, et culmine chez Lefschetz lui-méme, bien que la
géométrie algébrique contemporaine semble 1l'avoir quelque peu négligée. Il me sem-
ble d'ailleurs qu'elle clarifie la notion classique de pinceau de Lefschetz, que

nous généralisons en 3.7, 3.8, 3.9, 3.14, 3.16, au cas singulier. Il est clair que

la méthode des pinceaux devrait jouer un rdle important dans une démonstration par
récurrence de mes conjectures sur la théorie de Hodge pour la cohomologie d'inter-
section [Br1],[Br2]. J'essaie d'ouvrir la voie en esguissant un plan de démonstration
que la filtration que je définis sur IH1 (X) , pour X une courbe plane singuliére,donne naissan-
ce & la bonne structure de Hodge, a savoir celle de H1 (')\(') ,ou ’)\(’ est la normalisée de X. Dans ce
cas, la méthode des pinceaux consiste a projeter X sur E>1 de fagon "générique" ;

on décrit alors IHl(X) comme Hl(IPl,if ) ot le systéme local associé a la représen-
tation de permutation du groupe fondamental d'un ouvert de IP1 sur les feuilles de

X - IP1 .

J'ai été aussi inspiré par le traitement trésgéométrique des fronts d'onde et
des opérateurs de Fourier intégraux, dd a4 Guillemin et Sternberg [G-s]. Guillemin
m'a fait observer que la définition topologiques des variétés caractéristiques,
mentioni.ce plus haut, ressemble beaucoup & la définition de loc. cit. des fronts
d'onde (dans les deux cas, on projette sur une droite) .Inspiré également par leurs
observations sur la transformation de Radon ([G-S] et par une guestion de

. N n
Guillemin, j'ai étudié la version topologique de cette transformation (ol X =IP ,
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Y est la grassmannienne des k-plans de E’n, Z est encore la variété d'incidence).
Je suis ici une méthode purement topologique (cf. § 5) pour obtenir la caractéri-
sation de 1l'image de la transformation de Radon, ainsi qu'une formule d'inversion.
Les résultats obtenus sont des "analogues symboliques" de ceux de Gelfand-Graev-

Vilenkin [G-G-V], Gindikin-Henkin [G-H], etc ....

La deuxiéme partie de l'article est consacrée a trois types de "transformations
de Fourier", a leurs relations et a quelques applications. La transformation de
Fourier vectorielle, a la Malgrange, envoie un complexe de faisceaux sur un fibré
vectoriel E -»X, "invariant par homothéties de rapport positif" sur un complexe de
faisceaux sur le fibré dual E'-» X. J'al eu connaissance de cette construction de
Malgrange par des exposés qu'il a donnés & 1'Ecole Polytechnique en Mars 1982.
J'en rappelle les propriétés principales au § 6, en m'appuyant sur des notes de
Verdier. Pour nous E est en fait un fibré vectoriel complexe sur X, et on fait
agir la transformation de Fourier sur des complexes de' faisceaux "monodromiques"
sur E.

Le long § 7 est consacré & établir le lien entre la "transformation de Fourier
formelle" pour des modules sur une algébre de Weyl a [x, 5%—]. J'ai dd incorporer
quelques sorites sur les ~9 -modules algébriques holonomesj-et la notion
"singularités réguliéres" pour de tels modules. L'outil essentiel est ici, outre
les travaux de Mebkhout [Me1,2,3] , la bonne filtration canonique d'un éa-module
holonome & singularités réguliéres, due & Kashiwara et Kawail[K-K]. La comparaison
entre les 2 transformations de Fourier se réduit, grdce a une idée de Malgrange,
au cas d'un fibré de rang 1, qui permet uncalcul explicite. Je donne une démons-
tration de la commutation de la transformation de Fourier-Malgrange a& la dualité
de Verdier, fondée sur 1l'étude des transformations canoniques topologiques au § 4

(cf. proposition 7.21). Enfin le § 7 se termine par la description de la relation

entre transformation de Fourier-Malgrange et transformation de Radon (d'un »"
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vers 1l'espace projectif dual). C'est 1l'objet du théoréme 7.27, dont la démonstra-

tion est purement topologique.

Le §8 est consacré & un lemme sur la transformation de Fourier formelle en
dimension 1 (corollaire 8.3) gqui permet de calculer le "rang générique" du trans-
formé de Fourier d'un ¢[§_r§;1—module (& singularités réguliéres) (8.6). Ce lemme
joue un rdéle crucial dans l;—"majoration uniforme de sommes trigonométriques"

(cf. § 10). On en donne une démonstration due & Malgrange (et s'appuyant sur ses
travaux inédits sur 1l'irrégularité en dimension un), ainsi gu'une démonstration
purement algébrique et sans doute peu élégante.

Au § 9 on présente des résultats de Laumon et Katz sur la transformation de
Fourier-Deligne (en caractéristique p), dont le plus remarquable est le théoréme 9.8
(dont une preuve est esquissée dans le cas de dimension 1) En 9.13 on prouve une

n nY
relation entre transformation de Radon (de IP vers (IP ) ) et transformation de
Fourier-Deligne, formellement identique & 7.27. C'est la seule approche connue pour
établir l'analogue du § 3 en caractéristique p ; elle m'a été suggérée par Deligne.
Notons gqu'on n'a pas & l'heure actuelle d'analogue des résultats du § 5 en carac-
téristique positive.

La transformation de Fourier-Deligne est particuliérement bien adaptée a
1'étude de sommes trigonométriques. Les résultats du § 10 sur ces sommes, concer-—
nant des majorations pour p fixé ou pour p générique, sont presgue tous dus a Katz
et Laumon [Ka-La]. La seule exception est la détermination de la constante appa-
raissant dans la majoration pour p générique, en terme de rang générique du trans-
formé de Fourier d'un E[E_S%-]~—Module (théoréme 10.8). Le § 11 utilise les diver-
ses transformations de Fourier pour tenter de réconcilier la construction par
Springer des représentations des groupes de Weyl avec celle de Lusztig-Borho-

Mac Pherson [B-M1],[B-M2],[s2]. Il s'agit en grande partie d'un analogue en carac-
téristique p d'un résultat de Kashiwara, qu'il m'a communiqué en Octobre 1981
(cf. [K4]). En 11.3, on prouve une formule pour la transformée de Fourier de la

fonction caractéristique de la variété nilpotente (en un corps fini), duea Springer.
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Les relations entre ces diverses transformations de Fourier sont encore en
grande partie mystérieuses. Elles sont fondées sur l'analogie profonde entre
irrégularité d'une éguation différentielle ordinaire et ramification sauvage
d'un faisceau (f-adique) sur une courbe de caractéristique p >0. A la lumiére
de ses travaux sur les équations irréguliéres, Malgrange a introduit la notion
de faisceau pervers sur une courbe, muni de "structure de Stokes" aux points

singuliers, et sait faire opérer Fourier sur de tels objets [Ma2] , [Ma3].

Bien que des relations précises entre les théories en caractéristique nulle
(resp. positive) soient difficiles, méme & imaginer, on peut sans doute attendre
de la dite analogie des progrés pour chacune d'elles. Il n'est sans doute pas
exagéré d'estimer, par exemple, que la méthode par laguelle Laumon définit le
conducteur de Swan d'un faisceau en un point d'une surface [La2] est fondamen-

talement micro-locale.

Le présent article a de nombreux points de contact avec l'article de [K - S]]
(de Kashiwara et Schapira) qui introduit et étudie le concept général de "micro-
support"” d'un faisceau, et étudie la topologie des transformations canoniques de

maniére plus approfondie et plus générale.

Il me reste & remercier Pierre Deligne, Victor Guillemin, Masaki Kashiwara,
Le Dﬁng Tréng, Bernard Malgrange, Zoghman Mebkhout, Robert Mac Pherson, Barry Mazur,
Pierre Schapira, Jean-~Louis Verdier, pour de nombreuses conversations relatives
aux cycles évanescents et aux transformations canoniques, et pour m'avoir éclairé
sur leurs travaux inédits. Bernard Malgrange m'a communiqué nombre de ses idées,
lettres et manuscrits, touchant également & la transformation de Fourier ; je lui
en suis trés reconnaissant. Jean-Louis Verdier m'a fait parvenir les manuscrits
[V1i] et [Vv2], et a joué pour moi un rdle trés stimulant. En ce qui concerne la
transformation de Fourier-Deligne et les sommes trigonométriques, le peu que j'en
sais m'a été enseigné par Pierre Deligne, Nicolas Katz et Gérard Laumon ; dans le
calcul de la constituante intervenant dans l'estimation des sommes trigonométri-
ques, j'ai d'une part plagié [Ka] et d'autre part bénéficié du soutien théorigue
et technique de Bernard Malgrange. Enfin, l1'étude des représentations de Springer
via la transformation de Fourier est un pdle additif au travail de Kashiwara [K4],
[Ho]l. Je le remercie & nouveau pour de trés utiles discussions a ce sujet ;
l'encouragement et les conseils de Tonny A. Springer, Ryashi Hotta et
Robert Mac Pherson m'ont été précieux,

Ce texte, écrit & l'automne 1982, a &té remanié en Aodit 1984. Je remercie
G. Laumon, B. Malgrange, et le rapporteur, pour leurs critiques constructives.

Mes remerciements les plus vifs vont & Paule Truc, sans la compétence et

la patience de laquelle cet opuscule n'aurait pu voir le jour.
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I) TRANSFORMATIONS CANONIQUES TOPOLOGIQUES

1) Cycles évanescents et variété caractéristique

Soit X une variété analytique complexe, £ : X+ @€ un morphisme analytique
non constant. A un objet K° de la catégorie dérivée Dg(X) des complexes bornés d'espa-
ces vectoriels sur € & cohomologie constructible, on associe [SGA 7 II , Exposé X1V ]
un objet ¢¢ (K*) ou dK*®) de DS(XO) ol Xo=f -1 (0), muni d'un automorphisme de mono-
dromie T. Rappelons que pour ce faire, on introduit le revétement universel
E’* E' c* = ¢ - {0} et on note p::'&'—rﬂr 1'espace topologique sur € déduit de E par

adjonction d'un point 0, de sorte que

a) @* est ouvert dans T
b) p: Cc prolonge p: C*->C et p(0) =0
c) les p_1 (U), pour U voisinage de O dans €, forment un systéme fondamental de

voisinages de 0O dans C .

On pose X = X xac, x*= X(>E¢*et X*= X - X = X% c* , de sorte qu'on a un

diagramme commutatif

Xo C__l____>§ (___J__) X*
| L= ®
xo’ L5 x &2 > x*

cartésien au-dessus du diagramme

{0} et

{0} 42

a «—— M
kel
"U-

v

A K* on associe l'objet ll)f(K o) = 1*IR3x p'¥i*(x*) de Dg(xo) .

Sur lbf (K*) agit l'automorphisme de monodromie T, correspondant a l'automorphisme
de E* au-dessus de €¥ associé au générateur canonique de ‘rrl (¢¥*). On a un morphisme
naturel i*(Ke) - lp,f(K°) qui est T-égquivariant ; par définition <I>f(1<') est le troi-

siéme terme d'un triangle construit sur ce morphisme.

10
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Le morphisme de changement de base p*IRj* (j*Ke¢) »IRjxp'* (j*K+) permet de

définir un morphisme i*IRJKJj*Ke+) - wf(K').

Dans Db(X*), on a un triangle distingué
sk ' vk ok T-Id 1. 1K sk ¢ sk
J¥Ke »IRp'*p'*¥j* (K*) -~ WRpy p'*j* (K*) »3*(x)[+1]

En effet, on a j*¥(K*) = R (Z ,Rp'xp'*j*(K+)) (Hochschild-Serre), et pour M

un €{Z]-module, IRT (%Z,M) est représentable par M Toid, oy,

On a d'autre part un morphisme naturel (de changement de base)

i*TRp, (IRI*xp'*¥3¥Ke) ——> i* (IRF*p'* %K)

ou encore i*IRj*IRp'*p'*j'*K'————>w(K-).
On vérifie aisément gue c'est un isomorphisme, en se se localisant sur XO

On a donc prouvé la

Proposition 1.1 : Il existe un triangle distingué naturel

1¥IRJ % (J*K*) > Pe (K*)

+1 \ ‘/T—Id

Yp (K2)
Le résultat suivant est dd a 0. Gabber (voir [§ 3,Prop. 2.3.6]1, [B-B-De-Gez]).

Théoréme 1.2 : Si Ke est un faisceau pervers sur X, wf(K-)[—l] est un faisceau

pervers sur XO

Nous allons en indiquer une démonstration. Elle résulte des deux lemmes

suivants :

11
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Lemme 1.3 : Si K est un faisceau pervers, les faisceaux de cohomologie perverse

E}u(wf(K')) gg_wE(K') sont nuls pour i = O.

Lemme 1.4 : DX (¢f(K°)) est (non canoniquement) isomorphe & wf(DX(Ko))[—Z].
o

En raisonnant par induction sur dim(xo), on déduit facilement le lemme 1.3 du
fait que les faisceaux de cohomologie (ordinaire) de Y(K*) sont nuls en degrés = 0
(on utilise l'estimation bien connue sur la dimension cohomologique des variétés

de Stein).

Pour la démonstration de 1.4, nous suivromnsune méthode de Beilinson et de
Bernstein. Si Fe+ est un complexe d'objets d'une catégorie abélienne Clq sur lequel

- . 1 = -1
opére un automorphisme T, pour tout élément P non nul de € [T,T "] , nous notons

P
Fip) le complexe simple associé au complexe double Fe——> Fe+; si P divise Q, on
a un morphisme naturel de F?P} vers FEQ) déduit du morphisme de complexes doubles.
P

Fe ——————— 3 F-»

1a l L g

Fe — Q3 p.
Si < admet des limites inductives, nous noterons Faet fin la limite inductive
-1 _ .
des FZP), les peqg [T,T "] -{0} étant ordonnés par divisibilité. On a un morphisme
naturel de Fe vers Fe, d'ou un morphisme F- ) —> Fe.
(P) ! p det fin.
Lemme 1.5 : Si L est la catégorie des faisceaux de C -vectoriels sur Xo' et si F-
est & cohomologie bornée et constructible, alors F¢ . —F .
P e e e det.fin.
Le foncteur F- F~—>Fé . £i étant exact, on peut par dévissage supposer que
et.fin.

Fe est un faisceau constructible F placé en degré 0 ; comme le passage aux fibres

commute aux limites inductives, on se raméne & une vérification fibre a fibre ;

-1 -
on est amené a vérifier que si A est un C€[T,T ~] - module de longueur finie, on a
- 1 -1
lim Hom _I(Q[T,T 1]/(P),A) = A et lim Ext _1(G:[T,T 1/ (P),sB) = 0 , ce
g clT,T "] —  clr,T ]

qui est immédiat. Ceci prouve 1.5 .

12
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En représentant K* par un complexe de faisceaux injectifs sur E[T,T—l], on

voit alors facilement qu'on a Y(K+) = i*Rj, [ (IRp, p'*K*) ]

det.fin

k3
= i IRjJ K*Q (IRp' 'k . i ' - = ' i -
i Jx [ (IRP'x P cx*)det.fin.] Ensuite p !GX* IRp EX* est un faisceau 1lo

calement constant de E[T,T_l]—modules libres de rang 1.

-1
Pour M un ¢[T,T "] -module libre de rang 1, le complexe M(P) est quasi isomorphe

. . -1
a M/P.M[-1]; par ailleurs p'xC_x = IRpy T_x est un faisceau de €[T,T ~]-modules
X X

1 1

localement isomorphe & €[[T,T "]] ; on a canoniquement p'y@_*=c[[T,T " 1] e 1p: ¢X*'
X 1°

clT,r”

. -1 —i
Le complexe ¢[[T,T ]%P)est noncanoniguement guasi-isomorphe & C[T,T "1/ (P); onpeut
choisir ces isomorphismes pour P variable de sorte que pour P divisant Q, on ait un

diagramme commutatif

-1 -1
cf[T,T ]](P) —> c[[T,T ]](Q)

d.isom. T | g.isom.

cle, v M1/e) <P 5 gty

On dispose alors d'un guasi-isomorphisme

~

1 hY [}
[mp*mf*}det.fin. -7 [IRP !cg*]det.fin.[l:]

- . . = 1% s 1 [ 273 .
on en déduit que P(K-) i*IRj 4 [(IRp'y p' TK )det.finJ[1]
= i*IRj,Rp,yp'*k [1]
!
Posant F- = IRp'|' p'¥K°, on a *IRjx(F") = i j!(F‘)[ll

d'ol on déduit, en utilisant la constructibilité du complexe i¥IR9 x(F-)
D(i*Rj*F-) = i*Dj ,(F-)[-1] = i*Rjx(DF-)[-1]
Le premier complexe est DY(K-)[+1], le troisiéme complexe est W(DK-)[-1]; on

a donc prouvé le lemme 1.4.

13
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Corollaire 1.6 : Pour K- un faisceau pervers sur X, on a une suite exacte de

faisceaux pervers sur XO, oalp(Kv[—l]uni désigne le plus grand sous-faisceau pervers

de Y(K-)[~-1] sur lequel 1'action de T-1 est nilpotente , et N le logarithme de T

sur WK [-1]

-1 .4 L N
0 By (WFRyx3* K°) —> yK-[-1] ——> § (K*)[-1]
uni uni
— 5 HO(i*IRjxj*¥K-) —> O .
—H
Preuve : Sur y (K*)[-1], on a N = A.(T-1), avec A inversible. On peut donc rempla-
- uni

cer N par T-1 ; on écrit alors simplement la suite exacte longue de cohomologie

perverse déduite du triangle 1.1, en tenant compte que 1.6 la raccourcit.

Corollaire 1.7 : Sous la méme hypothése, @K [-1] est pervers.
k - .
Preuve : On sait que §4J(i*K-) = 0 pour k<-2, donc le foncteur F- —=>H U(i*F )

des faisceaux pervers sur X vers les faisceaux pervers sur XO est exact & gauche ;

i

le noyau N° dumorphisme de faisceaux pervers K' —3 IRjx7*K  est & support dans

X , donc H_d(i*N') = 0.
o =
Au triangle 1i*K'® —> 1pK’ est associée la suite exacte de cohomologie perverse
Si\ /
+1 178
#x’
0 —> H2(@K-) —> H L (*K) —> H LK) —> w l(gr’) —> HO(i*K') —> O
—H —H — U — U —u
- -1 -1 .
De la nullité de g}&(i*N') résulte que E’U(i*K.) s'injecte dans E_u(i*IRj*j*K )
-1 -2 .
donc dans E_u(i*yK')=w K'[-1]d'aprés 1.6. D'ou E»u(ﬁK y =0 .
Pour 1i=>0, on obtient 5;(¢K°) = Ei(wK‘) =0 , d'ou le corollaire.

Nous nous intéresserons surtout au cas particulier suivant de ce corollaire
x € X est un point isolé du support de @K' (en d'autres termes, dans un voisinage
de x, le morphisme f: X —> € est localement acyclique relativement a K’ en
dehors de x). Alors le corollaire 1.7 dit que E}(ﬂK')X =0 pour i #-1. Dans le
cas ol X est lisse, K'= C [daim x] et £ a une singularité isolée en X, on retrouve

une théoréme bien connu de Milnor. De fagon générale, soit X non nécessairement

14



TRANSFORMATIONS CANONIQUES, DUALITE PROJECTIVE

lisse et X = f[ XOL une stratification de Whitney de X telle gque la restriction
. i . . .
& chaque X y de chaque faisceau de cohomologie H (K') soit un faisceau localement
constant. Soit x € Xoc . Si la restriction de £ & Xy admet un point critique isolé
o o

en x, et si f est transverse aux autres strates XB dans un voisinage de x, alors
de nouveau f est localement acyclique relativement & K° en dehors de x (dans un
voisinage de x), donc la fibre (fK°) a sa cohomologie concentrée en degré -1. On
comparera ce résultat a [G-M3]. on peut aussi retrouver (& la torsion prés) un
résultat de L& Dung Trang [L&] od X est localement ensemblistement intersection
compléte et K° est égal a Gx[dim X], F vérifiant la condition ci-dessus. On

s'appuie pour cela sur la remarque suivante :
Pp p

Sorite 1.8 : Si X est localement ensemblistement intersection compléte, alors

Ty [dim X] est un faisceau pervers.

La démonstration la plus élégante (&4 ma connnaissance) consiste a plonger X
(ou & vrai dire un voisinage de x dans X) dans une variété lisse Z, de sorte que

X soit ensemblistement intersection compléte dans Z. Il est alors connu que

Elx ( (QZ) = 0 pour i # dim Z - dim X (comparer & [SGA2] La nullité du
= i . R i X
sz ~Module a gauche EX ((QZ) implique celle du ’ZZ -Module H l:)‘{](6‘92) , puisque
i o i 0 o PR
Hy ((92) = "éz »gz H[x]( @Z) et que "%z est fidélement plat sur g’z [ Me 1]

Mebkhout a démontré gue G:x = Sol (IRT

—[X](CQZ)) d'ou on tire

dim Z -dim X
c, = g
X Sol (E[X]

complexe.solution d'un Qz—module holonome, GZX [@dim X ] est pervers d'aprés

('LQZ))[dim Z -dim X]; comme ¢x(dim X - dim 2] est le

Rashiwara (cf.[K1] ou [Br1]) .

Dans la suite de ce numéro, nous supposerons X lisse et K° pervers. On a

K™ = DR(&/O pour un unique $X —Module holonome Céé singularités réguliéres

[Me 1,2,3]1[Br 1]. On souhaite comprendre le cycle caractéristique Ch (cﬂ) , somme

algébrique des composantes de la variété caractéristique SS(A44) de Gg,comptées,
avec leur multiplicité, en termes de cycles évanescents pour K°. Pour cela, en

suivant [K 1] commengons par choisir une stratification de Whitney X =-%XOL

15
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’?
telle que Chf )= Zma.T*X X o1 m, est un entier = 0. D'aprés [K1] ou [K2] 1la
[¢)
o i ¢ .
restriction de chaque H (K ) & chaque strate xu est un faisceau localement cons-—

tant. Il en résulte que si f: (X,x) —> (€,0) est un germe de fonction tel que
(df¥<¢ U T; X, le morphisme f est localement acyclique relativement a4 K  en x.
o

Considérons maintenant f: (X,x) —> (C,0) tel qgue (df)x soit un point

X
Q, (63

o
a # ao. On dispose alors du résultat suivant de Kashiwara (légérement extrapolé) .

de T* X (ou Xao est la strate contenant x) et n'appartienne pas a T; X pour

Théoréme 1.9 [K2, théoréme 3.2.5] . Sous les hypothéses plus haut ¢f (IK')X ne

dépend que du microlocalisé ’? ~ (ﬁ?'deéégen ¥ = (x,(df) ) et est donc nul
X, % % Wy —— = x
XX
i = 0.
si mao

En effet (Zif(K')x [-1] est isomorphe a

R R
IRHom)léj (C(,(C )N) = IRHom (% ~ @ /4 (e )N)
%« x X ‘X % —‘ZXA}‘{ X,x a vx XOL lX x
- OLO ’ R, X °
Si de plus, le graphe de df coupe TK X transversale-
20, —
fe)
. ~ -1, . . . i, .
ment au point x , H Qf(K )x est de dimension maa et on a §>®f(K )X = 0 pour
i # 1.
. . - itk IR -
Remargue : On n'a pas besoin ici de connaitre la définition du %. -Module a
IR . . s oa s éa =
gauche CX x 7 remarquons simplement gqu'il est déduit du -Module & gauche
OLo
dim X -dim X
R
\f = H O93(69 ) par extension des scalaires de 29 a %% .
xaolx =[xy ] X

o
Voir loc.cit. et [S-K~K, Chapter II, § 1] pour plus de détails.

Corollaire 1.10 : §i_(df)x¢ SS(%Z),f est localement acycliqgue relativement & K°
au point x.

Corollaire 1.11 : Si (x,&) est un point lisse de SSC/ZS, il existe un germe de
fonction f: (X,x)—> (C,0) avec (df)X = & qui soit non acyclique relativement au
point x.

Remarque : D'aprés Lé& Dgng Tridng (& paraitre), le corollaire 1.11 vaut sans sup-
poser que (x,£) est un point lisse de SS ) ; on prend pour f une fonction dont

1

le graphe coupe SS@}&} proprement en (x,&) ; la dimension de H (¢f(K'))X est
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alors égale & la multiplicité d'intersection ae Ch (y//) et du graphe de df au
point (x,E). Tenant compte de cette amélioration de 1.11 on obtient le résultat
suivant annoncé dans [Br 3, théoréme 4.2.8].

Corollaire 1.12 : SS (1)%) est 1l'ensemble des (x, (df)x) ou f parcourt les germes

f: (X,x) > (€,0) nonacycliques en x relativemeritd K'.On écritSS(K’)=SS %oﬁ K'=DR%

Remarque 1.13: La combinaison de 1.9 et de 1.12 fournit l'interprétation topolo-
gique annoncée de Ch M} en termes de cycles évanescents pour K' = DRQ/) .
Remarquons de plus que 1.9 montre, en un sens qu'il faudrait préciser, que lors-

) *
que le graphe df coupe transversalement SS(;/() en un point de TX X gqui n'appar-

©
tient & aucune autre composante de SS (54) , le groupe des cycles évanescents

-1
H (¢f (K'))X ne dépend pas de f, mais seulement de (df)x ; c'est d'ailleurs la
fibre en (x, (df)x) d'un systéme local sur T;: X - ( U T; X) .
Q Qo a
o) o
De plus, si une transformation canonique quantifiée, d'un ouvert homogéne de

T*X = T*X - T)"E X vers un ouvert homogéne de T* Y, transforme T; X en T* vy

Z
o
7 IR o _
et Z R en le 'é —Module M/’, Hom ? ("Z @ &%,C ) est transformé en
X 9 Y — G X X /X
X X X OLO
1R . . e o A s .
Hom %y ((,‘/Vfcz /Y ) . Ceci exhibe en quelque sorte une propriété d'invariance des
cycles évanescents par transformation canonique ; nous y reviendrons au § 2.
: . . b . . i .
Notation 1.14 : Si K e]DC(X) , on note SS(K") = U SS(H U(K )) .
notatton L.-2% i =

Sur le lieu lisse de SS(K-), on dispose d'un complexe Ev(K") (& faisceaux de
cohomologie localement constants) dont la fibre en (x,£) s'identifie a fbf(K')X
oa f: (X,x) —> (€,0) est tel que le graphe df coupe SS(K-) transversalement en

(x,8) = (¢, (@F) ). On a B Bv(x) = Bv (T (K)) [-1].

On a alors l'utile caractérisation des faisceaux pervers :

. 1
Proposition 1.15 : K'e€ Db(X) est pervers si et seulement si H Ev(K") est nul
c —

pour i # -1.

i
Preuve : Supposons O (BvK®) nul pour i#-1. Soit, pour un j #0,
j o %, ;
Ch (EU(K-)) = Z mOL . TX X. Il résulte de 1.9 gue moc est la dimension de la fibre
. & [¢3 .
en X de _H_j_l(EvK') (pour ; comme en loc.cit.), donc mu= 0 et gj (K') = 0.

17



J.-L. BRYLINSKI

TRADUCTION TOPOLOGIQUE DES TRANSFORMATIONS CANONIQUES (cas propre)

II1)

Considérons un diagramme
Z

P / \P;z

x b

variétés analytiques complexes lisses,

Z une sous-variété lisse

ou X,Y,Z sont des
de XxY, p! et pé les deux projections. On suppose pi et pé propres. On note q, la
projection T;‘ (XxY) —> T*X et a, la projection T; (Xxx Y) —> T*Y. On se donne

un ouvert homogéne Ql de T*X = T*x —T;; X et un ouvert homogéne 92 de T*y = T¥*y-T*y

et on suppose
(i) qu(Ql) est égal & qgl(ﬂz) et est un ouvert de 'i‘;(XXY) que l'on note .

(ii) (qi) |Q est un isomorphisme de ! sur Qi (pour i =1,2).
Ces conditions impliquent évidemment dim(X) =dim(Y).

' s oaa - . = gb A
Nous considérons alors le foncteur F de la catégorie dérivée Coh(,@x) des

complexes bornés de .6}( ~Modules & gauche a cohomologie cohérente sur X vers

b
o’ Dy :
Fel) = [ mp*edt” .
P 1
2
Analysons F(gx)en commengant par introduire l'inclusion i :Z > X xY et les
X XY —> Y. Alors

deux projections p,: X XY > X et P,
i
* . -1
np¥d,) = & ® p. ) = & ® -1 * ,
1 X XxY = X X x _ = 2
X p11 (&x) 1 Y pll ((gx) Py ($x) pl,,ﬂ x Puisque

,8)( est plat sur [9’X. On utilise ensuite le
Z —> V une immersior. fermée entre variétés analytiques

Lemme 2.1 Soit i
complexes lisses, et[%/)un gv —-Module a gauche cohérent. On a alors

J i* = ®mT,_ (Y [@im v-dim 2z ]
i [z]

Ce lemme est d@ & Mebkhout [Me3].
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Oon a donc J’i;u_,pl*gx = IRI[Z] (P1*2x) [dim X+dim Y-dim 2 ]puisque]Lpl'* QX a de

la cohomologie seulement en degré O.

On a ensuite F("éx) = Ip' pl'*oz/x = jp fi i*Pj*’gX ou encore
2 2

dim X-+dim Y-dim 2 -
F = IR * DR S

(ﬁx) P DRXXY/Y (E[Z] (p1 ,8X))) ol XXY /Y (¢f?) dénote le
P2

complexe de De Rham relatif & la projection XXY —==—7> Y

%

N px@ ) e AT—s. .. —rx @™ g

: C
| Oxxy KXY

degré-dim X degré O

. X dim X+ dimY -dim 2 £
Lemme 2.2 : sojitof = H{ (p1*ﬂx); alors DR, Y/Y(M asa cohomologie

z] Xx
. imX+dim¥-dimZ
concentrée en degré0;1l'inclusion naturelle deg[gim im¥-dim {@Xxy)dansaf/%induit un

-1 -1 NPT
isomorphisme (p2 (@Y) Py (:9)()) - linéaire de
T x.omax dim X+dim Y -dim 2 o
P * 9y )@@XXY Hi7] (9 yxy) vers H DRXXY/Y(/,M
dim X+dim Y -dim 2
Preuve : On filtre (‘/l/)par les lyym’= 5[;? m m (Pl* bx (m)) et
DRXxY/Y(M/j par les sous—-complexes
DR s o x ol A . *  omax A
XXY/Y m m—> p. *XQ )R [% — ... — p *(Q ) /4 .
1Ty ™FL 1 X "Oxxy m+dim X
N _ <B Iy
on a gr DRy, (0] o g TP R BT

- . max . *
Le complexe DRX(.BX) est une résolution de QX , par conséquent DRX (p1 ,&() est

i - max
une résolution de pl* (Qr;ax) ; de méme gr DRX(pl*&() est isomorphe a pl’“(QX ) -
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. + i s
On remarque que p*(Qmax) [+ ® th.m X+ dimy dlmZ{(y ) est un
1 X @XXY _[Z] XXY
-1 -1
(p2 ($Y) ,p1 (OZ)X))—bi—Module. Par ailleurs, on dispose sur c[/”‘d'une structure de

-1 4 . s e ~ -1 ¢ -1 ) .
(@XXY'pl (°@X)) bi-Module, gui définit une structure de (p2 ([/Y),pl ("Z"X))_bl—

Module sur g.DRXXY/Y (M ; on vérifie que ces deux structures se correspondent via

1'isomorphisme du lemme 2.2.

D _ *~INax
On a donc (‘Z)X) Rp, ., (PIQX &3 )

Z /XXY

On s'intéresse au microlocalisé %-Y % F(ij) restreint a l'ouvert 92 ae Ty
Y

(on commet ici un abus de langage, puisque aZY est un faisceau sur Y, et % un

faisceau sur 'I‘*Y) .

A -1 max
On a %? F(P.) = Rpr, . (pr. (¢) @ [p*Q 2 5 b
Y %Y X 2% ¥ Ny =1 (@) VR Gy | 2XY
2 Yy
-1
= IRpr (p*Qe* g [pr) (&) 8 ]
2% 17X Oy 2 Y o (@) Z/XXY
2 Yy

ot prZ:XXT*Y —  T*y |

Maintenant le théoréme affirmant l'existence de transformations canoniques

( [s-k-K, chapter II, § 4.3] voir aussi [K2,§2.3]) dit que le morphisme canonique

. ¢
entre faisceaux de ( Zy)/ZxT*Y—Modules
Y
-1 ¢ .
pr, (%) 2 . Baxxy > h*[?xwzg "a}z/xxy]
P> (.6y) XXY

(oG h est la projection de T;(XXY) sur Z§(T*Y’)) est un isomorphisme. Les hypothéses

i) et (ii) impligquent que h est une immersion fermée de {} vers Z § 92.

On peut donc écrire

7,2 FH )] =q, [pral®* g (% A, )]
4 ggy X /Q2 2 % 17X Gy ey KXy 7./ K<Y
*,. Mmax
= a,, pi0y ?;XXY CZ/XXY]
d'aprés la définition de CZ/X 4y Comme microlocalisé de T/X XY [s -k -kl et 1le fait

Jque induit un isomorphisme de § sur Q

92q 2
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Cette égalité est compatible aux structures de (F

Sy *’X) -bi-Modules des deux

membres et montre donc que [Z ® F(Y )]/p est naturellement muni d'une struc-

ture de (( a ))/Q »Px ( E )) bi-Module, ou (p : Ql —_— 522 est 1'isomorphisme qui

fait commuter 1le dlagramme

Q
ql ¢//(p\\h d5
Ql——}’ 92

Considérons maintenant l'avatar microlocal G du foncteur F

M ge CE)

X /Q -Modules , borné a cohomologie cohérente, sur un complexe G(‘»/')de

; G envoie un complexe

(%Y)/Q —Modules, borné et & cohomologie cohérente : G(r‘.ﬂ')= Ip,][.pi* (z/y/[') .
2

On a un carré commutatif de foncteurs

p° (D) —EF 5 p° (B
oh X coh Y
l microloc. microloc.
b
D -——)
ot (7x)/ﬂ ] Dcoh[ Zy /sz

Le théoréme fondamental sur les transformations canoniques guantifiées dit

-1 g O R . .
£ . P . t t
que [CZ/XXY]/Q est égal a q ~ ( ZX) u et a q, (7 Y) u, si u est un générateur
-1 ~ -1 : ~1 ¢ ~ -1 % . .
—_— . —_— ( . tle choix
local de CZ/XXY' De plus q, (t ) 9, ('ZX) uet q, (z‘() q, \\KY) u e
de upermet aJ_n:>1d']_dentlfler[z'Y /Q au faisceaud'anneaux opposé a h*([?‘ ]

particulier CZ/XXY est localement libre de rang 1 comme q1 ((-é' ) -Module a gauche

sur § , donc [? g F( @X)]/ Q est localement libre de rang 1 comme Lp*(%X)/Q—Module
a droite.

Etant donné un complexe &% de (?X / -Modules, borné, & cohomologie cohérente,
on peut le résoudre localement sur Ql, Par un complexe ¥ - de (? )/ -Modules

1
libres, de sorte que G(b%')est localement représenté par

[? S P8y oxZ ) =G("?X> & o)

%]
by q)*(LZ E* ()
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Ceci démontre le

Théoréme 2.3 : Le morphisme naturel
In
t, N .
G((JX) B @*(4 ) —> G(%)
ox(2)

est un isomorphisme.

Localement sur X, on peut identifier CZY a4 son propre opposé ; on a alors, au

moyen d'un générateur local u de C un isomorphisme (local sur Qz) entre

Z/XxY '

h,.g(%'x)/Ql et (%Y)/Q ; G est alors déduit de cet isomorphisme.
2

Corollaire 2.4 : G définit une équivalence entre la catégorie des (2}()

/8

-Modules & gauche cohé-

Modules a gauche cohérents et la catégorie des (%Y)

/S
; 2
rents. On_a Ch(G (g//)) = (D(Ch('?/()) (la variété caractéristique, ainsi que les

multiplicités, se transportent par 1'isomorphisme ).

Remarque 2.5 : Vu la symétrie de la situation, on a un fonteur similaire :

“@
( LY)/Qz—Modules a gauche ——7> -Modules & gauche. On vérifie non sans

( Zx)/Ql

peine que c'est un foncteur quasi-inverse de G.

Il reste a tirer les conséquences topologiques de ces résultats.

Le foncteur F envoie la catégorie D (,Q )

< h.r dérivée des complexes bornés de

:)(jX—Modules a4 cohomologie holonome R.S (i.e. & singularités réguliéres) sur
D ("BY)h.r d'aprés [Mell,[Me3] ou [kK-K, theorem 6.2.1].

Le foncteur DR ("complexe de De Rham") normalisé comme dans [Br3,

Définition 4.1.13] définit une équivalence de catégorie entre D (aﬁx)h.r et
D};(X) [Me3].

On a alors un diagramme essentiellement commutatif :

D (D Ih.x _ DR D]:(x)

F ? = IR p) p;*[dim z -dim X ]

7%k
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On en déduit le

Théoréme 2.6 : Supposons que K° est un faisceau pervers sur X ; alors pour i #0,

la variété caractéristique de E:((I)K.)) est contenue dans T*Y —Qz .

. o, . . P
Corollaire 2.7 : Le foncteur K° ———%Hu {®(K*)) induit une équivalence entre le quo-

tient de la catégorie des faisceaux pervers sur X par la sous catégorie des faisceaux

pervers K°® tels gue SS(K®) an =@ et le quotient de la catégorie des faisceaux per-—

vers sur Y par la sous catégorie des faisceaux pervers K°® tels que SS(K®) an =g.
Soit @' = ]Rpi*pé*[dim Z - dim Y] .
On a alors un morphisme de foncteurs =
i3 —>mpj, opj* > Rpi o ey eRWp; o Pl
—>Rp;, P, * oRPp) ° pi* [ 2dim(2)-2 dim(Y) ]
ou encore id —» &' , & . Microlocalement sur Ql' c'est un isomorphisme.
Pour K pervers, on a donc K —— HE( (oA <1>(K')) Exodulo la sous-catégorie
des faisceaux pervers dont la variété caractéristiqgue est disjointe de Ql.
Par ailleurs, HS((I)'O <1>(K.)) est muni d'une filtration de longueur finie, dont
les sous-quotients sont des constituants de H; o (H;id)(K.)) ; pour 1i#0, un tel

faisceau pervers a sa variété caractéristique disjointe de 91, d'aprés le Corol.2.4.

Il en résulte gque Hﬁ(qﬂo@(x‘)) est isomorphe a (HE@‘)Q(HEQ) (K*) dans la caté-

gorie quotient. Le corollaire s'ensuit.

Remarque 2.9 : Soit K® pervers, A, = SS(K") N Ql s A

1 =(D(A1) CQZ .

2
£
Soit (Y,y) — (€,0) un germe dJde fonction tel gue (df)y est un point lisse de /\2

et que le graphe de df coupe A2 transversalement en (df)y' On a alors :

(k")) = RT (@ (p!*K*)
£ ' -1

Y fep, 71 /p. (¥

2.1.7]. Supposons p{ lisse. Alors la variété caractéristique de pi*K' (un faisceau

)[dim Z -dim X ] d'aprés [ SGA 7,1I,Exposé XIII,
s P

pervers décalé) est contenu dans Z;(( T*X < T*z; par ailleurs, le graphe de
d(fopé) est contenu dans 1l'image de Z>§T*Y dans T*z .

Soit (z=x,y) ; (x,&))un point de Z%{T*X qui appartient a l'image de Z§<T*Y >T¥*7 ,4il
existe donc n G(T*Y)y tel que (g,-n) appartienne a T; (Xx Y)z. Si (y.,n) e/\ch2 , 11
existe au plus un point (z=(x,y) ; (x,£)) de Z ; T* X satisfaisant ces conditions,
a savoir (z ;@_l(y,n)) od z est la projection sur Z de q;l(y,ﬂ) GTZ(XXY). En ce
point z, fopé a méme différentielle que gopi ,si g: (X,x) > (C,0) a pour différen-
tielle ¢ en x. D'aprés la remarque 1.13, §Z$f(<1>(1<'))y est isomorphe a ¢g(1(') . Ceci

donne un peu plus de substance a l'assertion de cette remarque selon laquelle "les
cycles evanescents se comportent bien par transformation canonique". Je subodore d'ailleurs

que 1'hypothése de lissité de pi est ici inutile, mais je ne vois pas comment m'en débaras-—
set & l'heure actuelle.
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I11) APPLICATION : DUALITE PROJECTIVE DE LEI'SCHTZ

Les théoremes du §2 sont bien sird'autant plus forts que les ouverts Ql
et Qz sont "grands". Il est connu (mais je n'ai pas de référence) que le seul cas
ou les hypothéses (i) et (ii) du §2 sont satisfaites avec Ql = f*X, Q2 = T*y,
o= f;(XXY) est le suivant : X = P est un espace projectif de dimension n, Y = P
est 1'espace projectif dual,chxpv est la variété d'incidence : c'est une hyper-—
surface lisse de pxpv , les morphismes pi et pé sont lisses. La projection
%Z(PXPV)+T*GU est un isomorphisme comme on le vérifie aisément en quotientant les

deux espaces par l'action des homothéties : on a alors 2 3 T*(P)/E* (existence

et unicité d'un hyperplan de P passant par x € P et de direction donnée).

Le théoréme 2.7 et le corollaire 2.8 ont ici la signification suivante :

Théoréme 3.1 : Soit ¢ : Db(P) — DE(PV) le foncteur.
Lheoreme 2.2 c

K" —> ¢(K') = IRpé* pi*(K'\[n—l}, EE_QV = D:(PV) > DS(P)le foncteur similai-

X - 5 % . -
re, ou les réles de P et P sont inversés.

. i . X _
(i) Si K’ est pervers, H ($(K')) est un faisceau (localement) constant placé en
- \% .
degré~n sur P , pour i # O.
(ii) Le foncteur K° —> H®(®#(K')) induit une équivalence entre le quotient de la
=E =u

catégorie des faisceaux pervers sur P par la sous-catégorie des faisceaux pervers

. . . m , . . .
K' constants (i.e. K'= €_[n] pour un entier m) et le guotient de la catégorie des
constants T

\% . . .
faisceaux pervers sur P par la sous-catégorie des faisceaux pervers constants sur

. . _ L. I's) A\ .
pV ; un foncteur quasi-inverse est donné par K —> EU(Q (K )).

I1 suffit de remarquer que si.ﬁq’est un ‘gé—Module holonome tel que
SS(046<:T; X (section nulle de T*X), alors }4? est un fibré vectoriel (de rang fini)
4 connection intégrable ; cela implique que si un faisceau pervers K® satisfait
SS(K™) CT; X, K" est de la forme E?D[dim X], ou ?? est un systéme local ; de plus,

P étant simplement connexe, tout faisceau localement constant sur P est constant.
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/s
Notons (2 (P) le quotient de la catégorie c’”é(P) des faisceaux pervers sur P

- m )
par la sous-catégorie formée des C[:P[n] (faisceaux pervers constants).

Lemme 3.2 : Les objets simples de (P) sont les images dans (X (P) des objets
Ic’ (V,X) oi V est un fermé irréductible de p et ;g est un systéme
local irréductible sur un ouvert de Zariski dense _de_Vreg, tel que a_une mono-

dromie non triviale dans le cas oi V = P.

Preuve : C'est une conséquence immédiate de la classification des objets simples

de M(P) [B-B-D-G] ou [Br3, §2.3].

Corollaire 3.3 : Soient V et ,_5 comme dans le lemme 3.2. Il existe alors une sous-—

variété irréductible W de PV et un systéme local irréductible ga sur un ouvert,

de Zariski dense de wreg' tel que g° (@(IC.(V,Z')),= F'ait une filtration & trois crans
= S Y=

dans o (®Y):

(o)== Ul(F ) CUZ(F )CU3(F ) = F
. o . 2 t
avec U, (F )/U1 (F7) Ic (w, j,) e
Ul(F') et U3 (F')/Uz(F') des faisceaux pervers constants. Le couple (W,g/) est

du type 3.2 et est uniquement déterminé par (V,;ff) B
Preuve : L'image de F € 4/5(}?\/) dans ((PY) est un objet simple de Q'(Pv)

donc est 1l'image dans &(Pv) d'un objet I_C_’ (w,%) uniquement déterminé. On prend

v
alors une suite de Jordan-Hdlder de F° ; tous les sous-gquotients sont alors iso-
morphes a G:Pv[n], sauf exactement un d'entre eux, qui est isomorphe a ;[_g' (w,ﬁ ). On

1 1
observe alors que Ext_,,(C [n],a Jn]) =H (€ ) = 0 pour obtenir le corollaire.
PYpVv p pv

o 7]
Prenons par exemple —1= C ; sur 1'ouvert 4 des hyperplans de P transverses

Vreg i
3 une stratification de Whitney donnée de V les HU(Q(E. {Vv)) sont localement
constants ; pour h € % , la fibre en h de &(IC’ (V)) est
égale & IRT(VNh, IC’ (V)/vnh ) [n-1] = IRT (VNh, IC'(VNh)) [n ] =2n vertu du lemme

suivant [G-M1,Chapter 7].

25



J.-L. BRYLINSKI

Lemme 3.4 : Si h est transverse aux strates d'une stratification de Whitney de V,

ona :  ICT(V)yn, = ICT (vAn)[1].

. i . i .

La fibre de Eu@ (IC’(v) en hest alors égalea H(VNh,IC (VNh); le cas i # O
étant sans mystére d'aprés le théoréme 3.1, considérons le cas i = 0; alors
o) B . (Z -
H® (VOh,IC" (VNh)) est la fibre en h € X a'un systéme local sur % . Deux cas sont
possibles :

1) Ce systéme local est non constant ; alors d'aprés le corollaire 3.3, ce
systéme local M admet une filtration O <u, (%) U, (%) cU, (%) = % telle que

- ?= Uz(jg)/ u, (%) est un systéme local irréductible non constant.

P
- U, (7{) et U3(%J)/U2(;7g) sont des systémes locaux constants sur Z.

Dans ce cas, il est facile de voir que Hi(d)(;&’ (VY) est égal a _I_g (Pv,ﬁ).

2) Ce systéme local est constant ; la variété W du corollaire 3.3 est alors
distincte de Pv(et irréductible, bien slOr). On trouve un exemple de cette sorte
dans [SGA 71I,Exposé XVIII, §5.9]: n=3, i.e. P = IP3,V est une quadrique lisse
de P ; sur l'ouvert des hyperplans transvercses & V, le systéme local dont la fibre
en h est H° (VvNh, _IE_' (VvNh)) = H1 (VNh,C) est nul, donc en particulier constant. La
variété W est alors la quadrique duale de V et jiest le systéme local trivial sur W de
rang un, dont la fibre en h€ W est C. ([SL1 ];—[22])CG:.[!Z,1] ® G:.[SL2] = H2 (VNhh, ),
oa hnv = SLlUQ,Z . D'aprés le corollaire 3.3, on a
F' = H(;(CD(}E' (V,i)) = IC"(W). Pour des raisons de pureté (exposées plus bas)
®(IC" (V)) se décompose en la somme directe des Eiu(d)(_]ﬁ' (v))[-i], soit ici

7
Epv[4]$ E(W,C){/) ® q;PV[Z]- Prenant la fibre en h€ W, on retrouve le fait que

H2 (VNh, @) est de dimension 2 (grdce au fait que la fibre en h de _IE' (W) estC[2]).

Remarguons que lorsque VCP est lisse, Katz prouve dans {sca 7,
Exposé XVIII, § 6] que pour n assez grand, le plongement de V dans w (I, ;Qp(n)))
se trouve dans la lére situation ; il y aurait lieu de généraliser ce résultat
au cas ol V n'est pas lisse (il suffirait de démontrer gque lorsque

n —> +o, I)((IRF(VﬂZn , ICT (Vnzn))] — =+ ,si Zn est une hypersurface
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générale de P de degré n ; on pourrait envisager d'utiliser & cet effet la formule

de 1'indice globale de Dubson [Dul.

Le résultat suivant est de nature différente ; sa démonstration utilise un ar-

gument de fonds et n'est possible & l'heure actuelle qu'en réduisant modulo p 1la
situation et en inveguant les conjectures de Wei%.

Théoréme 3.5 : ®(IC’ (Vv )) est isomorphe & & HucD(Ic'(V))[-i].

2ACo-EIe 2.0 4 T = =

Chaque faisceau pervers gﬁ@(;gf(v)) est semi-simple.

Preuve : On a (pi)*}gﬁ(V) = Eg:((pi)*(V))[l—n] puisque pi est lisse de dimension
relative n-1. Il suffit alors d'appliquer le théoréme de décomposition de
Beilinson-Bernstein-Deligne-Gabber ([B -B- D , Théoréme 6.2.5]) a

ICT (p*(V) .

Corollaire 3.6 : On a ®(IC' (V) = & H;(@(ng(v)»[—i]et.si on est dans le cas 1),
- i

ES(Q(ng(V))) est somme directe d'un faisceau pervers constant et de ng(Pv;g;)

2 \
oa est un systéme local irréductible non constant sur un ouvert dense de P .
Preuve : Cela résulte immédiatement de 3.5 et des remarques déja faites sur le
cas 1).

Dans le cas ou V est lisse, on peut comparer les résultats précédents a ceux
. i . i . .
de lathéorie de Lefschetz. Le fait que H;(®(IC (V)) = HU(®(¢V[d1m v])) , restreint
- \% - N . .
a l'ouvert Z{ de P formé des hyperplans transverses a V, soit un faisceau pervers
constant pour i # O résulte pour i <0 du théoréme des sections hyperplanes de
Lefschetz, et pour i >0 de la dualité de Poincaré sur Vh(ou h € %f) et du cas
a
i <0. Il est connu dans ce cas que le systéme 1ocal‘§2(alias systéme local des
7
cycles évanescents : sa fibre en h € Zé est la "partie évanescente" de
dim (V) -1 . B . .. . . -
H (VNh,C)) est irréductible. Rappelons briévement le principe de la démons-
tration classique [SGA 711, Exposé XVIII, § 6]. ;ﬁh est engendré par les 'cycles
174

évanescents", dont on prouve aisément qu'ils sont conjugués sous le groupe ﬂl(ff).
Si § est un cycle évanescent, on dispose de la transformation de Picard-Lefschetz

2

T6 € ﬂl(Zé,h) celle-ci agit sur )fh par Té(x) = x*(x.8) , ou le signe dépend de
S ‘./(
dim(V). Soit x € }h - {0} ; il existe un cycle évanescent § tel que x.8 #0 (on

sait que la restriction & la partie évanescente de la forme d'intersection sur
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Hdlm(v)—l(vnh,G) est non dégénérée ; alors

Té(x)—x =+ (x.8)8§ est un multiple non nul de § ; donc le sous-espace ﬂl(ﬁé) inva-

riant de ;éh engendré par x est égal a gih'

La démonstration de 1l'irréductibilité de la monodromie de ;Zh gui résulte de
l'interprétation topologique des transformations canoniques n'utilise pas la
formule de Picard-Lefschetz et c¢'est une des raisons pour lesquelles elle vaut
pour ng(v) avec VC P singulier. Dans le cas ol V est lisse, on peut se contenter
du cas ol Vch acquiert une singularité quadratique ordinaire, h se mouvant dans
un pinceau de Lefschetz IP1 ¢ pY . Notons qu'un tel pinceau, d'axe L, définit
un morphisme P - L SIS %*(P - L)/'Gm qui est une section de la projection natu-
relle (on a O (X) = (x,(dfx)X mod. Gm) ou fx est une équation locale de 1'hyper-
plan du pinceau passant par x ),
Soit P l'éclaté de L dans P ; alors O se prolonge de fagon unique en
T : P —> T*(P)/G1n' Soit T l'image inverse de L dans . Le pinceau considéré

est de Lefschetz si et seulement si

Vs ~ - . : N
(1) 1'image de g rencontre T%(P)/ Gm en un ensemble fini de points (Xi' gi)1<i<k ’
ol aucun x, n'appartient & L ; de plus ces 2 variétés se coupent transversalement
i

en ces points.

(2) pour 1<i # j<k, x, et xj ne sont pas sur le méme hyperplan du pinceau.
i

N C s
Dans ces conditions, un relévement local de O & T (P -L) au voisinage de xi
est y -——7(y,(df,)y), une sous-variété lagrangienne de 1l'espace cotangent qui
x
* -1 . .
rencontre transversalement TV(P) ; l'espace H (¢f (¢ldim v 1] ))x est de dimen-
X

-1 )
sion 1 (une sphére dans fX () s'évanouit pour (g) = 0).

De notre point de vue, T$(P) intervient ici comme SS(GV[dim v]),
L'irréductibilité de cette variété caractéristique est un miracle dd & la lissité

de V . On est conduit irrésistiblement a la
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Définition 3.7 : Soit V une sous-variété irréductible propre de P .

Un pinceau(linéaire) d'hyperplans de P, d'axe L, est dit de Lefschetz pour V si,

avec les notations plus haut

(1) l'image de G : P —> T*(P)/G rencontre SS(IC'(V))/G_ en un nombre fini

de points (x,,&.) , OU aucun x. n'appartient & L et ou (x,,£,) est un point
- = - i . i i’7?it —
1<i<k

de lissité de SS(IC'(V))/GIH. L'intersection est transversale en chacun de ces

points.

(2) pour IS i #3 <k , x; et xj ne sont pas sur le méme hyperplan du pinceau.

Proposition 3.8 : Il existe un pinceau de Lefschetz pour V.

Preuve : Considérons SS(IC  (V)) - TgP cT*P , et soit A son transformé par ¢ :

I o RV i T _ Yy TFTVY L .

T*p —— T*pP . On peut écrire N\ = igI TZ P, ot A est l'adhérence de A dans
i

v N , o .
T*p et ou les Zi sont des sous—variétés lisses localement fermées de PV

Soit PY = %%—Xa une stratification de Whitney telle gque chagque Zi soit une union

de strates xu . La proposition résulte immédiatement du

Lemme 3.9 : Si le pinceau IP1C PY est transverse aux strates Xa’ c'est un

pinceau de Lefschetz pour V.

Preuve : Vérifions d'abord la condition (1) de la définition 3.7. Il est immédiat

que l'image par ¢ mod.Gm de im(g) est égale a (T*PV)|E> mOd'Grn' La condition
1
signifie donc que (T*PV)IIP mod.CBm coupe /\/‘GrIl transversalement en un nombre
1
fini de points de lissité de A (si 1'image de O|frencontrait SS(ZE:(V)))/Gnl,

/\/m,m couperait (’I‘*PV)|IP mod.‘(l;.m suivant une droite). La condition du lemme
1

implique que l'intersection de ces variétés est finie (en effet IP, ne coupe que

1

les Xu qui sont de codimension 1 dans PV, et ce en un nombre fini de points).
L'espace tangent a (T*PV)IIP mod.ﬂ9m en un tel point d'intersection contient la

1
fibre en ce point de T*PY —> PV ; si ce point est un point lisse de (%;_PV)/GIH,

1

la transversalité de Zi et de IP1 entraine celle de (T*PV)\IP mod.q;In et de
1
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( %; PV)/(sm. La condition (2) est, elle, dés lors automatique. C.Q.F.D.
i

Remarque 3.10 : 1Ici §f1(¢:f(ng(V)))(notations comme avant 3.7) n'est plus de
X

dimension 1 en général (voir le § 1 et [G-M3]). On ne voit pas ce qui tiendrait

office d'un cycle évanescent distingué, et a fortiori, comment généraliser la

formule de Picard-Lefschetz. De plus, N a plusieurs composantes, gqui donnent

o
autant de types possibles de dégénérescences pour H (V(,h,IC (VNh)).

Cela dit, seuls comptent vraiment ici les Tg P pour lesquels Z, est de codimen-
. i

i
sion 1 dans PY ; mais il peut y en avoir plusieurs tels Zi' Si n= 3 et V est
o . . - ) N 3 3 3
défini dans P = proj G[Xl,Xz,X3,X4] par 1'éguation homogéne X1 + X2 + X3 =0 ,
SS(IC  (v)) est la réunion de TsP et de T?X}P ol x est le point de P défini par
X1=X2=X3 = 0. On a alors A = T* , pYU T; pVou vWest le lieu des hyperplans de P
reg x
tangents a V et ou HX est l'hyperplan défini par x. La composante TE P est de
X

multiplicité 2 dans le cycle caractéristique, et le groupe de cycles évanescents,
observés au passage par x d'un hyperplan d'un pinceau de Lefschetz, est de dimen-
sion 2.

Le lemme 3.9 est bien connu dans le cas ou V est lisse.

L'utilité des pinceaux de Lefschetz est d'étudier la cohomologie (& coeffi-
cients dans @, ou dans C) des variétés projectives lisses par récurrence sur la
dimension. Examinons le cas de V sous-variété propre irréductible de P (non né-
cessairement lisse) et donnons-nous un pinceau de Lefschetz pour V (noté HHC—+PV).
Soit V 1'éclatement de VNL dans V, od L est l'axe du pinceau. Le pinceau étant de
Lefschetz, L est transverse aux strates d'une stratification de Whitney de V (cela
résulte immédiatement de la condition (1) dans 3.7). Le théoréme de décomposition

pour T : V —» V prend alors la forme suivante :

Lemme 3.11 : 1IRm, IC (V) = IC (V) & IC (VNL).
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Preuve : Remarquons d'abord gque la transversalité de L aux strates d'une

stratification de Whitney de V implique que 7¥ ;[_C_' (V) est isomorphe & son propre
dual de Verdier. De plus Supp EJ;(EQ_ (V)) est une réunion de strates, donc a méme
dimension que Supp I_-_I_ln*E (V), gqui en est l'image inverse par T . Il résulte donc
de la caractérisation du complexe d'intersection donnée dans [G-M1, §6.1] que
m*IC" (V) est isomorphe a Ic’ (V). on a alors RMIC’ ) = mn*ﬂ*E' (V)

=ICT(V) @ RmMQ¥

On a par ailleurs un triangle 0]

. -1 .
puisque T induit une morphisme propre et lisse de T ~(VAL) sur ynL, de fibres

isomorphes a ]Pl . On a donc un triangle

ic’ (v) ——> mm, 1 (V)

A

I W)y L2

Comme IC’ (V) |an[-2] = IC  (VNL),le lemme résulte alors de la semi-simplicité du faisceau

pervers IR T Iic* (’\7), prouvée dans [B-B-D] .

Le morphisme f : V-L ——> IPl se prolonge de maniére unique en un morphisme

£:V —> :I:P1 ainsi noté par abus de langage. On s'intéresse a IRif*itg_' ('\7) . Il

est clair que le carré est cartésien.

i
[
L
Py

3
<e—<Q
We— N

r
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On a mf*zg‘ (V)= IRp'2 N (i,1C” (’\\IJ) ) l . puisque le diagramme
1

v z
fJ/ lpé
- P

m - pY

1

i

o

est cartésien et pé est propre.

Dans la démonstration du lemme 3.9, on a vu gue IC’ ) = m*IcT(v).

On a donc  IRELIC (V)= IRp.. (i m*IC™ (V))
== 2 % * == |];p1

= ®Rpj, (p;*ICT (V) |
1

S(IC™ (V) | [1-n]
1

Posons pour simplifier ‘5—; = H:'1 (Ic(v))) .

: " v C 4 -"~—
Pour i #0, fi est pervers "constant". On a vu en 11;6 que J"O = fo,const. ® Jo,ev
o~ . ° /‘,
ou ﬁ’i est un faisceau pervers constant et i = IC’ (PV, ), ou L/ _ est
o,const o ,ev —_—
un systéme local irréductible non constant (sur un ouvert dense de PY). D'aprés

3.5 et 3.6, on a :

o(Ic vy = & F[-ile (Fr ® % .
— igo & o,const. o.ev
On a bien sir (CS;O ev) |]P =1IC” (IPl,j’/|U)[n-1] ol U est un ouvert dense de IP1
14
1

(on peut prendre U aussi grand qu'on veut, pourvu que f soit localement acyclique

relativement & IC’ (V) au-dessus de U). D'ou la
iti . . W) = T VY[ 1-n-i : 1-
Proposition 3.12 : On a IRfy(IC (V) ) : . (For1-n-il e <j70'const>|ml[ n]

® 1c’ (P, ,G)

ou G = ;ﬂU est un systéme local irréductible sur un ouvert de Zariski dense U
de TP, .
— 1
Preuve : Seul reste & établir le fait que G est irréductible, ce qui résulte du

; v S e
fait que pour % l'ouvert de Zariski dense de P considéré en 3.3, et prenant
U =IPlﬂ % comme il nousest loisikle, 1'homomorphisme de 'rT1 (U) vers Tr1 (?() est

surjectif.
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On veut ensuite calculer ElFCPl,Elf*GC‘G%)).Comme G est irreductible, non cons-

j . ) e 1
tant, on a : Hl(zpl,gggml,g))=o pour i #0 et HO(IPlr e (®,,6) = 1m(H¢(U,G) >H (U,G).

7
Comme on connait j? (pour i # 0) et g; on obtient facilement la
i o,const
Proposition 3.13 : Ho(v,IC'(G)) est égal a

! (vNh, IC" (VNh)) o u ' (vNh, IC" (VNh))

const

o (P ,Ic’ (P, ,G)

pour h un hyperplan général.

Compte tenu du fait que H‘l(Vﬂh,lgf(Vﬂh)) est isomorphe a Ho(VﬂL,ng(VﬂL))
(par le théoréme de Lefschetz "facile" de [G-M1, Chapter 7])et du lemme 3.11,

on obtient la

Proposition 3.14 : HO(V,ng(V)) est €égal & la somme directe de
#°(vNh, IC" (Vhh)) et de im@l(w,c) —-> vl (U Q).
'z const c ! !
Remarque 3.15 : Ce n'est rien d'autre que la décomposition en "partie non-

primitive" {(image de L : H_Z(Vﬂh,zg'(Vﬂh)) —> Ho(Vﬂh,ng(Vﬂh)) et “partie
primitive".

On obtient de méme la

) . -1 . .
Proposition 3.16 : L'image de H (V,IC" (V)) dans Ho(Vﬂh,Eg (VNh)) est égale &

la partie constante (i.e. invariante par monodromie) de ”HO(Vﬂh,lgf(Vﬂh)) (o h

el
parcourt 1l'ouvert uﬁ.

Cet énoncé est connu sous le nom de "Théoréme de Lefschetz" et est effecti-
vement d0 & Lefschetz dans le cas ol V est lisse (voir [SGA 7II, Exposés XVIII

et xI1x], [weil II, Corollaire 6.2.12], [B-B-D]).

Il semble raisonnable de penser qu'une adaptation aux modules holonomes fil-
trés des méthodes qui précédent devrait permettre a long terme, de vérifier ma

conjecture sur la structure de Hodge de la cohomologie d'intersection d'une
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variété projective (voir[Br1][Br2, §2]). Puisqu'il faut un commencement & tout, je
propose un plan de démonstration du cas particulier ot V L——) P = 1P2 est une
courbe plane irréductible.

Je renvoie tout d'abord & des jours meilleurs la démonstration de 1l'asser-—
tion suivante, gui contredit aussi bien une affirmation de [Br2, § 1.2] que

l'opinion des spécialistes.

Proposition 3.17 : ©La filtration par 1'ordre (modifiée comme en[Br1],[Br2, §.2]

(
des uZ—Modules holonomes & singularités réguliéres est invariante par transfor-

mation canonique quantifiée.

Si J{est un @P—Module cohérent muni d'une bonne filtration globale

F(o/{) = 'fp' pi*L/([n—l] est l'image dans Db(ﬂgpv) d'un objet d'une catégorie
2

dérivée filtrée, gradce au procédé de [Br2, § 2.1]. Il en est de méme pour G(z’/)
si cT//est un cZ'p\-Modu].e cohérent sur T*(P) muni d'une bonne filtration (G est
1'analogue microdifférentiel de F introduit au § 2). Si»/{= %P muni de sa fil-
tration naturelle, G(ﬂé) est un %pv—Module localement libre de rang un (voir
les remarques aprés le théoréme 2.3)qu'une quantification locale de @:T*pP S pxpv
canonique permet d'identifier a %’Pv. On vérifie alors,a l'aide des calculs du
§ 2 gque la filtration obtenue sur G@/()corres;pond ainsi & la filtration par
1'ordre de ‘“va , & un décalage de n prés. Comme tout %P -Module cohérent bien

filtré admet localement une résolution filtrée libre, on obtient la

Proposition 3.18 : Si c// est un %P ~Module cohérent sur T*(P) muni d'une bonne

filtration, la filtration sur GQ//() obtenue par le procédé de [Er_2! §2.2]

coincide & un décalage prés, avec la filtration obtenue sur G(%) en 1l'identi-

fianc a v @ oxcf grace a une guantification locale de @: T*P < TV

~ P
: : Kol ‘4
(i.e. % 7)1:, > ._i_,v).

34



TRANSFORMATIONS CANONIQUES, DUALITE PROJECTIVE

Corollaire 3.19 : Dans le cas particulier ou 43//, holonome régulier, se trouve

muni de la filtration par 1l'ordre modifié, la filtration sur G(p% obtenue par le

procédé de [Br2, §2.1] coincide & un décalage prés (de n) avec la filtration par

l'ordre modifié de G(,//{) .

Cela résulte en effet des propositions 3.17 et 3.18, Il résulte du corollaire
3.6 que lorsgue V% = o?;ﬂ(V,P) (V une courbe de P) de sorte que DR(K//) = E' (V)
(la notation a été introduite dans [B-K]) - Eo (F V//)) est extension deaé (Pv,j) par
un fibré vectoriel sur PY de rang un a connection intégrable, et? est ici un
systéme local associé a une représentation de 111 (Z() ( /{ ouvert de PV ) qui se

factorise par un quotient fini de Trl (/{) .

C}hc C.a® C.b® C.c

est engendré par b-a et c-a

. v - .
La filtration de aZ,o(P ,j) induite par celle de F@% est la filtration par 1'ordre modifié,
denc coincide avec la'filtration définie dans [Br 2,§ 2.1]. On ne sait rien & priori

en dehors de% sur la filtration induite sur le sous-fibré vectoriel de

EO(F (o’é)). On restreint maintenant la situation & un pinceau de Lefschetz pour V,
noté IP1 ‘i) V. Sur i (.lPl,G) (notation de 3.12) on obtient par restriction de
la filtration de vzy (pVv, ')) une filtration gqui est ¢elle définie dans [Br2, §2.2].
Par ailleurs la filtration gu'on obtient sur 1*_H_O(F(4% est celle que le procédé
de [Br 2, §2.1] définit sur ﬂo(fﬁi (V,E)) ol E est un voisinage de V dans P qui ne
rencontre pas l'axe L du pinceaub(donc ‘f‘E est bien défini).

On a une suite exacte o -—4/6%31 a— Eo(fle cz(V,E)) ——%ij(lPl,G) — 0.

Cette suite exacte est scindée , mais on veut connaitre la filtration induite sur@ml .
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Lemme 3.20 : admettons la conjecture 3.21 plus bas. Alors la filtration induite sur

@IPl est la filtration telle gue toute section locale non nulle de (¥ 1 est d'ordre O.
P —

Preuve : Il ne se pose pas de probléme qu'en deux sortes de points de IP :

a) xe ®ml est égala f(y) =f (z), od y et z sont deux points lisses de V

b) x € ml est 1'image d'un point singulier de V.
Le cas a) se traite par un calcul trivial. Dans le cas b), par définition d'un
-1
pinceau de Lefschetz (cf£.3.7) ,h = £ "(x) est transverse & chaque branche de V en x.

Dans un voisinage de x dans P, considérons un systéme de coordonnées (yl, .. .,yn)

tel que f = y1 ; alors (/O]P s'identifie localement au sous '9IP -module de
1 1

n
Q\)ﬂ(V,P)/ z 83 Cf(V,P) engendré par un élément u dejV,P) qui n'appartient pas
i=2

i

n ‘
a z 9 a\f(V,P) et tel que Qu y appartient. Dans la suite de la démonstra-
i=2 Y1 9y

tion, nous supposons n = 2 et déterminons u explicitement. Soit £ une équation

QE/BY, 1 )
locale de V et considérons 1l'élément u = ——f— de x (V,P) = E[V] (&p):(,g(*v)/@P

(on note par [g ] la classe dans a(f(V,P) d'une fonction de @P(*V)).

On a supposé que V a une seule branche en x ; le cas pluribranche se traiterait

3 P
de méme. Alors w n'appartient pas a W&’(V'P) par contre

3 Bf/By1
=~ () = =— — |y appartient. Il est clair que u est d'ordre O relative-
3y, dy, | £
ment & la composante T\"; P . Il faut voir qu'il est d'ordre <0 relativement a
reg
la composante T*{ }P de SS (;":(V,P)) ; or si on se microlocalise sur cette composan-
X
)
te, ona u = - (Log £ ) -
Y2
Conjecture 3.21 : Log f est d'ordre < -2 relativement a ™ P
{x}

La conjecture entraine que u est une section d'ordre O de L(V,P) et le

Lemme 3.20.
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1
r(ml'QIP 2 [X(]'P1 ,G)]O) étant donné que la fléche
1! a 1 1
F(lPl ,QIpl 2 [.ﬁ(]Per) ) ———= = (P, ,Qrpl) est nulle (aprés tout
Eo(j' I (V,E)) est semi-simple, cf. 3.12) et qu'on a la suite exacte
E

A4
o

Zw, N1 —> (P, .G

0 5> (Y 5 89
_— >, H ffIE

Il suffit alors d'appliquer le théoréme de [Br2, § 2.2] selon lequel
I‘(IP1 ,Q;P Q [,Z(IP1 ,G)]o) détermine la filtration de Hodge sur HO(IP1,DR(Z(IP1,G)))
1

pour obtenir la conjecture de [Br 1] dans le cas particulier considéré.

Exemple 3.22 : (illustrant la démonstration du lemme 3.20).
~ . 3 2 .
Supposons que V a pour équation £ (yl,y2) =Y, + Y, et analysons micro-
2 3F/ v, Yy 1
localement , sur A = T¥ .a@“, la section u = [——=] = 2 [—%] de H . (£ 2) -
{0} £ £ -V [o)
On a évidemment (2 ——:—3—— + 3 —~3- + 3).u =0
Y1 3y, Y2 By, - :
2 -
Yoy, 4y
1 2 1
Par ailleurs, on a % u) = —6[ 22 i -3—@— (n) = - -—52-
¥y £2 4 L £ -
3 2n
_“ iyl_—y_z !
boog? L
Do ( 3 - 2) _o_ +3 2 —a— (u) = 0 ce qui s'écrit encore, avec les nota-
nc y1 Y2 33’1 Y2 Y1 33’2 u q ’

—

tions de [K-0, §2] et [K-K, §1.5], yg é%— (u) € "ZA(—2) .u. En combinant ceci avec
1

2 9 ; - s
1'équation précédente on obtient Yo (y2 a—y—— + 1)) € ?A(":}) .u d'ou l'on déduit
2

) 2 9 y
— — + -1).u. = .
(y2 3y +1) (y2 3y 2)(a) € Z‘A( 1) .u 0
2 2
e S 3 ) L o
On en déduit, par combinaison avec (2y, ——— + 3y, s=— + 3).u = 0, 1l'égalité.
1 8y1 2 8y2
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3 2 9 d

9
(yl Byl ty, Ay T (yl By1 Y, 8y2

1 L /
) + 3lue 2A\—1)u

donc u est d'ordre < -1 relativement & /.

Les résultats principaux de ce paragraphe (théoréme 3.1 et corollaires 3.3 et
3.6) sont vrais en caractéristique p, grdce & l'utilisation de la transformation

de Fourier-Deligne, comme on le verra au § 9.

3.23 : Le théoréme 3.1 s'étend a la situation

SX Z

v ™\

S XP Sx pV

ol S est une variété analytique complexe lisse.

Ici l'ouvert Ql de %*(SXP) est T*SXT*¥P et 1l'ouvert Qz de f*(SXPV) est THSXT*pV .,

Si K° est un faisceau pervers sur SXP tel que SS(K') soit disjoint de Ql, K™~ est

de la forme q’kF'[n], ol g est la projection de SXP —> S et F  est un faisceau

pervers sur S ; en effet comme K° est "constant" sur les fibres de g,
on a K~ = Eﬁ(q*IRq*K') = q*(ETSIRq*K')[n]. On dit que K  provient de S s'il est

de la forme g*F’ [n]. Dans 1'énoncé du théoréme 3.1, il convient donc de remplacer
"faisceau pervers constant" par "faisceau pervers provenant de S". Les corollaires

3.3 et 3.6 se généralisent de la méme maniére.

Enfin, en réponse & une question de Kashiwara, nous calculons

4 ) ' 1 n
) = vk = *
Flp) . "81» ®Rp,, H,1(Op 5 @ PTEL)

Py

d'aprés le § 2. Pour la commodité du lecteur, je rappelle le diagramme
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z C— 0, Px pY
, C
e /N D
/ 2
v P N Vv
p & 2 "a pY
On suppose n =>0. |
. . s, n n * n =
-, —> p¥* * H —= 0
On a une suite exacte g Pl Qp =) QP( z) —> B (Pl Qp)
ou p"l‘QrPl(*Z) est le faisceau des sections méromorphes de P*l Qg , réguliéres en
dehors de Z2. On a Rlpz* (p’; Q;(*z)) = 0 pour i>0 (d'aprés le "vanishing theorem"
de Serre) ; par ailleurs on a Rlp2 * (p’i‘ an y = O pour i # n et
n n ¢
R * =&
Pox (P*¥ip ) =5

On a donc

Proposition 3.24 : Pour n =2, on a El(F(‘gp)) =0 pour i # 0, n-1
o oy 1 *Qn _ *oh

et de plus H (F(;ij)) = Py H,E*)) =, (p*Q (x2))

et g hr £ = Cyv.

- - P P

l 3
On veut décrire plus précisément P, N (H[Z] (p’an)) comme ypv -Module a
- P

gauche. Il est muni d'une filtration naturelle, comme 7 _ -Module, par l'ordre

P
du pdle le long de Z. Le gradué de E%Z]( ;QPXPV) pour la filtration par 1'ordre

(modifié) est isomorphe & la partie de degrés > O de 1l'image directe de @ %

& un décalage prés, du simple fait que Z est une hypersurface lisse de PXPV. On a

1 . 1 R (m+1)
H RY% m) /H / m-1) =}
Hipp (pupy) € )/_[z](&Pxpv) (m-1) '/Z/Pxpv
ou ¢ i/PxPV est le faisceau normal de l'immersion Z ¢———> pPxpVY (c'est un faisceau
localement libre de rang un sur 2Z). Par ailleurs on a

Y4 = * y vk 0 A . s on
/Z/Pxpv Py J’P(l) e p; ({:v(l). Comme &, (-n-1) est isomorphe & p’ ©n

a Py H Pl* Q;))(m) =0 pour m<n et

1
(2]

1 ~ ' |l ~
P)« E[z](pl*ﬂg(“”) =P (P, Gt S QpvindD)
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D'olG un morphisme de :3 v—Modules & gauche
P

. QR -1
R Py e ) ot
Pv 0\/ Pv —»PZ* [Z](P )) B
P
Lemme 3.25 - [ est un isomorphisme :

Décrivons la structure de INP) =I'(‘P,9 ) -module & droite sur 9 (Q
P PV ’) V

D(P) est naturellement isomorphe & 1'algébre opposee a D(pY)
si (Xo,.. .,Xn) sont des coordonnées homogénes sur P, (§ ,... ,En) les coordonnées
o
9 . . ~
E L'isomorphisme ¢©® : D(P) -———> D(PVY)
n

ainsi obtenu est tel que Q.6(Z XiEi) = ’B(Q) (S(Z X E ); c'est donc une "quantifi-
o

duales sur PV, X, 5 a pour imaage E
i 9%y
cation globale" de @ : T*p "5 T*pPV. Je dis que %Pvg (Y] V)Q ! 4 une structure

naturelle de g v —Module & gauche (de sorte qu'il devient un (Jpv QOPP)—bi—Module.) .

n Q-1 L . . 3
En effet J v % v) est un ,6?\/ Y v_) Mocule. a droite, si ‘ﬁp\’ (va) est le

n . n :
faisceau des operateurs différentiels de Qp vers v Or ,Z'P V2 _y) est isomor-—
PV
. ' -~ PR (,} n e_
phe au faisceau d'algébres opposé a v+ Donc T pV 2] V(QPV a une structure de
P

D(PV) -module & gauche, qui devient par ¢ , une structure de D(P)-module a droite.

C'est la structure voulue.

v . - R
Le (D(P ),D(P))-bi-module M = I"(PV, @-Vﬁ’ V(Q_nv)Q 1) définit un foncteur
P P
A—> M@ A de la catégorie des D(P)-modules & gauche vers la catégorie des
D (P)
D(P )-modules & gauche.
Théoréme 3.26 : Ce foncteur induit une équivalence entre la catégorie des D(P) -

modules, quotientée par la sous-catégorie (de Serre) des modules "banaux"

- . v . - - .
et la catégorie des D(P )-modules, quotientée par la sous-catégorie des

v
modules "banaux". Un foncteur quasi-inverse est B +——2> M & v B, ou
- D(PY) —
Y n, -1
M =T, S g @) ).
P (9
P
Remarque : Un D(P)-module M est dit "banal" si les champs de vecteurs sur P y

opérent par O.
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Preuve : Beilinson et Bernstein [B-B] ont montré que la catégorie des D(P)-
modules & gauche est égquivalente & la catégorie des %—modules a4 gauche, globa-

lement limites inductives de faisceaux de QBP-Modules cohérents. Les deux fonc-

teurs sont M)——}N = F(P,W‘) et Nl——}/)= ugp & N. Il suffit alors d'appli-
D (P)

quer les résultats du § 2, compte tenu du fait que N est 'banal"si

et seulement si Mk‘est un fibré vectoriel & connection intégrable.

Iv) TRADUCTION TOPOLOGIQUE DES TRANSFORMATIONS CANONIQUES (cas non propre).

Comme au § 2, on se donne une sous-variété lisse de ZXY et considére le

z
AN
5,
X Y

mais ici on ne suppose pas que pi et pé sont propres. On cherche a généraliser

diagramme

le théoréme 2.7 et le corollaire 2.8. On dispose ici de deux foncteurs &! et .dx

de Db(X) vers Db(Y) :
c c
d! = IRp! p!'*[dim Z - dim X]
2,1° 71

o1 = RP) «° pi*[dimz— dim X] .

Si D= DX désigne le foncteur "dual de Verdier", on a le

Lemme 4.1 : Si pi est lisse, on a un diagramme (essentiellement)commutatif de
foncteurs : Db(X) — Db(Y)
= c c
d1 b
Db(X)-———%? D (Y)
c c
D=D,, l D=D,,
¥ o] 5
*
DS(X) —_— DC(Y)

a1
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* ! * . -
Preuve : Cela résulte des formules standard : pi OI)=D°pi = Dopi~[2d1m 7 -2dim Y]

(puisque pi est lisse) et IRpé Lo D=Dc IRpé 1. (voir[weil II]loulvi],§1 et2).
’ r

Nous introduisons des hypothé&ses analogues & (i) et (ii) du §2, entermes d'une
compactification X;LSE telle que X soit lisse et que 1l'adhérence Z de Z dans XXY
soit une sous-variété analytique lisse. On note X _ = X - X s ¥ et on

considére le diagramme

j . — P
ZC-—J—)'Z—ZiY
!
Py p1l
T
X &—> X

On considére alors T;(§XY) et comme au § 2 on note q1 et q, les projections

sur T*(X) et T*(Y), respectivement. On se donne un ouvert homogéne Ql de T*(X),

contenu dans T*(X), et un ouvert homogéne QZ de T*(Y) et on suppose, comme au §2:

. -1 . . =1 —
(i) q1 (Ql) est égal a q2 (92) et est ouvert dans TijXY) (donc en fait
z

-1 -1
L 6 = e, @),

dans TZ(XXY)). On note = g 2

(ii) (qi)IQ est un isomorphisme de I sur Qi (pour i =1,2).

On est alors en mesure d'étudier ¢! (K') pour K' pervers. On a
@1(K) = Wp) o p]*(K)[dimZ- AimX] = Rp) _ o3, op;*(K) [dimz- @im X] ou on

r . r *

~ ~
écrit‘?} au lieu de IRJj1 (puisgu'au niveau des faisceaux, Jj:1 est un foncteur
exact). La commutation au changement du base du foncteur "image directe a supports

ropres'" permet d'écrire
prop P

®1(K") = IRp! o p!*o j1 (k") [dim 2~ dim X]
2, % 1
Puisque K° est pervers, j!(K') est pervers en dehors de X etona donc :
i,—. . . — .
ss(H(G1 (K7))) & X, x T* (x) pour 1 # 0O

X
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On obtient donc l'analogue suivant du théoréme 2.7 :

Proposition 4.2 :

Si K® est un faisceau pervers sur X, alors pour i # 0, la variété caracté-

ristique de H;(®!(K')) est contenue dans T*Y —Qz.

Preuve : Il suffit de démontrer que pour i # O et j quelconque, on a

ss (E;'J(E(gju(jlx'))) ST*Y -Q,. Pour j =0, cela résulte immédiatement du théordme

2.7. Pour j # 0, SS(Ei(j!K')) est contenue dans X i_T*(i) donc ne rencontre pas
X
1Y) Si i# j, l'assertion résulte encore du théoréme 2.7 et si i = j elle résulte

1°
de 1l'invariance de la variété caractéristique par transformation canonique

(corollaire 2.5).

Remarque 4.3 : Nous nous sommes imposé des hypothéses non symétriques, qui font
référence a une compactification X de X. En supposant qu'il existe une compacti-
fication Y de Y satisfaisant des conditions analogues a celles de i} on obtient
un analogue du corollaire 2.8, que nous nous dispenserons d'énoncer, car ne n'est

probablement pas le meilleur possible.

Nous nous proposons maintenant d'analyser la "différence" entre ¢, (K’) et

®*(K'). C'est sGrement par un effet de notre maladresse que nous sommes ameneés a

supposer que le morphisme ET> est lisse. On a alors

by (K7) = IRpé ° IRS; ° pi*(K')[dim Z- dim X] et on a canoniquement
%

IRS; b pi* = Eﬁ* o JRj% parce que pi est un morphisme lisse (théoréme de change-

ment de base pour un morphisme lisse, voir [SGa 4, 2 1)

On a alors un triangle ©y(K') ——= Ox(K")
+1\/
a(K")
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od a(K') est obtenu en appliquant ® au troisiéme terme G dw triangle -dans Db (x)
c

construit sur le morphisme j; (K') —> IRj*(K'). La variété caractéristique de

G° est contenue dans Xmi‘i‘* (E) , donc ne renccntre pas Ql' On déduit alors du

X
théoréme 2.7 la

Proposition 4.4 : Si pi est lisse, le complexe a(K') de DS(Y) a sa variété

caractéristique contenue dans T*(Y) - §

2

(en termes imagés, CDL(K') —> &% (K') est un isomorphisme, microlocalement sur 92)

Notons gu'on a un morphisme naturel &, (DK') —> D®;(K") = &, (IDK")
(cette égalite n'est autre que 2.1). On peut donc reformuler 4.4 en le
— . C s . b
Corollaire 4.5 : Si pi est lisse, le troisiéme terme du triangle de DC(Y) _cons-—

truit sur le morphisme &1 (DK') —> D®1(K") a sa variété caractéristique contenue

dans T*(¥) -2,

(en termes imagés, ¢, commute & la dualité de Verdier, microlocalement sur Qz) .

Exemple 4.6 (Transformation de Legendre) : Soit X un espace vectoriel complexe

de dimension n+l1, muni de coordonnées linéaires (xo,xl, .- ,xn) et soit Y un autre
espace vectoriel de méme dimension, muni de coordonnées lin€aires (yo,yl, . ..,yn)
n
et soit Z la sous-variété de XXY d'équation xo+yo + z Xiyi = 0. Soit j : X» X
i=1
la compactification de X par un espace projectif et choisissons sur X des coordon-
X

nées homogénes (XO, .. .,Xn,T) de sorte que x; = —T}- (C<i<n) ;Z étant 1l'adhérence
de Z dans ;Z—xY, montrons que Ei 7 - X est lisse. C'est clair sur X, donc on
choisit i(0 <i<n) et on se place sur l'ouvert Xi # 0. L'équation projective de

Z s'écrit :

si i # 0, lalissité de Bi restreint a l'ouvert xi # 0 est claire. Sur l'ouvert

kg

L 2
Xo""’ n

><l><
=]

T
, £ = X—)et 1'équation
o

Xo # 0, on choisit des coordonnées (z1 =

0

de Z s'écrit alors
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n
yt+ I vz, =-1
. i
i=1
donc Z —3> X est bien un morphisme lisse.
On a T*(X) = XxX* , que nous munissons de coordonnées (X ,...,x 8 .80
o n’ o n
de m@&me nous munissons T*(Y) de coordonnées (yo,...,yn;no,...,nn).
Dans T* (XXY) = T*(X)xT*(Y), T* (XxY) a pour équations = = << =
N . T p q No=E_ /&4 vy, £ (1sisn)n; %€
(pour 1<iS<n), x +y + I x.,y. = 0. On prend pour £, (resp.fl.) 1l'ouvert
o o i=1 i“i 1 2
Eo # O(resp.no # 0) de f*(x)(resp.f*(Y)). On vérifie que ces deux ouverts véri-

fient les hypothéses (i) et (ii) introduites plus haut.

Il est clair en effet que §, l'ouvert go # 0 de i;(XxY) satisfait 1'hypo-
thése (ii) mais il faut vérifier que { est é&gal a qgl(Qz). C'est clair en dehors

de X.,; plagons-nous par exemple sur l'ouvert Xo # 0 de'Y et munissons T* (X) de

coordonnées locales (zl,...,zn,t ; Ql,...,Qn,T).Leséquations locales de T*( QXY)
n
s'écrivent alor = tT =t IESES = <i<r + =-1.
écrive ors yono 'Zino ni( <isn), Yiﬂo téi(l\l\n»yot ibl Y2 1

Si on a no # 0 et t = 0 pour un point de T%jxXY) on a alors z,= 0 (1<i<n) ce qui
n
est incompatible avec y + L y.z,K6 = -1.
o, i7i
i=1
-1
Donc, dans cet ouvert, on a a, (92) < 2. Dans les ouverts Xi # 0 (1<i<n) on

procéde de méme.

On dispose donc de la proposition 4.4 et du corollaire 4.5 pour la trans-
formation de Legendre. Pour éclairer 1l'intérét topologique de ces résultats,
écrivons X = Ex@, ou (xl,...,xn) sont les coordonnées sur E et xo une coordon-
née sur C. De méme y = E*X @C,les coordonnées (yl,...,yn) sur E¥ étant duales de
(xl,...,xn). Ainsi Y est l'espace des hyperplans affines de ExC qui ne sont pas
paralléles & un hyperplan de E. Soit K’ un faisceau pervers sur X = ExC ; alors
la variété caractéristique de «(K') est contenue dans no = 0 d'aprés la propo-

sition 4.4. Notons @lors le lemme suivant, qui est d'utilité courante.
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. . b - C o .
Lemme 4.7 : Soit F~ € _DC(V) ou V est une variété analytique complexe lisse, et

SupposSens donné un champ de vecteurs holomorphe § _sur V qui s'annule sur SS(F’);

alors la restriction de F~ & toute courbe intégrale de £ est localement constante.

Preuve : On peut aussi bien supposer F' pervers ; soit SS(F’) = U T§ V.
—_— i .
; i

L'hypothése implique que & est tangent & chaque Yi' D'aprés Lé—DEhg—Trang et
Teissier [Lé-Te 2.2], il existe une stratification de Whitney minimale V =élva de
V telle gque chaque Yi soit réunion de strates. L'unicité de la dite stratifica-
tion minimale implique son invariance par le flot associé & £ ; par conségquent &
est tangent a chaqgue Y] . D'aprés [K1], la restriction de F° & chaque z} est

localement constante, d'otG le lemme.

La proposition 4.4 fournit alors le résultat suivant, qui nous sera fort
utile dans 1l'étude de la "transformation de Fourier vectorielle topologique

(a la Malgrange)".

Proposition 4.8 : Soit K° un faisceau pervers sur EXQC = X ; alors le troisiéme
. . b . . .
terme @ (K ) du triangle dans DC(Y) construit sur &1 (K') —>P% (K" ) a une res-

triction localement constante & toute droite {y}x@, oa y € E*.

Dans l'application gue nous avons en vue au Chapitre IT, K' serale prolonge-

ment par zéro d'un faisceau pervers sur E X {0} < x.

Remarque 4.9 : On traiterait de méme les transformations canoniques (de EX C
vers E¥ X@) dites "paraboloides'", associées a un automorphisme symplectique de
E® E* . Comme nous n'avons pas en vue d'application de ces transformations, nous

en resterons la, renvoyant & [K2, §2.3] pour leur construction.
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V) TRANSFORMATIONS DE RADON TOPOLOGIQUES

On considére ici le diagramme

ou P est un espace projectif de dimension n, et Y la grassmanienne des k-plans de

P (oa 1<k<n-1), et ZCPXY la variété d'incidence 2z = {(x,L) € PxY t.q.xeL} .

On a donc dim(X) = n,dim(Y) = (k+1) (n-k) et dim (Z) = n+kJ(n-k). Comme au § 2, ou
est traité le cas o k = n-1, on s'intéresse au foncteur ¢ : D:(P) —_ Dz(Y)

tel que & (K')

, Vo . s
Isz'*p1 (k") [dim Z2-dim P]

Rp, *pl'* (K")[ k. (n-k)]

Nous allons établir, par voie essentiellement topologique, des propriétés de ¢
qui permettent en particulier de retrouver, lorsque k = n-1, le théoréme 3.1. On

“ ; b - " .
commence par donner sens au ''quotient de DC(X) par les systémes locaux (o X est

une variété analytique complexe).

b
Lemme 5.1 : Soit S = SX 1l'ensemble des morphismes de DC(X) défini par

s={F: Ki — Ké tg le noyau et le conoyau de g;(F): gi(Ki)+§ﬁ(Ké)

sont localement constants sur X pour tout i } .

Alors S est un systéme multiplificatif saturé au sens de [V 4,§ 2,Définition 1.2]

Preuve : Comme au §3, introduisons la catégorie abélienne (L(X), quotient de la
catégorie QZZ(X) des faisceaux pervers sur X par la sous-catégorie de Serre des
faisceaux pervers localement constants sur X. Soit p:d&x)aéux)leiancteur canonigque
et H le foncteur cohomologique pogﬁ:Dg(X) + A(X), Alors F: Ki-+Ké est dans S si et
seulement si H transforme tout translaté de F en un isomorphisme de Cl(X) ; donc,

d'aprés [V 4, §2, n°4-1], S est un systéme multiplicatif saturé .
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. - . b
Corollaire 5.2 : La catégorie DC(X)mod.loc.const, obtenue & partir de Db(X) en
c -

résolvant le probléme universel suivant : si C est une catégorie, unélément de

b

b . .
H (DC(X),C) se factorise par HomCat(D (X) mod.loc.const.,C)si et seulement si
c

om
Cat

ce morphisme transformeles morphismesde Sen isomorphismes., est unecatégorie triangu-

lée, qui s'obtienta partirde Db(x)et de S par calcul de fractions (a4 droite ou a
< -

gauche). On _a un foncteur cohomologique de D:(X) mod.loc.const.vers (UX) qui, par

abus de langage, sera noté §;( — ) mod.loc.const,

Preuve : La premiére phrase de l'énoncé s'obtient en appliquant [V 4, §2, n°3].
b o

La derniére résulte du fait que le foncteur cohomologique H : DC(X) —> (UX)

(notation de la preuve de 5.1) transforme le morphisme de S en isomorphisme, donc

. b
se factorise & travers DC(X)mod.loc.const.

On est alors en position d'énoncer le

Théoréme 5.3 : Soit ® : Dk;(Y) —> D]Z(P)
tel gue oV (k') = e *pé (K')[dim Z2 - dim Y]
r
. . b ) b b )
(i) Le compose_Dc(P) > DC(Y) —_—> DC(Y) mod.loc.const. se factorise par un fonc-—

teur ® mod.loc.const. DS(P)mod.loc. const. —> DZ(Y)mod.loc.const.
s . v
(ii) idem pour &

(iii) Le composé de ®Ymod.loc.const. et de & mod.loc.const. est isomorphe &

KW —> ® (v, @ K)[~3 +dim 6(k-1,n-2)], 0 Vv, = HHG (k=1,n-2) ,@)

J -
ot G(k-1,n-2) est la grassmanienne des (k-1) plans de Pn 2.

Démonstration : (i) est immédiat : on a ®(¢P) =IRpé *pi*(GP)[dim Z - dim P ]
r
' s - : — i ' . _ . s
= Iszl*(Gz)[dlm Z - dim P ] ? Eu(IRP2,*(¢Z))[dlm Z- dim P-i]

i
et les Eu(IRpé *(EZ)) sont localement constants sur Y puisque pé est lisse ;
r

donc ¢ transforme morphisme de SX en morphisme de Sy.
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De méme pour (ii) (pi est aussi lisse) : on utilise bien sir la simple connexité
de X et de Y.

(iii) se déduira du théoréme de décomposition de [B-B-D-G] ;

Considérons le diagramme

Z Xz
Y
Z Z
p; P, V{i
©
P Y P
ona 0o &(K') = Rp;, Py Rph, P *(K)[2 dim(2)-dim(¥Y)-Aim(P)]

= Rp;, Rpr,, pr *p* (K" [n+(k-1) (n-k)].

ki) S
On a une factorisation de pi o pr, en 2 x Z ——3 P X P ——=% P

2 Y
ou s, est la deuxiéme projection. De méme pl' ° pr, se factorise en
r Sl
Z x 2 —>» Px P —3 P ou Sy est la premiére projection.
Y
\% .
On a donc "o P(KT)

Rs,, IRT,T*s *(K")[(n+ (k-1) (n-k)]

Rs,, (s *<) & Rm(c, ) In+(k-1)(n k)]
Y

, .
de sorte gu'on doit calculer IRW*(CBZXZ) .

Y

Pour X # v, Tr_1 (x,y) est la variété des k-plans L de P tels que L contienne la
droite E ; W—l (x,y) est donc du type G (k-2,n-2) (grassmanienne des k-2 plans
dans un espace projectif de dimension n-2).

Compte tenu du fait que (Px P)- Ap (ou Ap est la diagonale de PX P ) est simplement

connexe (n=>=2), on a sur PxP)-AP la décomposition

T @ (' (G(k-2,n-2)) @ @ [-i]

i

IRT, (C

ZXZ)/(PXP)—AP PxXp-Ap
Y
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. -1 .
Maintenant, 7 (x,%x) est du type G(k~1,n-1). L'inclusion G(k=2,n-2) > CG(k-1,n-1)

induit un morphisme de restriction

G (k-1,n-1)) —> B¥G (k-2,n-2)) .

On considére ici G(k-2,n-2) comme 1l'ensemble des k-1 plans L de IPn—1

qui con-
tiennent un point donné x ; on a un morphisme g de G(k-1,n-1)-G(k- ,n-2) vers
G(k-1,n-2) ; au (k-1) plan L ne contenant pas X on associe le k-plan < L,x >

engendré par L et x ; une fibre de g est iscmorphe & .1l'espace affine

de dimension k. On en déduit 1l'égalité

Hi(G(k—l,n-l)-G(k—2,n—25) = Hi_ék(G(k—l,n—2))

(on a identifié G(k-1,n-2) a la variété des k-plans de IPn’—1 contenant x).

Lemme 5.4 :. La dimension du noyau de HlG(k—l,n—l) —_> HlG(k—Z,n—2) est égale a

i-2
la dimension de Hl kG(k—l,n—2).

Preuve : On le prouve par réduction mod p, poux p>>0

. )
H] 2k

Hg(G(k—l,n—l) - G(k-2,n-2)) = (Rfkg!mg et comme Rm%anest pur de

poids 2k, il résulte de [Weil II, Proposition 2.6] que Hg(G(k—l,n—l)—G(k—2,n—2))
est pur de poids j. Dans la suite exacte longue

‘ a. .
com NG k-2,n-2)) 22 H;(G(k—l,n—l)—G(k~2,n—2))
— % m (G(k-1,n-1)) —> H (G(k-2,n-2)) ...

le morphisme de connexion di 1 est nul pour raison de poids. D'ol le lemme.

Remarque : On prouverait aussi facilement le lemme en utilisant le fait que

G(k-2,n-2) est réunion de cellules de Bruhat de G(k-1,n-1).
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Dans la décomposition de IRﬂ*(EZXz) en somme directe de translatés de
Y

complexes de complexes d'intersection relatifs & des systémes locaux sur des

ouverts de sous-variétés de PXP, ne sauraient apparaitre que des sous-variétés

invariantes par l'action du groupe des automorphismes de P(un tel automorphisme

agit sur Y,Z et toute la situation). Or seule AP est une telle sous-variété de

PXP. On obtient dés lors, sans coup férir :

i .
Ry (T, ) =eia (H (G (k-2,n-2)) @ CEPXP)[—l]

Y
ga (vj ® a:AP.)[—j—2k]

v, = HX(G (k-1,n-2)).

trouve alors &' e d(K') =@ Hl(G(k—2,n—2)) ® IRs2 *(STK'[~i])[k.(n+1—k)]
1 12
® (vj & K')[-j+k (n-1-k) ]
J

remarque que k(n-1-k) est la dimension de G(k-1,n-2).

Comme IR52 *(STK.) est constant sur P, de fibre IR (P,K'), on obtient
’

1'énoncé voulu

Remarque : La démonstration du théoréme 5.4 vaut aussi en caractéristique p.

Théoréme 5.5

(ii) Le foncteur H o &
= Zomerelt 4

. i .
(i) Si K est un faisceau pervers sur P, Eﬂ(@(K )) est constant sur Y,

pour i # O.

k (n-k-
(n-k-1) Ve ESO ® induit sur (UP) (quotient de Ld(P)) le

foncteur identique.

s o . . P g
(iii) Le foncteur Eﬂ © ® induit une équivalence entre (U(P) et la sous-catégo-

rie de LUY), image des LGC%ZY) tels que SS(L')t:q2(T; (PXY)) .

Démonstration : Elle est fondée sur 1'étude du diagrammeci-dessous du point de

vue de la géométrie symplectique.

Z

p;/ '\pé

P Y
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. q .
On rappelle la notation T;(PXY) -1, T*(P)

L=

T* (V)

Lemme 5.6 :

(a) g, est un morphisme surjectif propre et lisse, dont la fibre en (x,§) est la

1

grassmannienne G(k-1,n-2) des k-plans L de P tels que x € LL et Lch, ou h est

— -— —

1'hyperplan conormal & & en x.

(b) g, est une immersion fermée, dont l'image est une sous-variété involutive

2
de T*(Y).

(c) Considérant T;(PXY) comme une sous-variété involutive de T*(Y),q1 est le

quotient de T;(PXY) par le feuilletage bicaractéristique.

(a) si A est une sous-variété lagrangienne de T*(P),q2(qI%A))est une sous-=variété

lagrangienne de T*(Y); si N\ est une sous-variété lagrangienne de T*(Y), contenue
-1
1

dans T;(PXY), A est égale a g ql(A) et ql(A) est une sous-variété lagrangienne

de T*(P) ; on obtient ici une bijection entre sous-variétés lagrangiennes de T*(p)

et sous-variétés lagrangiennes de @*(Y), contenues dans T;(PXY).

Remarque 5.7 : A ma connaissance, ce lemme est dd & Guillemin [G]. Le ré6le de 1la
géométrie symplectique dans 1l'étude des transformations de "Radon" (qui a fait
l'objet de nombreux travaux de 1l'école de Gelfand) a été clairement exposé par

Guillemin et SternberglG-S, Chapter VI] .

Preuve du lemme 5.6 : Il me parait commode de faire jouer ici un réle essentiel

au groupe G des automorphismes de P (G est bien sQr isomorphe & PGL (n+1,C)).

On a P = G/Q1 ol Q1 est un sous-groupe parabolique, stabilisateur d'une droite 20
de 1l'espace vectoriel E dual de HO(P,(@b(l)). Le fibré cotangent T*(P) se décrit
comme le sous-fibré GQlX 0?/371)*du fibré trivial (G/Ql)x%£ sur G/Ql' ot Qa est

-

. Lk . . . R, oo s .
l'algébre delLiede )~ . La forme de Killing sur'/“ permet d'identifier v oa’y *,
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Il est bien connu gque 1l'orthogonal de ‘77/1 est le radical nilpotent de 7?;_1de f_/'Zl
~
on a W(Ll ={u efyt.q imu e < ker (u)} . En se souvenant que ? (égale a sf(E))

est une sous-algébre de Lie de gl(E), dont la structure de l'algébre de Lie pro-

vient d'une structure d'algébre associative, on peut écrire :

2 .
721 = {uezr}t.q u” =0 et im(u) < 2}
* Q .
On a T (P) =G >1< '}7_1 = {(2,u) € szg;tq u2 =0 et im(u) <&}
A
* [

De méme on a P = G/Q2 ou Q2 est le stabilisateur d'un sous-espace vectoriel

Fo de E, de dimension égale a k+1. Si /;2 est 1l'algébre de Lie de Q2, et 72/2

Q5 -
le radical nilpotent de /72, ona T*(Y) = G 2 7L ¢
Par ailleurs 722 = {ue 4 t.q im(u)c FO < ker(u)}
d'od T*(Y) = {(u,F) € ¥Yxif tg im(u)= F < ker (u)}

v
Il reste & décrire T;(PXY) ; on remarque que G opére sur le diagramme
Z
P \Y

et agit transitivement sur P. Par conséquent, en un point z = (x,L) de ZcPxY,

1'espace tangent ('I‘Z)z , vVu comme sous-espace vectoriel de (’I‘P)Xe (TY)L est 1'image
e 1 3 3 A dlag> > [ :
de par l'application —= ® F—>(TP), ® (TY)L(l action de G sur Z

est la restriction a Z de l'action diagonale de G sur PXY).

La fibre en z de TE(PXY) , sous-espace vectoriel de (’I‘*P)X ® (T"Y)L est alors le
f . . P * * _ 1 % 7 % $ <] *
noyau de l'application linéaire (T*P), ® (T*Y)., —, &f" —s J/ .
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.. *
ou (T*P)X >, ZZ et (T*Y), —> * sont les applications linéaires duales de
c? —> (TP) et g——» (TY)r,, et oa- &(&.n) = E-n .

v

Il en résulte que si x = P(KO),L = P(FO)(ZO et Fo sous—-espaces vectoriels de E)
la fibre en z de TZ(PXY) s'identifie a ', N}, = (i 722)n A} (1'intersection

étant calculée dans j,xj). Comme 20<:Fo, on a
TGNy = ] i N
hl h@ {u e ]’t.q im(u) < ZO et Fd: ker (u) L

D'ot enfin la description cherchée de T;(PXY) H
T* (PxY) = (2,F,u) € PXYXZ tg im(u)c < F< ker(u) }} .

Cette description rend évidents les morphismes q1 et q,- Prouvons donc 1'énoncé

(2) du lemme. Il est clair que q,: %;(PXY) e T* (P) est propre ct surjectif
(puisque 1< k< n-1 et que si im(u) = & pour (&,u) € T*(P), il existe F tel que
L c F < ker(u) et dim(F) = k+1). Il est aussi clair que q, est lisse, et que sa

fibre en (£,u) est le lieu des sous-espaces vectoriels de dimension k de ker(u)/2,
qui est isomorphe & G(k-1,n-2). De plus, l'hyperplan ker (u) de E est évidemment

tel que P(ker(u)) € P est l'hyperplan conormal & & en x = IP(Q) .

Il est évident que q2 est une immersion fermée (comme u # O, on a £ = im(u))
dont 1l'image est {(F,u) € T*(Y) tqg u est de rang 1} .
Dans (b) il reste a prouver que TE(PXY) une sous-variété involutive de T*(Y). Pour

ce faire, notons oﬁ(resp. oy) la 2-forme canonique sur T*(P) (resp. T*(Y)).

Soit V 1l'espace tangent a T;(PXY) en un point ; on veut montrer que 1l'orthogonal
V'-L de V, relativement a o , est contenu dans V. Puisque T;(PXY) est une

'
sous-variété lagrangienne de T* (PXY), V est son propre orthogonal relativement &

1
Op + Oy (notation un peu abusive).DoncV contient 1'intersection deil'espace tangent

a T*(Y) (vu comme sous-espace de 1l'espace tangent & T*(PXY)) et de V,Mais un calcul

de dimensions prouve que c*~3 deux espaces sont égaux. Par conséquent, Vl est inclus
. _ . % ok
dans V. (c) est alors évi =nte, puisque, T;thY) étant lagrangienne dans T (P)xT (Y),

-1 L
la restriction de O, a ;;(PXY) colincide avec ql (Op) et que OP est non dégénérée
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sur T* (P).

Soit A une sous-variété lagrangienne de f*(P), alors q;l(gp) a une restric-
— -1 - —
tion nulle a qll(A) ; la restriction a q1 (A) =«T*(PxY) de q21(0Y)' qui coincide
-1 -1
avec la restriction a 9, N) de_q2 (OP), est donc nulle : c'est-a-dire que

q2q1 (A) est une sous-variété isotope de T*(Y). On a

dim qzqzl(A)=dim qu(A)=dim (A)+dim G(k-1,n-2)=n+k (n-1-k)=k+1)(n-k)=dim (Y)

donc qzqzl(A) est en fait une sous-variété lagrangienne de T*(Y) .

Soit N une sous-variété lagrangienne de T*(Y), contenue dans Tg(PXY) ; alors

~

A est une réunion de feuilles bicaractéristiques de la variété involutive

TZ*(PXY) ; donc A = qu(ql(A)). L'image réciproque a A de gp est nulle, car elle
est égale & 1l'image réciproque a A de-o, ;i cela signifie que N\ = ql(A) est une
sous-variété isotrope de é*(Y), donc lagrangienne puisque dim (A) = dim (P), par

le calcul effectué plus haut. Ceci prouve (d4d).

Remargue 5.8 : Soit X une sous-variété analytique fermée irréductible de P, et

soit AX l'intersection de T*(P) et de T; P. D'aprés le lemme, il lui corres-
reg
pond une sous-variété lagrangienne homogéne A de T*(Y); on vérifie immédiatement
que A est 1l'intersection de T*(Y) et de Tﬁ* Y, ol X est l'adhérence de
reg

{LevYv t.gaye L nxreg t.qg L ne soit pas transverse & X en y}.

On obtient ainsi une liste compléte des sous-variétés X de Y telles que i*(Y)WT* Y

. X
soit contenue dans T;(PXY). Illustrons ceci sur le cas k =1,n =3. reg

Si X est un point, X est l'ensemble des droites de P contenant ce point (dim X=2)
Si X est une courbe, X est l'ensemble des droites de P rencontrant X (dim X=3)
Si X est une surface, X est 1'ensemble des droites de P tangentes a X (dim X=3

sauf si X est un plan, auquel cas dim X=2).

Suite de la démonstration du théoréme 5.5 :

On rappelle qu'en 1.14 on a introduit le complexe localement constant Ev(K')

sur le lieu lisse de SS(K'); d'aprés 1.15, on a §} Ev(K') = 0 pour i # -1.
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La méthode utilisée en 2.9 prouve ici que

EV(¢(K.))|f*(Y) = Rg *qT(EV(K.)Ii*(P))' D'aprés le lemme 5.6, aQ, est lisse et q,

2!
est une immersion fermée. Il en résulte que pour i # 1, la restriction de

Ei(EV(q)(K')) a T*(Y) est nulle.

ona H (Ev(®(K)))= Ev(gi;'l@(x‘)))[—lj (c£. 1.14).
Pour i #-1, on a donc SS(E:;-H“D(K-))) CT;Y, d'od la partie (i) du théoréme.

- s - b . .
D'aprés 5.3 (iii), on a pour K € Dc (P} mod.loc.const. un isomorphisme

naturel ( ®'o @) (K')mod.loc.const. = & (v @ x7) [-3+dim G (k-1,n-2)]
. J
ou Vj = H:'(G(k—l,n—2))donc Vj = 0 pour j 2 2dim G(k~-1,n-2) = 2k(n-1-k)
= T .
et Yok (n-1-k)
si K€ QP) (en d'autres termes, si gt mod.loc.const.) (K') = O pour i # 0),

on a alors un isomorphisme naturel

K ~ Eﬁfn_l—k)

\Y] .
mod.loc.const. o ¢ mod.loc.const.(K').

- . . o .
D'aprés (i), on a ® mod.loc.const.(K") = _Iiumod.loc.constofb mod.loc.const. (K )
d'ou 1'énoncé (ii) du théoréme.

Pour prouver (iii), compte tenu que (ii) fournit un inverse a gauche de

o o . . .
EUO CID, il suffit de montrer que ce foncteur est essentiellement surjectif.

. . L as - o LV, _ .
Soit donc L e')Q(Y) un faisceau pervers sur Y. On considére K = _E_I_U(Q (L°)).

On utilise le

Lemme 5.9 : On a un morphisme naturel de foncteurs

I1d —> & o @Y [-dim G(k-1,n-2) ]

. v _ N * * N 3 _ a4
Preuve : d o Y = Rpl, © pé ORpé* ° pi [2dim(Z) -dim(Y)-dim (P) ]

1
Rpl, © Py ° Rpi, ° py*[dim(y)-dim(P)].

1
On a une suite de morphismes Id —> Rp . °© pi* — Rpi* (pé'o Rpé* o pr¥)

1

(fléches d'adjonction) d'ou le lemme, compte tenu du fait que

dim G(k-1,n-2) = dim(Y) - dim (P).
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L° étant pervers, le morphisme naturel L° —> & o ®V(L') induit, en appli-
o . P -
quant le foncteur Eﬂ mod.loc.const. et en tenant compte de (i) déja prouvé, un

morphisme dans d(Y)

. . k(n-1- .
L = HO(L") > 1 op< (P71 oYy
—u —H
(on a laissé tomber les qualificatifs "mod.loc.const." pour laisser une chance

de survie au lecteur). Il s'agit de prouver que c'est un isomorphisme et pour
cela il suffit, d'aprés une légére variante de 1.15, de prouver qu'on obtient un
isomorphisme aprés application du foncteur Ev(—ﬁlé*(y). Or, par la méthode 2.9
on trouve :

Ev QV(L-)If*(P) = qu,*q2*Ev(L.)|f*(Y)[k(n‘1—k)]
Rappelons que EV(L.)|T*(Y) est supporté dans 1l'image de d,s par hypothése.

Puisque Ev(L') est localement constant le long des fibres de ql, on a

q Evelr) = Ev) e e v [=3+k (n-1-x) 1}
J

ou Vj est comme en 5.3 et comme q1 est lisse, d'aprés 1.14, on a

qr Bv Hk(n—l_k)@v(L') _ gk(n-l—k)—l(qf EV¢V(L'n
=Ev(L)[-1] @ Vok (n-1-k) = EV(E y[-11
-1- v .
de sorte que Ev H @Hk(n 1 k)® (L7)
—u
k(n-1-k) . v,_.
= *
Rq2,*q1 Ev gu d (L")

= Ev(L")
au moins sur f;(PXY) (donc sur f*(Y)) ce qui prouve (iii).
Commentaires 5.10 : Comme on l'a dit dans 1l'introduction, le théoréme 5.5 doit

étre considéré comme un analogue topologique de la théorie de la transformation

de Radon. Grosso modo, cette théorie consiste a étudier les fonctions sur la

grassmannienne Y obtenues en intégrant sur le k-plan L € Y (au moyen d'une mesure
= . . . . . V

adéquate sur L) une fonction f sur P. On obtient ainsi une fonction £ sur Y.

On dispose alors
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- d'une formule d'inversion, permettant de récupérer f & partir de fv, (voir [Hel)

(1'analogue topologique est fourni par le théoréme 5.3)

~

- d'une caractérisation de 1l'image de la transformation de Radon f -——;fv: g

est du type £Y si elle satisfait un sytéme d'équations aux dérivées partielles.
L'analogue topologique est le théoréme 3.5 : la sous-variété involutive

f;(PXY) de é*(Y) a pour équations les symboles des équations aux dérivées partiel-
les précédentes.

Je renvoie a [G] pour une discussion claire et détaillée du cas k= 1,n = 3
(d'aprés Gelfand-Graev-Vilenkin) et pour 1l'application & la formule de Plancherel

pour le groupe SL(2,C).

Dans certaines variantes de la théorie, on remplace P par un ouvert U tel
que tout point de U appartienne & un k-plan contenu dans U et Y par l'ouvert des
k-plans contenus dans U [G-G-G],[G-H],[Mar], [W].

Je ne sais pas $'il est raisopnable de chercher un analogue topologique, ni
quelles conditions devraient satisfaire des faisceaux pervers sur U lorsqu'on

s'approche du bord de U.

Autocritique 5.11 : Je n'ai pas l'ombre d'une idée pour démontrer 1l'analogue

de 5.5 en caractéristique p (& vrai dire je ne sais méme pas ce que devrait deve-
nir l1'énoncé 5.5(iii)). Le cas ou k = n-1 est justifiable d'une démonstration

utilisant la transformation de Fourier-Deligne, que nous présentons au § 9.

Autocritique 5.12 : Je ne sais pas démontrer 5.5 par la méthode du § 2-

Le (('ty) li;(PXy),qzl((%x))—bi—Module %y %ﬁy F(j}x) admet la méme descrip-
tion qu'au § 2 et 1'image essentielle du § 2 est formée des ( %y)—Modules qui
admettent localement une résolution par des sommes de (ty‘giy F(JQX). Il n'est
certainement pas vrai que tout %y—Module cohérent & support dans 1l'image de q2
est de ce type ; il est probable toutefois cu'en passant aux (%;LModules
cohérents "admissibles", ce probléme disparzit. J'ignore si cette question a &été

traitée par 1'école de Kyoto.
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Exemple 5.13 : Illustrons le théoréme 5.5 dans le cas k= 1,n= 3 et K’ = ES[2],
ol ScP est une surface lisse de degré 3. Une droite générale L € Y rencontre S

, -2 ~
en 3 points X%y % et on a H (Lns,ms[2])— G.[xl] ® ¢.[x2] ® ¢{x3].

3’
-2 ) , N . w
H (LﬂS,ES[Z]) est la fibre en L d'un systéme local ¥ sur 1l'ouvert < Y des

droites transverses a S. Ce systéme local se décompose en }i = (L'u"-64013

5 _ _ S L —
:fL—{Zai <xi>tq Zai 0}. Le théoréme 5.5 implique que @(GS[2]) Gy[4]® Ic (Y%})

e (v, F).

[2] et comme

I1 est facile de le vérifier directement. On a p!*¢_[2]=¢_,_;
1 s i=H (8)
dim(z) - dim (P) = 2, on a
2 = 1 1k, = '
oegl2) = Rpy, preg[2][2]= Rp), cpi'l(S) [4]

Maintenant pi'l(S) = {(x,L) €E P Y tg x € LNS} est lisse et le morphisme

' . -1 (s ——> Y est petit ("small’ dans la terminologie
(P2)1Pi'1(s) P (s) P small g

[G-M1,§ 6.2]). En effet, la fibre en L€ Y est de dimension 0, sauf lorsque L
est une des 27 droites de P contenues dans S. Au-dessus de ié, le morphisme est

étale de degré 3, et 1l'image directe du faisceau constant est égale & 8: .

On conclut Rp!'C _1 [4] = ng(Y,?;)
2 p| (s)

d'aprés loc.cit.(voir aussi [s2,§ 41);
On peut remarquer gque pi_l(s) s'identifie & l'éclatement de S, plongé

2
"diagonalement" dans la variété (rationnellement lisse) Sym (S).

Il serait intéressant d'étudier de plus prés ng(Y, 3). Plusieurs accidents

peuvent arriver a une droite L (relativement & S)

- L est tangente & S en X et recoupe S en y # X
- L est tangente &4 S en x et LNS = {x}; plus précisément, l'inter-
section de S et du plan P tangent & S en x est une cubigue & point double ordi-

naire en x, et L est tangente & une des branches en x
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T (.
- L est tangente & S en x, LNS = {x}, PNS est une cubique avec un cusp
en X et L est tangente en x a PNS
/‘Pﬂ S
x‘éZ:\ L
LE

PNS est réunion d'une conique et d'une droite différente

on a encore plusieurs cas

- L est contenu dans S ;

x, L // i&_~.-
e / X i PA S
. '. B ‘P——/P ns / /T/"/
" K e // t
P /P
i
/
/ \\ x - ™
‘ s “ pns

7N J

o)

jun)

n
B

~—
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J'aimerais comprendre ce qui se passe en chacun de ces cas, et pourquoi seul le
ler accident crée des cycles évanescents (puisque d'aprés la preuve de 5.5

on a Ch(;g'(Y,ﬁ)) = 2.T; Y + TX* Y, oid § est l'ensemble des L tangentes & S).

Sreg

Remarque 5.16 : Le diagramme

oua X = G(k,n) , ¥ = G(n-k-1,n) , Z est la variété d'incidence, posséde, lorsque
k <Sn-k-1, des propriétés presque aussi bonnes que le diagramme étudié dans ce

numéro, du point de vue de la géométrie symplectique, & condition de se res-

treindre & un ouvert convenable de T* (X) ; plus précisément, on a

+ +1
T (X) = {(Fk+1 c(l:n 1, u € End(ﬂln )tg im(u) ch+1 cker(u)} et on prend 1l'ouvert
des (Fk+1,u) ou im(u):Fk+1_0n obtiendrait sans doute une version adéquate (mais

affaiblie) de 5.5 dans cette situation. Cela aiderait sans doute a comprendre
pourquoi la transformation de Radon a ici encore de bonnes propriétés

(voir [He]).

Il conviendrait d'étudier pour G, ungroupe algébrique semi-simple complexe,

quels diagrammes (Qi paraboliques)

s/2 e,

G/Q

QlﬂQ2 parabolique

1 G/Q,

ont des propriétés similaires. La question se transforme en un probléme sur les

systémes de racines, qu'il vaudrait sans doute la peine d'examiner.

On pourrait étudier aussi des situations du type
Z
N\
P Y
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ol P est un espace projectif de dimension 3g-3 et Y est l'espace des n courbes

stables de genre g tricanoniques dans P (munies de guelque structure de niveau)

Le diagramme T; (PxY) —» T*(y) a probablement encore générigquement
T *(P)

de bonnes propriétés. Comme me l'a suggéré B. Angéniol, on aurait envie aussi de
prendre pour Y une variété de Chow, mais on est ici coincé par les singularités

de Y (du moins & l'heure actuelle).

IT - TRANSFORMATION(S) DE FOURIER

VI) TRANSFORMATION DE FOURIER VECTORIELLE, A LA MALGRANGE

Malrange a développé, au Printemps 1982, une transformation de Fourier topo-
logique "vectorielle" qui s'inspire de [S-K-K, Chapter II, § 1.14], mais fonc-
tionne sur des fibrés vectoriels plutdt que sur des fibrés en sphéres, et a
toutes les propriétés habituelles d'une transformation de Fourier. Malgrange et
Verdier ont dégagé les propriétés essentielles, gue nous exposons succinctement
Nous avons surtout en vue le lien avec la transformation de Fourier pour les
modules sur 1l'algébre de Weyl (§ 7), le lien avec la dualité entre espaces pro-
jectifs et la théorie de Lefschetz (§ 7) et l'application & l'estimation uniforme
de sommes trigonométriques (§ 10) . Dans ce numéro, nous nous inspirons de notes
de Verdier [Vv3].

Soit X un espace topologique localement compact, E un fibré vectoriel sur
X, localement trivial, de rang constant r. On fixe un corps commutatif k de carac-
téristique O. Un faisceau de k-espaces vectoriels est dit conique s'il est cons-
tant sur les demi-droites ouvertes de E. Un complexe de faisceaux sur E est dit

conique si ces faisceaux de cohomologie sont coniques. On note E' le fibré
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vectoriel dual de E.
On note T: E— X et 7W: E' —> X les projections. Si I ' est un complexe,
borné inférieurement, de faisceaux injectifs sur E, on note v(I’) le complexe

de faisceaux sur E' associé au complexe de préfaisceaux

o -1 - "
U ——~——>TU (t "m(@),I |T-1ﬂ(U))

ot U°={xe E t.qgqT(x) € m(U) et < x,§ >> 0 pour tout £ € U tel que T(§) = T(x)}:

-1
Pour U < Ul' on a la chaine d'inclusions U < U1 N “m(U) CU1 .

-1 o o . . S
On a (Ulﬂ T T(U)) <U puisque ces deux ouverts ont méme projection sur X, d'ou

un morphisme T —-) —> T

(U, ﬂ‘lw(U))O( u®

Par ailleurs, on a un morphisme de restriction

[T'lﬂ(Ul)) ’ T(Ul) nt~im(u)

(T_l-n'(U),I'l -

-1 .
olT MU )T (ttr oy’

T
(Ul)

Posant U, = U,N w_lvr(U), on a (Ul)onr_ln(u) = (U2)O , T_l'lT(U) = T—lTT(U2) .

On a donc défini un morphisme de restriction

r o(—)—>T ol —)
(Ul) (U2)

-1 .
Ceci signifie que U +—— FUO(T m™(U),I ) est un complexe de préfaisceaux.

[t=1m ()

I1 est absolument clair que F(I") est conique (sans méme supposer que 1 ° le

soit),et est borné inférieurement. On a en fait F(I') (U) = FUo(T_lTT(U),'I'|T_1"(U))

. . . -1 X
si U est convexe (i.e. chagque fibre de T ) est convexe). La c:onstructlon}T

. S . . + .
passe aux catégories dérivées. On utilise la notation D con(E"k) ou simplement

+ . P _ . - . P
D con(E) pour la catégorie dérivée de la catégorie des complexes bornés inférieu-

rement de faisceaux de K-espaces vectoriels, a cohomologie conique.
+ +
On note 3:: D rl(E) —> D (E') le foncteur exact obtenu : c'est la "transfor-

co oon

mation de Fourier vectorielle (topologique)".
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Théoréme 6.1 : (Verdier, [V3])

1) La transformation de Fourier commute aux changements d'espaces de base.

2) Soit uw : E —%»F un morphisme de fibrés vectoriels, tu : F' —— E!'

. + . .
le morphisme transposé . Pour G € D con(E) , On a un isomorphisme naturel

F(Rru, ¢7) =Cuy*xF).

Corollaire 6.2 : Soit W : E X E' —> IR X E' 1'application (x,&)={<x,E>,8),
X X —_—

vue comme morphisme de fibrés vectoriels sur E'.

- — +
P -y = (e .
Alors j’X(G ) yE' (IR w!pr.1 (G") |{1})>§E , pour G €D Con(E) .

Cela se déduit formellement du théoréme. Comme l'a fait remarquer Malgrange,
cette réduction de la transformation de Fourier vectorielle au cas d'un fibré

de rang 1 est & rapprocher de la formule familiére

'f\(‘g) = J‘ eiTt J’ S(t- <x,E>)f(x) dx (pour T = 1) .
R m-

Son analogue dans le cas de fibrés vectoriels complexes joue un rdle clé dans les
numéros qui suivent.

b - X .
Sur Dcon(E) , on a l'opération de convolution :

F'#G’' = IRs, (F'B3G'), ol s : EXE —> E est l'application somme : s(x,y) = X+y.
: X X

Avec cette notation, on a le

. . . b - . — . . .
Corollaire 6.3 : Pour F ,G dans Dcon(E), on a S (F *G) = JU(F) & j'«/(G).

; 5 . +
Corollaire 6.4 : Avec les notations de1]l'énoncé 2) de 6.1, pour H'E€ Dcon(F) ;

ona Fwx®)Nlrg el = ®("w (F#)) [rg F] .

Cela résulte du théoréme 6.1(2) et de la formule d'inversion suivante, ou on

b b

i1i 1 i F = . D E') —> D E et a l'application
utilise la notation H pour cont( ) cont( ) B Pp
antipodale de E (x +—> -x).
Théoréme 6.5 (sato —Kashiwara — Kawal , Malgrange, Verdier)

. . .o~ -1 — ~ .
Pour G € Dlgon(E) ,on a un isomorphisme naturel G —> ap Ko K (G y[x].
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Corollaire 6.6 : Si X est de dimension finie, et D dénote le foncteur "dual de

. . - b b
Verdier", les foncteurs DE' ° JTJ et ag o ¥ oDE[r], de Dcon (E) vers Dcon (E'), sont

isomorphes.

La démonstration de Verdier [V3] est essentiellement formelle & partir du fait
que 3; (D}'E) est le prolongement par zéro de D)'( a E' (X étant considéré comme la
section nulle de E'). Nous donnerons au § 7 une démonstration du cas particulier

ol E est un fibré holomorphe sur une variété complexe X, et oll on se restreint

b
aux objets constructibles de Dc (E) .

on
Corollaire 6.7 : (a) PourG'e D:on(E) , on a avec les notations de 6.1 (2)
. . t 1. .
F Ru, (G )IrgFl = (u)Fc'lrg E]

(b) PourH'€ Di’on (F), on a : _‘-F(u!H‘) = m(tu)*?ﬂ.

Nous aurons besoin au § 11 du résultat suivant :

Proposition 6.8 : Soit f£ : Y —> X wune application continue,
r

> Y le fibré vectoriel image inverse de E —» X ,

b

soit E X Y
—_— X

prlz E )>é Y > E la projection. PourG'e Dcon (E )>é Y), on a un isomorphisme natu-
rel ]?Rprll*( ;YG ) = }:X(mprl,*(G ).
Preuve : C'est formel & parir des résultats énoncés ci-dessus.
. b
Pour H € D (E'), on a :
con
. . _ * . .
HomE'(H,mprll*(FYG )) = HomElxy(pr1 H ,g;YG )
1 X
= - Koo - -
= HomE « Y(a ;:Y prlH ,G) (d'aprés 6.5)
X
-1
- 4 * T w, G 'apré
HomExy(c pr1 Ty H , G) (d'aprés 6.1)
* 1
= Tt . G* : :
HornE (a "X(H ), IRprll*, ) (adjonction)
= HomE' (H", ';;X(IRprll*G')) encore d'aprés 6.5.
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5ol
Mentionnons au passage une description concréte de ¥ dans le cas

. b
E = IR X X. Un objet G de Dcon(E) est décrit par trois objets de

b . . -
D (X), Ga = G l{a}XX pour a = -1,0,+ 1 et par deux fléches
sp, sp_
G —> G, et G’ > G' .
o 1 o -1
Soit DE (G") le dual de Verdier de G° ; on a DE(G )1'1 = Dx(Gi_l) [1]

o = . . - . s _
et on a DE (G ]o DX(IR_I'_{O}X X (G")), d'ou un triangle distingué

D(G) <——D(G

\ /D (sp,) ,Dy (sp_))

D(G )eD GLl

qui exhibe les fléches spi: DE(G )o —> DE(‘J ):tl = DX(G:tl)[l]'

% (G") est de méme décrit par ?(c')a (a =-1,0, +1).

On a un triangle distingué 3';(G’)_l_1 —_— Gc->

+1 e
GZ
+1
. . : - . .
et un triangle distingué 5: (G )o —> GO
-:\ / (sp_,sp_)
Gi ® G1q
La fléche sp, * F@Gy —— F(G;" compléte en un diagramme commutatif de triangles
o .
- - .(spg.sp) .
le diagramme commutatif o T > G,®G_
'
1d L pr._
. spg *
G ——2G
Fi
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De l'axiome de 1l'octaedre, on déduit un triangle distingué

-——>3e‘(<;)

N/~

F(G")

ainsi que le triangle distingué G —-—)j—v(G )

\ / (sp, ,sp_)
(G)

(G )_
ce qui permet de récupérer dans ce cas la formule d'inversion 6.5.
On retrouve de méme la commutation 6.6 a la dualité de Verdier,

Cela suggére gqu'avec la notation de 6.2, on devrait pouvoir démontrer 6.5

en prouvant gque le troisiéme terme du triangle construit sur

— * . . . . -
> IRW,pr, G est constant sur une demi-droite ouverte du fibreé

— E
]Rw!pr G 1

1
IR;EE'—»E'(auquel sa transformée de Fourier a une restriction nulle a {1}X E').C'est

la méthode qgue nous suivons au § 7, G ° étant constructible sur E fibré holomorphe

sur X analytique complexe.

Dans la suite, E est un fibré vectoriel complexe sur X, et onnote r son rang .
sur X . Le fibré vectoriel complexe E' dual de E a pour fibré réel sous-jacent

le dual réel de E(par convention, pour V un espace vectoriel complexe, on identi-

fie Homa (Vv,€) a Homm (V,IR) par £ —> Re(l)). Ainsi, pour U ouvert dans E', on

o -1
a U ={xer1 mU)tg Re < x,§ > 0 pour tout § € U tel que T(E) = T(x)].
Définition 6.9 (Verdier)[v 2], [V 3]). Un_ faisceau sur E est dit monodromique s'il

est localement constant sur les génératrices épointées de E (i.e. sur les orbites de

C* dans E. Un complexe de faisceaux sur E est dit monodromique si ses faisceaux

. b - . P - .
de cohomologie le sont. On note Dmon(E) la catégorie dérivée de la catégorie des

complexes bornés de faisceaux (de k-espaces vectoriels) sur E, & cohomologie
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monodromigque.

Proposition 6.10 (Verdier [ve 2]) : sSocit K° un complexe monodromigue sur E

(i.e; un objet de Dmon(E)). Notant 6: € XE —> E l'application B(X,y)=exp(}) .y,

il existe un unique morphisme T : 6% K° —> pr; K® tel que T|{O}XE soit
l1'identité. Ce morphisme est un isomorphisme.

Preuve : Par adjonction, on a un morphisme naturel : o*k" —> pr2!IRpr2 JO¥KT L
—_— ,
Comme pr, est lisse, la formation de pr2!IRpr2’! = pr;IRpr2IE[2r] commute aux

* . :
changements debase. Comme 6 K' est localement constant sur une droite Cx{x},

on en déduit gue ce morphisme est un isomorphisme fibre par fibre, donc un iso-

*_ . N . .
morphisme. On peut donc écrire 6 K’ = prz*F' oa F'e€ D(E). En restreignant cet
isomorphisme a {0}xE, on trouve F* = K', d'oQ l'existence de T. L'unicité de T

< *x_ . . 1 1
résulte de ce que Hom r ~K *K = -
q ExE(p 2 1PE, ) Homme (pr2 K /P, K")
= Hom_ (IRpr r !'!x°,K"
- pr, ,Pr, /KT
=H(>mE (K" ,K").
* ~
Notation : T induit, pour A € €, un isomorphisme Tk:(expk) F - F.
. 1/2
On note abusivement T = T T =T, .
2Ti it

On a ici 1'analogue du corollaire 6.2 pour les fibrés complexes.

Proposition 6.11 (Verdier[V 3] ,Malgrange[Ma 41])

Soit w¢ : E § E' —> € xE' 1l'application 5&(x,g) = (<x,&E>,8).
~— - o . *
3 = i G
Alors on a J4X(G ) ;yE,(IRum’!prl )I{l}x B
. +
pour G'€ D (E) .
=== con
Corollaire 6.12 (Verdier[Vv 3]) : Pour G° monodromique, K(G ) est monodromique.
Preuve : Considérons 1'action de €¢f x¢* sur E ; E' pour (A,W).(x,&) = (Ax,uE)
* ok —
et l'action de € X@ sur CXE' pour (A,W).(Vv,E) = (Apv,u&). Alors wc est
GiKG*—équivariant. prTG' est localement constant sur les orbites de c*a* ’
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donc IR wq: . (pr’f G')a la méme propriété.En particulier, il estlocalement constant
, !

sur (A)XC*E < CXE' pour A €C, E€ E'.

Il résulte de 6.10 que F (IR W (pr* G°) a les mémes propriétés.
B! ! 1

C

Pour G~ monodromique, on a a_l(G') = TI}Z(G') = G, donc la formule
d'inversion 6.5 devient
Proposition 6.13 :
(i) Pour G° monodromique, on a ETE (G") =~ G [-2r]

-~ -

(ii) On a D o J =~ F o D[2r] .

Ceci suggére de définir la transformation de Fourier normalisée par

~ ~ ~
—_—

F =F [xr] =FlrgE] , puisqu'alors F o4 = Id et D oF = F o D.

Comme le montre 6.11, le calcul d'une transformée de Fourier (pour r quel-

conque) se raméne (modulo des opérations faisceautiques standard) & celui d'une

transformée de Fourier pour un fibré de rang un ; le cas r = 1 donne lieu & une
~
description compléte de }/(ou J’). Commengons par étudier le cas oi E = X x Q.

. . . . . . . .
Si G est un complexe de faisceaux injectifs sur Xx C qui est monodromigue, on

lui associe deux complexes de faisceaux injectifs sur X, & savoir

G; = M,G" et GI =T, FFG° od F est le morphisme Xx &% + X x € et JF 1la

~

projection X X c*

=+ X. L'action de la monodromie T sur X x c* Qéfinit un auto-
. . . . S .
morphisme T de Gl,- on a par ailleurs un morphisme naturel GO ——L—>G1 de

complexes de faisceaux, tel que Tosp = sSp .

Proposition 6.14 (Deligne, Malgrange) : La construction ci-dessus

+ . R, » -1 i e -
induit une égquivalence entre D on (E) et la catégorie dérivée D (. T,T ~;X)de la catégo -
[ =5 1€ a2 Cate9s

rie abélienne dont les objets sont les diagrammes de faisceaux sur X : Go € s Gl‘:) T

ol: T est inversible, et To € = € et les morphismes, les morphismes entre .

tels diagrammes.
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Un foncteur quasi-inverse consiste & associer & un diagramme G° —Es GO T
o

de complexes de faisceaux sur X, le complexe monodromique G° sur XX dont la

restriction 4 X x {0} est G; et la restriction & Xx T sur X xC est égale é[%’: Gl]T

(o)

~ . . % * ~
oa T est la projection de Xx € sur Xx& , et Gl le complexe de faisceaux

~,

T-égquivariant sur X x C¥associé a Gl.
Le recollement de ce complexe de faisceaux s'effectue grace a sp.
Soit maintenant G° un complexe monodromigque de faisceaux injectifs sur X XC,

et soient Gé et Gi comme plus haut.

On peut suppser gque GI est un complexe de faisceaux k [T,T_l]—injectifs. Alors

.‘:J".(G')o = T, f(G') , gquasi-isomorphe au complexe simple associé au complexe double
- ~ - T—l L4 . . : .
GO > G1 ’Gl (le point en-dessous de GO indiquant gue ce complexe est

placé en degré 0), est aussi quasi-isomorphe au complexe simple associé au complexe
. « T - T .. . . . -
double C-;o ] (Gl) (ou (Gi) dénote le sous-complexe de faisceaux de G1 formé

de sections T-invariantes).

Par ailleurs, .'f(G')1 est le complexe simple associé au complexe double

G; £ G'1 ; l'automorphisme T de ce complexe double est décrit par le diagramme
. € .
G —>
o |G1
-1
Id ‘L T
- > .
—_—> G
Go ' 1
Le morphisme ffr(G')o E— 5(:(G')1 provient du morphisme de complexes doubles
" —E&—>@HT
o 1
Id Jl, I\incl

Pour avoir une description agréable de la transformation de Fourier, on est amené

u
+ - . .
3 considérer la catégorie dérivée D ( 7,X) de la catégorie des diagrammes 2 o,
v
+ .
o Y et & sont des faisceaux de k-espaces vectoriels sur X, et Dinv( : ,X) la_sous-—
u
catégorie formée des diagrammes Y Z ® tels que id+uv et id +vou soit un quasi-
v

isomorphisme de complexes de faisceaux sur X.
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Proposition 6.15 (Deligne-Malgrange) : Le foncteur qui, au diagramme G; -—€—>G;€T
u

associe le diagramme % , ou Y est le complexe simple associé au complexe

—_— P —

d,
double Go LJ—'——)—r G 2] G1 , o0 & est le complexe simple associé au complexe

double Go‘ —£ Gl' ,

- (id,-€)
oli can est décrit par le diagramme G —————-——PG ® G

o 1
id J/ ‘L (0,1id)

¢t —E& s ¢
o 1

. € .
et ot Var est décrit par le diagramme Go EE—— G]
[¢] L L (0, T-1d)
G —> G* ® G
o o 1
induit une équivalence de catégories
+ -1 +
D (g,T,T " ;X) —> Dinv(z,x)
Preuve (esquisse) : Décrivons un foncteur quasi-inverse.
u
Le diagramme {° b ®° est guasi-isomorphe au diagramme
v
[1,)+<I> —$<I>] avec SW,p) = —ulY) + @
»J/I w,w) = @
q>' —> 0] V() = (v,uve)
c e —u . . . . I .
On pose alors G_ = [p*———3"] , Gy = [y ® 0 — 0 ]
€ : G; —_— Gl' le morphisme évident, et on définit un automorphisme T de G'1 par
T = id +;O‘_d'. On vérifie aisément que To € = € (en fait 1_1_o€= 0) et gque 1'on a

construit un foncteur quasi-inverse.

En combinant les propositions 6.14 et 6.15, on obtient une description de la

. . + . . 2 .
catégorie Dmon(E) des complexes monodromiques en termes de diagrammes Y°*Z & ;

12

. + - -
de maniére concréte, pour G eDmon(E) , Yt = q)F (G*) et & =¢_(G ) ou

F : E=XXCT —» € est la seconde projection.
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~

Si l'on écrit la transformation 9 dans le langage de la catégorie derivée

D+ (2, X), on trouve que?? envoie le diagramme
inv @ ¢
. u . . . V5 -
Yy ——> ¢ sur le diagramme ¢ Z—— =
<V -1
-T ou
On vérifie aisément que DE(G') est décrit par
Dx(V)
D YG®) [2]&="—F o_d(G*) [2
Qe ]2 L0G (2]
- % X R
(T
DX( ) DX(T)
Ces considérations permettent de retrouver (dans le cas E = XX C) la

. ——
formule d'inversion pour \T’ et la commutation de ¥ a la dualité de Verdier.

Dans le cas ou E est de rang 1, mais non trivialisé, les objets
(Y(—),T) et (&(—),T) doivent étre remplacés par des complexes monodromiques
sur TX E, le fibré normal a X dans E privé de la section nulle. Je renvoie a

[V2] pour un traitement détaillé (voir aussi [Ma 1]).

VII) TRANFORMATION DE FOQURIER -MALGRANGE ET MODULES SUR LES ALGEBRES DE WEYL

On commence par déduire des travaux de Kashiwara -Kawal et de Mebkhout, un
théoréme de Riemann -Hilbert de nature algébrique.
Soit X une variété algébrique lisse projective complexe, Un J(jx-Module(é. gauche)

1/{ holonome est dit & singularités réguliéres (R.S.) s'il existe une bonne fil-

7y
tration {34} de L’L[ satisfaisant la propriété suivante, introduite par
ne 7zz
Kashiwara -Kawal..
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(K —K) tout germe P de section de :5 X(m) tel que Om(P) s'annule sur SS({’%

satisfait : P. c/ég Jf’/(/

btm-1 1V REZE-

b
Un objet de la catégorie dérivée D (@X) des complexes de é’jx—modules a cohomo-
h

logie holonome est dit R.S. si ses faisceaux de cohomologie sont R.S. On note

b, 4 - . P
D (.,ZX) la catégorie dérivée correspondante.
h.r
a
on note XU 1la variété analytique complexe associée & X ; on utilise les
X ' /./ o an _ g 2] 0// est
notations 0an' %Xan ; pour (¢, un X Module, ;// = (JXan O x
. s 4
un ¢ -Module ; pour C// un ,((9 —Module,;//an = X =3 t//= & 2, Jé/
Xan - X Xan gx 4 Xan :'X

est un f/an —-Module. Si ;4' est un ZX —Module holonome & singularités réguliéres,

'

il en est de méme de ¢lf an d'aprés [K -K]

Donc si y/('eDb(/gvX) , on a /.ane Db(gan) .
h.r X h.r

. . .an . P - .
Théoréme 7.1 : Le foncteur 5/{ — 0/- induit une équivalence de catégories

entre Db(}fr ) et Db():/; ) .
- Xhor — %20

h.r

Preuve Rappelons que X est projective. On prouve d'abord que le foncteur est
pleinement fidéle. Soit i : X “—> P une immersion fermée de X dans un espace
. . b« b, o
projectif. Le foncteur f de D ('QX) (resp. D (//X) vers
i h.r
i .
b o b fadt . oo
D (% ) (resp D (2 ) ) est pleinement fidéle [K5]. On peut donc supposer
P h.r

s . . _ N/
X = P. Un argument de dévissage assure qu'il suffit de démontrer que pour z/( et (,//
des modules holonomes a singularités réguliéres sur P, on a

(L /[Gn,(‘j/an) -
n

~

IR Hom ., ((’,/@/,[.'4/5 - >  IRHom:
Ty ‘ »/Xa

D'aprés Beilinson —-Bernstein [B-B] (dans ce cas, leur démontration

a été notablement simplifiée par T.A. Springer)&%admet une résolution libre glo-

. "o /a
(7)) =P (X,04)

bale comme :'X —-Module et Hl(X,;f'h) = 0 pour 1i> 0, Comme Homz N
X
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il suffit de montrer que I‘(X,:?//‘) -y 1"()<;'a'r1 O[I‘an . Or, on a (.//J llm /
(bonne filtration) donc I‘(X,'54/)‘ = lim T(X,V/{/') et comme (//‘ est @ —coherent,
oy an , n Lo an . :
on a T(X,&Z;)*’P(X ,u/i yd'ou T (X,UV’)'—> I'(x n‘,v{/’an) .On adonc prouvéla pleinefidé-
1)~
lité de&'l,[ - 5’{{é’n. Pour prouver que ce foncteur est essentiellement surjectif, un
argument de dévissage permet alors de se ramener a prouver qu'un 2’ ~Module
c// a/[ n
holonome R.S. est de la forme . D' apres [x -K, chapter v, §1] il existe
une bonne filtration globale {(’/V:]} dev% Chaque 1/// est un & n—Module
n €zz x
cohérent, donc d'aprés Serre [GAGA] est uniquement de la forme 0/[n , ou d/{n

est un (ﬂ —Module cohérent. On pose donc b% = lim V% . On voit aisément que
X A~ - n

y/ est un sous:_/jx—Module de D/Z (pour tout n, 8x(1) . "///n est un sous &X—Module

cohérent de ﬂ/(, donc est contenu dans 0//}1_‘_1) . Ceci prouve le théoréme.

Pour f: X —> Y un morphisme propre, on a des foncteurs
b b an b .
Py —> P& et A DP(F ) —> PP
£ X’ coh Y con £ x2" coh an coh

(voir [K5]).

on a un isomorphisme naturel entre

. b ¢
Proposition 7.2 : Pour 0{( e D (gx)

coh’
a /N .
J’ néﬁan i_:;t_(j%)an.
£ £
Preuve : Le cas o f est une immersion fermée est facile. Traitons le cas
oua f = s X = ®xy —% v. ona [ 6%'=IRf*(DR n(c%‘))
£ P
ou DR ({/(/ ) est le complexe simple associé au complexe double
!
y/a -1 .1 /. L g
‘/4 — f (QY) 91 B "{v — --- —>f (3'2 ) Ql ¢ .
£ () £ )

Y Y

Il en résulte que (If[/é.)an s'obtient en appliquant IRf, au complexe simple

associé au complexe double

-1 .
( N e 1 A
£ (Uyan)f—f’ ) Q — @ ) e M
(.-:9y’) YO £ (&)
an «[{.an : 5 i
Comme (i ) est obtenu en appliquant IRf, au complexe simple déduit du

complexe double
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coan ® 0%. —_— @an (f_l(Qi-)@&/(.)

P’xy Opnay Pixy 3Ipnxy

il suffit d'appliquer le théoréme de Grauert-Remmert [G -R] |,

Corollaire 7.3 : Si (/(/’e Db(ﬁ ) , on a f&//'e Db(ﬁ/ ) .
I X h.r — ¢ Y h.r
Preuve : Si f/( ‘e Db(ﬁ ) , on a {[.ane Db(,g ) donc d'aprés
—_— X'h.r xan h.r
[K -K, theorem 6.21] [ (@[['an)e P (F an) d'ou
f Y h.r

..an b . /& b
(If&/( Y3 e p (“%Yan)h.r et J’fu/(eD (}{Y)h

.

Pour f: X

» Y un morphisme entre variétés algébriques, on dispose de

-+ ,
b
mf: D (ﬁy) e Db(ﬁx) et de son avatar analytique IL.(fan)* . On sait que
m (£9™* envoie Db(ﬁ ) dans Db(% ) [Me 3 , X-K, § 5.4] On en déduit 1la
Y h.r X' h.r
Proposition 7.4 : Pour [{{'e Db ($Y)h , on a IL.f*([/{')G Db(E/le) et
’ . h.r

(Ef*([/(.))an _ 1‘__L‘(fan)* (U/{.an) .

Nous sommes dés lors en position de définir la notion de Z‘éX—Module holo-

nome R.S, pour X une variété algébrique quasi-projective .

Si j: X > X est une compactification lisse, telle que X-X soit un diviseur,

/ 3 b .z
et w’/ e Db(__;:f ) on considére IR *("// )ED (&) .
X v X' h
Lemme 7.5 : Si IR (5/[') est & singularités réguliéres, pour toute compacti-
2= a2 2= x

1

fication lisse jl: X “—> X,, il en est de méme de IRj *(»"/{') .
1’

Preuve : Un argument classique, utilisant [ g] , permet de supposer qu'on

est dans un des deux cas
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(a) On a un diagramme

J
(b) On a un diagramme
X
J m
v
X b——— X
J 1
1
Comme R j*(r/// ) = Jx* (_Iil (;// )) = mj*(_lil(y/( )) ,on peut de toute fagon supposer

que 4/{( est un &X—Module holonome, placé en degré O.

Dans le cas (a), on a un morphisme naturel Tr*j*(u'/() — J (.//).
1,%
Comme j*(/() est un j*(ﬁx)—Module, et comme 'rr*j,ﬁ(éox) = j1 (l};) on voit que
, %

c'est un isomorphisme. Si j*(yg) est R.S,,j,l *(:r//() est R.S. d'aprés 7.4.

Dans le cas (b), on a, par adjonction, un morphisme naturel
7
[e]
[ swdh —maseidly =5, L) aron un morphisme B0 (f 5wty —>3, el
m ’ T ’
qui est un isomorphisme sur X.

I1 nous suffit de prouver gque c'est un isomorphisme partout ; en appliquant 7.3,

on obtiendra alors 7.5. Le probléme étant local sur Xy, on suppose Y1= xl_x

défini par une équation f£. Il suffit de prouaver gue la multiplication par f

induit un isomorphisme sur f j*(/(). Factorisant T en k: X ¢«—> X X ')?1 suivi
™
de pr2, on voit qu'il suffit de montrer que f induit un isomorphisme sur f j*(d/()
k
. -1, . .
(ici f est considérée comme section de T (J)Y ) C@§Xi ; le point est que f
1
commute & l'action des opérateurs différentiels sur X). Or f j*(s'/() admet une
k

bonne filtration dont les sous-quotients sont localement isomorphes a des puis-—
/ v A
sances de j*(:/., ), comme C S -Modules. Il suffit donc d'établir que f (toujours
1
-1 . . . . ) .
vu comme section de T (j;(— )) agit bijectivement sur j*(c//) ; or j*(o//) est
annulé par le faisceaux d'idéaux j du graphe de m; il existe une section g de

/e

X telle gque g-f € , Alors g est une écuation de E—X, donc opére bijecti-
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vement sur j*(i/{), c.qg.f.d.

Définition 7.6 :t/("eDb(f)X)h est dit & singularités réguliéres si IRj*(L//) l'est

pour une (donc, pour toute) compactification j : XLQ? o X est lisse et X-X

Lo < _ . e~ b
est un diviseur. D'ou une catégorie dérivée D ("gx)h ot

Proposition 7.7 :8Soitf:X —> Y un morphisme entre variétés algébriques quasi-

projectives non-singuliéres.

(i) si c/(e Db(.gx)h.r et si f est propre, ffwér"e Db(zY)h.r

(ii) si A e pd® (&) , mex Ay e P (B ) ;
el Y''h X" h

. X X

Preuve : On décompose la preuve dans (i) en deux cas

(a) f est une immersion fermée ; (b) f = pr2: IanY —— Y .

Dans le cas (a), prenant une compactification & la Hironaka Y “~—> Y’ ,

soit S(_i 1'adhérence de X dans il_i On peut, d'aprés Hironaka [H]

trouver une compactification lisse a la Hironaka Y de Y, dominant ?‘ et telle

que le tranformé strict X de X' dans Y soit lisse, et que X-X soit un diviseur

a4 croisements normaux. On a alors un diagramme.

fl
Y ——>
7

Kl ¥|
il

On démontre facilement que Ile *( f :,‘/!') f__(mj*.,//) . Puisque z/{'e D]O(.Z’X)h
’ f f

par définition IRjx* (/l(‘ est R.S., donc f__(]Rj*»é‘) est R.S., donc aussi ffé//' .
f

Le cas (b) se traite facilement & l'aide du diagramme
n n —
P xY ——>» IP xY
pr, pr,

> Y

=
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On décompose mé&me (ii) en trois cas.

(a) est une immersion ouverte
(b) f est une immersion fermée

(c) f = prz: IanY —> Y.

Traitons d'abord le cas (a). Il résulte des définitions que l'on peut suppo-

A/ - b, . b

ser Y projective. Soit L{{ € D (%Y)h.r ; on doit prouver ILf 5/(6 D (gx)h.r'
Puisque El(IL.f*g'l(') = f* (El(‘.‘//')), on peut supposer que ,f est un module holo-
nome R.S.placé en degré 0, disons ff = u’é{ On a alors une suite exacte

o —> &u° A 5 £ A ) —> o

Zy-x —>CL —Fx Zy-x "

et RYf (£* "'g) -0 pour i>0.o0na [ /)1 3™ - gt Y A

* —yYy-Xx v = [y —x](‘

. 4an .

(cf.[M 1, Chapitre 3 ]). Comme ¢ est holonome R.S., il en est de méme de

El[Y x] (»{an) (voir [Me 1],[Me 3] ou [K -K, Theorem 5.4.1]). Il en résulte donc

ue f_f* «i/?;/ est R.S., ce qui prouve gue f*%est R.S.
d *

Traitons par exemple le cas (b). On considére & nouveau le diagramme

E

K ey 3|
i

e I
b

|

A étant R.S. sur Y, IRjJ / est R.S. donc aussi ILEf*(IRJ Ay arapres
1, * 1, % P
r 7

7.4. Sa restriction ]:L.f*“/{/" a4 X est donc R.S.

Proposition 7.8 : Pour X quasi-projective lisse, le foncteur U{ !—————)‘/4

induit une équivalence de catégories entre D @'X)h r &t la sous-catégorie
~

triangulée de Db(ﬁ/—ar‘)h formée des V% tels que DR(/( ) soit & cohomologie
X~ n.r

algébriquement constructible.
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Preuve : Soit j: X * > X une compactification & la Hironaka.
. S b s . ,'i" A~ L

Pour ‘{/ , ¢ "eD (‘/:%X) , on a Hom ;(J:Rj*(—//(), IR, (S277) = Homx(—’r’é ,/;//) .

h.r

- b .
Donc IRJj : Db((@X) —> D (Z__ ) est pleinement fidéle.

h.r X h.r
. . b ({‘ b s
Comme le foncteur d'analytisation, de D (L7_ ) vers D7 (& __ ) , est
X h.r x%" n.r

pleinement fidéle en vertu de 7.1, la pleine fidélité dans le cas de X résultera,

par dévissage, du lemme suivant :

— P —
Lemme 7.9 : Soient ¥ et j des Modules holonomes sur X , tels que

o S~ o “ 1 - 1 ;
Bz -x 1097 = Hx_x P = Hiz _y1(F0 = I_ﬁg_x](;ﬂ) =0

-7 .
alo IRHom 4 ¥+, R i >, )
220ES Omv(/—an(‘;";) B mHomg}'an‘(j/X'ﬁ/X

X g X
Preuve du lemme : soit K = D R(,j' )y,L" =D R(? ) . Les hypothéses entrainent que
K' = IRj*J*K™ et L’ = IRJ4I*L = IRJLI*L (voir [Me 3].
Oon a IR Hom; - F, ((f« ) = IRHom (K*,L7)
san ¢ V(/ an
X X .
- 5 Koo k.
et IRHo =/ /) = IRHom (3 K',3°L")
rbxan X /} X Xan

On a ]:RHomian(K',L') = IRHomian(K',IRj*j*‘L')
= IR Hom Xan(j*K',j*L‘). c.q.f.4a.

Pour établir la surjectivité essentielle du foncteur, on note que si

s
/t(, dans Db( 9} est tel que DR(J"L') est algébriquement constructible, il
X

an)h.r.

~ b ~ ~ ~t an
existe jﬂ € D (9_5\1'1)h r tel que DR(AN) =1R_j*j* DR(/’(J). ona A = A
ok
pour JV dans Db<9§>h v d'aprés 7.1 et /{ =3 (/') est donc R. S. et d'ana-

lytisé égal a /tA[, ce qui démontre la proposition.

On note Dk;(X) [ Dlz(xan) la catégorie dérivée des complexes de
faisceaux a cohomologie bornée et algébriquement constructible.

Lorsque X est une variété affine, notant D(X) = T (X, %X) l'algébre
des opérateurs différentiels (globaux) sur X, une variante d'un théoréme bien

connu de Serre [F.a.cC. ] fournit une équivalence de catégories de
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de la catégorie des %X—modules quasi-cohérents vers la catégorie des D(X)-modules,
les deux foncteurs quasi-inverses étant

M *—~—-+I‘(X,¢"() et M %X ® M= © & M
D (X) R (X)

ou R(X) = F(x,ﬁx).

En un sens évident, bonnes filtrations de M et de ./I'L se correspondent. (par
Mn = F(X,u‘(ﬁ) ,./Qn = O;{ R?X) Mn ). Un D(X)-module holonome est a singularités
réguliéres s'il admet une bonne filtration globale {Mn} satisfaisant la proprié-

té (K- K). Les foncteurs plus haut induisent une équivalence entre la catégorie

des %X—modules holonomes R.S. et celle des D(X)-modules holonomes R.S.

Nous aurons besoin d'une version relative de cette remarque.

Proposition 7.10 : Soit £ : X —.Y un morphisme affine de variétés algébriques

quasi-projectives lisses. Le faisceau d'algépes f*(%x) sur Y est cohérent, et

S
est un 6y—module quasi-cohérent. Le foncteur ~/L(._.,J’( = 9}( _@ £ 1f* (/Q)
£ (D)

induit une équivalence entre la catégorie des f*(%x) -modules guasi-cohérents

(resp. cohérents, resp. holonomes, resp. holonomes, resp. holonomes R.S.) et la

catégorie des %X—modules quasi-cohérents (resp. cohérents, resp. holonomes, resp.

A
holonomes R.S.). Un foncteur gquasi-inverse est fourni par /L( — f*/lz

~ ~ ~
Bonnes filtrations de J’( et de /‘( = £, (/L(,) se correspondent via L/l‘(n = fx (-/lén) .
Remarque : Un fy (3X)—module holonome A est dit R.S. s'il admet une bonne
filtration {ul(n } satisfaisant la propriété (K- K).
Sorite 7.11 : Si X est une variété algébrique lisse, on_a une équivalence de

b c . . .an .
catégories Db(gx)h r__y"’ D_(X) définie par A —DR(A ). Si £ : X—»Y est
b b
un morphisme (X,Y lisses) le foncteur Rf, : DC(X).___, DC(Y) correspond au fonc-
IL .

teur Ty RE, ( %) e M.
_ VQ * Ye—- X

X
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Dans le cas ou f est propre, cela résulte essentiellement de 7.2.
Dans le cas ou f est une immersion ouverte (ou méme un morphisme étale), cela
résulte du fait gque pour \/4{ un gx—module holonome R.S., on a
pr([£, M 1% = wre, (OR(M®™)) (c£. la démonstration de 7.8).

On est maintenant en position de comparer la transformation de
Fourier topologique du § 6 & la transformation de Fourier formelle si familiére.
Soit donc 7 : E —5X un fibré vectoriel algébrique sur la variété algébrique
lisse X. Dans la catégorie dérivée Dg(E) = cha(Ean) , on considére la sous-catégo-

n(E:) formée des complexes monodromiques. On note /‘mon(E)

. B b
rie triangulée D
c,mo

la catégorie des faisceaux pervers monodromiques.

Proposition 7.12 : _La catégorie \/thon(E) est équivalente & la catégorie des

T *(%E)—modules holonomes R.S. sur lesquels le champ de vecteurs d'Euler eu

€ T, (%E) opére de maniére localement finie (i.e. pour v une section locale

de ce module, les gt_.ln(v) engendrent un espace vectoriel de dimension finie). Le
foncteur des Tyl gE)-—modules de cette espéce vers Jémon(E) est
-1
/L(. p———> DR(%an 26} T T*(Vl[)).
E

-1
T T
x (D)
Preuve : Il résulte de 7.10 et 7.11 que leswdit foncteur fournit une équiva-

lence de catégories entre la catégorie des Tx (%E)—modules holonomes R.S. et

\/Q(E) . Supposons que eu opére de maniére localement finie sur le T*(%E)—

module holonome R.S. ‘/'{ . Alors pour toute section locale v de \/‘( , on a une
n-1 .

. n -

relation du type (ew) (v) + I a; (e_u)l(v) = 0. Il en résulte que eu s'annule

i=o
- p {J an
sur la variété caractéristique de /(, , donc sur celle de /L (notation de 7.10).

D'aprés le lemme 4.7), DR (./({,an) est alors monodromique.Réciproquement si X* € 0/:no (E),
n

* *
on a 6 K- ._""__>pr2K' ou 6 : X E___3E : 0(A,y) = exp(A).y d'apreés
* * *
6.10. On a SS(pr2K') = Td:d: X SS(K") <« T (€ X E) et
ssce¥ k) = {0 €T (¢ : b s
= (Ayyi w,m ) T (¢ X E)tq U = - E i ny si (v;)) <« 5 <n
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est un systéme de coordonnées sur les fibres de E, et n, = 01(5—) . Puisque
* * n yi
Ss (przK‘) =8SS( 6 K') ona I y;, n; = O sur SS(K"), i.e. eu s'annule sur SS(K').

Soit alors ./{L le T*(gE)—module holonome R.S. correspondant & K° ; eu s'annule
sur SS (J() . Soit {l/{{n} la bonne filtration de AL canonique de [K-K]; eu

stabilise chaque ./{n. Quitte & se localiser sur X (pour la topologie étale) on

n

supposera E = A X X ; soit alors j : X<__7§ une compactification lisse de X, telle
que X - X soit un diviseur ; on considére le diagramme
o
J —
E e~ _SE
T vl/ J T
x . J X
o E = a” x X .
Par l'équivalence de catégories 7.11, j*(‘/{ﬂ) est le ?*(25) -module

correspondant a JR’:Y* (K'), qui est visiblement monodromique. La filtration canoni-

que de (/t‘ étant la restriction & E de la filtration canonique de j *(./{) , on

est ramené & prouver la proposition dans le cas ot X est propre. Alors ‘/((n étant
Ox—cohérent, Endx("/t(—,) est une algébre de dimension finie, donc il existe un

polynéme non nul P tel gue P(._e_l._l) induit 1l'endomorphisme nul de '/(én' ce qui signifie

que eu opére de maniére localement finie sur chaque ‘/(4‘ , c.g.f.d.

La proposition 6.11 nous permettra de ramener la détermination de
~/
g (ou de .9'r ) au cas ou le rang de E sur X est égal & 1, ce que nous supposons

désormais. Soit /Q un T*(%E)—module satisfaisant les hypothéses de 7.12. On

a une décomposition t(. = @ J{a , ol ‘/q = {ue€ ./{(_ tqg (eu -a )Pou =0
a € ¢ &
pour n convenable} . Cette décomposition est stabilisée par le centralisateur de
eu dans T*(%'E). On supposera pour simplifier E =A1 X X ; alors
T*(% ) = D(A%l) ® 2 =c¢ [x, —8—] & 9 , eu = x . 3 et le centralisateur
E P X 9 x ¢ X — 9x
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de eu est € [x. g; ] ® gx . Soit £ : E __s Al la projection. Si K’ est le faisceau
C
pervers monodromique sur E correspondant a /‘( au sens de 7.12,

YH-1] = Yf (K')-1] est un faisceau pervers sur X. Kashiwara a annoncé un

procédé pour calculer le %X—module holonome R.S. correspondant (gque nous

transférons sans vergogne & notre situation algébrique) ([K3] , voir

aussi [Ma 1, théoréme 3.4 ]). On considére le Ty %E[s]' - module

Ty %E [s] (vl(_ ®© xs) comme dans [ k5 ] . On a aussi une action de t, par
t(P(s) ® m ® x°) =P(s + 1) @ m @ xsfltelle que [t,s] = t. On doit alors
choisir un sous T*% [s,t]-module A de € [s ] ® -/I’(Qts tel que

E

s n X
, t'u est une section de /V’

(i) pour u une section de C[s] ® M & x
pour n assez grand
(ii) A est un Ty SE—module cohérent
(iii) deux valeurs propres distinctes de s € End( ./V’/t.a/f/’) ne différent pas

d'un entier.

Alors MV/t.JV est le T, %E—module holonome R.S. qui représente
Lp(K’) [—1] vu comme faisceau pervers sur E. L'automorphisme de monodromie

T de (') [-1] correspond a exp(-27Tis) € End o (MNe. N
*
E

Avant d'introduire notre choix de J/’, notons le

Lemme 7.13 H X : t/«—>‘/l(,

3 Gt 1 est bijectif pour o # -1,

3% ° [OL—> -1 est bijectif pour o # O.

On prend alors = T*ﬁ .z y[ B x?). s.v{/‘C VV)parce gue pour m € j[ ’
B Re()>-1 ¢ o

on a : (1+s).(m®xs) = (B—x)m ® x° on (ix)mEL//. De plus t. # = 4?

9x ox o]
parce que X. ‘/{{ < ./{/

OL u+1;la condition (i) est clairement vérifiée par une section

u de JL ® x° ; par ailleurs 1l'ensemble des u satisfaisant (i) est

évidemment un T*2 [S]-module, donc (i) est vérifiée. Pour &tablir (ii), on.
E
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déduit du lemme 7.14 que Jrest le T, (EE)—-module engendré par les /{x K xs,

pour O = Re(«) > - 1 ., Or on voit facilement que chagque ‘/{{OL est un %X—module
cohérent et gue {a € €, O=> Re(a) > -1, t.q. L/‘[OL # Olest fini. Il en
résulte immédiatement que ‘/Vlest %X—-cohérent. Le T, %E—module cohérent Mt.s/V,
est & support dans X = X x {0}; les éléments de NMe. M annuleés par x forment
un %X—module cohérent (de fait, holonome R.S.) qui correspond au faisceau pervers

P(K*)[-1] sur X, via l'équivalence de catégories 7.11. Ce gx—module n'est

autre que : /l't ; on oublie ici le symbole ® xS , devenu

0= Re(a) > -1 3
inutile ; l'action de s sur chaque J{{ n'est autre que celle de x . 5% ce
qui vérifie (iii), et montre que P(K")[-1] correspond au %x—module

Z: ./l{ , l'automorphisme T de Y (K )[-1] correspondant &

O = Re(2) > -1

exp (-27 ix. —8—).

ox
Je référe alors [ Ma 1 ,§ 6] pour la démonstration du résul-
tat suivant :
Proposition 7.14 : ®(k") [-1] correspond au %X—module holonome
:. -/l(, , l'automorphisme T étant égal a exp(-2mT ix.—g;—) .
-1 = Re(a) > -2
Plus précisément, le diagramme PR H)[-11] Lj ®(K")[-1] correspond au diagramme
v
2 2 E
»/t( L '/"(a
O = Re(a) > -1 -1 2 Re(a) > - 2
_ ) .. 9 - . 5
avec u = - 3% v = —g(—2ﬂ1x.a—x).x ,O00 g est la série entiére telle que
yv.g(y) = exp(y) - 1.

Cette expression de v, naturelle dans le contexte des %—modules,

peut étre transformée de la maniére suivante

, pour O = Re(a) > - 1 , est iso-

u
Lemme 7.15 : Le diagramme JC 4_\_’—/{((1

-1

morphe au diagramme /((OL ./{( .
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Preuve =: Comme O > Re(a) > -1, on a g(a) # O, donc g(-2m ix. g—x) est inversible

sur Jl(ot , ce qui prouve le lemme.

On touche enfin au but !

Définition 7.16 : Soit T : E —5X un fibré vectoriel sur la variété algébrique

X ,m: E'— 5 X le fibré dual. Soit K Ty (%E) ..L,Tr*(%EL) 1l'unique isomor-

phisme de faisceaux de Ux—algébres tel que

(1) pour g' une section locale de E', et g la fonction sur E, homogéne de

degré 1 sur les fibres de T , correspondant a o' ;3’((g) est le champ de vecteurs
.. 1 G
horizontal sur E', invariant par translation, tangent & l'image de X xA __ _E
)

oa &' (x,\) = X. 0©0'(x) et coincidant sur cette image avec as” (ﬁ )

(ii) pour ¢ une section locale de E, g' la fonction correspondante sur E'
~
1

o
-g' est 1l'image par 3/ du champ de vecteurs décrit comme en (i) par X X A" ___ 5 E.

Lorsque E = X x A", T*(%E) =%X @ pm™, W*(%E.) =9X & pa™)

ona F =14 ® F ou,dénotant (x1 yee ,xn) des coordonnées linéaires sur d—\n,
- n e} 9
peeesE ) 1 . S8 FE,y oL
(gi gn) es coordonnées duales sur (A ) on a .‘:’(xi) agi ’ (axi) E,i

La transformation de Fourier formelle est un foncteur, des Tx (EE)—

modules vers les ‘rr*(%E,)—modules, obtenu par transport de structure a l'aide

de 1'isomorphisme i .

Remarque 7.17 : jo F est 1l'automorphisme de Ty (3’}3) induit par a_, la

transformation antipodale de E.

Proposition 7.18 : Lorsque le rang E est égal & 1, fenvoie un module holonome
R.S. sur T*(%E) satisfaisant 7.12 sur un module holonome R.S. (f%) sur
Ty (%E') satisfaisant 7.12 . Si JL correspond a K'€ on(E) alors J/(./L(_)

correspond & F(K') € J[mon(E') .
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Preuve : Lorsque E = X X Al, cela résulte du fait que J’(euE) = -?/(x.—gx) =
) insi  F . .

- <. = - - 1. = ) 1
3¢ £ eu., 1. On a ainsi (/‘()a ‘/l(..l_a , opération de s sur le

premier membre correspondant & celle de -1-s sur le deuxiéme membre. Comme on l'a
vu plus haut, pour O > Re(a ) = - 2, /(OL est un %x—module holonome R.S.

C'est en fait un Qix &® C[eu]-module. Je dis gque le T, ( 2}3, ) -module holonome

Tr*(%E,) o8] J{ est aussi R.S.
%X & ¢[eu] o
Il est facile de voir que € [&, g—-g—] est libre (& droite) sur
tleu] = ¢l & . gg] de base {F;Z, (g—g)k} , donc 1T*( % ,) est plat comme
zx[gl_l]—module a droite; on peut donc supposer que, par dévissage, 94; est annulé
par X. g—x - o , donc par E&. %E— + 1 + o . Dans ce cas, on a affaire a
1 -1- a . . F -
’/({oc & DA ). g qui est clairement R.S. Comme (/l() a une présenta-
tion de longueur finie par des ﬂ*(%E,)—mOdules de ce type, il est R.S. (on
utilise le fait que {J{ est engendré par les -'é(a pour O = Refa) > - 2,

avec les relations fournies par g—x : /{a_—}v[é_l pour O = Re(a) > - 1 et

par x : ,/(OL__._,/{ 41 pour -1 =2 Re(a) > -2).

La proposition résulte alors de la description de "Fourier topologi-

que vectoriel" donnée au § 6, ainsi que de 7.13, 7.14 et 7.15.

Dans le cas général, on considére 41 comme un module sur le
commutant de eu dans Tx (%E) , correspondant & un faisceau pervers monodromique
sur E - X, sur lequel T - exp(2ima ) est nilpotent. On renvoie & [ v2]
pour plus de détails.

Notons que la preuve de 7.18 a utilisé un procédé de reconstruction

s . . . U
de & partir des 0L(O > Re(a) > - 2) donc en fait & partir de Yy — © .

v
On déduit d'ailleurs aisément des Propositions 6.14 et 6.15 le résultat suivant.

. k . .
Proposition 7.19: Soit E = X X Al- Pour K° € Dcf Inorl(E) » K° est pervers si et seule-
sott —_— :,
ment si P I[-1] et (X' )[-1] sont pervers. Le foncteur associant & K’ le

diagramme YKy [-1] _____'3__’@ (K")[-1] induit une équivalence entre la catégorie
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JLmon(E) et la catégorie des diagrammes A~ C:%:Z B ou A", B® € /QOO,

Id + uov et Id + vcu sont des isomorphismes.

Ce fait a été observé par de nombreuses personnes, sous divers
formes : dans le contexte des équations & une variable (& singularité réguliére)
par Pham ; dans le contexte des faisceaux pervers par Malgrange [Ma 4 ]

et par Deligne [ D] (indépendamment).

7.18 admet 1l'évident

~
Corollaire 7.20 : I~ envoie faisceaux monodromiques pervers sur E vers faisceaux

monodromiques pervers sur E', lorsque E — X est de rang 1.

Comme on l'a déja annoncé, la comparaison entre transformations de

Fourier "topologique" et "formelle" utilisera, pour un fibré de rang arbitraire,

la proposition 6.11, gue nous rappelons. Pour mc : EXE' 5, ¢C X E'
X
. — R +
' : = < > °
1l'application w¢(x,£) (<x,£> , &), on a, pour G° € Dmon(E)
*k
. Gy = gf —_ . .
.TX( ) o (BB PriG) iy o

On a alors la

Proposition 7.21 : Le morphisme naturel
TR Nel F_(RT ¥
>
g ®Be P S T g (R8g , Pry G| (1} x g

est un isomorphisme.

Preuve H Cela résulte de la proposition 4.8, de la commutation de é;;, avec
changements de base et du fait que si K° est localement constant sur une droite,

{TYK') est supporté & l'origine de la droite duale.

Comme au § 4, on en déduit le
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i . : T F
Corollaire 7.22 Les foncteurs 3 DE et DE' ° : Dc,mon(E) 5 Dc,mon( 9
sont naturellement isomorphes.
Notons aussi le
~
Corollaire 7.23 : Si G" € j{mon(E) , f(G') .est pervers.
~
Preuve : Notons d'abord que g préserve la constructibilité : on 1l'a vu dans
* -
le cas ol E est de rang 1 (§ 6 ou § 7) et pr, comme R We préservent complexes
, !

algébriquement constructibles d'aprés [Vl , théoréme 2.3.1] .

. * . b <r
. . -
Si G E/l(mon(E), pr, (G™) € Dc(E x E') ol r est le rang de E.
X *
. - . — b, 1 <r
Alors, le morphisme We étant affine, on a R We |Pr1G€ DCVA X E') et
!
d'aprés le corollaire 7.20, son image par 3;‘, = \'FEl[—l] est dans
b < I+x s , ST
D_ (Al X E') Sa restriction a {1} * E' est alors dans D};(E')\
b <T X
On en déduit que % envoie ,/((mon(E) dans Dc:(E ) , donc x envoie /{mon(E)
b <0 =
dans DC (E") . Comme F commute & la dualité de Verdier, il envoie /l{mon(E)
b < b <0 b o
dans DC(E') n DC(E') = DC(E') (on a utilisé les notations et la

proposition de [Br 3 ]) .

AL
Vrull —
Pour décrire ¥ en termes de % -modules, on utilise IRwC * plutdt
’
que ]REJ'C'! . On factorise uTc en E X E'<_l,¢ X E X E' ~p,E' x € . De plus,

X X
- - - L. . . n
pour alléger l'exposé, on supposera donnée une trivialisation E = A X X et on

choisira des coordonnées (Xl""’xr) sur An, { é’-;l,..., E;r) étant les coordonnées
L}
duales sur %n) . Si le T*( %E)—module holonome R.S. J( correspond a
. 1 * - . * .
G" € ./l(mon(E) , alors le T*(%c % B x E,)—module El" (Pz‘/{() correspond & J*prlG [r]
od I = i(E X E').
E 1 *
et P, est la projection € X E X E'-—_____5FE . Les sections de El" (p2 /t[) sont du
X
type
@t [P @) @ m, ® §(t-<x,E>)] ou P, (E) € R(WB)) =clt £ ]
3t i = i == i =2 ll---,r
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1
mi est une section de M et t est la coordonnée sur A .
* 1 *

D'aprés 7.11, Rp 4, (i4 prlG‘[r] )) correspond & IRp*(DR|E§ 1_,,(pz./{))

au prix d'un scandaleux abus de notation). Comme p est un morphisme affine, ceci
1 *

n'est autre que p, (DRIE E’F(PZJLD)' La cohomologie en degrés # O de ce complexe
de De Rham relatif nous chaut fort peu, puisqu'au bout du compte, d'aprés 7.23,
on doit trouver un ﬂ*(éE,)—module en degré O. Or donc, on est ramené a calculer

r *
Py (E,}(P;/{) /Z —% g’ll"(pZ/t(')) . La fin des opérations consiste & remplacer t
i=o i

) 9
par BT et T par -T et a diviser le résultat par T - 1 (on utilise ici
le fait que les 2 transformations de Fourier se correspondent dans le cas de
¢ X E'_____,E'). Comme

3 )
—a;i(P(g) ® m & §(t-<x,8>)) = P(§) ®Wim ® §(t-<x,8>|

]
EiP(E) @®m ® ﬁ 6(t—<§,§>)

on a P(§) ® gx m & 6(t-<§,§_>) = E;iP(E) @m & %_‘— S(t- <x,8>) modulo
i
1'image de 8
g 9x,
i
Comme %:— = -T et gqu'on a divisé par T -1, on obtient dans notre
n*(%E,)—module 1'égalité P(E) 09% m & S(t-<x,E>) =
i
-, PE) ¥ m @ S(t-<x,8>).
Ceci montre d'abord que comme faisceau, le T, ( %E,)—module cherché

est isomorphe é../té par m, __ ,1® m @8(t-< x,£>)) et ensuite que %{ m
i
a pour image - g, (1 A m®S(t - <x,£>)). Que devient l'action de X, ?
- 9
Onal@xim® S(t-<x,8>) = 1@xim 2l (-a—t) §(t- <x,£>) mod(T- 1) et

)
i

ceci n'est autre (6 miracle) que E (1®me@ §(t- <§,§_>>). On a ainsi établi le

Théoréme 7.24 : _Pour G € j{mon(E) , correspondant au T*(%E)—'n}jloc‘lq_lve‘__AhA_q}gr}_pnﬁlg.~

[
R.S.J( , f(G') € /‘{mon(E') _correspond naturellement & 5‘.—(/() (en particulier

F (M) est a singularités régulieres).
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En d'autres termes, on a obtenu la compatibilité de la transformation

de Fourier topologique vectorielle du § 6 et la transformation de Fourier formelle

~ ~ *

de tout un chacun. Ceci éclaire par exemple la formule'?,.:o :F- = aE , ainsi que
la commutation & la dualité de Verdier, l'invariance par changement de base,etc...
C'est Malgrange qui a le premier suggéré une telle relation entre les deux transfor-
mations homonymes .

Il n'est bien sir pas vrai que f(a{) soit & singularités réguliéres

dés que ,,‘"/( 1l'est. L'hypothése que l'action de eu suraﬂ est localement finie

est donc essentielle.

Corollaire 7.25 (Malgrange) : _Supposons E = Ar X X, et identifions
* ’ * * *
T = o x @) x T'x a TE' = @F) x A v x. sifest un T*(.9E)module holono-

me R.S. satisfaisant la condition de 7.12, les cycles caractéristiques de p’%

et de f(a//) se correspondent par cette identification.

/
Preuve : On peut supposer t/( engendré par m € p)é/, de sorte que Ch (64) est le
cycle algébrique correspondant & gr(%E) , ou ?//E est l'annulateur de m . Oon

a une décomposition T*(x@JE) F R T *("%E)i ot T*(‘ZE)i est formé des
i€z
P E T, (ﬁE) tels que [eu,P] = iP. Comme m E(?/./OL , on

- a 7 = ;
?E ®© T, ©o° FEA T J/E n T*(&E)i' Soit

ie€ezJ

a
4

B 1l'annulateur de m,

v

f 4 _— <
] V. . < = (< . ) '
vu comme section de 3(/( 4) iona Lo, 7 (,/E) ; pour P € }E ; d'ordre m,

v ’

*
on a o (P) = ZQ @ Rk , ou Q est une fonction homogéne sur T (An) de degré
m K k k

*
k, Rk est une fonction homogéne sur T (X) de degré m- k. Comme P € on

i
JE, 1’
voit que Qk est homogéne de degré k+ i en x ( vu que Qk ( >\x' x'lg) = )lekQ(x,E; )).
Il en résulte gue ,}/(P) est un opérateur d'ordre -m+i et Om+i 'S':(P) correspond

* ., *
a om(P) via TE —T E', d'oada le corollaire.

Remarque : Je ne connais pas de preuve topologique de ce corollaire, Jje puis

seulement prouver le résultat plus faible, concernant les variétés caractéristiques.
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Remarquons que le théoréme 7.24, et la formule d'inversion pour &

impliquent 1le

~/
Corollaire 7.26 : & : J{mon (E) ___.,-/‘Cmon(E') est une équivalence de catégories.
En particulier, si G ° est un objet simple de '/t(mon(E) , J(G') est un
objet simple de w‘(,mon(E'). La détermination de J(G') est rarement facile; le
corollaire 7.25 peut la simplifier dans certains cas. Notons que 3/ a des

propriétés trés similaires de & la‘'dualité projective" é&tudiée au § 3. Ce n'est

pas un hasard, comme nous allons le montrer.

Théoréme 7.27 : Soit E un espace vectoriel (de dimension finie), P = P (E)

1'espace projectif quotient de E - {0} par Gm, E 1'éclatement de l'origine dans E

de sorte qu'on a un diagramme

_JP(E) = P

=)
m

P v
On _introduit de méme le diagramme E'__q__—_) P (E') = PVY. Alors pour K° € DbIP(E) ’
- c
' J/
El
~ *
on_a un isomorphisme naturel entre la restriction a E' - {0} de J(]R Ty 4 K*) et
*
la restriction & E'- {0} de g &(K"), oi ¢ est la transformation (de Radon)
étudiée au § 3.
Preuve : On considére le diagramme
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\ 3,

/i\\
..

¢ X E'

Compte tenu de 6.11 et du fait que pr, est lisse, on a donc :

~,

* ~ * x|
g/(IRTT* g K') = &/E,(IR(»! pr, g K )l{l} x B [r]

Un procédé commode pour calculer la restriction a {1} X E' de g];, G,

ol G° est un exemple constructible monodromique sur € X E', consiste & restreindre

G 4 R X E' puis & calculer R G* ol : R x E' E' est la
* F P 0 Ir, x &' ) Py + —

seconde projection. Soit donc X < E X E' l'image inverse de ]R+ x (E'-{oh,

~/ ~/
i+t Xe o FE x(E'-{0}),U le complémentaire de X dans E X(E' - {0}),
)
j : U__LE x(E'-{0})1l'inclusion.

‘(f * I
Oon a (RT, qK ){1}><E'— {0}= IRp2 \ Rw! (i pr,q K)[r].

Notant pr, : & x(E' - {0o}) — s E' - {0}, on a donc un triangle distingué
* * ok
R pr, Ri! (3 {_pr1 q KI'(E’ % B'- {O})[r]
+1
~ * % 3
F(Rm, qK )]{1}><(E' _fop€ Rpr,, (lpr; a K}y @ _{o}))[r]

Remarquons maintenant gque R pr ([pr* g*K’] ~ {O}))est constant sur

2! E X(E' -
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Ak *
E' - {0} , de fibre ]RI“C(E,q K') = JRI‘C(P,JRq! q K°)

= RT_(P,K7) [- 2]
~
puisque E__g_;P est une morphisme lisse, dont les fibres sont des droites affines.
Considérons ensuite la projection naturelle U—s P X(E'-{O})OﬁEm¢ = pr, o j .

L'image de cette projection est le complémentaire de la variété d'incidence Z ; la

projection est lisse, de fibre typique € - R .

+
. - s ~
En vertu du diagramme cartésien 2 e—o P f(E‘ - {oh
o
zZ o~ _,PxpY
on obtient alors, en notant k : UcsP X PY 1'inclusion du complémentaire de 2z,

aprés des manipulations élémentaires :

Sy o(ak * gkr . ’ 1k N
Rpr,  « R (G*[pr} a*€' ]y w/ (o})) =2"*Rp,  kk*p¥ K'[-2]

2,1

et le morphisme "IQFC(P,K')" =q'*32p2,* pT K"_____q'*nlpzl*k4 k*pT K® étant

celui qu'on pense, on obtient finalement

F (R Lg*K™) [ {1}x (E — {o} =q'*JRpé,*p;* K [r-2] |E'- {0}

=T QKD g (o)

avec les notations du § 3, c.qg.f.d. (avec mes excuses!).

Amplification 7.28 : On démontrerait de méme 1l'analogue "relatif" de 7.27, E

étant un fibré vectoriel sur X, P le fibré P (E) sur X, etc...

Remarques 7.29 :

*
(1) K'F~__+,§?IRW* g K'[1] est un foncteur pleinement fidéle de a e)

(quotient de J{(P) par les faisceaux constants, cf. § 3) dans le quotient de
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'/L('mon(E) par les faisceaux constants et ceux concentrés a l'origine. Les résultats
sur J’ permettraient alors de retrouver ceux du § 3 (équivalence de catégories
entre d(P) et Q(PY), etc...) attendu que le théoréme 7.27 implique gue la
transformation de Radon est la restriction a ¢ (P) de la transformation de

Fourier :

J(,mon (E) /comstants + supportés en O —» J{ﬁon {E') /constants + supportés en O

Comme nous le verrons au § 9, la seule méthode connue pour établir 1' invertibilité
de la "transformation de Radon" (de P vers PV) en caractéristique p consiste

4 la déduire des propriétés de la transformation de Fourier (au sens de Deligne).

(2) En termes de z-Modules, et en négligeant tout ce qui est concentré & l1l'ori-

gine de E, la construction K .______,RTr*q*K°[1] s'interpréte ainsi. K* corres-

pond & un D(P)-module N. Dans D(E), notons D(E) la sous-algébre des opérateurs de
o

degré O, i.e. qui commutent au champ d'Euler eu. On a alors D(P) = D(E)o/(e_l_l) , de

sorte qu'on peut voir en N un D(E)O—module.

Alors le D(E)-module D(E) & N est holonome R.S. et correspond a
D(E)O

R, g*k"[1] (en méprisant l'origine). On sait (théoréme 3.25 et broutilles
circumvoisines) que la transformation de Radon est décrite par le (D(PVY), D(P))-

bimodule T (pY, 9pv ®v (Qrt,l) ®“1) =M
g.

B P
r ® -1
on a D(E') @ M~ . T(E', %E, ® (@ )7 )
' (o
D(E )o B’
P&m ,P®(m’®e:gE,)
3 3 r ®-1 . r ®-1
La section /\ (32’-; ) de (QE,) permet d'identifier T(E', QE, ® (QE.) )
i=1 i o
4 D(E'), et le considérer comme un D(E')-module & droite, donc comme un D(E)-
module & droite, en utilisant \7 : D(E)_/’\V/___,D(E'). Le D(E)-module obtenu est
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isomorphe a M & D(E), comme le prouverait un calcul stupide. Pour N un D(E)o—

D(E)
module, on a alors
FMOE) ® N =DE'Y & ((DE & N = (DE') & M) & (DE & N)

D(E) = . D(E) D(E) D(E') D(E) D (E)
o A o o o
= (D(E") & M) ® N =D(E" ® M @ N
D(E')o D(E) D(E')O D(E)O

(le lecteur qui n

1'auteur) .

'aurait pas bien compris est prié de faire semblant, comme
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VIII) UN LEMME TECHNIQUE SUR LA TRANSFORMATION DE FOURIER FORMELLE.

Soit E un espace vectoriel complexe, de dual E', &: D(E) - D(E') 1'iso-
morphisme défini en 7.16. On rappelle que si M est un D(E)-module, on note
F(M) le D(E')-module obtenu au moyen de cet isomorphisme. Comme 1'a prouve
Bernstein [B], si M est holonome, il en est de méme de F(M). Toutefois, le
fait que M soit a singularités régulieres n'implique pas que F(M) le soit
(considérer par exemple M=E[x,d—dx-_-]/ (x-1)); seule 1'hypotheése que 1'action
du champ de vecteurs d'Euler eu est localement finie M nous a permis de
nous assurer que J(M) est R.S (cf. théoreme 7.24).

Pour M holonome R.S sur E, soit K° le faisccau pervers sur E correspon-
dant, au sens du § 7 (K = DR¢( <{an)) 3y (M) n'étant pas forcément R.S .

Toutefois, on peut lui asso-
cier un faisceau pervers L = DR(& (L’/()an), qui bien entendu ne dépend que
de K'. Grace a l'utilisation de la "transformation de Laplace', Malgrange

a donné la description suivante de L°, dans le cas ou E est de dimension 1 :

Théoréme 8.1 (Malgrange, non publié, voir toutefois [Ma 3], [Ma 4]) :

L est un faisceau pervers monodromique sur E' ; L :]RFC(E,K') et pour § £ 0,

o

Le

= RFS (K* [1]),0u S§ est la famille de supports fermés de E, engendrée
g

par les secteurs S
X

2

0= {yeE t.dArg(g(y-x)) =6}, ou x€E et Ose<2E

F

~
~

x'/\ S
S X,0

La monodromie T de L est celle qu'on pense, et 1la fleche de spécialisation

L;:RTC(K') ——Lé=1Rl"s (K°) est celle induite par inclusion de la famille des
g
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compacts dans E, dans S_ .

g

Remarques 8.2 : (1) Cet énoncé n'est qu'un petit morceau des résultats

obtenus par Malgrange, qui est capable de décrire F(M) lorsque M est régulier
a distance finie, et est d'irrégularité de Katz > 1 au point a 1'infini.

Dans sa terminologie, les '"microsolutions globales de M'" décrivent les solu-
tions de F(M). Le terme ''microsolutions globales'" est justifié par le fait
que les microsolutions de M en un point x (i.e. les solutions a valeurs dans

C?;}IE) s'obtiennent en considérant la cohomologie du complexe Sol({/an)

support dans des secteurs d'ouverture > 7 et de direction donnée. Dans le
théoreme 8.1, on fait subir a ces secteurs des translations arbitraires : au
lieu d'étre microlocalisé (i-.-e. localisé en x et en E), on s'est délocalisé
(ou globalisé) en la variable x, mais on reste local en g .

/

(2) Dans le cas ou K est monodromique, on vérifie facilement que cette

définition redonne la '"transformation de Fourier topologique vectorielle"

du § 6.
Corollaire 8.3 : Pour g€ E’ - {0}, on a El(Lé): O pour i £ -1, et la dimen-
sion de 2_1(Lé) est égale au '"'mombre total de cycles évanescents pour K™ ' |
défini par
dim.tot.¢(K') = £ dim BHT'(8K')_ = £ [x(K] ) - x (K)o,
xEE XEE X
ou ¢K° est calculé vis-a-vis de Id : E~E=0C et x(—) dénote une caractéris-

que d'Euler, 7 étant un point général de E (tel que K' est localement cons-

tant dans un voisinage de 7).

Preuve : Soit £ 1'ensemble fini de points de E au voisinage desquels K’
n'est pas localement constant, et soit Sx 6 un secteur du type 8.1, conte-
9

nant % en son intérieur. Considérons le triangle distingué
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__>]RF(E K*)[1]

A

RI(E- SX,G,K y[1]

La restriction a E - SX 9 de K° est un faisceau localement constant, placé
9,
en degré -1, et de rang égal a —X(KT'])= dim ﬂl(l('),rl - Comme E-S_ g est con-
?
tractile, on a Hl(E—Sx e,K'):O pour i £ -1 et la dimension de H_I(E—SX e,K')
b ,
est égale a —x(K,h), donc X(]RF(E'SX’S,K') =X(Kﬁ) .

On calcule x(RI'(E,K’ ) par la célebre formule d'Euler-Poincaré sur une

courbe, qui lui attribue la valeur yx(K;)+dim.tot.®(K" ). On obtient

m
dim H ML) = —x(L1) = x(RIO(E,K" )= x(RI(E-S_ K" )
- g g€ X, 0
= dim-tot.®(K")
Traduction 8.4 : 3(M),E ~{o} est un fibré vectoriel a connection (intégra-

ble), de rang égal a dim.tot.2(K' ), ou K' correspond a M.

On peut donner du corollaire 8.3 une démonstration purement algébrique,
indépendante du théoreme 8.1 ; en fait, on prouvera 8.4. Par dévissage en M,
on se raméne A étudier deux cas (on identifie E & @'(T))

(a) M est a support ponctuel ; ce cas est trivial ;

(b) M est égal a 'F(]P1 - {»}-5,%), ou & est (le faisceau des germes de
sections) d'un fibré vectoriel sur IF'1 muni d'une connection méromorphe V
telle que (i) vy est holomorphe en dehors de {w}US, ou S est un ensemble
fini de points de ml , choisi minimal.

(ii) V est a poOles d'ordre < 1 aux points de S et en = (i.e-.
V. 3—'01 1(log,'(SU {w})@?}’/dans laterminologie de Deligne).
P

Le rang de G(M)IF'—{O} est égal a la dimension de F(M)/(g-1)F(M) ou encore a

celle de M/(—dd—x+- 1)M. Le théoreme 8.1 implique que %+ 1 opere injectivement
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sur M ; cela se voit aisément, car dans le cas contraire on aurait un morphis-
me non nuldeﬂ:[x,-ad;]/([[x,:id?] . (?d)-c-+ 1) vers M, ce qui est impossible, le premier

module étant simple et a singularité irréguliere a 1'infini. On doit donc

calculer 1'indice du complexe M _d/_dx_:_é M. Pour cela, on construit une suite

Mo:MliC...cM de sous-L[d/dx]-modules M, de M, tels que le complexe

k k

Mk M Mk soit a indice, et d'indice indépendant de k, et que M soit

la réunion des Mk. On vérifiera que

. d , e a
Mk/(dx+ 1)M,_ s'envoie bijectivement sur Mk+1/(dx+ 1)M
d/dx + 1
—_

k+1 °? et

M est égal a celui de Mk mﬁi}M .

on déduira que 1'indice de M K

On pose Mkzl"(]Pl—S,IF(k(m))) ; si t:% est une coordonnée locale en =, on

d 2 d . . d . .
a gx=-t" g 3 d'apres (b)), (ii), t . 4t Préserve F, donc F(k.x), et il en de
meme de t '—ddT ; donc Mk est un sous-C[d/dx]-module de M et en fait, on a
d . s .
d_x(Mk)CMk—l pour k>1. Filtrons ensuite chaque Mk par les
M _(£) = [(P',3(k.(=) +£.8). On a, d'aprés (b), (ii) et (i) : %MR(Z)CMK(L»J)

et chaque Mk(»@) est de dimension finie. On a une suite exacte
0 M (£) — M (£+1) —>(8,F (k. (©)+£.5)80g) —>H (P!, F (k. (2)+£.8)) .

Il existe 10 tel que pour % 24@0, on ait Hl(]P],E(k.(W)H@.S)) = 0. De plus,
pour £ assez grand, la fleche induite par d—dx-_+ 1 (ou par a(—i)-(- , cela revient au
méme), de Mk(£+1)le(£) vers Mk(X/+2)|Mk(f/+1) est bijective, en vertu de 1la

suite exacte plus haut. Cela signifie que le morphisme de complexes

a/dx + 1

Mlj[(z) . Mk\([:@+1)
M (£+1) d/ax + 1 M, (£+2)
d/dx + 1

est un quasi-isomorphisme. Le complexe Mk.______ﬁ‘Mk est donc a indice,

d/dx + 1
—_—

et son indice est celui de Mk(Xz) Mk(z+1) pour 4 >0, a savoir

dim M (£+1)-dimm, (£) = S| . rang(F).
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On doit encore vérifier que 1'inclusion du complexe Mk M Mk dans
le complexe Mk+1 MMk+l est un quasi-isomorphisme. Vu 1'injectivité de

é%a—l, il faut voir que si még Mk est égal a (é§4»1)m1, pour m1€ Mk+1 alors
m, €M _(en effet, on sait que Mkl(é%4-l)Mk et Mk+l|(é%4»1)Mk+1 sont de méme
dimension). Or m::(é%a—l)mlé Mk et é%(mj)t Mk puisque mlé Mk+1‘ donc
mo=m--S(m)EM .
On a donc prouvé que le conoyau de é%u—i sur M est de dimension égale
a |sl.rang(&). Comme M= F(Eﬂgﬁﬁﬁ ou le & ]—Module holonome R-S;%Z/a une res-
i

triction a P1—{m}-S qui est un fibré vectoriel a connection intégrable, et
~ 3 N
est égal a j,j 04?, ou j est 1'inclusion de P1-({w}lJS), on a
N N 1 p .
DR(MZ%n)= Rj, K[1], ou K est un systeme local sur P-({=} US) , de rang égal

a rang (F) Le faisceau Q(Rj*K)I est concentré en S, et son rang en un

1

N /oy
point de S est égal a rang (&).

On a donc dim.tot.¢DR(Z") = Is|.rang(F), ce qui conclut la preuve al-

gébrique du corollaire 8.3.

Une fois démontré 8.3 ou son équivalent 8.4, on prouve la généralisa-
tion de 8.4 au cas ou E est de dimension arbitraire ; on appelle rang géné-
rique de F(M) le rang de 3(M)|U, lorsque cette restriction de F(M) a un

ouvert U de E' est un fibré vectoriel a connection intégrable.

Proposition 8.5 : Soit M un D(E)-module holonome réguljer R.S, correspon-

dans a K'Eyﬂ(E). 11 existe un ouvert U de E' tel gque, pour € parcourantUu,

dim.tot.®(RE,K°) est égal au rang générique de F(M).

Corollaire 8.6 : Pour €€ U, le rang générique de F(M) est égal a

x(RT_(B,K*) - x(RI (=10, k¢ ) pour A€ € général

¢ “Too

Pour déduire le corollaire de la proposition, on observe que R[ (E,K")
(&

est égal a RI _(C,R3,K") et que JRFC@"(M.K 1 Jestla fibreen A de IRE(K
N !

| &
=)
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et on applique la formule d'Euler-Poincaré a RE K™ .

Preuve de la proposition : La démonstration du théoréme 7.24 prouve que

o A .
5 R F(M) = 3E'(fa pr1,ﬁ) ® o{1}xE' , ourlezﬂE ® M (on note
T

E' '
D(E') Ok D(E)
o
f_ (=) le faisceau de cohomologie en degré O de
w
C
J_ (=) = Ry (2, ® —)). Le & Module hol R.S ° * /{
_ = Rup ExE'hExE’J}‘ - g+ “Module holonome R.S /= pr = ¢
“r ExE" wg

. — * L . 3
correspond a Eg(mwm *(pr1K )(r]) ou r=dim(E). Le rang générique du trans-
1
o

. 3 3¢ R .
formé de Fourier de f pr1véﬁ restreint a {1}x E', peut se calculer comme 1le

%
le rang générique de J(EI* pr1-45 ® OCX{E}]) pour £ dans un ouvert dense
“e O xE )

U de E'. Il résulte de la proposition 7.21 qu'on peut remplacer

. - * oL L N .
Ry *(pr]K )(r] par Ruw, ,(prlK ){r] sans changer la restriction a {1}xE’
k] -

du transformé de Fourier. Finalement, le rang générique de F(M),est égal, en

vertu du corollaire 8.3 (ou de 8.4) a

— *
dim.tot. ¢(Hz Rw (pr K™ )[r] pour €€ U
- ' 1

T,! exie)’

. i — * .
donc a dim.tot.@(HS RE (K')). Comme pour i# 0, H; Rug , (pr K') est constant
- - - 9 -

sur € x {€} (puisqu’apres tout F(M) a seulement de la cohomologie en degré ),

quitte a rétrécir U, on a dim-tot.@(ﬂ; RE,K°) =0 pour i £0, d'ou résulte la

proposition.

Remarque 8.7 : La constante dim-tot-@(mglK') (pour € général) intervient
dans la majoration uniforme des sommes trigonométriques, qui fait 1'objet
du § 10. La proposition 8.5 donne un procédé de calcul de cette constante,
qu'il serait intéressant de rendre aussi efficace que possible. Notons que

si K™ = Ev[dim V], ot V" est 1'hypersurface lisse d'équation
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. . Sf e) 3 . .
M=D(E).&5\f) =D(E)/D(E). f + E D(E) . (axi . axj— Baxfj .a—)—(—i), du simple fait

1<i, j<n

F-
que V = 1(0) est lisse, donc ici

M = D(E)/D(E) . £ + DE) - {(xy wee X wee %) gom = () wee Ko X)) 5o
1=i, j=n 1 n X 3 i

dont on vérifie facilement qu'il est égal a

D(E)/D(E).€+ J__ D(E) . (x, -

(en utilisant le fait que (f,x "“';.i"';(.tj“'xn)=R(E))'

1

Donc F(M) =D(E')/I, ou I est 1'idéal a gauche engendré par -3—2—.----. 1
1

2
SE

et par les gj . (pour 2=< j=<n). Il est facile de voir que gr(I)

I
agj 1 6§1
est engendré par les symboles des générateurs de I qu'on a exhibés. Le rang
générique de F(M) est égal, pour § général, a la multiplicité d'intersection

en O des hypersurfaces L PIEERERE xnz(), §i.xi—§1.x]=0 (2< j=<n), qui est

égale au produit des degrés, c'est-a-dire a n-
d1 (12 d

Le calcul similaire lorsque l'*":)(1 Xy e +Xnn est un peu plus dif-

ficile (il faut commencer par trouver des générateurs du gradué de 1'idéal I)

et conduit, lorsque d >d, -...2>d_, a la valeur du rang générique de F(M),

a savoir d1 . (d2—1) e (dn—1) .

Remarque 8.8 : L étant défini au début du numéro, il résulte de 8.1 et de 1la

méthode de démonstration de 8.5 que pour ey , Lé est égal a ]RFT(E,K') ou T
est la famille de supports image inverse, pour £ : E~C, de la famille de
supports S introduite en 8.1 (ou on prend £ =1, de sorte que les Sx 6 sont

?

des secteurs de bissectrice horizontale). Notons que sur un fermé F de T, on
<x,E> -c x|
a une majoration le ™% | <K.e ° . Comme 1'a observé Deligne, cela semble

indiquer que X devait s'interpréter en termes de cohomologie "a croissance'.
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1X) LA TRANSFORMATION DE FOURIER-DELIGNE (d'apreés Katz et Laumon [Ka-Lal).

Sur les fibrés vectoriels en caractéristique p, 1'analogue de la '"trans-
formation de Fourier formelle'" est la transformation de Fourier-Deligne.

Je ne sais pas a quelle date cette transformation a été inventée par Deligne.
I1 1'a mentionnée dans un cours a 1'I.H.E.S. en 1980-81 ; on observera aussi
qu'elle joue un role géométrique important, quoiqu'implicite, dans la cons-
truction géométrique par Springer des représentations des groupes de Weyl
([S1]), sujet sur lequel nous nous étendrons au § 11.

Il est toutefois probable que cette transformation devait attendre la
découverte (par Deligne, Beilinson et Bernstein) de faisceaux pervers, avant
d'affirmer toutes ses potentialités. Au printemps 1982, Malgrange a exposé a
Paris ses idées sur la "transformation de Fourier vectorielle'" et des lors
Laumon s'est employé a défricher de maniere analogue les propriétés (bien)
cachées de la transformation de Fourier-Deligne. En collaboration avec Katz,
il en a déduit des résultats remarquables sur les sommes trigonométriques.
Presque tous les résultats qui suivent sont empruntés a leur futur article
[Ka-La], ou on renvoic pour toute(s) démonstration(s).

Soit k un corps de caractéristique p> 0, et £ un nombre premier, £ £ p.
Soit S un schéma de type fini sur k, E :L>S un fibré vectoriel sur S et

E’—E%vS le fibré vectoriel duale. On note

les deux projections p: E><E'—~A; la fleche d'évaluation.

S
—t - ~
Choisissons un homomorphisme non trivial y: E}'ﬁmz » ou @, est une cloture

algébrique de Q)-Soit h: A;: S[t]—oAé: S[x] le revétement d'Artin-Schreier
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défini par tP-t=x. Le groupe de Galois de ce revétement, isomorphe a IF_ ,

opere sur le Ez—faisceau lisse h*(@ Al)‘ On note £, le sous-faisceau de
’ =

v
h*(_}Z’A;) sur lequel ]F‘];1 opere par le caractere \j/_lz c'est un az—faisceau
lisse de rang 1 sur Aé .
Définition 9.1 : La transformation de Fourier-Deligne (pour le fibré E,

relativement au caractere {) est le foncteur J: DS(E’E)Z) ﬂDlC)(E' ’616) tel que
1L
. *_ . * .
F(K") = Rpr2 ,(p1K ® 1 Jl\y)[r], ou r est la dimension relative de E.
' - D—

Remarque : Pour étre cohérent avec les notations du ¢ 6, on devrait noter

ce foncteur & plutdot que F ; on s'en dispensera.

Exemple 9.2 : Soit S = Spec(]Fq) , ou q est une puissance de p . A tout objet
K™ de D:(E,az) associons la fonction y : E(]Fq) —*Ez définie par
K*
. % 3 i
x (x)=2% (-1)*Tr(F_,H" (K" )=). Calculons x (g) pour §' € E'(F ) . Le
. N x'— X AP q
K i F(K™)
"théoreme de changement de base propre'", appliqué a R pr, et la formule
)
des traces de Lefschetz, montrent gue
3 3 .
X (g) = (-1)" . >— X G)Tr(F .l £\1/J(x )
F(K") x€E(F ) K’ x5 '8
(-0 T (x).Tr(F. £, )
- T ° X tx).Tr <x,E>7 Ty <x,5>

x€E(F ) K
q

ou <x,§>=u(x,§)€A1(]Fq) . Un calcul élémentaire [Ka, § 3.-5] montre alors

que
X (g) = (-7 . T X ()wlTry |p (<x,5>))
F(K™) XEE(Fq) K’ q p
donc, a un signe prés, X est la transformé de Fourier, au sens ordinaire,
F(K™)
de y . Ce fait est bien entendu a la base des applications de & a 1'étude
K"

des sommes trigonométriques.
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On a une "formule d'inversion" tout a fait analogue a celle du théoreme

6.5

. ) Y p— .
Proposition 9.3 : Notons &' : DC(E ,QZ)-—-DC(E,Q)Z) la transformation de
Fourier (-Deligne) pour le fibré E', relative au caractere V- Si a: E-E

est la transformation antipodale, on a un isomorphisme naturel, pour K° dans

b Nl .
DI(E,T,)

FoF(K') ~a a K (-r) .

La démonstration est standard, a partir des faits suivants :

(a) si A;XA; Z\Aj est la loi d'addition, on a canoniquement
S >

* . R
z £‘1/= uE\VEJI (ceci est a comparer au fait que e¥ est un caractere de T,

v
, ¥* d d a’
donc pour L=CxT-T, T ({Il[x,-(—i;] | E[X,EJ . (K_ 1)) est le

o) o) &) 5] o) o)
Clx,,x,y5s—,5s—]-module C[x,,—]/(=—/)0C[x,,=—]/(==—-1)) ;
1’72 8x1 5){2 1 dx] dx1 2 sz ax2
n 1 .. n * o
(b) Pour £: Ak—»Ak une forme linéaire non nulle, on a RFC(Ak,g L\V) =0

ou k est algébriquement clos de caractéristique p (cf. [SGA 4 1/2, Sommes
trigonométriques, théoreme 2.7]).

On a maintenant 1'analogue suivant du théoreme 6.1

Proposition 9.4 [Ka-La] : 1) La transformation de Fourier-Deligne commute

aux changements de base,

2) Soit u : E=F un morphisme de fibrés vectoriels sur S, tu P E

le morphisme transposé. Pour K™ £ DE(E,@) on a canoniquement

F(Ru,K") = (tu)% F(K' ) rg F-rg E] .

- o s — . 1 . N - —
Corollaire 9.5 : Soit w: Ex E!' —oASxE’ ou w= ('Mq‘pl“z) (w(x,8) = (<X,§>,E)-

b S S
On a alors, pour K.EDC(F"QL)’ Eq(K'):,'F

*

(R o, pr, K™)

e Jiyxg LTEE-1D
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La démonstration 9.4 est ici tres facile (théoréeme de changement de
base propre) et 9.5 s'en déduit formellement, comme 6.2 se déduit formelle-
ment de 6.1. Introduisant le produit de convolution dans DS(E’EI,)’ comme

au § 6, on a le

Corollaire 9.6 : Pour F', G° dans D‘C)(E’ai’,)’ on a :

i/
F(F"#G") = &(G")®» F(G)[+ rg E] .

Corollaire 9.7 : Avec les notations de 1'énoncé 2) de 9.4, pour

H € Dg(E,(-I{L), on a F(u H') = R(tu): (F(H™)).

Poursuivant 1'analogie, la proposition 7.21 a pour pendant le théoreme

suivant, du a Laumon

Théoreme 9.8 [Ka-La] : Le morphisme naturel

Lo, IL

* . - * . *
Rprz’:(pr]K R W ,jj\l/)———)l? prz’*(pr1K ® £\1/)

est un isomorphisme, pour tout K’ &€ D:(E,al) .

On renvoie a loc. cit. pour la démonstration, qui consiste a démontrer

que pour E la compactification projective de E, et j: ExE' ~ExE' 1'inclu-

¥* N .
sion, le faisceau j,(n £ ) est localement acyclique relativement a la projec-

v

tion pr, ¢ ExE'-E. A titrede curiosité, signalons la démonstration suivante
lorsque le rang du fibré E-S est égal a 1 ; dans ce cas, il s'agit de mon-

3 .
trer la nullité de y(j, (n £\|/)) (y étant pris relativement a

Pr. — N
UxBE'——> U =3A', o0 U=TF- {0} est identifié a A', et est muni de la

3 %
coordonnée t=1/x). Comme j,(pn £ ) [2] est pervers, v=y(j,(n £ )) [1] est

W N4
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pervers, donc ¥ a au plus de la cohomologie en degrés O et 1. On voit facile-

—
étant la limite inductive des groupes H®(V xT,u £ ) (par abus de langage),

v

ou V parcourt les voisinages étales de (0,)?) dans Ux E' - {0}, M étant un point
générique géométrique de 1'hensélisé strict de U en O. Dans nos coordonnées
locales, on a nu(t,g) = £/t et la fonction £/t sur VxT n'est pas de la forme
gp-g+Cte, parce que revetement d'Artin-Schreier annsi défini de Ux E' est
horriblement ramifié le long de {O}XE'. I1 en résulte que
HO(V x-ﬁ,u*gﬁ

U %

pas de section non nulle a support ponctuel, donc est nul. La perversité de

) = 0, donc ﬂo(y)lE'—{0}=O 3 comme y[1] est pervers, ﬂ_o(_y) n'a

y[1] implique que B_1(_\k) est a support ponctuel. Si T§ : E' 2 E' est la trans-
. * 3 * * 3

lation par € E'(k), on a (Ideg) (p £\1/):u I;Wz,g)prlg (£W) ; comme la tenso-

risation par un faisceau lisse provenant de la base, n'affecte pas la dimen-

p . 1 . .

sion des cycles évanescents, on voit que le support de H (i) est invariant

par translations (dans E'). Comme il est de dimension O, il est donc vide.
Cet argument né se généralise pas aux dimensions >1, faute d'une théorie

suffisamment efficace des cycles évanescents. L'argument de Laumon est fondé

sur un calcul local, valable en toute dimension.

N —%
Remarque : Ci-dessus, la lettre { désigne le caractere ]Fp—o Qz , et la
¥*
lettre | soulignée le complexe des cycles évanescents pour j, (p SW) .
Corollaire 9.9 :. Si D: DE(E,a’a)nDE(E,a’Z) dénote le foncteur . "dual de Ver-
dier'", on a un isomorphisme canonique, pour K° & DIC)(E,EZ),

D(3K") = &(DK™)(r) ,

ou r est le rang du fibré E.

Corollaire 9.10 : Supposons que k est un corps fini. Si K € I)E(E,az) est
mixte de poids < m-— (resp. mixte de poids > p , resp. pur de poids ) ,
JT(K') est mixte de poids < m+r(resp. de poids > m+r, resp. pur de poids m+r).
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W
Preuve : Si K' est mixte de pcids < m, prlK est mixte de poids =< m (évi-

* . * .
dent) et Rpr2 ,(prlK DU £W) est mixte de poids < m d'apres [Weil II, 6.2.3],
st

donc FK° est mixte de poids < m+r .

. * .
Si K est mixte de poids =2 n, pr]K est mixte de poids > m (puisque pr1

*_ . #* P

est lisse), donc aussi Rpr2 s (pij ®1L£W) par la version duale du théoreme
*

de Deligne cité plus haut. On applique 9.8 et on trouve que F(K ) est mixte

de poids = m+r .

Corollaire 9-11 : (a) Si K° est pervers, F(K') est pervers ;

(b) & induit une équivalence de catégories entre faiceaux

pervers sur E et faiceaux pervers sur E'. En particulier, si K° est un fais-

ceau pervers simple, il en est de méme de F(K').

On utilisera au § 11 1'analogue (évident) de la proposition 6.8.

Proposition 9.12 : Soit f: T—S un morphisme de schémas de type fini, soit

ExT JL%T le fibré image inverse de E - S, pr,
S

G € DZ(E><T,62), on a des isomorphismes naturels

: ExT—-E la projection. Pour
S

Rpr1’1(3TG ) :3S(B?pr1’!(G ) et Pprl,*(STG ) :3S(H¥pr1’ G ).

3¢

On terminera ce numéro par l1'analogue du théoreme 7.27 .

Théoreme 9.13 : Soit Pl;i>s un fibré vectoriel, P=TP(E) =S 1le fibré pro-

jectif associé (quotient de E-S par Gm), E 1'éclatement de la section nulle

de E, de sorte qu'on a un diagramme
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On introduit de méme le diagramme

\%

B q' P

E'

Alors, pour K™ € DE(P,E)&), on a un isomorphisme naturel entre la restriction

. * L . 3t . .
a E' - S de F(Rn K°) et la restriction a E'-s deq' $(K")(-1), ou
%9 ou

* . , . .
@(K').—.Rpé,*(p; K')[r-2] est le "transformé de Radon de K" (notations des

5 O Al 1
§ge_t_3pourp1 etpz).

Démonstration : On considere le diagramme

. ~ * Ak *
qui montre que F(K') = R pr, ,(pr]q K '=2m p Jl\l/)[r] .
2,1

~
~

Factorisons pr_, en ExE' q><1d

P
z, PxE!' _Z,E'. On a

% oL * %
R(gxId), (prlq K'@9n u £)

3 L 3
R(gxId), ((gxId) proK ' mmn g )

v \Z
y . IL % %
= pr‘]K ® IR (gxId),(n n J:W) s
. *
ou pr  est la projection PxE'~P. La fibre de R(gxId),(n n J:\l/) en

* . ~
(x mod Gm,g)EPxE' est Bl'c(z,(gle) L), ou £cCE est la droite correspon-

v

dant a x mod Grv g i-e. "= A1.x ". Deux cas sont possibles

- si <x,E>#£0, on a ]chu’(gl,e)*"w”o
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- si <¢x,f>= 0, on a un isomorphisme canonique

¢

RI'C(ﬁ,(gl_@) ..E\I/) :6)@(—1)[-23 . On en déduit que

e

. . ~ * o IL — . N . s s
F(K") = Rp,, ,(pr1K 2 QL "Z‘)(-1)Lr—2] ou Z&PxE' est la variété d'incidence,
<y - )

Z={(x,€) tq <x,5>=01},et on note (incdiment ) @, = le prolongement par zéro
q © z,z p g P

a PxE' du faiceau constant sur Z.

On considere ensuite le diagramme, dont le carré de droite est cartésien

~
~ Py
2

—> E'=-S

p ]
1
P e——

~s 3

Oon a  F(K )=Rp,, (piq K)(=1)[r-2)
\E'—sz' 1
3. .
= q' Rpy, (p\ K')p, g(-1)[(-2]

= q'-"- ®(K.)|F'—S(—1) par définition de ¢®(K™) .

Remarque 9.14 : A la base de cette démonstration, moins maladroite que celle

du théoreme 7.27, il y a le calcul suivant, pour lequel on prend S:Spec(Fq) .
Si F est une fonction sur l’(]Fq) a valeurs dans 61, , on note ¥$(F) la fonction

sur PY(F ) a valeurs dans 6,@ , telle que ¢(F)(h) = T F(£4) pour
q ZEP(JFq)

t.q 4ch
h¢e PV('Fq) , (h€ PY est un hyperplan de E, et £ € P une droite de E).
A F on associe la fonction F: E(Fq) "az telle que F(x) =F(A . x) pour x £ 0
et F(O) = by F(£) si (F=x comre en 9.2, F=¥% w ) -
LeP(TF ) K’ Rn,q K’
q

Calculons la transformée de Fourier (au sens ordinaire) de F au point

€€ E'(]F‘q) s, ££40. On trouve :
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(3F)(2) = 2 F(x) - y(<x,2>)

x€E(IF )
q
= F(0) + l F(x) + 2 ;(x) - Y(<x,5>)
xEE(]Fq),x:O XGE(]Fq)
<x,&>=0 <x,E>#£0
D7 S S P S S S SRR
leP(Fq) Eep(m‘q) JZGP(Fq)
(£,q' (g)e€z (4,q"' (ENEZ
(on utilise la formule < _ y(A)=-1), donc
AETF
q
(FF)(E) = q. 2 F(£) = q &(F)(q'(£)) .
LEP(F )

(£L,q'(gN€z

Corollaire 9.15 : Soit ¢: D:(P,az)qD:(Pv,az) comme au § 3 et comme ci-

dessus
(i)  si K'GD:Z(P,QTZ) est pervers, ﬂ;(@(K')) provient de S (i.e. de la

forme Tch', pour F'GDE(S,@z)), pour i £ 0 ;

(ii) 1le foncteur K~ —ol_lou(é(K')) induit une équivalence entre le quotient

de la catégorie des @,-faisceaux pervers sur P par la sous-catégorie des

faisceaux pervers qui proviennent de la base (S§), et le quotient de la caté-

gorie des faisceaux pervers sur PY par la sous-catégorie des faisceaux per-

vers qui proviennent de la base-.

* .
Preuve : (i) Si K’ est pervers, Rn,q K'[1] est pervers sur E' - {0}, i.e.

o
b

pour i £ 1, E;(]Rn*q K°) est concentré sur le section nulle de S, donc
i *_ . . i i
3(3;(]Rr:*q K°) provient de la base d'apres 9.4. On a 3(&;(—)) :_li;(g(——))
d'apres le corollaire 9.11. D'apres le théoreme 9.13, pour i #£ 1,
i * . ¥ i-1, . . - .
_liu(q‘ #(K")) =q" l-l_u (#(K")) provient de la base, d'ou (i).
(ii) résulte de (i) et de la formule d'inversion pour &, compte-tenu

* N p .
du fait que Rmn,q est pleinement fidele ; détails au lecteur.
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Ce théorcme est 1'analogue de 3.23 (mais 1'analogie entre les démonstra-
tions reste a imaginer). Notons qu'aux § 3, 4, 7 et 9 on a donné des énoncés
de ce type (les deux derniers utilisant une transformation de Fourier). On
n’a malheureusement pas encore pu donner un sens précis a 1'impression (ren-
forcée par la comparaison entre les § 7 et 9) que toutes les transformations
de Fourier existantes sont compatibles. La préservation de la pureté par
Fourier-Deligne devrait avoir un analogue (en théorie de Hodge ?) pour la

transformation de Fourier formelle.
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X) ESTIMATION UNIFORME DE SOMMES TRIGONOMETRIQUES.

On étudiera des sommes trigonométriques du type suivant. On se donne un
espace affine E de dimension r sur F (muni d'une origine), ainsi qu‘un

faisceau pervers K’ e!f%(E,%), qui est pur de poids m. Pour ¥ n une exten-

q
sion finie de ]Fq , et g€ E'(IF‘q) , on considere la somme trigonométrique
S (y,n38) = > n. X (x) -y (Tr g | F <x,8>) .
K® x€E(F ) K'n n q
q q
3 .
Comme au § 9, y: Fp'*ml est un caractere non trivial, et
i ¥* i . .
X (x) =% (-1)1Tr(Fx,1{_1(K );). En d'autres termes, S (y,n;g) est la valeur
K" ,n i K"
en £ de la transformée de Fourier de x : BE(F") - az.
K*,n a
Exemple 10.1 : VCE est une sous-variété lisse, K' est le prolongement par

zéro de ﬁk V[dim V], qui est pervers et pur de poids dim V. Alors
A

\ i \% N . .
S (¥,n3&) = (—1)dlm( ) 2 n y(Tr n <x,&>). Si V a pour équation
' x€EV(F ) ¥ | T
q q p
X, -+ X_ = 1, par exemple, on obtient une somme de Kloosterman généralisée

(cf.[SGA 4 1/2, Sommes trigonométriques, § 7]).

On déduit aisément du § 9 1'estimation '"générique'" suivante de

S (y,n3g).
K

Proposition 10.2 : Si K'CLAZE,GQ) est pervers et pur de poids m, il existe

un ouvert U de E' sur lequel F(K') est un faisceau lisse, pur de poids m,

placé en degré -r. Soit N le rang de ce faisceau lisse. Alors pour

£ c E'(Fﬁ), £€U, on a

s (y,n3e)] < N. qnm/2

K
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Preuve : D'apres 9.10 et 9.11, F(K") est pervers et pur de poids m+r . Il
existe un ouvert U de E' sur lequel F(K') est égal a G[r], ou G est un fais-
ceau lisse ; comme G[r] est pur de poids m+r, G est pur de poids m, donc pour

nm/ 2

ccE'(F™), reU, ona ly (£)l =sN.q or x (g)=(-1)" (E) est égal
q ’ @D X@ X 9

F(K

a S (y,n3g), d'apres 9.2.
K

Bien entendu, la description précise de U, dans chaque cas concret, est
une tache délicate (voir par exemple [La 1]). La variante suivante de 10.2

mérite d'étre signalée.

Proposition 10.3 : Avec les notations de 10.2, supposons de plus que le

faisceau pervers K° est géométriquement irréductible, et que le "rang géné-

rique'" N de F(K°) est non nul. Si W est un ouvert de E' tel que la cohomolo-

gie de 3(K')Iw est concentrée en degré -r, pour tout g€ E'(Ez) , EEW, on a

encore :
_ n.m

ISK-(w,n;g)l < N.q 2

Preuve : K‘étant génériquement irréductible, il en est de méme de F(K")
d'aprés 9.11. On a donc F(K') = IC'(E',£), ou £ est un faisceau lisse
irréductible sur un ouvert dense l(, £ pur de poids m, d'apres [B.B.D.G.] ou
[Br3,82], compte tenu du fait que le support de F(K') est égal a E' (wvu
que N £ O0). De la définition méme de IC'(E',f) il résulte que
ﬂ—rlg'(E',L) = Ju(£), oli j : Ue—sFE' est 1'inclusion . On a donc

j(K.)IW = [j*(£)]’w{r] . Comme § est pur de poids m, IC (E',£)

est pur de poids m+r , donc mixte de poids < m+r, donc par définition
(L) est mixte de poids s m. La fibre de j, (L) en tout point géométrique

est de rang <N, d'od la proposition.
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Application 10.4 : Soit VcE 1l'hypersurface lisse d'équation x 1 =20.

1...Xr-

Admettant que N # 0O (ce gu'on démontre plus loin pour une caractéristique
"générale) je prétends que W = {E€ E't.g gi#o, 1 <i <r} satisfait 1'hypothése de

10.3 (d'ol une majoration des sommes de Kloosterman:

r-1
2
| z I‘U(Elx1+...+£rxr)|< N.gq
x € E(IFq)
X, ...x =1
1 r
1 . e
cf. [SGA4™ /2, Sommes trigonométriques, § 7]
r
L'action sur E du tore T, noyau de l'application produit Gm — Gm, stabi-
lise V, donc K° est de maniére naturelle T-équivariant ; 37(K') est alors équiva-
riant pour l'action contragrédiente de T sur E'. On sait qu'il existe une sous-

variété Z de E', de dimension < r-2, telle que pour & € E'(Efa)— Z(iﬁé), on a
i_ .
E.EE_(E":Z)g = 0 pour i #-r; de plus Z est T-invariante ; comme toute orbite

de T dans W est de dimension r-1,Z ne rencontre pas W, c.qg.f.d.

Pour calculer la constante N, on aura besoin d'hypothéses sur K° du type
"ramification modérée" relatives au complexe G’ = IRZI,prT(K[r—l](nOtations de 9.5)

1 1 1
sur A XE'.On note Jj: & XE' —3 IP XE' 1'inclusion

Définition 10.5 : On dit que K° est (tomographiquement) génériquement modéré s'il
. - R . 1
existe un ouvert dense U de E', et un sous-schéma divisoriel D de @& XU tels que

(i) la projection D —> U est étale surjective

L. . . . . . ) - 1
(ii) les faisceaux de cohomologie de G  ont une restriction lisse a (A X U)-D.

J

(iii) la restriction de E_(G') a D est un faisceau lisse

(iv) 31(G") est modérément ramifié le long de D et du diviseur {e«}x U.

Proposition 10.6 : Si les conditions de 10.5 sont vérifiées, pour tout £ € W(E%q),

H CH(K) est de dimension égale & y (IRT_(E,K’)) - X(mrc<g'1(>\) ,K')), pour tout

A €A UTq) tel que (XA,£) ne soit pas un point de D ; cette dimension est constante

sur W(E?q) et égale & la constante N de 10.2 .
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Preuve : D'aprés 9.4 (i) (commutation de }T sur un changement de base) on a :

i(x')g = 'E;'-E,(G")(llg) = ;(G‘IA]'X{E})

Des hypothéses impliquent que G~ iAlX{E} est modérément ramifié (y compris & 1l'in-

fini).On utilise alors l'analogue suivant de 8.3 et 8.4

. 1 —
Lemme 10.7 : Si H eijé(A ,Qg)est modérément ramifié, y compris &4 1'® , alors

pourgeal(_]Fq),E#O, onagi(j"”V(H'))(E:O pour i # -1 _e_tH (:’FH)) est de

< as - . -1 .
dimension égale & dim.tot. @(H ) = z dim H ~(@H")
= - x
x GE(IF‘q)
. 1
oa PH  est calculé vis-a-vis de Id : & —— & .
Preuve du lemme : Par dévissage, on est ramené aux deux cas suivants
(a) H' est & support ponctuel ; ce cas est évident
. . A 1 . . 1 . .
(b) il existe S fini < A - , ? un faisceau lisse sur V = A - S, modérément rami-
1 . L , 1 . .
fié sur IP°, tel que H = ix( %)y[1], ot i : V =“~—> A est l'inclusion. On a
1
H (a ,l*(S)Q 14)) = H QY ,1*(;) wa) = 0 parce que l*(j) Q"Z’w est sauvagement
ramifié & 1'infini. D'oG la nullité de H (-EF(K )) pour i #-1 et & # O.
Pour calculer la dimension de E_ (i(K'))g, on peut alors se contenter de calculer

x(I‘RFc( Al,H'Q g*o?fw)) lorsque H ' est plutét de la forme i!(y)[l]. La formule

d'Euler Poincaré sur V donne

1 * 2 ; ) *
mI (& ,H @ )y =- T (V, Y = &y x(v) + s @ )
X(RT (8,1 @ £.2) X(RT (V.G )) = g (G x wm<; el

I

rg(gl%[—l + # S]+rg(¢7?) = rg(‘v;i ). (# 9)

dim tot.@(H ), car H = i!(?, y[11].

ce qui démontre le lemme.

- i o .
Il est facile de voir que pour &€ W(]Fq) , on a H = (K )€= 0 pour i #-r ; en

i . i .
effet, H & K Mg = B 56 (4 gy

lemme 10.7 que ceci est encore égal a E_ J‘([I:U

comme or l'a vu plus haut, et il résulte du

J_+]_ . i+l .
](1’(2) et comme EU G
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vérifie les conditions de 10.5, la dimension de cet espace est constante pour
£ € W(Il':q) .0r elle est génériquement nulle (puisque K' est pervers) donc elle

est nulle sur W(IE“q) .

- .
Il résulte alors de 10.7 gque la dimension de H (K )E est égale a

. l-r . . i . _ X .
dim. tot QD(EU (G | )), et que dim.tot @(H (G IA]XE)) = 0 pour i #1-r. Appliquant

ale

>

la formule d'Euler Poincaré a G- |A1><€’ on obtient la proposition (comparer a la

démonstration de 8.5).
Cette démonstration a repris des idées de [Ka, § 4]

Dans 1l'esprit de [Ka, § 4.8 et 9] on en déduit un résultat sur 1l'estimation
uniforme (générique) de sommes trigonométriques. On se donne un sous-anneau R de €
qui est de type fini sur ZZ, un nombre premier £ inversible dans R, un fibré vec-
toriel ER sur Spec (R), de dimension relative r, et un complexe constructible K’

de faisceaux de Qg—vect‘oriels sur ER tel que, pour tout morphisme R ——=- IFq (oa

IFq est un corps fini) 1'image inverse K'xIE‘q de KXK' a E]:E‘ soit un faisceau
R
q
pervers, pur de poids m (en pratique, on étudie K'E(]: ; si c'est un faisceau pervers

du type _IS' (v, f/), ol le systéme local é a une interprétation géométrique, 1la

condition sera satisfaite quitte & localiser R).

Pour R —> ¥ _, on considére les sommes trigonométriques SK-XIF (V,n;&) ou
R
£ EE'(¥ n).
q
On considére le diagramme sempiternel
E_XE!
R
R R
X w
P 1/ \/ R
E 1><'EI'
R AgX Eg
R
et, par abus de notation, le complexe G = ]R_USR '(pr).l( (K°)[r] gui est & cohomologie
r .

bornée et constructible d'apreés [sGa 41/2, théoréme de finitude en cohomologie
2-adique, théoréme 1.1]. D'aprés [xa, §4.2]il existe un ouvert dense U de E‘R tel

que G soit bon sur AR X UR , ce qui signifie qu'il existe un diviseur D de
R
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1
A_ X UR fini et étale sur UR, tel que

R R
J - L 1 . . ~
(ii) les HY (G )|~ (oG U_ =(A X U_)-D) sont des faisceaux lisses sur U_ ;
= U R R . R R

(iii) les EJ (G") lD sont des faisceaux lisses sur D .

Il est alors standard qu'il existe un localisé R' de R tel que
(iv) pour R’ ——)]Fq, les _j (G~ X IFq) sont. modérément ramifiés (le long de D
R
et le long de {°°}><IE'IF ).
q

Dans cette situation, on a alors le résultat suivant :

Théoréme 10.8 : Pour tout morphisme R'm > IFq et tout £ € E' (IF‘q) tel que
~ 2 . .
£ e UR' on a : ISK.X —- (P,1:8&) |< N.g ot la constante N est égale a
R

IR E ,K"X - "X . [P "
X ( FC( <’ Rf.l:)) X(IRI'C(Ea:ﬂh), K RG:)) pour h un hyperplan "général" de E@, et

est aussi égale au rang générique de ﬁ (M), ou M est le D(EG:)—Module holonome R.S.

correspondant a K'E .

Preuve : Cela résulte facilement de 8.5,8.6,10.6 et du fait que les
X(IRFC(E,K’)),X(IRI“C(Eﬂh,K')) sont "invariants par spécialisation" en vertu des

hypothéses faites.

Remarque 10.9 : Ce théoréme est dd & Katz et Laumon [Ka -La], hormis le calcul
de N comme rang générique de ?(M) . Ce point me pardit prometteur & long terme,
puisqu'on sait bien gu'une étude fixe des sommes trigonométriques requiert des
méthodes cristallines. Une future théorie des "F-Modules holonomes'" pourrait trou-

ver ici un terrain d'expérimentation.

= cE! e i L..x -1 = . -
Pour R z, , et VZZ E 7z d'équation ®y X, 1 0, on prend pour K’ le pro
5 ) -1]1 a E__ .
longement par zéro de QQ;'VZZ [r-1]1 a 7z
On peut prendre Uzz le complémentaire dans E'ZZ de El. . .Er = 0; les hypothéses

précédant 10.8 doivent étre vérifiées (j'avoue que je ne l'ai pas fait). On trouve
donc la majoration (due & Deligne, cf.[SGA 41/2, Sommes trigonométriques, §7] des

sommes de Klosterman, d'aprés 8.7, la constante N de 10,8 est égale a r.
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Lorsque V est une "hypersurface diagonale" d'égquation

x + x +...+ x -1 =0 (avec d1 =>4 =2 ...=2 dn) on trouve, pour p général

2

et & € E' (JFq) général

r-1
; 2
| : ¥v<x, e < nog
x € E(]E‘q)
a 4
X 1+x 2+,_.+x r= 1
1 r
ou N=d, (dz—l)».. .~(dr—l)d'aprés 8.7. Lauron obtient dans [La 1] un résultat beaucoup

plus précis, au prix d'une étude fine de la géométrie de cette hypersurface.

§ 11. REPRESENTATIONS DE SPRINGER (DES GROUPES DE WEYL)

La construction originelle par Springer des représentations irréductibles
des groupes de Weyl [S1 ] utilise, comme on 1l'a déja remarqué plus haut, la
transformation de Fourier-Deligne (au moins implicitement). Comme cette construc-
tion est de nature géométrique, on va la rappeler en se plagant sur un corps

algébriquement clos k de caractéristique p > O. On se donne un groupe algébrique

réductif G sur k, d'algébre de Lie g, (vue comme schéma sur k). On se gardera
d'identifier y a son &ual g' ; on se donne une algébre de Cartan t de g,'.

comme dans loc. cit., on a une inclusion naturelle t' — 9' .

On note tc'> < t' 1l'ouvert des éléments fortement réguliers ("strongly regular" cf.
[loc.cit, § 2 ] . soit a' € t!, et soit O(A') = G.A' son orbite pour l'action

adjointe de G. Springer commence par calculer f(iﬁ,(3 (A‘))' Soit T< G le centra-
lisateur de t, B un sous-groupe de Borel de G contenant T, b cﬁ 1l'algébre de
Lie de B, NC B le radical unipotent de B, d'algébre de Lie 7@ . On considére 1la
version suivante de la "résolution simultanée de Grothendieck"

B
x

X =G (gI’VL)'L,g'

P

t! — s t'lw
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Alors g induit un isomorphisme de p'“1 (A') sur O(A'), donc
O o f LI L v
2 oy = Ra'x @y pi-1gany)- ona (1) M= G et
-1 B N B mt B -
p' "(A') =G X (A+bT) cG X oG X g-'. Notons encore ¢, (") le prolonge-

- = B .
ment par zZéro a G x %,' de ce faisceau. On veut calculer

g’ (@ _ ) = 3.’ (o ) : : . < .
G|B 2,p" 1(A') GIB‘QQ,G, E(A+b“'))qul habitera donc sur le fibré vectoriel
B

G x ‘} = (GIB) x 9———> g, dual de G % 9'—-——> 9' . Considérons O une section

locale de p'_l(A') X ,__.,GIB ; alors 5 1 est le translaté par

L,p' T (A")
-~ ; . J’ - . . . .
o de @ B N on calcule facilement GIB (0] B L en utilisant (9.4.2)
Q/IG x b i R,,G x b
pour
G xp* — 8 L% g
G| B
. . . . n+r
Si n = dlm(g) , ¥ = dim(t), on a dim(b) = = et on trouve
(@ ) =g 5 [aim@-2daimm®") ] @imb)-dim(@))
GIB Toc Bt 2,6 = b
o r-n
=@ B [x]( > )
jz’:G x b

A la section g de X__, G|B est associée une fonction (encore notée 0 ) sur

B B B
G x g (o G x (gl’}’{,)),i.e.o : G xg—————)ml . On a alors
- * -
F (@ -1 ) = [o b ]IG x b [x] (%2) . On note que ol g = p'* a"),
GIB 2,p' (") vole G x b
donc c* £‘P est indépendant de ¢ . On peut alors calculex -‘3((52 O(A')) au
moyen de la proposition 9.12, oa S = Spec (k) , T = G|B , E = g'—>Spec(k) ,
_ =z FE _ . ¥ r¥-n
G @ -1 On trouve que (QSL,O(A’)) IRq*([A ,ﬁw]lG x b )y [r] ¢ 5 )
L p (a") B
B

ol g : G x b_.._>g est un avatar de g, et oid A' désigne la fonction

B P A' 1 -
G X b——3yt__ 51 . Calculons la fibre de (/r(Q,Q oA )) en un élément A€ g
’
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nilpotent ; alors la restriction a q_l (A) de la fonction A' est nulle, et on a
simplement
S (P = Iy xr-n
@ oy = RC &, 2 [x]
5 O -1 o C o< C oo . .
ou = d (a) < est la variété considérée par Springer dans [loc.cit, § 3.2]
Le calcul précédent a été fait pour A' € té fixé ; il convient de le

faire varier, donc de considérer t(') comme espace de paramétres. On considére donc
l'inclusion X X t(')*_> (G| B) x 9' X té de fibrés vectoriels sur (G|B) X t('j ;
dans X X té , on considére l'intersection T de X X t(') avec le graphe de

' v P AS : B [ 1 5 :
p' : X__,to . On considére la fonction W : (G X b) X tO —e A décrite comme

B ,T
le composé de (G X b) X t(’)ip__d_),

t X té et du morphisme d'évaluation (noté u
1 B
au § 9) t x t! ———>®’ , la restriction de u a (G x Db) x {a'} est la

fonction notée a' plus haut. On a alors

— _ * r-n
s((GlB) x ! (QIL,I‘) = (H iw Nie B by el =] o)
Dans 9' x t(') , on considére la sous-variété lisse (& = {(£,A') t.q. £ € G.A'}
de sorte que & N (g' x {A'} ) = Oo(A'). BAppliquant 9.12 comme on 1l'a fait plus
haut, on trouve :
— * r-n
F@, ) =R x1a), ( u ;£¢> [r] 52)
Pour A nilpotent, il résulte du calcul de 5(@2 O(A'))A , et de la commutation
’

de F aux changements de base, que la restriction de .f(rﬁz ) 2 {a} x t' est
S o
constante (i.e. ses faisceaux de cohomologie sont des faisceaux constants). Par

ailleurs, comme ) < g 'oX té est visiblement invariant par l'action du groupe

de Weyl W sur le deuxiéme facteur, @ est W-equivariant, et il en est de méme

L, %
de g(QQ,I’J . On observe alors que si on a un faisceau constant %, sur té gui est W-

éguivariant,on a une action naturelle de W sur ?A' pour A' & 9, , parce que
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Cg/ = T(t', %). Ceci définit donc une action de W sur IR T (@ ,5 ) et en parti-
A o A'*L
culier sur les groupes de cohomologie Hl(@A,6 SL)' On peut en fait faire un peu

mieux (comme Hotta-Springer dans [ Ho-S ] ). On a

'7 — — r—-n
= x —_—
(QIL,G)I/X t'o R (q Id) , (QQ,(GEiOZ)xtc')) [ £] ¢ 5 )
- . B B y .
ol on note encore g le morphisme G x 47 G X b —> 9 et on en tire que

—_ * _
F@, 9| er TP T @9 087’

ol pr, : \/Vx €l l/V En d'autres termes, J(QQ 6)|//>< e pr vient de 47;
comme \f(Q ) est W-équivariant (pour l'action de W sur le second facteur)
2,®
on obtient une action de W sur J ~ lui-méme, ou sur
O @ e '
R @ B )
q * QQ/ l‘} X/”,

Par ailleurs, on déduit facilement de 9.4 que JGIB % t‘;(QBL, G 1>3<;Z)x t('))

- = = r-n . ' ' .
est égal a QS&. @ E%J.) « tcl,[ r]( ) . Projetant sur 9 x tD et appliquant

9.12, on trouve :

R (q' x 1d), (D, )=§t,(m(q x 1d) , 521

Q,Xxt! )[“r](g-z_—r—>
’ o o

(G B7M) x ¢!
(e}

d'ol une action de W sur R(g' x Id)* (® ), qui provient d'une action de W

2,X x tcl>
IRq'* @.QX) , par un argument déja utilisé.
4
Proposition 11.1 : Cette action coincide avec celle définie par Lusztig [ S2,§4f]
c'est l'unique action sur IRq‘* (Q,Q,X) = IC" (X, (q', Q&X))g' reg [-n] qui

rolonge l'action naturelle de W sur ¢g' (] ) (Q'reg ©¢Y' dénotant
E T X e J J' denotant

l'ouvert des éléments fortement réguliers).

Preuve : Le morphisme naturel

R(q' x Ia, @, o ) > R(q'x I, (@) )
’ O ’
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est W-équivariant, parce qu'en lui appliquant g on obtient le morphisme naturel

* *
B u ;2’9 [2r] (xr) (vu que U £11) est un faisceau
2o B xer v

B
lisse de codimension r dont la restriction & (G x /) X t' est le faisceau
e}

constant 59 ).

Testons ce morphisme au point (w(A') ,A') de g,' X té , ou A' € t('D et
w € W. L'image inverse de (w(A'),A') dans X X tc') est l'ensemble des (Ad(z).B,
Ad* (w) (') ,A') € (GlB) x %’ X t(') pour z € W. Le groupe W agit sur
cet ensemble, identifié & W, par translations & droite. L'image inverse de
(w(A') ,A') dans I est formée des z € W tels que Ad* (z—lwA') -A' € 7Z ,i.e.
de l'unique élément z = w. Si maintenant on fait agir W, € W sur (w(A') ,A') E g;x té
on obtient évidemment (w(A'), Wy (A')) (puisque W agit seulement sur le second
facteur) dont 1l'image inverse dans X X tcly est l'ensemble des (Ad(z).B, Ad*(w) a'),
Ad* (wl) (A')) comme plus haut, et l'action de W, considéré comme le groupe de
Galois abstrait du revétement X X t(')—; g X tc') est celle par translations a
droite. sur W. Par ailleurs, l'action de W sur @Cg' X t(') permet d'identifier

la fibre en (w(A'),A') de (g' x Id) 4 (52 l-.) (de base w) a la fibre en (w(A'),

wl(A')) de (g' x Id) (QSL,F) (de base w,wIl) .

Elle transmue donc l'action de W sur

(g' x Id)*(Q en celle de W par translations a droite sur W, fibre de

)

2,T
] ] ] 0 o s [ s 1 -~ - .

X x tO _—;% x to . Cela signifie que l'action de W sur Rq'y, (QZ,X) coincide

avec celle du lemme au point w(A'), donc partout.

Corollaire 11.2 : L'action de W définie par Borho-MacPherson [B-M1,2] sur

R p, (@ >1(3';1’) coincide avec celle définie par Springer.

L, G

Remarque % Pour l'action de W de Borho-Mac Pherson, on suppose que la forme de
Killing est non dégénérée et on identifie g' a g, %‘Lé b , 7’[{& b . Alors
Al
B N -_
X ——i; %' devient X =G X b—> (é L'action de Lusztig de W sur Rq} (QQ x)
’

permet de définir une action de W sur IRp, @SL G S%) , en utilisant le carré
’

cartésien
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G

N < G

J
N

<
oa N < % est la variété des &léments nilpotents de g, .
Preuve du corollaire : Ici 9 est muni d'une forme quadratique non-dégénérée

B
Ad (G)-invariante, donc il en est de méme du fibré vectoriel G X g sur G|B.
B

B
L'orthogonal du sous-fibré G X N est le sous-fibré G X b. Le transformé
— *
de Fourier de @ 2,6 E b s'identifie canoniquement & i, i @ e E’ o [-2dim b]

B B
(-dim b) oua i : G X ’l/l < G X b ; cette identification est donc compatible

aux actions de W.

Le point fondamental de la présente approche est qu'on obtient la décom-
position de R p, (@2 G E"VL) en somme directe de complexes d'intersections pour
r
des systémes locaux sur les orbites nilpotentes (cf. [B-M1 ]) simplement en
remarquant que IR qy (@2 X) admet une telle décomposition, et en appliquant la
’
transformation de Fourier-Deligne \T En effet, l'action de TT1 (g;reg'A') sur
la fibre en A' € g;:eg du systéme local, q, (52 X) se factorise par le gquotient
r
W= W(Z (aY) ,g,) de T (9- ) et la représentation de W s'identifie a la
% 1 reg
représentation réguliére.
-1
Le groupe de Galois du revétement g' ' E—— 4 A isomorphe a W, agit
g P q (greg) greg ! P ¢+ 8d
sur cette représentation réguliére par translations & droite. On a donc une

démonstration en somme directe

® @
W Yy J

]

a, (@ = Gz S

2%,
greg X

~
ol W est l'emsemble des classes d'égquivalence de représentations irréductibles

de W (sur le corps @2) , VX est l'espace de cette représentation T, et ﬁX est
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le faisceau lisse sur égéeg associée a l'image inverse de X a nl%?;eg' A')
(voir plus haut).

On en déduit : IRq, (@2 X) [n]-= I__C'(g',q!.: (62 x ))

@ [VX ® g’(g',:&x)]

ol

X € W

l'action de W sur Rq} (@2 X) [n] correspondant & celle de W sur VX . Comme

’
annoncé plus haut, il suffit d'appliquer 57 a4 cette décomposition pour obtenir une
décomposition isotypique de IR q, (EQ,G E ”° ). Par ailleurs, on a évidemment
ég[w]’__:;—* End g (R q 62 X[n]) d'ol par Fourier-Deligne :
0} o) B -
QQ[W] ~ En%Af(ﬂlp* QZ,G AR (cf. [B-M1]),

On a jusqu'ici travaillé sur un corps algébriquement clos k de caracté-

ristique p. Notons que tout ce qui précéde utilise seulement le fait que G est
déployé sur k ; en particulier, on obtient la décomposition de Borho-Mac Pherson
sur le corps E}), pour un groupe de Chevalley.

Notons incidemment qu'une lecture superficielle de [B-M1,2 ] pouvait
faire croire que Borho et Mac Pherson travaillent sur le corps des nombres
complexes. Il n'en est rien, puiscaue le "théoréme de décomposition" (cf.
[B-B-D-G ]) qu'ils utilisent est de nature essentiellement arithmétique, a
1'heure actuelle.

Cela dit, l'utilisation de la transformation de Fourier-Malgrange
permet d'obtenir (sur €) les résultats de Borho-Mac Pherson de fagon rigoureuse-
ment analogue & l'esquisse précédente.

Cette approche est essentiellement due & Kashiwara [K 4] [Ho] , qui a
identifié le D%?)—module holonome correspondant au faisceau pervers IRay (GX)
[dim g ] en termes de la théorie d'Harish-Chandra des "eigendistributions"
invariantes.

La comparaison entre les actions de W sur R (® B ) (en caracté-
q* X"'L

2,G

ristique p) et sur Rq,(C E N ) (sur le corps €) est a peu prés immédiate,

G

puisque dans les deux cas on considére la transformation de Fourier (de Malgrange
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ou de Deligne) d'un faisceau pervers monodromique sur g' , et que 1l'on dispose
el
des théorémes 7.27 et 9.13 qui, dans ce cas, relient & 3 la "transformation: de

Radon"”" (ou dualité projective).

Coda 11.3 : Une formule pour la transformée de Fourier de la fonction

caractéristique de N (Fq) < g(]E‘q) .

La formule en question m'a été suggérée par Springer. On suppose G
déployé sur Fg , et on suppose que g est "bon" (cf. [S1 ] ). on veut évaluer

3/( 1/1[) en § e?’ ',ou 1gnest la fonction caractéristique de ¢#%= i‘/f/’(l‘“q) ;:fést calculé com-
—%
meau §9%,en utilisant Y ;E‘p;, QQ, . Comme on l'a vu en loc. cit., cette transfor-

mée de Fourier est

n
- (=1)7.
)Sg’(QQ,'pV)
Comme on l'a vu plus haut, on a :

— —_ n-vr
j(JRq,'k QQ,X[n]) = Rp*QR,G B [n-r](—

)

et les décompositions isotypiques, indéxées par w’V , se correspondent. D'aprés
[B-M2 ] , pour X = & (le caractére £(w) = (—1)Z(W)) le facteur _I_(_:' (g ,;e)
correspond au facteur IC’ ((/V) par la correspondance de Borho-Mac Pherson. Des
compatibilités entre les diverses correspondances résulte alors que
4(]_;9.( g, L?e)) _ E (N (-r). Par ailleurs, on sait que ic’ (\/t/)\ =§2,‘/{/@imwf/] =
Q;L”V{n— r] c'est-a-dire que N~ est rationnellement lisse (Borho—-Mac Pherson le
prouvent en caractéristique O, cf. [BM2, §2.3 ]; leur argument s'applique ici
sans changement ) .

On trouve donc gf(E- ( ?'ﬁa )) = 52 M/l[n— r] (%_r) et en appliquant la

’

formule d'dnversion pour j de 9.3, on trouve

7 @ - ¢ o
J(er,lr[n r]) (gc_(cz,ﬁe)) no ()

(g, %) O

~ 1
d'ou finalement == Ot = q X1c® :
ic (g, fﬁ)
— (>4
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La représentation Ve de W associée au caractére € admet une résolution

du type suivant, oa P parcourt les sous-groupes paraboliques de G contenant B,

et oad r(P) dénote le rang de P (si P correspond & un sous-ensemble S de A, on
a r(P) = card(s))
0O—>.... & Ind" _ 4 ee. @&  1nd" 1 @, [wl v e
. wW(p) —> W(P) —_— =2 €
r(P)=1i r(P)=1

(o W(P) est engendré par les Sy ! pour o € S)

Comme c'est une suite exacte de Of[W}-modules, elle est scindée degré

par degré. On a donc une suite exacte de Qg -faisceaux pervers sur g'o

0 —s... r(?):i e (g 'glnd‘;;@ﬂ)m*_»E.(g"ﬁgl[m)_)l_q(g"%e)_—)O

, pour V une représenta-

(on a &tendu par additivité la définition de ‘gx a jv

tion de W dans un 51 -vectoriel de dimension finie).
Il est facile d'identifier ‘ﬁ W 4 1'image directe du faisceau
Ind

w(p)!

— P L '
constant @, par le morphisme G X %JD_QP_, g-' (pour A€ t! fixé la fibre en A

s'identifie & W|W(P)). Comme on sait ce morphisme "small" au sens de [G-M1 1,
on trouve

: vl = Rq' . (B P
€09 G ) = RAL L@ Py
Indy pyt i

on e XE.(g" (?Indw 1) x (“1)n-( L___—. 1)

(e Ad(g)P € G/,p(rq')
X' € Ad(;).da

‘- R
en identifiant /’a n E

¥

On trouve donc :
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X X"y = Z (—1)"‘+n # {ad(g)P € GIP(F ) t.q. X' € Ad(g).rf‘?}
I_g‘(f],fe) P> B q
% r(p)=1i
_ Z_ (_1)r(P)+n
P < G paraboliques sur Fq
t.g. x' € P
n-r -
et enfin : 3’(1%) (x') = q 2(-1f 2_ (-1 P
P c

G parabolique sur Fq
t.q. X' € 4

Cette formule était connue (en tout cas de Springer) pour X' semi-simple
fortement régulier ; on 1l'a "prolongé analyticuement" & g.' grédce a la théorie de
Goresky-Mac-Pherson-Deligne. C'est 1l& une illustration de ce gqu'onpourrait appeler

un principe de "prolongement analytique pervers" (dont on trouve, sans doute,

d'autres illustrations, non explicitement signalées, ailleurs dans le texte).
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