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J.-L. BRYLINSKI 

INTRODUCTION 

Depuis un peu plus d'un an, de nombreux mathématiciens se sont rendu compte 

des relations existant entre "cycles énanescents" (pour des faisceaux constructi

bles, ou même pervers) et "microlocalisation" (étude locale dans le fibre cotangent 

des z£) -modules cohérents, à l'aide des opérateurs microdifférentiels) . Ces rela

tions sont étudiées, de manière à peine implicite, dès 1976 par Kashiwara [K2] 

(et remontent en partie à [S-K-K]). Goresky et Mac Pherson ont apparemment mis à 

jour cette relation dans leur travail [G-M2] sur la théorie de Morse stratifiée, 

comme en témoigne un fragment de leur introduction, que nous reproduisons ici dans 

l'intérêt du lecteur : 

"A primary object of study is the complex link of an i-dimensional stratum of 

a complex stratified subset of n-space. This is (roughly) the intersection of a 

small turbular neighbourhood of that stratum with a nearly generic plane of dimen

sion n-i-1. Points in the complex link represent normal complex directions away 

from the stratum—in the language of Hormander, a neighbourhood in the complex 

link is "microlocal". The proofs in this paper involve the study of complex links 

of strata in the complex link, i.e. "micro-micro local analysis, micros-local ana

lysis, and so on". 

Un aspect important de cette relation, à savoir la définition d'un"cycle ca

ractéristique", dans le fibre cotangent, associé à un faisceau pervers sur une 

variété analytique complexe lisse, qui col'ncide avec la variété caractéristique du 

dÔ -Module holonome correspondant (au sens de [Me 1,2,3],[K-K]) a été clairement 

observé par Deligne et par Mac Pherson, sur la base de la note [B-D-K] montrant 

que l'invariant topologique qui apparaît dans la formule de l'indice locale de 

Kashiwara n'est autre que l'obstruction d'Euler locale de Mac Pherson. On trouvera 

une intéressante application topologique dans [LE-Me]. 

La question se posait, dès lors que les cycles évanescents vivaient dans le 

fibre cotangent, et qu'en un certain sens on pourrait faire "opérer" des trans

formations canoniques quantifiées sur des cycles évanescents de faisceaux pervers, 

d'étudier les transformations canoniques d'un point de vue topologique, et de les 

faire opérer sur les faisceaux pervers (et complexes constructibles) eux-mêmes. 
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TRANSFORMATIONS CANONIQUES, DUALITÉ PROJECTIVE 

La réponse était probablement connue de Kashiwara et de Malgrange ; grosso modo si 

X et Y sont des variétés complexes lisses et si Tz (xxy) - le fibre conormal à Z 

dans xxy est tel que les projections TZ (XXY) ->T* (X) et T * ( X X Y ) ^ T * (Y) sont génériquement 

des isomorphismes, l'analogue de la transformation canonique quantifiée (qui per

met de transformer un ^^-Module en un ^.-Module) est l'opération suivante sur les 

complexes constructibles 

F* h-? IRp' *p^* F-
Z 

p1 DP2 

X Y 

On trouvera aux § 2 et 4 des énoncés précis. 

Bien sûr on peut considérer F» -»-IRp' p'*F»; toutefois, dans de nombreux cas, la 

"différence" entre ces deux opérations n'est pas bien grande, et disparaît même par 

une microlocalisation (au sens topologique) convenable, comme nous l'expliquons au 

paragraphe 2 . 

Dans l'étude de ces "transformations canoniques topologiques", on rencontre 

deux surprises agréables : 

(1) Bien que les identifications entre T^ et TY dépendent du choix d'une 

"quantification" de la transformation canonique, et qu'il n'y ait pas d'identifica

tion plus naturelle que les autres, il existe un ( j ^ ) -bi-Module intrinsèque 

qui permet d'identifier la catégorie des ^-Modules (sur un ouvert de T-*X) à celle 

des "S^-Modules (sur un ouvert de T*Y) ; 

(2) L'étude d'une transformation canonique très belle (X=IPn ,Y = (Ip n) V , Z est 

la variété d'incidence) permet d'obtenir des résultats assez surprenants sur les 

faisceaux pervers sur ip n : "modulo faisceaux constants", la transformation précé

dente est inversible, et préserve les conditions de perversité ; en particulier, 

modulo des faisceaux constants, le transformé d'un faisceau pervers irréductible 

est un faisceau pervers irréductible. On généralise ainsi au cas singulier un résul

tat connu sur 1'irréductibilité de la monodromie des cycles évanescents dans la 

cohomologie en dimension moitié des sections hyperplanes d'une variété lisse. C'est 

l'objet du § 3 (théorème 3 . 1 , corollaires 3.3 et 3 . 6 ) , qui s'appuie sur les 
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méthodes "microdifférentielles" du § 2 ; Mazur m'a fait observer le caractère al

gébrique (ou micro-algébrique ? ) de la transformation canonique définie par Z ; ce 

point est développé à la fin du § 3 et est repris à la fin du § 7 (7.27 et 7.29). 

De toute manière, on trouvera au § 3 un traitement purement topologique de cette 

transformation (faisceaux sur lP n) -> (faisceaux sur ( I P n ) V . Les propriétés fonda

mentales établies au § 3 seront prouvées au § 9 en caractéristique positive, à 

l'aide de la transformation de Fourier-Deligne. Il convient, bien entendu, de faire 

observer que cette approche par la "géométrie de contact" de la dualité projective 

ou, ce qui revient au même, de la théorie de Lefschetz , est enracinée profondément 

dans la géométrie du 19^ siècle, et culmine chez Lefschetz lui-même, bien que la 

géométrie algébrique contemporaine semble l'avoir quelque peu négligée. Il me sem

ble d'ailleurs qu'elle clarifie la notion classique de pinceau de Lefschetz, que 

nous généralisons en 3.7, 3 . 8 , 3.9, 3.14, 3.16, au cas singulier. Il est clair que 

la méthode des pinceaux devrait jouer un rôle important dans une démonstration par 

récurrence de mes conjectures sur la théorie de Hodge pour la cohomologie d'inter

section [Brl],[Br2]. J'essaie d'ouvrir la voie en esquissant un plan de démonstration 

que la filtration que je définis sur (X) , pour X une courbe plane singulière,donne naissan-

ce à la bonne structure de Hodge, à savoir celle de H (X) ,où X est la normalisée de X. Dans ce 

cas, la méthode des pinceaux consiste à projeter X sur IP * de façon "générique" ; 

on décrit alors IH (X) comme H (IP , ) où le système local associé à la représen

tation de permutation du groupe fondamental d'un ouvert de IP sur les feuilles de 

X -> IP1 

J'ai été aussi inspiré par le traitement très géométrique des fronts d'onde et 

des opérateurs de Fourier intégraux, dû à Guillemin et Sternberg [G-S], Guillemin 

m'a fait observer que la définition topologiques des variétés caractéristiques, 

mentionnée plus haut, ressemble beaucoup à la définition de loc. cit. des fronts 

d'onde (dans les deux cas, on projette sur une droite).Inspiré également par leurs 

observations sur la transformation de Radon ([G-S] et par une question de 

Guillemin, j'ai étudié la version topologique de cette transformation (où X =IP n , 
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TRANSFORMATIONS CANONIQUES, DUALITÉ PROJECTIVE 

Y est la grassmannienne des k-plans de HP*1, Z est encore la variété d'incidence). 

Je suis ici une méthode purement topologique (cf. § 5) pour obtenir la caractéri-

sation de l'image de la transformation de Radon, ainsi qu'une formule d'inversion. 

Les résultats obtenus sont des "analogues symboliques" de ceux de Gelfand-Graev-

Vilenkin [G-G-V], Gindikin-Henkin [G-H], etc .... 

La deuxième partie de l'article est consacrée à trois types de "transformations 

de Fourier", à leurs relations et à quelques applications. La transformation de 

Fourier vectorielle, à la Malgrange, envoie un complexe de faisceaux sur un fibre 

vectoriel E->X, "invariant par homothéties de rapport positif" sur un complexe de 

faisceaux sur le fibre dual E'-* X. J'ai eu connaissance de cette construction de 

Malgrange par des exposés qu'il a donnés à l'Ecole Polytechnique en Mars 1 9 8 2 . 

J'en rappelle les propriétés principales au § 6 , en m'appuyant sur des notes de 

Verdier. Pour nous E est en fait un fibre vectoriel complexe sur X, et on fait 

agir la transformation de Fourier sur des complexes de- faisceaux "monodromiques" 

sur E. 

Le long § 7 est consacré à établir le lien entre la "transformation de Fourier 

formelle" pour des modules sur une algèbre de Weyl Œ [ x, -g— ] . J'ai dû incorporer 

quelques sorites sur les *0 -modules algébriques holonomes, et la notion 

"singularités régulières" pour de tels modules. L'outil essentiel est ici, outre 

les travaux de Mebkhout [Mel , 2 , 3 ] , la bonne filtration canonique d'un ^-module 

holonome à singularités régulières, due à Kashiwara et Kawai[K-K]. La comparaison 

entre les 2 transformations de Fourier se réduit, grâce à une idée de Malgrange, 

au cas d'un fibre de rang 1, qui permet uncalcul explicite, Je donne une démons

tration de la commutation de la transformation de Fourier-Malgrange à la dualité 

de Verdier, fondée sur l'étude des transformations canoniques topologiques au § 4 

(cf. proposition 7 . 2 1 ) . Enfin le § 7 se termine par la description de la relation 

entre transformation de Fourier-Malgrange et transformation de Radon (d'un 3 P n 
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vers l'espace projectif dual) . C'est l'objet du théorème 7 .27, dont la démonstra

tion est purement topologique. 

Le § 8 est consacré à un lemme sur la transformation de Fourier formelle en 

dimension 1 (corollaire 8 . 3 ) qui permet de calculer le "rang générique" du trans

formé de Fourier d'un Œ[x_ 
3 

Bx 
-module (à singularités régulières) ( 8 . 6 ) . Ce lemme 

joue un rôle crucial dans la "majoration uniforme de sommes trigonométriques" 

(cf. § 1 0 ) . On en donne une démonstration due à Malgrange (et s'appuyant sur ses 

travaux inédits sur l'irrégularité en dimension u n ) , ainsi qu'une démonstration 

purement algébrique et sans doute peu élégantes. 

Au § 9 on présente des résultats de Laumon et Katz sur la transformation de 

Fourier-Deligne (en caractéristique p ) , dont le plus remarquable est le théorème 9 . 8 

(dont une preuve est esquissée dans le cas de dimension 1) En 9 . 1 3 on prouve une 

relation entre transformation de Radon (de IP vers (IP ) ) et transformation de 

Fourier-Deligne, formellement identique à 7.27. C'est la seule approche connue pour 

établir l'analogue du § 3 en caractéristique p ; elle m'a été suggérée par Deligne. 

Notons qu'on n'a pas à l'heure actuelle d'analogue des résultats du § 5 en carac

téristique positive. 

La transformation de Fourier-Deligne est particulièrement bien adaptée à 

l'étude de sommes trigonométriques. Les résultats du § 10 sur ces sommes, concer

nant des majorations pour p fixé ou pour p générique, sont presque tous dus à Katz 

et Laumon [Ka-La]. La seule exception est la détermination de la constante appa

raissant dans la majoration pour p générique, en terme de rang générique du trans

formé de Fourier d'un Œ[x_ fg 
3 x 

.-Module (théorème 1 0 . 8 ) . Le § 11 utilise les diver

ses transformations de Fourier pour tenter de réconcilier la construction par 

Springer des représentations des groupes de Weyl avec celle de Lusztig-Borho-

Mac Pherson [B-Ml],[B-M2],[S2]. Il s'agit en grande partie d'un analogue en carac

téristique p d'un résultat de Kashiwara, qu'il m'a communiqué en Octobre 1 9 8 1 

(cf. [K4]) . En 1 1 . 3 , on prouve une formule pour la. transformée de Fourier de la 

fonction caractéristique de la variété nilpotente (en un corps fini) , due à Springer. 
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Les relations entre ces diverses transformations de Fourier sont encore en 

grande partie mystérieuses. Elles sont fondées sur l'analogie profonde entre 

irrégularité d'une équation différentielle ordinaire et ramification sauvage 

d'un faisceau (£-adique) sur une couirbe de caractéristique p > 0 . A la lumière 

de ses travaux sur les équations irrégulières. Malgrange a introduit la notion 

de faisceau pervers sur une courbe, muni de "structure de Stokes" aux points 

singuliers, et sait faire opérer Fourier sur de tels objets [Ma2] , [Ma3]. 

Bien que des relations précises entre les théories en catactéristique nulle 

(resp. positive) soient difficiles, même à imaginer, on peut sans doute attendre 

de la dite analogie des progrès pour chacune d'elles. Il n'est sans doute pas 

exagéré d'estimer, par exemple, que la méthode par laquelle Laumon définit le 

conducteur de Swan d'un faisceau en un point d'une surface [La2] est fondamen

talement micro-locale. 

Le présent article a de nombreux points de contact avec l'article de [K-s] 

(de Kashiwara et Schapira) qui introduit et étudie le concept général de "micro

support" d'un faisceau, et étudie la topologie des transformations canoniques de 

manière plus approfondie et plus générale. 

Il me reste à remercier Pierre Deligne, Victor Guillemin, Masaki Kashiwara, 

Le Dung Trang, Bernard Malgrange, Zoghman Mebkhout, Robert Mac Pherson, Barry Mazur, 

Pierre Schapira, Jean-Louis Verdier, pour de nombreuses conversations relatives 

aux cycles évanescents et aux transformations canoniques, et pour m'avoir éclairé 

sur leurs travaux inédits. Bernard Malgrange m'a communiqué nombre de ses idées, 

lettres et manuscrits, touchant également à la transformation de Fourier ; je lui 

en suis très reconnaissant. Jean-Louis Verdier m'a fait parvenir les manuscrits 

[V 1 ] et [V 2] , et a joué pour moi un rôle très stimulant. En ce qui concerne la 

transformation de Fourier-Deligne et les sommes trigonométriques, le peu que j'en 

sais m'a été enseigné par Pierre Deligne, Nicolas Katz et Gérard Laumon ; dans le 

calcul de la constituante intervenant dans l'estimation des sommes trigonométri

ques, j'ai d'une part plagié [Ka] et d'autre part bénéficié du soutien théorique 

et technique de Bernard Malgrange. Enfin, l'étude des représentations de Springer 

via la transformation de Fourier est un pâle additif au travail de Kashiwara [K4], 

[Ho]. Je le remercie à nouveau pour de très utiles discussions à ce sujet ; 

l'encouragement et les conseils de Tonny A. Springer, Ryashi Hotta et 

Robert Mac Pherson m'ont été précieux,. 

Ce texte, écrit à l'automne 1932, a été remanié en Août 1984. Je remercie 

G. Laumon, B. Malgrange, et le rapporteur, pour leurs critiques constructives. 

Mes remerciements les plus vifs vont à Paule Truc, sans la compétence et 

la patience de laquelle cet opuscule n'aurait pu voir le jour. 
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I) TRANSFORMATIONS CANONIQUES TOPOLOGIQUES 

1) Cycles évanescents et variété caractéristique 

Soit X une variété analytique complexe, f : X -> Œ un morphisme analytique 

non constant. A un objet K* de la catégorie dérivée D^(X) des complexes bornés d'espa

ces vectoriels sur Œ à cohomologie constructible, on associe [SGA7 II Exposé XIV ] 

un objet <fyf (K*) ou ф(К"* ) de D^(X^) où X^= f ^ ( 0 ) , muni d'un automorphisme de шопо-

dromie T. Rappelons que pour ce faire, on introduit le revêtement universel 

Œ * p Œ * _ Œ _ ^ о}- et on note p : : Œ -> Œ l'espace topologique sur Œ déduit de С par 

adjonction d'un point 0 , de sorte que 

a) Q2 * est ouvert dans Œ 

b) p: Œ-^Œ prolonge p: <n*->Œ et p(0) = 0 

c) les p (U), pour U voisinage de 0 dans Œ, forment un système fondamental de 

voisinages de 0 dans Œ . 

On pose X = X XŒ, X * = X xŒ*et X * = X - X Q = X ^ Œ* , de sorte qu'on a un 

diaaramme commutatif 

X i j X 

P P 

X i j X 

cartésien au-dessus du diagramme 

0 
i Œ j Œ: 

P P 

0 
i 

Œ 
j Œ 

A K • on associe 1 'objet ̂  (K •) = i*IR3* p'* j* (K •) de D b (X ) . 

S u r ^ f ( K
# ) agit 1 1automorphisme de monodromie T, correspondant à 1'automorphisme 

de Œ* au-dessus de Œ* associé au générateur canonique de 7T (Œ*). On a un morphisme 

naturel i*(K*) i|;.f (K>) qui est T-équivariant ; par définition $ (K") est le troi

sième terme d'un triangle construit sur ce morphisme. 
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Le morphisme de changement de base p*IRj*(j*K») -> IR j*p ' * ( j*K» ) permet de 

définir un morphisme i*IRj*( j*K> ) ~*^ f (K> ) . 

Dans D^(X*), on a un triangle distingué 

j*K- -HRp' *p' * j * (K- ) 
T.-Id 

IRP*: p'*j*(K') ->j*(K»)[ + l] 

En effet, on a j*(K«) = JRT (ZZ , IRp ' * p ' * j * (K* ) ) (Hochschild-Serre) , et pour M 

un C[ZZ;] - module, JRT (ZZ1,M) est représentable par M T-Id 
M 

On a d'autre part un morphisme naturel (de changement de base) 

^ I R p * (IRj *p** j*K* ) > i* dRj*p'* j*K» ) 

ou encore i*IR j*TRp' *p'* j '*K> (K- ) • 

On vérifie aisément que c'est un isomorphisme, en se se localisant sur X 

On a donc prouvé la 

Proposition 1 .1 : Il existe un triangle distingué naturel 

i*IRj *(j*K*) Yf (K) 

+ 1 T-Id 

yf (k) 

Le résultat suivant est dû à 0 . Gabber (voir [§ 3,Prop. 2 . 3 . 6 ] , [B-B-De-Gc]). 

Théorème 1 . 2 : Si K • est un faisceau pervers sur X, Yf-(K») [ - 1 ] est un faisceau 

pervers sur X 
o 

Nous allons en indiquer une démonstration. Elle résulte des deux lemmes 

suivants : 
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Lemme 1.3 : Si K est un faisceau pervers, les faisceaux de cohomologie perverse 

H1 (lO Y (K»)) de Y^ (K-) sont nuls pour i > 0 . 
— U f F —-—— 

Lemme 1.4 : YD Y(K»)) est (non canoniquement) isomorphe à (D ( K * ) ) [ - 2 ] . 

En raisonnant par induction sur dim(X ) , on déduit facilement le lemme 1.3 du 

fait que les faisceaux de cohomologie (ordinaire) de TJJ (K* ) sont nuls en degrés ^ 0 

(on utilise 11 estimation bien connue sur la dimension cohomologique des variétés 

de Stein). 

Pour la démonstration de 1 . 4 , nous suivrons une méthode de Beilinson et de 

Bernstein. Si F» est un complexe d'objets d'une catégorie abélienne (jU, sur lequel 

opère un automorphisme T, pour tout élément P non nul de Œ [T,T , nous notons 

F»p^ le complexe simple associé au complexe double F» :—> F»; si P divise Q, on 

a un morphisme naturel de F'p^ vers F^gj déduit du morphisme de complexes doubles. 

F 
P 

F 

Id Q 
P 

F 
Q 

F 

Si A admet des limites inductives, nous noterons F" _. la limite inductive 
det fin. 

des F^pj i les P€ C [ T,T ] - { 0 } étant ordonnés par divisibilité. On a un morphisme 

naturel de F» vers F», d'où un morphisme F 
(P) det fin. 

F 

Lemme 1.5 : Si CL est la catégorie des faisceaux de Œ - vectoriels sur Xq, et si F' 

est à cohomologie bornée et constructible, alors F 
det.fin. 

F' 

Le foncteur F • t > F 
det.fin. 

étant exact, on peut par dévissage supposer que 

F• est un faisceau constructible F placé en degré 0 ; comme le passage aux fibres 

commute aux limites inductives, on se ramène à une vérification fibre à fibre ; 

_ i 
on est amené à vérifier que si A est un Œ [ T , T ] - module de longueur finie, on a 

11m 

P 

Horn 

Œ[T,T 

(Œ [T , T ]/(p) ,A) = A et lim Ext 
Œ[T ,T 

(Œ[T,T ] / (P) ,A) = Q ce 

qui est immédiat. Ceci prouve 1.5 . 
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En représentant K* par un complexe de faisceaux injectifs sur Œ [ T , T ], on 

voit alors facilement au'on a \b(K9) — i*TRi . \ ( TRo '. n'*Kô ~\ 
det.fin 

= i IRj* [K-8 (IRp'* p'*Œ. 
X* det.fin. 

Ensuite p 1 Œ-* = IRp1 ! Œ_ est un faisceau lo

calement constant de Œ[T,T ]-modules libres de rang 1. 

Pour M un Œ [ T , T ] -module libre de rang 1, le complexe M. , est quasi isomorphe 

à M / P . M [ - 1 ] ; par ailleurs p'*Œ_* = IRpl Œ_* est un faisceau de Œ[T,T ]-modules 

localement isomorphe à ŒliT.T 11 on a canoniauement o'^ Œ_*=(n I IT . T II o 1 Œ * 
Œ [ T , T J 

Le complexe ŒLtT rT Jl .est non canoniquement quasi-isomorphe à Œ[T,T"" ]/(P) ; onpeut 

choisir ces isomorphismes pour P variable de sorte que pour P divisant Q, on ait un 

diagramme commutatif 

ŒtfT-^T*1]] <C[[T,T 1]] 

ÇL . isom. q.isom. 

œ[t,T 1 ] / ( P ) 
Q/p Œ[T,T ]/(Q) 

On dispose alors d'un quasi-isomorphisme 

IR p' * C X* det.fin. f IRo ' !Œ_* 
'det.fin. [1 

On en déduit que \p(K-) = i IR j ̂ [(IRp'i p 1 K * ) det.fin, [1 

= ì*IR j ^ i R p ^ p ' [ l ] 

Posant F- = IRp'j p'*K', on a i*IRj*{F-) = i " j , (F - )[ 1 J 

d'où on déduit, en utilisant la constructibilité du complexe i*IRj*(F-) 

D(i*IRj*F-) = i*Dj , (F-)[-!] = i*IRj*(DFO[-l] 

Le premier complexe est Dip(K-) [+l] , le troisième complexe est ^(DK*)[-l]; on 

a donc prouvé le lemme 1.4. 
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Corollaire 1.6 : Pour K- un faisceau pervers sur X, on a une suite exacte de 

faisceaux pervers sur X , nn il) (KV)Ï-11 
uni 

désigne le plus grand sous-faisceau pervers 

de I^(K-)[~l] sur lequel l'action de T-l est nilpotente , et N le logarithme de T 

sur II/(K- ) f -11 
uni 

0 Hii ;Ì* IR j* j-* K- lbK-[-l 
uni 

N 
i) (K- ) [-1 

uni 

H i*IRj* j*K- 0 

Preuve : Sur \U (K-) f-11 , 
uni 

on a N = A. (T-l) , avec A inversible. On peut donc rempla

cer N par T-l ; on écrit alors simplement la suite exacte longue de cohomologie 

perverse déduite du triangle 1.1, en tenant compte que 1.6 la raccourcit. 

Corollaire 1.7 : Sous la même hypothèse, 0K"[-l] est pervers. 

Preuve : On sait que H.,. (i*K-) = 0 pour k < - 2 , donc le foncteur F • > H (i*F*) 

M- — u 
des faisceaux pervers sur X vers les faisceaux pervers sur X est exact à gauche ; 

o 
le noyau N * du morphisme de faisceaux pervers K' > IRj*j*K* est à support dans 

X , donc H-,! (i*N*) = 0 . 

o — ^ 

Au triangle i*K* > \jjK' est associée la suite exacte de cohomologie perverse 

+ 1 
0K" 

0 H (0K-) H i*K* H M K H (0K* H (i*K* 0 

De la nullité de H_ (i*N-) résulte que H_ (i*K") s'injecte dans H (i*IRj*j*K ) 

donc dans H ( i *"1)K* ) = li) ^* [—1] d'après 1.6. D'où H..(0K') = 0 . 

Pour i > 0 , on obtient H (0K #) = H (ipK* ) = 0 , d'où le corollaire. 

Nous nous intéresserons surtout au cas particulier suivant de ce corollaire : 

x 6 X est un point isolé du support de 0K* (en d'autres termes, dans un voisinage 

de x, le morphisme f: X > Œ est localement acyclique relativement à K* en 

dehors de x) . Alors le corollaire 1.7 dit que H.1 (0K* ) ^ = 0 pour i / - 1 . Dans le 

cas où X est lisse, K*= Œ [dim x] et f a une singularité isolée en x^ on retrouve 

une théorème bien connu de Milnor. De façon générale, soit X non nécessairement 

14 
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lisse et X = M X une stratification de Whitney de X telle que la restriction 

à chaque Xa de chaque faisceau de cohomologie H (K*) soit un faisceau localement 

constant. Soit x e X . Si la restriction de -f a X~- admet un point critique isole 
o o 

en x, et si f est transverse aux autres strates X^ dans un voisinage de x, alors 

de nouveau f est localement acyclique relativement à K* en dehors de x (dans un 

voisinage de x), donc la fibre (0K*) a sa cohomologie concentrée en degré - 1 . On 

comparera ce résultat à [G-M3 ]. On peut aussi retrouver (à la torsion près) un 

résultat de Lê Dung Trang [ L e ] où X est localement ensemblistement intersection 

complète et K" est égal à Œ [dim X ], F vérifiant la condition ci-dessus. On 

s'aDnuie Dour cela sur la remaraue suivante : 

Sorite 1.8 : Si X est localement ensemblistement intersection complète, alors 

Œ [dim X] est un faisceau pervers. 

La démonstration la plus élégante (à ma connnaissance) consiste à plonger X 

(ou à vrai dire un voisinage de x dans X) dans une variété lisse Z, de sorte que 

X soit ensemblistement intersection complète dans Z. Il est alors connu que 

H 1 ( £9_) = 0 pour i 7̂  dim Z - dim X (comparer à [ S G A 2 ] La nullité du 

Q\ -Module à gauche H ( O ) implique celle du 3) -Module H ( ) , puisque 

H „ ((y ) = a©^ ® H r n ( (S) et que dû „ est fidèlement plat sur W, L Me. 1 J 

Mebkhout a démontré que (E = Sol (IR!.--,( C9 )) d'où on tire 

Œ = Sol(H. 
dim Z -dim X , 

( ¿ 0 ))[dim Z -dim X ] ; comme <E [dim X - dim z] est le 

complexe•solution d'un Dz -module holonome, Œ [dim x] est pervers d'après 

Kashiwara (cf. [K 1 ] ou [ Br 1 ] ) . 

Dans la suite de ce numéro, nous supposerons X lisse et K" pervers. On a 

K* = DR(£#j pour un unique Dx --Module holonome M àsingularités régulières 

[Me 1,2,3 ] [Br 1 ] . On souhaite comprendre le cycle caractéristique Cïi(c$) , somme 

algébrique des composantes de la variété caractéristique SS (^) de M comptées, 

avec leur multiplicité, en termes de cycles évanescents pour K*. Pour cela, en 

suivant [K 1 ] commençons par choisir une stratification de Whitney X = ili 
ad 
x 

15 
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telle que Cb,{c/f ) = I m .T* X X où m a est un entier > 0. D'après [Kl] ou [K2] la 

restriction de chaque E_ (K*) à chaque strate est un faisceau localement cons

tant. Il en résulte que si f: (X,x) >̂ (Œ,0) est un germe de fonction tel que 

(df) ^ U T* X, le morphisme f est localement acyclique relativement à K* en x. 

Considérons maintenant f: (X,x) ^ (Œ,0) tel qUe (df) soit un point 

de T* X (où Xa est la strate contenant x) et n'appartienne pas a T* X pour 

a ^ a • On dispose alors du résultat suivant de Kashiwara (légèrement extrapolé). 

Théorème 1.9 [K2, théorème 3.2.5] . Sous les hypothèses plus haut 0 (K*) ne 

dépend que du microlocalisé TX O 
D x x 

Mx d&rJr en x = (x,(df) ) et est donc nul 

s i m™ = 0. 
^o 

En effet 0r_(K*) [ -1 ] est isomorphe à 

F V -

TR Horn V) Mx (Cx gghhhhx) = TR Horn \o Tx, x O 

x, x 

¿ # ..Ce" 
x' xa ( x x 

Si de plus, le graphe de df coupe T* X transversale

ment au point x , H 0 (K") est de dimension ma et on a H 10_(K") = 0 pour 

i ï -1. 

Remarque : On n'a pas besoin ici de connaître la définition du Ct -Module à 

gauche C x R|v /" remarquons simplement qu'il est déduit du $ -Module à gauche 

B X„. X 
= H 

- [X. 

dim X-dim X™ 
Cr ) nar extension des scalaires de TR TR -8 à TT. 

Voir loc.cit. et [S-K-K, Chapter II, § 1] pour plus de détails. 

Corollaire 1.10 : Si_ (df)^0 SS(ûfé)M,£ est localement acyclique relativement à K* 

au point x. 

Corollaire 1.11 : Si (x,Ç) est un point lisse: de SS il existe un germe de 

fonction f : (X,x.) > (Œ,0) avec (df)^ = Ç qui soit non acyclique relativement au 

point x. 

Remarque : D'après Lê Dung Trâng (à paraître), le corollaire 1.11 vaut sans sup

poser que (x,Ç) est un point lisse de SS M ; on prend pour f une fonction dont 

le graphe coupe Ss(gJ(f} proprement en (x,Ç) ; la dimension de E_ ^^f^
K"^x est 
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alors égale à la multiplicité d'intersection ae Ch (¿̂ 2 ) et du graphe de df au 

point (x,Ç). Tenant compte de cette amélioration de 1.11 on obtient le résultat 

suivant annoncé dans [Br 3 , théorème 4.2.8]. 

Corollaire 1.12 : SS {¿¡4?) est 11 ensemble des (x, (dt) ) où f parcourt les germes 

f:(X,x) -MŒ,0) nonacycliques en x relativement à K'.On écrit SS (K ") =SS fc^jl où K*=DR^5 

Remarque 1 . 1 3 ; La combinaison de 1 . 9 et de 1 . 1 2 fournit l'interprétation topolo

gique annoncée de Chty^f) en termes de cycles évanescents pour K* = DR(^/). 

Remarquons de plus que 1 .9 montre, en un sens qu'il faudrait préciser, que lors

que le graphe df coupe transversalement SS C^/() en un point de T* X qui n'appar-

o 
tient à aucune autre composante de SS (c / ( ), le groupe des cycles évanescents 

H * (0.. (K* ) ) ne dépend pas de f, mais seulement de (df) ; c'est d'ailleurs la 
— f x x 

fibre en (x, (df) ) d'un système local sur T 
X 

Ci. 

X - ( u a = a 
T 
x 

x) . 

De plus, si une transformation canonique quantifiée, d'un ouvert homogène de 

T*X = T*X - T* X vers un ouvert homogène de T* Y , transforme T* 
X 
a. 

X en T* Y 

et T O M 
x D 

en le o -Module Of, Horn Tx O M cx 

a 
. ) est transforme en 

Hom Yu {ûV°tCz /Y ) Ceci exhibe en quelque sorte une propriété d'invariance des 

cycles évanescents par transformation canonique ; nous y reviendrons au § 2. 

Notation 1.14 : Si K*GID~(X), on note SS(K*) =» U SS (H"" (K* ) ) . 
c j_ — |i 

Sur le lieu lisse de SS(K-), on dispose d'un complexe Ev(K') (à faisceaux de 

cohomologie localement constants) dont la fibre en (x,£j s'identifie à 0 (K") 
f x 

où f: (X,x) v (Œ,0) est tel que le graphe df coupe SS(K*) transversalement en 

(x, Ç) = (x, (df) ) . On a H1 Ev(K*) = Ev(H1+1 (K*)) [ - 1 ] . 

x \l 

On a alors l'utile caractérisation des faisceaux pervers : 

Proposition 1.15 : K*G D (X) est pervers si et seulement si H1 Ev(K* ) est nul 

pour i ̂  -1 . 

Preuve : Supposons ir (Ev K* ) nul pour i ̂ -1 . Soit, pour un j^O, 

Ch(Rj(K*)) = S m 
a 

T 
x 

X . Il résulte de 1 . 9 que m est la dimension de la fibre 
a 

en x de H (Ev K * ) (pour x comme en loc.cit.), donc m = 0 et H (K ) = 0 . 
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II) TRADUCTION TOPOLOGIQUE DES TRANSFORMATIONS CANONIQUES (cas propre) 

Considérons un diagramme 

Z 

p)² p'1 

X Y 

où X , Y , Z sont des variétés analytiques complexes lisses, Z une sous-variété lisse 

dexxy, et p^ les deux projections. On suppose et p^ propres. On note q^ la 

projection T * ( X ' X Y ) => T * X et q_2 la projection T * ( X * Y ) > T * Y . On se donne 

un ouvert homogène 0,^ de T * X = T * X - T * X et un ouvert homogène Q,^ de T * Y = T * Y - T * Y 

et on suppose 

(i) q {Çl ) est égal à q (Q ) et est un ouvert de T * ( X X Y ) que l'on note Q . 
1 1 A A Z 

(ii) (q^) |^ est un isomorphisme de Q sur Q, ̂  (pour i = 1 , 2 ) . 

Ces conditions impliquent évidemment dim(X) =dim(Y). 

Nous considérons alors le foncteur F de la catégorie dérivée bD .. (JÉ) ) des 

^ coh ^ X 
complexes bornés de y£) -Modules à gauche à cohomologie cohérente sur X vers 

IDb (Dy) : 

F ) = f JLpfcM • 

Analysons F (̂  ) en commençant par introduire l'inclusion i :-Z * • > X X Y et les 

deux projections p : X xY > X et p : X xy > Y. Alors 

IL p1 (Dx) = O wy O1 p1 (Dx) wy O1 p1 (Dx) = O wy O1 p1 (Dx) wy O1 p1 (Dx) ( puisque 

j$ est plat sur ¿9^ • On utilise ensuite le 

Lemme 2.1 : Soit i : Z > V une immersion fermée entre variétés analytiques 

complexes lisses, et ̂ u n 2)^ -Module à gauche cohérent. On a alors 

/i * N = IRIV n {cV) [dim V-dim Z ] . 

Ce lemme est dû à Mebkhout [Me3]. 
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On a donc fi . JLD. *V9__ = ш г г _ п <P<*,Z7_) [dim X+dim Y-dim Z ] puisque3Lp'* ¿7 a de 

la cohomologie seulement en degré 0. 

On a ensuite F D x ) = f , p 1 *Dx = f f. i*PDx ou encore 

F(9T ) = Ш р / ПБ 
XXY/Y (H - L z j 

dim X-!-dim Y-dim Z (P- *ÜJ)) où D R 
XXY/Y 

dénote le 

complexe de De Rham relatif à la projection X><Y P2 Y 

CAT p1 * ('Ox) O 
'XXY 

N 
.... •p,*(Q „ a / Q 

xx y 

.... 

degré-dim X degré 0 

Lemme 2, 2 : SOIT^= Ilr dim X+ dim Y -dim Z i 
X* Y/Y 

(p * w 5 x ) ; alors DR, {Cv) a sa cohomologie 

concentrée en degré 0 ;1 1 inclusion naturelle deH, 
dimX+dimY-dimZ 

^XXY 
) dans of ^induit un 

isomorphisme <p 0 (<Z)Y>'Pi (#x>: - linéaire de 

p * 'S). )B 
XXY 

H dim X+dim Y-dim Z J vers H°DRvvv/v icY) 

Preuve : On filtre N# par les ÙV H 
dim X+dim Y-dim Z 

( p * 3 (m) ) et 

D R . ( № ) par les sous-complexes : 
x x y/y 

(m/) par les sous-complexes : 

D R XXY/Y (А/ m : MS m Г) * (О. ) й „ 
1 ""X' iV XXY 

N 
m'+l ... p1 * (O ma ) O0 

)^XXY ̂'
/m+dim X 

On a ar D R 
XxY/Y 

(CÁA = Ö 
Z/XXY ft 

XXY 

gr D R 
X 

T.e» comnlexe D R (A ) est une résolution de Q max 

(D 
1 X' 

par conséquent DR. (Pl'VlJ est 

nne résolution de p „* (fi 
,raax 

: de même crr DR. p/.//.) est isomorphe à p *(fi. 
.max. 
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On remarques que p* (ÇI max fi fi H 
>XXY 

dim X + dimY-dim ^ (9 X х Y 
est un 

(Po Q 9 „ ) ,p« (oö. ))-bi-Module. Par ailleurs, on dispose sur £f d 1 une structure de 

i к) X X Y c l Dx -bi-Module, qui définit une structure de (p2 (Dy) p1 (Dx)) -bi-

Module sur Ji'DR 
XXY/Y 

((/) ; on vérifie que ces deux structures se correspondent via 

1'isomorphisme du lemme 2,2. 

On a donc F(jy ) = IRp„ (p?Œ— fi<*3_ ) 
max 

O B 
'Z/XXY 

On s'intéresse au microlocalisé Ty Od F (Dx) restreint à l'ouvert £3 de T Y 

(on commet ici un abus de langage, puisque ̂  est un faisceau sur Y, et un 

faisceau sur T*Y). 

On a Ty O F (Dx) = IR prx) = IR pr (pr2 (T) O 
p2 -1 (D) 

(p1 O xp1 O x 
x x y 

B 
zyt 

= IRpr^ (p*rf 
max 

XX Y 
L p r ^ ( X ) ß 

xx y 
O Z/XXY 

O Ù pr 2:XXT*Y > T*Y . 

Maintenant le théorème affirmant l'existence de transformations canoniques 

( [s-K-K, chaptei: II, § 4.3] voir aussi [K 2 ,§2.3 ]) dit que le morphisme canonique 

entre faisceaux de Tx ZxT*Y 
-Modules 

pr„ ( V ) fi 
PZX ( « 

B Z/XXY h* ( T 
XXY O 

XXY 
B Z/XXY 

(où h est la projection de T* (xxy) sur zx (T*Y)) est un isomorphisme. Les hypothèses 

i) et (ii) impliquent que h est une immersion fermée de Çl vers Z Ç ^ • 

On peut donc écrire : 

9 F(i! )] / n = q2 [p1* O 
max 

O 
^XxY 

T B 
XXY 

Z/XxY 

= a •2* 
max 

fi 
/ X X Y 

C 
Z/XxY 

d'après la définition de C 
'Z/X x Y comme microlocalisé de K l 

"Z/X x y 
[s - K - K! et le fait 

que q 2 
induit un isomorphisme de Q sur Q, 
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Cette égalité est compatible aux structures de ( [~ , ^ )-bi-Modules des deux 

membres et montre donc que | Z„ » F(.0 ) ] 
fn2 

est naturellement muni d'une struc

ture de (<&__)) /q ,<P* ( "& v) ) bi-Module, où tp : Q O est 1'isomorphisme qui 

fait commuter le diagramme 

O 

q l q 2 cp 

O O 

Considérons maintenant l'avatar microlocal G du foncteur F ; G envoie un complexe 

M' de ( f„ ) / 0 -Modules , borné à cohomologie cohérente, sur un complexe G(-^*)de 

( *Z ) , -Modules, borné et à cohomologie cohérente : G {'M') = f iLp'* {J1!') . 

On a un carré commutatif de foncteurs 

D 
b 

coh 
D 

X 
F 

D 
b 

coh 
U 

Y 

microloc. microloc. 

D' 
D 

coh G n 
G 

D 
b 

coh 
H 

H 

Le théorème fondamental sur les transformations canoniques quantifiées dit 

que Z/XXY 
est égal à q i G 

.u et à q [ ̂  ).u, si u est un générateur 

local de C 
Z / X X Y 

De plus q. (T.. Q. (>_.)"-.uet CR- (>-_) q^ (o ) - u étle choix 

de u permet ainsi d'identifier [>J au faisceau d ' anneaux opposé à h^ Y 
x8y 

En 

particulier C Z / X X Y est localement libre de rang 1 comme q^ O -Module à gauche 

sur Q , donc [ o F (Dc) (Dc) G 
est localement libre de rang 1 comme cp̂  T 

O 
-Module 

à droite. 

Etant donné un complexe ^f*de G 
G 

-Modules, borné, à cohomologie cohérente. 

on peut le résoudre localement sur Q , par un complexe jC " de tG. -Modules 

libres, de sorte que G{tyC )est localement représenté par 

7 Ф F ( Л ) 0 
t (Y) 

C D * ^ - = G G 
CO* ( ÌT. 

( t) ( t) 
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Ceci démontre le 

Théorème 2.3 : Le morphisme naturel 

G( .) O 
CD * ( G v 

tp * w * ) G (6*6 ' ) 

est un isomorphisme. 

Localement sur X, on peut identifier Tx à son propre opposé ; on a alors, au 

moyen d'un générateur local u de C . , un isomorphisme (local sur ti ) entre 

Z/X x y *~ 2. 

h.(V ) 'x' / a 
et Cr. > 

Y m„ 
; G est alors déduit de cet isomorphisme. 

Corollaire 2.4 : G définit une équivalence entre la catégorie des ( ^ 
X /ti 

Modules à gauche cohérents et la catégorie des (^ 
Y' /ti 

-Modules à gauche cohé

rents. On a Ch (G (cil) ) = cp(Ch (?/£))• (la variété caractéristique, ainsi que les 

multiplicités, se transportent par 1'isomorphisme cp). 

Remarque 2.5 : Vu la symétrie de la situation, on a un fonteur similaire : 

( ̂  )'Y /^2~Modules à. gauche > ( ^ x ) ^ -Modules à gauche. On vérifie non sans 

peine que c'est un foncteur quasi-inverse de G. 

Il reste à tirer les conséquences topologiques de ces résultats. 

Le foncteur F envoie la catégorie D (A/ ), dérivée des complexes bornés de 

o6'^-Modules à cohomologie holonome R.S (i.e. à singularités régulières) sur 

D ( ^ y ) h r d'après [Mel],[Me3] ou [K-K, theorem 6.2.1]. 

Le foncteur DR("complexe de De Rham") normalisé comme dans [Br3, 

Définition 4.1.13] définit une équivalence de catégorie entre D(¿¿9 
X h.r et 

D (X) [Me3]. 

On a alors un diagramme essentiellement commutatif : 

D (.3 )h.r 
X>R 

D (X) 

F $ = IR p A o p ' * [dim Z -dim X ] 

D («8 )h.r D (y) 

22 



TRANSFORMATIONS CANONIQUES, DUALITÉ PROJECTIVE 

On en déduit l e 

Théorème 2 . 6 : Supposons que K* est un faisceau pervers sur X ; alors pour i ̂  0 , 

la variété caractéristique de H 1($K*)) est contenue dans T* Y - Q 

Corollaire 2 . 7 : Le foncteur K' H ?Ф(К*)) induit une équivalence entre le quo-
tient de la catégorie des faisceaux pervers sur X par la sous catégorie des faisceaux  
pervers K - tels que SS (K* ) Ci = 0 et le quotient de la catégorie des faisceaux per 
vers sur Y par la sous catégorie des faisceaux pervers K* tels que SS(K*) fl Q = 0 . 

Soit Ф ' = Шр|*р^ [dim Z - dim Y] . 
On a alors un morphisme de foncteurs : 

id > Жр1 о p'* > 3Rp' о p' * °3Rp' о p» 

Ж р ! o p ' * о Ж р ! o p ' * [ 2 dim(Z) - 2 dim(Y) ] 

ou encore id > Ф' о Ф - Microlocaleraent sur Q , c'est un isomorphisme. 

Pour К pervers, on a donc К > H ( Ф' ° Ф(K )) modulo la sous-catégorie 

des faisceaux pervers dont la variété caractéristique est disjointe de Q . 

Par ailleurs, H (Ф' 0 Ф(К )) est muni d'une filtration de longueur finie, dont 
У 

les sous-quotients sont des constituants de H 1 Ф'(Н 1ф(К )) ; pour i ^ 0 , un tel 

faisceau pervers a sa variété caractéristique disjointe de , d 1 après le Corol.2 .4. 

Il en résulte que Н ° ( Ф ' 0 Ф ( к * ) ) est isomorphe à ( H V ) O ( K ^ ) (K') dans la caté

gorie quotient. Le corollaire s'ensuit. 

Remarque 2 . 9 : Soit K* pervers, = SS (K* ) D , A 2 = cp(A1> c= . 

Soit (Y,y) => ((C,0) un germe de fonction tel que (df) est un point lisse de A^ 

et que le graphe de df coupe A ^ transversalement en (df)^. On a alors : 

0_($K*)) = R T (0 £ ,(p**K*). . ) [dim Z-dim X ] d'acres [ SGA 7,II,Exposé XIII, 
f y f o p ' ! / p . - l ( y ) 

2.1.7]. Supposons p j lisse. Alors la variété caractéristique de p ' * K # (un faisceau 

pervers décalé) est contenu dans Z £ T*X a T*Z ; par ailleurs, le graphe de 

d(fop') est contenu dans l'image de Zx T*Y dans T*Z . 

Soit (z=x,y) ; (x,^))un point de Z x T X qui appartient à l'image de Z X T * Y - * T ' * Z , il 

existe donc n 8(T*Y) tel que (Ç,-r|) appartienne à T*(XxY) . Si (y,n) e A c L , il 

existe au plus un point (z=(x,y) ; (x,^)) de Z * T*X satisfaisant ces conditions, 

à savoir (z ; (y,n)) où z est la projection sur Z de q (y,ri) 6 T (XxY).En ce 
2. Z 

point z, fop^ a même différentielle que gop^ , si g : (X,x) -> (Œ,0) a pour différen

tielle r en x. D'après la remarque 1.13, 0_(<£>(K')) est isomorphe à 0 (K*). Ceci 

donne un peu plus de substance à l'assertion de cette remarque selon laquelle "les 
cycles evanescents se comportent bien par transformation canonique" . Je subodore d'ailleurs 
que 1 ' hypothèse de lissité de p ' est ici inutile, mais je ne vois pas comment m' en débaras-
set à l'heure actuelle. 
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III) APPLICATION : DUALITE PROJECTIVE DE LEFSCHTZ 

Les théorèmes du §2 sont bien srûr d'autant plus forts que les ouverts O 

et O sont "grands". Il est connu (mais je n'ai pas de référence) que le seul cas 

où les hypothèses (i) et (ii) du §2 sont satisfaites avec O = T*X, O = T*Y, 

= T* (X-XY) est le suivant : X = P est un espace projectif de dimension n, Y = P 

est l'espace projectif dual, Z c P x P
V est la variété d'incidence : c'est une hyper-

surface lisse de PxP , les morphismes et p^ sont lisses. La projection 

T* (PxP v ) ->T*(P ) est un isomorphisme comme on le vérifie aisément en quotientant les 

deux espaces par l'action des homothéties : on a alors Z 2£ T* (P ) / CC* (existence 

et unicité d'un hyperplan de P passant par x G P et de direction donnée). 

Le théorème 2.7 et le corollaire 2.8 ont ici la signification suivante : 

Théorème 3.1 : Soit $ : D^(P) n (PI le foncteur. 

K* > $(K") = IRp' p!* (K* » [n-1] , et 0 = D (PV) D (P)le foncteur similai-

re, où les rôles de P et P sont inversés. 

(i) Si K* est pervers, H^($(K*)) est un faisceau (localement) constant placé en 

degré-n sur p V , pour i ̂  0 . 

(ii) Le foncteur K* > H o(0(K")) induit une équivalence entre le quotient de la 

-y 
catégorie des faisceaux pervers sur P par la sous-catégorie des faisceaux pervers 

K* constants (i.e. K*^ Œ m[n] pour un entier m) et le quotient de la catégorie des p 

faisceaux pervers sur P par la sous-catégorie des faisceaux pervers constants sur 

pV ; un foncteur quasi-inverse est donné par K* > H ° ( 0 (K*)) 

Il suffit de remarquer que si M est un -^-Module holonome tel que 

SS(cÁ() C = T ^ x (section nulle de T*X) , alors M est un fibre vectoriel (de rang fini) 

à connection integrable ; cela implique que si un faisceau pervers K* satisfait 

SS(K*) CT* X, K* est de la forme 3? [dim x] , où est un système local ; de plus, 

P étant simplement connexe, tout faisceau localement constant sur P est constant. 
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Notons (X^ (P) le quotient de la catégorie ¿^¿{'9) des faisceaux pervers sur P 

par la sous-catégorie formée des CCp[n] (faisceaux pervers constants). 

Lemme 3.2 : Les objets simples de (P) sont les images dans QA-P) des objets 

1C' (V,^) où V est un fermé irréductible de p et ^ est un système 

local irréductible sur un ouvert de Zariski dense de V , tel que a une mono-reg 1  

dromie non triviale dans le cas où V = P . 

Preuve : C'est une conséquence immédiate de la classification des objets simples 

de (J^ (P) [B-B-D-G] O U [Br3, §2.3]. 

Corollaire 3.3 : Soient V ert comme dans le lemme 3.2. Il existe alors une sous-

variété irréductible W dje P v et un système local irréductible sur un ouvert 

de Zariski dense de W , tel que H° (0 ( I C * ( V ) == F'* ait une filtration à trois crans 

reg p ^ 
dans < ^ ( P V ) : 

O d U (F * ) e n (F")cu (F*) = F* 

avec U (F*)/U (F * ) ̂  IC' (W, et 

(F * ) et ( F " ) / ( F *) des faisceaux pervers constants. Le couple (w, Q ) est 

du type 3.2 et est uniquement déterminé par ( V , ^ ) , 

Preuve : L'image de F * e °& (P V) dans £t(P VJ est un objet simple de (^(PV) 

donc est l'image dans ^L(PV) d'un objet IC * (W, Cj^) uniquement déterminé. On prend 

alors une suite de Jordan-Hôlder de F* ; tous les sous-quotients sont alors iso

morphes à Œ [n], sauf exactement un d'entre eux, qui est isomorphe à IC * (W, § ) . On 

pv j 

1 1 

observe alors que Ext v (Œ [n],Œ Jn]) = H (Pv,Œ ) = 0 pour obtenir le corollaire. 

Prenons par exemple JL= Œ ; sur 1' ouvert ^ des hyperplans de P transverses 
V r e g • 

à une stratification de Whitney donnée de V les H ( ̂  (±C_* (V) ) sont localement 

constants ; pour h G % , la fibre en h de $ (IC* (V)j est 

égale à IRT (Vflh, IC_* ( V ) / v H h ) ^ - n ~ 1 ^ = ^ ( V O h , IC_* (Vflh) ) [n ] an vertu du lemme 

suivant [G-Ml,Chapter 7]. 
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Lemme 3.4 : Si h est transverse aux strates d'une stratification de Whitney de V, 

on a : IC* (V)i,rrt ̂  = IC " (Vflh) [l ] . 

La fibre de Ĥ ftj) (IC'(y)) en h est alor s égale à H^Vflh, IC " (Vflh) ; le cas i ^ 0 

étant sans mystère d'après le théorème 3.1, considérons le cas i = 0; alors 

H° (vn n,IC* (Vflh) ) est la fibre en h G ¿6 d'un système local sur 

. Deux cas sont 
possibles : 

1) Ce système local est non constant ; alors d'après le corollaire 3.3, ce 

système local admet une filtration 0 czu^ (fô ) c : U 2 (f(p) <-®^$C) = <~fa telle que 

- g^ = U 2 {^4)j U1 HcfC) est un système local irréductible non constant. 

- U1n H <# ) et U , C $ / U , ( # > sont des systèmes locaux constants sur ùù « 

Dans ce cas, il est facile de voir que Ĥ (cJ)(IC_ (VJ) est égal à IC_ (P ) . 

2) Ce système local est constant ; la variété W du corollaire 3.3 est alors 

distincte de P (et irréductible, bien sur). On trouve un exemple de cette sorte 

dans [SGA 7II ;Exposé XVIII, §5.9]: n = 3 , i.e. P = :3P ,V est une quadrique lisse 

de P ; sur l'ouvert des hyperplans transverses à V, le système local dont la fibre 

en h est H° (Vfïh, IC" (Vfïh) ) = H 1 (Vflh,Œ) est nul, donc en particulier constant. La 

variété W est alors la quadrique duale de V et ^ est le- système local trivial sur W de 

rang un, dont la fibre en h 6 W est Œ .([&]-[£]) <z<E .[£ ] © Œ.[& 2] = H (Vflh,Œ) , 

où hf|V = £ D'après le corollaire 3.3, on a 

F* = H° (<É>(IC_" (V,5& )) = IC_* (W) . Pour des raisons de pureté (exposées plus bas) 

$ (IC* (V)) se décompose en la somme directe des H 1 (<j> (IC_* (V ))[-i], soit ici 

CC^V[4]© ICÎW,^,) © «C^vt2!- Prenant la fibre en h G W , on retrouve le fait que 

H2(Vfih,(E) est de dimension 2 (grâce au fait que la fibre en h de IC" (W) est CC [2]). 

Remarquons que lorsque V cip est lisse, Katz prouve dans [SGA 7 , 

Exposé XVIII, § 6] que pour n assez grand, le plongement de V dans IP (T (P, J? (n))) 

se trouve dans la 1ère situation ; il y aurait lieu de généraliser ce résultat 

au cas où V n'est pas lisse (il suffirait de démontrer que lorsque 

n S +°°, |y (IRT (VflZ , IC"(VfïI ) ) | 5> -i-oo , si Z est une hypersurface 

26 



TRANSFORMATIONS CANONIQUES, DUALITÉ PROJECTIVE 

générale de P de degré n ; on pourrait envisager d'utiliser à cet effet la formule 

de l'indice globale de Dubson [Du]. 

Le résultat suivant est de nature différente ; sa démonstration utilise un ar

gument de fonds et n'est possible à l'heure actuelle qu'en réduisant modulo p la 

situation et en invoquant les conjectures de Weil. 

Théorème 3.5 : $ ( I C " ( v ) ) est isomorphe à © H 1 $ (IC* (V))[-i]. 

Chaque faisceau pervers H $(IC"(V)) est semi-simple. 

Preuve : On a (p^ ) *IC* (V) = IC_" ( (pj ) * (V ) ) [ 1 -n] puisque p^ est lisse de dimension 

relative n-1. Il suffit alors d'appliquer le théorème de décomposition de 

Beilinson-Bernstein-Deligne-Gabber ( [ B - B - D , Théorème 6 . 2 . 5 ] ) à. 

IÇ*(p')*(V) . 

Corollaire 3.6 : On a $ (I£* (V ) = © H3" ($ ( IC * (V))) [-i ] et si on est dans le cas 1 ) , 
= i y 

($ (IC * (V))) est somme directe d'un faisceau pervers constant et de IC " ( P V ; ^ ) 

où (f est un système local irréductible non constant sur un ouvert dense de P . 

Preuve : Cela résulte immédiatement de 3.5 et des remarques déjà faites sur le 

cas 1). 

Dans le cas où V est lisse, on peut comparer les résultats précédents à ceux 

de lathéorie de Lefschetz. Le fait que ($ (IC ' (V) ) = H ĵ (<î> (Œ^.[dim v ] ) ) , restreint 

à l'ouvert de formé des hyperplans transverses à V, soit un faisceau pervers 

constant pour i £ 0 résulte pour i < 0 du théorème des sections hyperplanes de 

Lefschetz, et pour i > 0 de la dualité de Poincaré sur Vflh (où h € et du cas 

i < 0 . Il est connu dans ce cas que le système local ^ (alias système local des 

cycles évanescents : sa fibre en h 6 'fô est la "partie évanescente" de 

Hdim(V) -̂(Ypin̂ Œ;)) est irréductible. Rappelons brièvement le principe de la démons

tration classique [SGA 7 1 1 , Exposé XVIII, § 6 ] . est engendré par les "cycles 

évanescents", dont on prouve aisément qu'ils sont conjugués sous le groupe TT^(?^) . 

Si 6 est un cycle évanescent, on dispose de la transformation de Picard-Lefschetz 

T. G T\.{% ,h) celle-ci agit sur G-J. par T r(x) = x±(x.ô) , où le signe dépend de 

dim(V). Soit x G ^ - { 0 } ; il existe un cycle évanescent 6 tel que x.ô / 0 (on 

sait que la restriction à la partie évanescente de la forme d'intersection sur 
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H dim(V) 1 (YQ-Ĵ Q̂  est non dégénérée ; alors 

T (x)-x = ± (x.ô)ô est un multiple non nul de Gô ; donc le sous-espace TT. ( inva-
o 1 

riant de Gh e n <3" e n <^ r^ par x est égal à ^ L * 

La démonstration de l'irréductibilité de la monodromie de Gh qui résulte de 

l'interprétation topologique des transformations canoniques n'utilise pas la 

formule de Picard-Lefschetz et c'est une des raisons pour lesquelles elle vaut 

pour IC * (V) avec V c p singulier. Dans le cas où V est lisse, on peut se contenter 

du cas où Vch acquiert une singularité quadratique ordinaire, h se mouvant dans 

un pinceau de Lefschetz 2P^ c > P . Notons qu'un tel pinceau, d'axe L, définit 

un morphisme P - L ° > T*(P - L)/'Œ qui est une section de la projection natu-
m 

relie (on a O ( x) = (x, (df ) mod. Œ ) où f est une équation locale de l'hyper-

x x m x 
plan du pinceau passant par x ) 

Soit P* l'éclaté de L dans P ; alors O se prolonge de façon unique en 

O : P > T*(P)/Œ m. Soit L l'image inverse de L dans P. Le pinceau considéré 

est de Lefschetz si et seulement si 

(1) l'image de Q rencontre T*(P)/Œ^ en un ensemble fini de points (x_̂ , E, ̂  ) -^^^^ ' 

où aucun x^ n'appartient à L ; de plus ces 2 variétés se coupent transversalement 

en ces points. 

(2) pour K i ^ j^k, x. et x. ne sont pas sur le même hyperplan du pinceau. 

Dans ces conditions, un relèvement local de O à. T (P -L) au voisinage de x^ 

est y *»(y# .(df̂ ) ') , une sous-variété lagrangienne de l'espace cotangent qui 

rencontre transversalement T (P) ; l'espace H (0^ (Œ[dimv] )) est de dimen-

sion 1 (une sphère dans f^ (e) s'évanouit pour (e) 0 ) . 

De notre point de vue, T*(P) intervient ici comme S S d i m V] ) , 

L'irréductibilité de cette variété caractéristique est un miracle dû à la lissité 

de V . On est: conduit irrésistiblement à la 
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Définition 3.7 : Soit V une sous-variété irréductible propre de P . 

Un pinceau(linéaire) d'hyperplans de P, d'axe L, est dit de Lefschetz pour V si, 

avec les notations plus haut 

(1) l'image de O : P > T*(P)/Œ rencontre SS(IC * (V))/Œ en un nombre fini 

de points (x.,Ç.) , où aucun x. n'appartient à L et où (x. ,E.) est un point 
1 1 i < K k 1 1 1 1 

de lissité de SS(IC*(V))/Œ . L'intersection est transversale en chacun de ces 
m — • • 

points. 

(2) pour 1< i ^ j <k , x. et x. ne sont pas sur le même hyperplan du pinceau. 

Proposition 3.8 : Il existe un pinceau de Lefschetz pour V . 

Preuve : Considérons SS(IC* (V)) - T*P cT*P , et soit A son transformé par : 

T*p T*pv m on peut écrire A = ^ T* P V , où A est l'adhérence de A dans 

T*P et où les sont des sous-variétés lisses localement fermées de Pv 

Soit Pv = -LL X une stratification de Whitney telle que chaque Z. soit une union a a i 

de strates X . La proposition résulte immédiatement du a 

Lemme 3.9 : Si le pinceau IP1C pV est transverse aux strates , c'est un 

pinceau de Lefschetz pour V. 

Preuve : Vérifions d'abord la condition (1) de la définition 3.7. Il est immédiat 

que l'image par (p mod.Œ de im(G) est égale à (T*PV)i mod.Œ . La condition 

m | IP ̂  m 

signifie donc que (T*PV) . m mod. Œ coupe A/"CE transversalement en un nombre 

fini de points de lissité de A (si l'image de O ̂ rencontrait SS (IC " (V ) ) ) / Œ ̂  , 

A/Œ. couperait (T*PV) mod.:Œ. suivant une droite). La condition du lemme 
m * I IP1 m 

implique que l'intersection de ces variétés est finie (en effet H?^ ne coupe que 

les X^ qui sont de codimension 1 dans P v e t ce en un nombre fini de points) -

L'espace tangent à (T*PV) j _ mod.:Œ en un tel point d'intersection contient la 

I IP^ m 
fibre en ce point de T*PV ^ Pv ; si ce point est un point lisse de (T*Pv ) / c B m , 

la transversalité de Z . et de IP^ entraine celle de (T*PV) i mod. ce et de 

i 1 TP m 
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( T * P )/Œ - La condition (2) est, elle, dès lors automatique. C.Q.F.D. 

Remarque 3 . 1 0 : ici H_ (0 (V))) (notations comme avant 3 . 7 ) n'est plus de 
x 

dimension 1 en général (voir le § 1 et [ G - M 3 ] ) . On ne voit pas ce qui tiendrait 

office d'un cycle evanescent distingué, et a fortiori, comment généraliser la 

formule de Picaird-Lefschetz. De plus, A a plusieurs composantes, qui donnent 

autant de types possibles de dégénérescences pour "H (V ft hr±Ç_ (V fi h) ) . 

Cela dit, seuls comptent vraiment ici les T* P pour lesquels Z. est de codimen-

sion 1 dans Pv ; mais il peut y en avoir plusieurs tels Z . Si n = 3 et V est 

défini dans p = proj Œ [X^ ,X^, , ] par l'équation homogène X^ + X^ + = 0 , 

SS (IC" ( v)) est la réunion de T*P et de T| -.P où x est le point de P défini par 

X =X =X = 0 . On a alors A = T* v 

req 

PVU T 
H 

Pvoù V est le lieu des hyperplans de P 

tangents à V et où K est l'hyperplan défini par x. La composante T* P est de 

multiplicité 2 dans le cycle caractéristique, et le groupe de cycles évanescents, 

observés au passage par x d'un hyperplan d'un pinceau de Lefschetz, est de dimen

sion 2 . 

Le lemme 3 . 9 est bien connu dans le cas où V est lisse. 

L'utilité des pinceaux de Lefschetz est d'étudier la cohomologie (à coeffi

cients dans Ç[), ou dans Œ) des variétés projectives lisses par récurrence sur la 

dimension. Examinons le cas de V sous-variété propre irréductible de P (non né

cessairement lisse) et donnons-nous un pinceau de Lefschetz pour V (noté TP—> PV) . 

Soit V l'éclatement de VflL dans V, où L est l'axe du pinceau. Le pinceau étant de 

Lefschetz, L est transverse aux strates d'une stratification de Whitney de V (cela 

résulte immédiatement de la condition ( 1 ) dans 3 . 7 ) . Le théorème de décomposition 

pour TT : V ? V prend alors la forme suivante : 

Lemme 3 . 1 1 : IR7T+ IC* (V) = IC" (V) © IC_* (VflL) . 
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Preuve : Remarquons d'abord que la transversalité de L aux strates d'une 

stratification de Whitney de V implique que T T * IC_"(V) est isomorphe à son propre 

dual de Verdier. De plus Supp H 1 (iC * (V)) est une réunion de strates, donc a même 

dimension que Supp H " L T T * I C * (V) , qui en est l'image inverse par TT . Il résulte donc 

de la caractérisation du complexe d'intersection donnée dans [G-Ml, §6.1] que 

7T*IÇ/ (V) est isomorphe à IÇ_" (V) . On a alors I R T T ^ I C " (V) = 3RTT+Tr*IC_" (V) 

= IC" (V) «a IRTT. Q ~ 

— * v 

On a par ailleurs un triangle Qv IR p* Q v 

+ 1 

W" 2 ] 

puisque TT induit une morphisme propre et lisse de TT * (VfiL) sur V № , de fibres 

isomorphes à IP . On a donc un triangle 

IC'(v; IRTT* IC* (V) 

+1 

IC* (V) 
vni 

>2; 

Comme IC_" (V) | Vpj Lf~2] = IC* (VflL) , le lemme résulte alors de la semi-simplicité du faisceau 

pervers 3RTTT^ IJE* (V), prouvée dans [B - B - D ] . 

Le morphisme f : V-L ^ IP^ se prolonge de manière unique en un morphisme 

f : V > 3P ainsi noté par abus de langage. On s'intéresse à IRf^IC* (V) . Il 

est clair que le carré est cartésien. i 
Z 

df 
p v 

TT 
V 
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On a IRf5kIC*(V)= IRp' (i^IC* (V) ) 
IP 

puisque le diagramme 

V 
i 

Z 

P2 

V 
p IP 

f 

est cartésien et p^ est propre. 

Dans la démonstration du lemme 3.9, on a vu que IC * (V) = 7T*IC_" (V) 

On a donc mf^IC* (V)= IRp' (i T T*IC" (V) ) . 

= IRp'^ (pi*IC-(V))|3p 

= $(IC" (V) ) i ̂  [1-n] 

Posons pour simplifier = (IC*(V) ) ) . 

Pour i ^ 0 , "f. est pervers "constant". On a vu en 3.6 que 0 — -^o const. ̂  - o,ev 

où T est un faisceau pervers constant et 5* = IC " (PV,W ) . où C/ est 
^ o, const o ,ev > 

un système local irréductible non constant (sur un ouvert dense de Pv). D'après 

3.5 et 3.6, on a : 

0 (ic" (v) ) = © 
i é o • o,const. o e v 

On a bien sûr ( T ) I _ = IC *( IP, ,> I ) [ n-1 ] où U est un ouvert dense de IP 
o, ev j IP ̂  1 S i U 1 

(on peut prendre U aussi grand qu'on veut, pourvu que f soit localement acyclique 

relativement à IC_* (V) au-dessus de U ) . D1 où la 

Proposition 3.12 : On a m f ^ (1С (V)) = Ф 
i / 0 

)[ 1-n-i] © (-7T o. c o n s t 3 P „ [1-n] 

© IC* (IP. ,G) 

où G = g^1 u est un système l°ca-l irréductible sur un ouvert de Zariski dense U 

de IP . 

Preuve : Seul reste à établir le fait que G est irréductible, ce qui résulte du 

fait que pour l'ouvert de Zariski dense de PV considéré en 3.3, et prenant 

U =3P^n ô\j comme il nous est loisible, 1 ' homomorphisme de 7T̂  (U) vers T T ^ ( est 

surj ectif. 
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On veut ensuite calculer 3R H3P , 3R f ̂ (IC '(V) ) ) .Comme G est irréductible , non cons

tant, on a ; H 1 (3P . IC ( 2P . G)) = 0 pour i ̂  0 et H° (IP , IC * (TP . ,G) ) = im (H1 (U,G) "̂ H* (U,G)). 

Comme on connaît (pour i ̂  0) et 
o, const 

on obtient facilement la 

Proposition 3.13 : H°(V,IC*(V)) est égal à 

H (vnh,IC (Vflh)) 
const 

e n 1 (vflh, ic* (vflh) ) 

© ÏÏ°(JP , I£* (IP ,G) ) 

pour h un hyperplan général. 

Compte tenu du fait que il"1 (Vflh, IC" (Vflh) ) est isomorphe à ZH° (VflLyIC* (Vf)L) ) 

(par le théorème de Lefschetz "facile" de [G-Ml, Chapter 7])et du lemme 3.11. 

on obtient la 

Proposition 3.14 : H° (V,IC * (V)) est égal à la somme directe de 

H ° (Vflh, IC* (Vflh) ) et de im(H 1(U,G) — - > H 1(U,G)). 
-— const c ' 

Remarque 3.15 : Ce n'est rien d'autre que la décomposition en "partie non-

primitive" (image de L : H ~ 2 (Vflh, IC * (Vflh) ) £ H° (Vflh, IC_" (Vflh) ) et "partie 

primitive". 

On obtient de même la 

Proposition' 3.16: L' image de H - 1 (V, IC * (V) ) dans H ° (Vflh , IC " (VDh) ) est égale à 

la partie constante (i.e. invariante par monodromie) de 'lî° (Vflh,IC* (Vflh) ) (où h 

parcourt l'ouvert c/;) . 

Cet énoncé est connu sous le nom de "Théorème de Lefschetz" et est effecti

vement dû à Lefschetz dans le cas où V est lisse (voir [SGA 7II, Exposés XVIII 

èt XIX] , [weil II, Corollaire 6.2.12], [ B - B - D ] ) . 

Il semble raisonnable de penser qu'une adaptation aux modules holonomes fil

trés des méthodes qui précèdent devrait permettre à long terme, de vérifier ma 

conjecture sur la structure de Hodge de la cohomologie d'intersection d'une 
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variété projective (voir[Br1][Br2, §2]). Puisqu'il faut un commencement à tout,je 

propose un plan de démonstration du cas particulier où V 1 > F = 3P est une 

courbe plane irréductible. 

Je renvoie tout d'abord à des jours meilleurs la démonstration de l'asser

tion suivante, qui contredit aussi bien une affirmation de [Br2, § 1.2] que 

l'opinion des spécialistes. 

Proposition 3.17 : La filtration par l'ordre (modifiée comme en[Br1],[Br2, §1.2] 

des -Modules holonomes à singularités régulières est invariante par transfor-

mation canonique quantifiée. 

Si M est un 59p-Module cohérent muni d'une bonne filtration globale 

F ( ^ ) = i . Pl*c/{[n-l] est l'image dans Db v) d'un objet d'une catégorie 

dérivée filtrée, grâce au procédé de [Br2, § 2.1 ]. Il en est de même pour G ) 

si M est un Mp- Module cohérent sur T*(P) muni d'une bonne filtration (G est 

l'analogue microdifférentiel de F introduit au § 2 ) . Slc^f = ^ muni de sa fil

tration naturelle, G(d[) est un ^y-Module localement libre de rang un (voir 

les remarques après le théorème 2.3)qu'une quantification locale de tp:T*P T*PV 

canonique permet d'identifier à ^p V. On vérifie alors,à l'aide des calculs du 

§ 2 que la filtration obtenue sur G correspond ainsi à la filtration par 

l'ordre de ^hp V , à un décalage de n près. Comme tout ^ p -Module cohérent bien 

filtré admet localement une résolution filtrée libre, on obtient la 

Proposition 3.18 : Si L// est un 6^ -Module cohérent sur T* (P) muni d'une bonne 

filtration, la filtration sur G obtenue par le procédé de [Br2, §2.2 ] 

coincide à un décalage près, avec la filtration obtenue sur Gjj^f) en 1 ' identi-

fiant à ^ y a tp* ci{ grâce à une quantification locale de tp : T*P T*PV 

(i.e. cp* %p PV 
v c 
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Corollaire 3.19 : Dans le cas particulier où c%fc , holonome régulier, se trouve 

muni de la filtration par l'ordre modifié, la filtration sur G {¿"4^) obtenue par le 

procédé de [Br2, §2.1] coincide à un décalage près (de n) avec la filtration par 

l'ordre modifié de G ) . 

Cela résulte en effet des propositions 3.17 et 3 , 1 8 , Il résulte du corollaire 

3.6 que lorsque c^C = o¿{V,P) (V une courbe de P) de sorte que D R ( ¿ ^ ) = IC " (V) 

(la notation a été introduite dans [B^-K]). H° (F ) ) est extension de (P v,^) par-

un fibre vectoriel sur P v de rang un à connection integrable, et ^ est ici un 

système local associé à une représentation de T T ^ (í{ ) ( '/^ ouvert de P v ) qui se 

factorise par un quotient fini de i\ . 

h 
.CL 

v 

C 

h 

§'a Œ . a S Œ . b © Œ . c 

est engendré par b-a et c-a 

La filtration de <^?(PV,^) induite par celle de F ̂  est la filtration par 1 ' ordre modifié, 

donc coïncide avec la filtration définie dans [Br 2 ,§ 2.1]. On ne sait rien à priori 

en dehors de ̂  sur la filtration induite sur le sous-fibré vectoriel de 

H°(F(t^)). On restreint maintenant la situation à un pinceau de Lefschetz pour V, 

noté IP^ 1 1 / P v. Sur ^ (JP^ , G) (notation de 3.12) on obtient par restriction de 

la filtration de ( P v , ^ ) une filtration qui est celle définie dans [Br2, §2.2]. 

Par ailleurs la filtration qu'on obtient sur i*H°(F ( <^S est celle que le procédé 

de [Br 2, §2.1] définit sur H ° ( J (V,E)) où E est un voisinage de V dans P qui ne 

rencontre pas l'axe L du pinceau (donc fl est bien défini). 

I E 

On a une suite exacte O 
ip 

H° 'fg <#(V,E) ) Z(1P ,G) -) 0, 

Cette suite exacte est scindée , mais on veut connaître la filtration induite sur OIP1. 
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Lemme 3. 20 : Admettons la conjecture 3.21 plus bas. Alors la filtration induite sur 

¿9 est la filtration telle que toute section locale non nulle de @ -, est d'ordre 0. 
2P1 3P 

Preuve : Il ne se pose pas de problème qu'en deux sortes de points de TP : 

a) x € IP 1 est égala f (y) = f (z) , où y et z sont deux points lisses de V ; 

b) x 6 IP* est l'image d'un point singulier de V. 

Le cas a) se traite par un calcul trivial. Dans le cas b ) , par définition d'un 

pinceau çlê  Lef sciietz (cf. 3 .7) , h- = f 1( x) est transverse à chaque branche de V en x. 

Dans un voisinage de x dans P, considérons un système de coordonnées (y^,...,Y n) 

tel que f = y. ; alors s'identifie localement au sous -module de 
1 IP n v 

^ ( V , P ) / 
n 
E 

i=2 
3y, 

(V,P) engendré par un élément ù de^(V,P) qui n'appartient pas 

à 
n 
E 

i=2 

3 

3y ± 

c^(V,P) et tel que 
du 

3 y 
y appartient. Dans la suite de la démonstra

tion, nous supposons n = 2 et déterminons u explicitement. Soit f une équation 

locale de V et considérons l'élément u = 
"3 f/3 Y 2 ' 

f 
de î£ (V,P) = H 

V 
(O) = Op (v)/O 

(on note par [ g ] la classe dans ^(V,P) d'une fonction de <^p(*V) ) . 

On a supposé que V a une seule branche en x ; le cas pluribranche se traiterait 

de même. Alors U n'appartient pas à 
8 

3 y 
^(V,P) par contre 

3 

3 y 
(u) = 

9 

3 y 

3 f / 3 y . 

f 
y appartient. Il est clair que u est d'ordre 0 relative

ment à la composante 
V reg 

P Il faut voir qu'il est d'ordre < 0 relativement à 

la composante T*r -.P de SS(J^J(V,P)) ; or si on se microlocalise sur cette composan

te, on a u = 
3 

3y. 
(Log f ) . 

Conjecture 3.21 : Log f est d'ordre < - 2 relativement à T P 

La conjecture entraîne que u est une section d'ordre 0 de ̂ (V,P) et le 

Lemme 3.20. 
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i (IP.,!] ® [^(JP ,G) j ) étant donné que la flèche 

T(TP ,0/ & [£(3P„ ,G) ] ) d 
H (IP., ) est nulle (après tout 

H ° ( J f 
(V,E)) est semi-simple, cf. 3.12) et qu'on a la suite exacte 

0 LP 
f 

H ° ( f 
f 

Ì(V,E))] L (IP1, G) 0 

Il suffit alors d'appliquer le théorème de [Br2, § 2.2] selon lequel 

r(IP 1 /fijp 8 L^'(3P1 ,G)] Q ) détermine la filtration de Hodge sur ïï° ( TP1, DR c2T( TP 1 ,G ) ) ) 

pour obtenir la conjecture de [Br 1] dans le cas particulier considéré. 

Exemple 3.22 : (illustrant la démonstration du lemme 3.20). 

Supposons que V a pour équation f (Y, ,yJ = Y, + Yn et analysons micro-

localement , sur A = Tr,_-.Œ , la section u = 
3f/ y 0 

f 
= 2 

Y 2 

f 
de H ( c.£ o) 

On a évidemment (2y„ 
3 

3y, 
3y 

3 
3y 

+ 3) . u = 0 . 

Par ailleurs, on a 
3 

3y 
(u) = -6 

Y 2 Y 1 
2 

3 

3y. 
(u) = 

2_ 

f 

4y, 

2 

2 (y, -y. 

f 

Donc (y. -y~) fg +3y^ y„ ~FG (u) = 0 ce qui s'écrit encore, avec les nota

tions de [K-0, §2] et [K-K, §1.5], 
Y 2 

3 
3y (u ) G T'A (_2) .u • En combinant ceci avec 

l'équation précédente on obtient Y 2 ?7 
a 

3y 
+ 1 ) (u ) e >. ( -3 ) . u d'où l'on déduit 

(y 2 

3 
3y + 1) (y. 

3 

3y 
+ 2 ) (a) G ? A(-1) -

u- = 0 . 

On en déduit, par combinaison avec (2y 
3 

3y 
+ 3y, 

3 

9y 
+ 3).u = 0, 1'égalité. 
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(y1 3 
3y + y 

9 

3 y 
+ 1) 

2 
- (y, 

3 
3 y + Y 

3 
3 y 

+ 1 
? 

u G Ta (-1) 

donc u est d'ordre ^ -1 relativement à A . 

Les résultats principaux de ce paragraphe (théorème 3.1 et corollaires 3.3 et 

3.6) sont vrais en caractéristique p, grâce à l'utilisation de la transformation 

de Fourier-Deligne, comme on le verra au § 9. 

3.23 : Le théorème 3.1 s'étend à la situation 

S x Z 

S x P Sx pv 

où S est une variété analytique complexe lisse. 

Ici l'ouvert ^ 1 de T* (Sxp) est T*SXT*P et l'ouvert Q2 de T* (S XP V) est T*SXT*P V. 

Si K* est un faisceau pervers sur Sxp tel que SS(K*) soit disjoint de Çl , K* est 

de la forme q * F " [ n] , où q est la projection de Sxp ~> S et F* est un faisceau 

pervers sur S ; en effet comme K* est "constant" sur les fibres de q , 

on a K" = H£| (q*IRqJ)sK" ) = q* (H ^IRq^K* ) [n] . On dit que K* provient de S s 1 il est 

de la forme q*F"[n]. Dans l'énoncé du théorème 3.1, il convient donc de remplacer 

"faisceau pervers constant" par "faisceau pervers provenant de S". Les corollaires 

3.3 et 3.6 se généralisent de la même manière. 

Enfin, en réponse à une question de Kashiwara, nous calculons 

F(J> ) = 

P 2 

p'1 * D = IRp. (H Z U9 
P xPV O p* OO 

d'après le § 2. Pour la commodité du lecteur, je rappelle le diagramme 
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zz v 
P x p 

y p 
p 

p 
p 

p' 

On suppose n >0. 

On a une suite exacte Q pppp P * „ ( * Z ) H 
Z <p? fì") 0 

où p*ßp(*Z) est le faisceau des sections méromorphes de P Q , régulières en 

dehors de Z. On a R p ^ (p; ft0 (*Z) ) = 0 pour i >0 (d'après le "vanishing theorem" 

de Serre); par ailleurs on a R 1p^ 'p* O O = 0 pour i ^ n et 

Rn p2* (t* OH) = Op 

On a donc 

Proposition 3.24 : Pour n >2, on a H 1 (F {¿1 )) = 0 pour i ^ 0, n-1 

et de plus H (F(jfcM) = P , j H „ , ( p * f i )) = p„ . (p*Q 1 1(*Z)) 

et Rn p2* (t* OH) = Op 

On veut décrire plus précisément p_ (Hr -. (p*iT2 )) comme -Module à 

gauche. Il est muni d'une filtration naturelle, comme -Module, par l'ordre 

du pôle le long de Z. Le gradué de *L[2]^ ^p x p v^ pour la filtration par l'ordre 

(modifié) est isomorphe à la partie de degrés > 0 de l'image directe de CP * v , 
T

2

( P x P ) 
à un décalage près, du simple fait que Z est une hypersurface lisse de P><PV. On a 

Rn p2* (t* OH) = OpRn p2* ( 
P XpV 

(m-1) = N ®(m+1) 

Z/p xp 

où 
Z/PxPV est le faisceau normal de l'immersion Z c > PxP v (c'est un faisceau 

localement libre de rang un sur Z ) . Par ailleurs on a 

•y Z/PxP = p'1 * y (i) a p i * (9 d ) Comme & (-n-1 ) est isomorphe à M , on 

a P 9 , H . . (p * O ) ) (m) = 0 pour m < n et 

P . . , H (p *n"(n+i) = p i . ( P ; ̂  /<Lv(n+i))= /0 v < n + n 
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D'où un morphisme de ¿7 v -Modules à gauche 

B : Dv O (Ovn) O p2 (Hr„i(Pf^ )) 

Lemme 3.25 - ß est un isomorphisme : 

Décrivons la structure de F>(]>) = r(P,3 )-module à droite sur Dv O O(OcvP 
© -1 

D(P) est naturellement isomorphe à l'algèbre opposée à D(P V) : 

si (X , ...,X ) sont des coordonnées homogènes sur P, (E, ) les coordonnées 
o n o n 

duales sur P V,X. 3 
3x-

a pour imaae Ç. 
3 

gf 
L ' isomorphisme cp : D (P ) — > D(P V) 

ainsi obtenu est tel que Q.ô(Z X.Ç.) = <-P(Q).ô(£ X.£.); c'est donc une "quantifi

cation globale" de cp : T P T*P V. Je dis que Dpv 6à (O²n) fi-1 a une structure 

naturelle de ^ V -Module à gauche (de sorte qu'il devient un (^ v '0 
opp 
pv 

-bi-Module.) . 

En effet vj v gj 
6' t>v 

(fì" 
. &-1 

est un *7_v^O w ) Module, à droite, si ct-x,<Q"w> est l e 

faisceau des opérateurs différentiels de Q n 
P̂  

vers ft n V Òr Zf-oM v ' est isomor

phe au faisceau d'algèbres opposé à 4« Donc 9 V FI W TOX>'J a une structure de 

D (P ) -module à gauche, qui devient par , une structure de D(P)-module à droite. 

C'est la structure voulue. 

Le (D(P ) ,D (P))—bi—module M = Y (P , Dp v O (Onp) a-1 
définit un foncteur 

A M a 
D(P) 

A de la catégorie des D(P)-modules à gauche vers la catégorie des 

D(P )-modules à gauche. 

Théorème 3 . 26 : Ce foncteur induit une équivalence entre la catégorie des D(p)

modules, quotientée par la sous-catégorie (de Serre) des modules "banaux" 

et la catégorie des D(P )-modules, quotientée par la sous-catégorie des 

modules "banaux". Un foncteur quasi-inverse est B M fi 
D(P V 

B , où 

M V = T (P, & fi <9, 
O² O-1 

Remarque : Un D(P)-module M est dit "banal" si les champs de vecteurs sur P y 

opèrent par O. 
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Preuve : Beilinson et Bernstein [B-B] ont montré que la catégorie des D(P)-

modules à gauche est équivalente à la catégorie des Dp -modules à gauche, globa

lement limites inductives de faisceaux de 6^-Modules cohérents. Les deux fonc-

teurs sont N > N = r(P,(^) t'p, N) et N N = Dp O 

D (P 
N. Il suffit alors d'appli

quer les résultats du § 2 , compte tenu du fait que N est "banal"si 

et seulement si N est un fibre vectoriel à connection intégrable. 

IV) TRADUCTION TOPOLOGIQUE DES TRANSFORMATIONS CANONIQUES (cas non propre). 

Comme au § 2 , on se donne une sous-variété lisse de Z XY et considère le 

diaaramme 
Z 

Pi Pô 

X Y 

mais ici on ne suppose pas que p^ et p^ sont propres. On cherche à généraliser 

le théorème 2.7 et le corollaire 2.8. On dispose ici de deux foncteurs $! et ><£>* 

de D b(X) vers D b(Y) : 

$ ! = IRp^ | 0 P|*[dim Z- dim x] 

$! = IRp^ pj*[dimZ-dim X] . 

Si D = D désigne le foncteur "dual de Verdier", on a le 
X 

Lemme 4.1 : Si p" est lisse, on a un diagramme (essentiellement)commutatif de 

foncteurs : D (X) D"(Y) 

D"(X) 
0! 

D"(Y) 

D=D 

D (Y) 
0 
* D"(X) 

D=D. 
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Preuve : Cela résulte des formules standard : p^ o D = D 0p i* = D o p j L2dim Z -Zdim YJ 

(puisque p' est lisse) et IRp' ° D = D ° IRp' i. (voir[ Weil II ] ou [v l] , § 1 et 2h 
1 2 r * 2 r 

Nous introduisons des hypothèses analogues à (i) et (ii) du §2, en termes d'une 

compactif ication X «-̂  X telle que X soit lisse et que l'adhérence Z de Z dans X X Y 

soit une sous-variété analytique lisse. On note X^ = X - X C x et on 

rnnsidprp le DIAARANIMP 

Z j Z ? 9 Y 

p1 p2 

X 
j 

X 

On considère alors T * ( X X Y ) et comme au § 2 on note q^ et q^ les projections 

sur T*(X) et T* (Y) , respectivement. On se donne un ouvert homogène ^ de T* (X) , 

contenu dans T* (X) , et un ouvert homogène ^ de T* (Y) et on suppose, comme au § 2 : 

(i) q 1 ( 1̂) est égal à q 2 ( 2̂) et est ouvert dans T^(xxy) (donc en fait 

dans T (XxY)). On note ß = q"1(fi,) = q " 1 ( Q 0 ) . 
¿1 1 1 2 2 

(ii) (q^) \q est un isomorphisme de Çl sur Q, (pour i =1,2). 

On est alors en mesure d'étudier $!(K*) pour K* pervers. On a 

$1 (K* ) = IDRp' o p! *(K") [dim Z - dimx] = I R p ! 0T . o p ' * (K) [dim Z - dim x] où on 
2 , J 1 2 r* J J 1 

écrit" ĵj au lieu de IRji (puisqu'au niveau des faisceaux, ji est un foncteur 

exact). La commutation au changement du base du foncteur "image directe à supports 

propres" permet d'écrire 

<£>! (K* ) = IRpI o p * * 0 j 1 (K* ) [dim Z - dim x] 

Puisque K" est pervers, j1(K*) est pervers en dehors de X et on a donc : 

SS (H, j . (K* ))) c= X_ x T* (X) P°ur 1 ^ 0 
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On obtient donc 1 analogue suivant du théorème 2.7 : 

Proposition 4.2 : 

Si K* est un faisceau pervers sur X, alors pour i ^ 0 , la variété caracté 

ristique de H 1($, (K*)) est contenue dans T*Y - Q . 

Preuve : Il suffit de démontrer que pour i ^ 0 et j quelconque, on a 

SS(H^ J($(Hy( jiK*))) c=T*Y , Pour j =0, cela résulte immédiatement du théorème 

2 . 7 . Pour j ^ 0, SS (ET3 ( j i K" ) ) est contenue dans ><_ T* (X) donc ne rencontre pas 

. Si i ^ j , l'assertion résulte encore du théorème 2.7 et si i = j elle résulte 

de l'invariance de la variété caractéristique par transformation canonique 

(corollaire 2 . 5 ) . 

Remarque 4.3 : Nous nous sommes imposé des hypothèses non symétriques, qui font 

référence à une compactification X de X. En supposant qu'il existe une compacti-

fication Y de Y satisfaisant des conditions analogues à celles de X, on obtient 

un analogue du corollaire 2 . 8 , que nous nous dispenserons d'énoncer, car ne n'est 

probablement pas le meilleur possible. 

Nous nous proposons maintenant d'analyser la "différence" entre 0 i (K*) et 

$^(K"). C'est sûrement par un effet de notre maladresse que nous sommes amenés à 

supposer que le morphisme p' est lisse. On a alors 

$*(K*) = IRp' o IRj^ o p 1 *(K*) [dim Z- dim X ] et on a canoniquement 

IRj* Ô p^* = p^* o IRj* parce que est un morphisme lisse (théorème de change

ment de base pour un morphisme lisse, voir [SGA 4 , 2 ] ) 

On a alors un triangle $i(K*) 
i(K*) 

+ 1 

a(K* ) 
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où a(K") est obtenu en appliquant $ au troisième terme G* du, triangle dans D b (X) 
c 

construit sur le morphisme jt (K* ) ^ IRj*(K*). La variété caractéristique de 

G* est contenue dans X ^ f + C X ) , donc ne rencontre pas fi . On déduit alors du 

théorème 2.7 la 

Proposition 4.4 : Si pj est lisse, le complexe a(K*) de (Y) a sa variété  

caractéristique contenue dans T* (Y) - fi 

(en termes imagés, <£>,(K") » $* (K* ) est un isomorphisme, microlocalement sur fi ) 

Notons qu'on a un morphisme naturel $i (DK* ) > D$i (K* ) = ^(IDK") 

(cette égalité n'est autre que 2.1). On peut donc reformuler 4.4 en le 

Corollaire 4.5 : Si p' est lisse, le troisième terme du triangle de D^(Y) cons-

truit sur le morphisme $ t (DK* ) > D$ « (K* ) ai sa variété caractéristique contenue 

dans T*(Y)-fi 

(en termes imagés, $i commute à la dualité de Verdier, microlocalement sur fi^)-

Exemple 4.6 (Transformation de Legendre) : Soit X un espace vectoriel complexe 

de dimension n+1, muni de coordonnées linéaires (x ,x ,...,x ) et soit Y un autre 

espace vectoriel de même dimension, muni de coordonnées linéaires (y , , . . . , y ) 

et soit Z la sous-variété de X><Y d'équation x +y + £ x.y. = 0. Soit j : X -> X 
o o . „ 1 1 

i=l 

la compactification de X par un espace projectif et choisissons sur X des coordon-
_ 

nées homogènes (X ,...,X ,T) de sorte que x. = — ( C < i < n ) ; Z étant l'adhérence 

de Z dans XxY, montrons que pj : Z X est lisse. C'est clair sur X, donc on 

choisit i (0 < i <n) et on se place sur l'ouvert X_̂  ̂  0 . L'équation projective de 

Z s'écrit : 

X + y T 
o o 

n 

i=l 
y. X. = 0 

Si i ^ 0, lalissité de p' restreint à l'ouvert X. ^ 0 est claire. Sur l'ouvert 

X ^ 0 , on choisit des coordonnées ( z = 
x1 
X 
c 

, . . . , z = 
n 

X 
r 

r 
t = 

T 

X 
r 

et 1'équation 

de Z s'écrit alors 

44 



TRANSFORMATIONS CANONIQUES, DUALITÉ PROJECTIVE 

Y t + 

n 
Z 

i=l 
y.z, = - 1 

donc z — — > X est bien un morphisme lisse. 

On a T* (X) = XxX* , que nous munissons de coordonnées (x , .. . ,x ;£ , .. .,£ ) ; 

o n o n 
de même nous munissons T* (Y) de coordonnées (y ,...,y ;n , . . . , n ) . 

o n o 'n 
Dans T* (XxY) = T* (X) XT*(Y) , T* (XxY) a pour équations n =? f F =y F ( K i < n ) T] = x. £ 

(pour l^r^n) , x + y + Z x y. = 0 . On prend pour Œ„ (resp.ïnL) l'ouvert 
^ o o . < i i 1 2 

i=l 
Ç ^ 0(resp.n ^ 0) de T* (X) (resp.T* (Y) ) . On vérifie que ces deux ouverts véri-
o o 

fient les hypothèses (i) et (ii) introduites plus haut. 

Il est clair en effet que , l'ouvert Ç Q ^ 0 de T*(XxY) satisfait l'hypo

thèse (ii) mais il faut vérifier que Q est égal à q^ 1 ( Q ^ ). C'est clair en dehors 

de X-, plaçons-nous par exemple sur l'ouvert X ^ 0 de~Y et munissons T* (X) de 

o 

coordonnées locales (z.,...,z ,t ; r , T ) .L̂ es équations locales de T*-( xxy) 

s'écrivent alors y n = tx, z. n = t n . (Ki<n), y n = tÇ.(l<i<n),y t + Z y z. =- 1. 
i=l 

Si on a n ^ 0 et t = 0 pour un point de T^_(Xxy) on a alors z.= 0 ( K i < n ) ce qui 
o z i 

est incompatible avec y ^ 
o 

n 
Z 

i=l 
y.z, = - 1 . 

Donc, dans cet ouvert, on a q^ (^2^ C ^ * Dans les ouvert x1 # 0 (1 > i > n) on 

procède de même. 

On dispose donc de la proposition 4.4 et du corollaire 4.5 pour la trans

formation de Legendre. Pour éclairer l'intérêt topologique de ces résultats, 

écrivons X = E x Œ, où (x. , .. .,x ) sont les coordonnées sur E et x une coordon-

née sur Œ. De même y = E*x Œ,les coordonnées (y , . . ./Yn) sur E* étant duales de 

(x.,...,x ). Ainsi Y est l'espace des hyperplans affines de ExŒ qui ne sont pas 
1 n 

parallèles à un hyperplan de E. Soit K* un faisceau pervers sur X = Exd ; alors 

la variété caractéristique de ot(K") est contenue dans ^ 0 ~ 0 d'après la propo

sition 4.4. Notons alors le lemme suivant, qui est d'utilité courante. 
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Lemme 4.7 : jSoit F* G (V) où V est une variété analytique complexe lisse, et 

supposons donné un champ de vecteurs holomorphe Ç sur V qui s'annule sur SS (F") ; 

alors la restriction de F* à toute courbe intégrale de Ç est localement constante. 

Preuve : On peut aussi bien supposer F" pervers ; soit SS(F*) = M T* v . 
i 

L'hypothèse implique que Ç est tangent à chaque Y . D'après Lê-Dung-Trang et 

Teissier [Lê-Te 2 . 2 ] , il existe une stratification de Whitney minimale V =liv de 

V telle que chaque Y_̂  soit réunion de strates. L'unicité de la dite stratifica

tion minimale implique son invariance par le flot associé à Ç ; par conséquent E, 

est tangent à chaque V . D'après [Kl], la restriction de F* à chaque est 

localement constante, d'où le lemme. 

La proposition 4.4 fournit alors le résultat suivant, qui nous sera fort 

utile dans l'étude de la "transformation de Fourier vectorielle topologique 

(à la Malgrange)". 

Proposition 4.8 : Soit K* un faisceau pervers sur E x Œ = X ; alors le troisième  

terme a (K* ) du triangle dans (Y) construit, sur $ i (K* ) >$*(K*) a une res

triction localement constante à toute droite {y)xŒ, où y G E*. 

Dans l'application que nous avons en vue au Chapitre II, K* sera le prolonge

ment par zéro d'un faisceau pervers sur E x 1 0 } c: x. 

Remarque 4.9 : On traiterait de même les transformations canoniques (de E x Œ 

vers E* x(E) dites "paraboloides", associées à un automorphisme symplectique de 

E © E * . Comme nous n'avons pas en vue d'application de ces transformations, nous 

en resterons là, renvoyant à [K2, § 2 . 3 ] pour leur construction. 
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V) TRANSFORMATIONS DE RADON TOPOLOGIOUES 

On considère ici le diagramme 

Z 

p1 
P 2 

P > Y 

où P est un espace pro ject i f de dimension n, et Y la grassmanienne des k-plans de 

P (où Kk<n-1) , e t Zcfxy la variété d'incidence Z = {(x,L) e P'XY t . q . x G L} . 

On a donc dim(X) = n, dim(Y) = (k+1) (n-k) et dim (Z) = n+k.(n-k) . Comme au § 2 , où 

est t ra i té le cas où k = n-1 , on s' intéresse au foncteur (J) D b (P 
c 

D (Y) 

te l que $ ( K' ) = IRp' p' * (K* ) [dim Z-dim P] 
Z. . jfc 1 

= iRp' p ; * (K ' ) [ k . (n-k)] 
Z . sic 1 

Nous al lons é tab l i r , par voie essentiellement topologique, des propriétés de $ 

qui permettent en par t icu l ier de retrouver, lorsque k = n-1 , le théorème 3 . 1 . On 

commence par donner sens au "quotient de D^(X) par les systèmes locaux" (où X est 

une variété analytique complexe). 

Lemme 5.1 : Soit S = S v l'ensemble des morphismes de D (X) déf in i par 
—,—, A _ . , . ... , , ,, ... . .,—— C , . 1 ,— 

S = { F : K* * K* tq le noyau et le conoyau de H 1 (F) : H 1 (K* J-^fj1 (K* ) 
1 Z —— > • . ^ — — \ l —y 1 —]i 2 

sont localement constants sur X pour tout i } . 

Alors S est un système multiplicatitif saturé au sens de [v 4,§ 2 , Déf in i t ion 1.2] 

Preuve : Comme au §3, introduisons la catégorie abélienne Ct(X) , quotient de la 

catégorie '^i^ (X) des faisceaux pervers sur X par la sous-catégorie de Serre des 

faisceaux pervers localement constants sur X. Soit p :^(X)-h^(X) le foncteur canonique 

et H le foncteur co homo logique p°H^:D^(X) (Z(X) r Alors F : K* -̂ K^ est dans S s i et 

seulement si H transforme tout translaté de F en un isomorphisme de Û-{X) ; donc, 

d'après [v 4 , §2, n° 4 -1 ] , S est un système multiplicatif saturé. 
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Corollaire 5.2 : La catégorie D~(X)mod.loc.const, obtenue à partir de D~(X) en 
— — . c i c  

résolvant le problème universel suivant : si C est une catégorie, un élément de 

Horn (D^(X),C) se factorise par Horn (D^CX) mod.loc.const.,C)si et seulement si 
Cat c Cat c • 

ce morphisme transforme les morphismesde S en isomorphismes, est unecatégorie trianau-

lée, qui s'obtientà partirde (X) et de S par calcul de fractions (à droite ou à  

gauche) . On a un foncteur cohomologique de D ^ ( x ) mod„loc,const.vers A(X) qui, par  

abus de langage, sera noté ( ) mod.loc.const. 

Preuve : La première phrase de l'énoncé s'obtient en appliquant [V 4, §2, n°3]. 

La dernière résulte du fait que le foncteur cohomologique H : D^(X) ——i> ^UX) 

(notation de la preuve de 5.1) transforme le morphisme de S en isomorphisme, donc 

se factorise à travers (X)mod.loc.const. 

On est alors en position d'énoncer le 

Théorème 5.3 : Soit * V : D b ( Y D D ( P ) 

tel que $ (K* ) = IRp' ^p' (K * ) [ dim Z - dim Y ] 

(i) Le composé D b (P) D (Y) D (Y) 
C 

mod.loc.const, se factorise par un fonc-

teur <2> mod. loc .const. D (P)mod.loc. const. D°(Y)mod.loc.const. <— 

(ii) idem pour 0 V 

(iii) Le compose de $ v mod.loc.const. et de $ mod.loc.const. est isomorphe a 

K* S (V. & K") [-j + dim G(k-l,n-2) ] , où V. = H J(G (k-1 , n-2 ) ,Œ) 

où G(k-1,n-2) est la grassmanienne des (k-1) plans de 3P 

Démonstration : (i) est immédiat : on a <É>(Œ ) =IRp' p 1 *(Œ ) [dim Z- dim P] 

= IRp ' (Œ ) [dim Z - dim P ] = © H (IRp' (Œ ) ) [dim Z - dim P-i] 

et les H (IRp' ( Œ ) ; sont localement constants sur Y puisque p^ est lisse ; 

donc $ transforme morphisme de S en morphisme de S . 
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De même pour (ii) (p| est aussi lisse) : on utilise bien sûr la simple connexité 

de X et de Y. 

(iii) se déduira du théorème de décomposition de [B-B-D-G] ; 

Considérons le diagramme 

Z x Z 
Y 

pri pri 

Z Z 

pri 
\P2 

our iu 

P Y P 

On a $ o <£>(K*) = IRp' P' K p ' p'*(K*)[2 dim (Z)-dim (Y)-dim (P) ] 

= IRp ' IRPr9* Pr! *Pj * (K* ) [n+ (k-1 ) (n-k) ] . 

On a une factorisation de p ' o pr en Z x Z 
TT 

p X p 
S9 

P 

où s^ est la deuxième projection- De même p^ ° pr^ se factorise en 

Z x Z r P x P 
s1 

P où s^ est la première projection. 

On a donc 0 o $(K") = m s 2 * Î TT*7T*s1 * (K* ) [(n+(k-1 ) (n-k) ] 

= IRs2+ (s1*K") 8 IRïï5|c(Œz xz)[n+(k-l) (n-k)] 

de sorte qu'on doit calculer IRTT, (Œ ) 

^ * 7 X 7 

Pour x ^ y, tt (x,y) est la variété des k-plans L de P tels que L contienne la 

droite xy ; tt 1(x,y) est donc du type G (k-2,n-2) (grassmanienne des k-2 plans 

dans un espace proj ectif de dimension n-2) . 

Compte tenu du fait que (Px P)- A p (où Ap est la diagonale de p x P ) est simplement 

connexe ( n > 2 ) , on a sur (PxP)-AP la décomposition 

^*(aW/(PxP)-A. = 0 (H (G(k-2,n-2)) fi! Œ 
P xp-Ap 

-i 
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Maintenant, jr (x,x) est du type G(k^l,n-1), L'inclusion G(k-2,n-2) £ >G(k-1,n-1) 

induit un morphisme de restriction 

H*X'G(k-l ,n-l)) • > H*(G(k-2,n-2)) . 

On considère ici G(k-2,n-2) comme l'ensemble des k-1 plans L de lpn * qui con

tiennent un point donné x ; on a un morphisme g de G(k-1,n-1)-G (k- , n-2) vers 

G(k-l,n-2) ; au (k-1) plan L ne contenant pas x on associe le k-plan < L,x > 

engendré par L et x ; une fibre de g est isomorphe à l'espace affine 

de dimension k. On en déduit l'égalité : 

H 1 (G (k-1 , n-1 ) -G (k-2,n-2)) = H 1 ^ k (G (k-1 , n-2 ) ) c 

(on a identifié G(k-1,n-2) à la variété des k-plans de IPn * contenant x). 

Lemme 5 . 4 : . La dimension du noyau de H"LG (k-1 , n-1 ) — > H"LG (k-2 , n-2 ) est égale à 
i —2k 

la dimension de H G(k-l,n-2). 

Preuve : On le prouve par réduction mod p, pour p >> Q 

i i—2k 2k ?k 
(G (k-1 ,n-l) - G(k-2,n-2)) = HJ (R giffî  et comme R glffî est pur de 

poids 2k, il résulte de [Weil II, Proposition 2.6] que HJ(G(k-1,n-1)-G(k-2,n-2)) 
c 

est pur de poids j. Dans la suite exacte longue 

d--1 
.. H 1 (G(k-2,n-2)) — > H1(G(k-lrn-l)-G(k-2,n-2)) c 

> H1(G(k-l,n-l)) > H1(G(k-2,n-2)) . . . 

le morphisme det connexion d_̂  est nul pour raison de poids. D'où le lemme. 

Remarque : On prouverait aussi facilement le lemme en utilisant le fait que 

G(k-2,n-2) est réunion de cellules de Bruhat de G(k-l,n-l). 
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Dans la décomposition de IDRTT^ (Œ^^, ) en somme directe de translatés de 

complexes de complexes d'intersection relatifs à des systèmes locaux sur des 

ouverts de sous-variétés de Pxp, ne sauraient apparaître que des sous-variétés 

invariantes par 1'action du groupe des automorphismes de P(un tel automorphisme 

agit sur Y,Z et toute la situation). Or seule AP est une telle sous-variété de 

Pxp. On obtient dès lors, sans coup férir : 

m-TT* (ce ) = e (H (G(k--2,n-2) ) fi ce ) [-i] 

© (V. © Œ )[-j-2k] 

où V. = H J(G(k-l ,n-2)) 

On trouve alors ï>Vo $(K") = © H i(G(k-2,n-2) ) fi IRs 0 . (s*K"[-i]) [k. (n+l-k) ] 

© (V. fi K *) [ - j+k(n-1-k) ] 

On remarque que k(n-l-k) est la dimension de G(k-l,n^2). 

Comme IRs (s*K*) est constant sur P, de fibre TRT(P,K*), on obtient 
2 1 1 

1'énoncé voulu 

Remarque : La démonstration du théorème 5 . 4 vaut aussi en caractéristique p. 

Théorème 5.5 : 

(i) Si K" est un faisceau pervers sur P, H1($(K*)) est constant sur Y, 
pour i ^ 0. 

(ii) Le foncteur 
k 

H 
:n-k-i) 

0 V o H°o 0 induit sur 6L(P) (quotient de oc((p) ) _le 

foncteur identique. 

(iii) Le foncteur H° ° $ induit une équivalence entre ÛUp) et la sous-catégo

rie de GUY) , image des Le,///(Y) tels que SS(L") czq (T* (pxy)). 

Démonstration : Elle est fondée sur l'étude du diagramme ci-dessous du point de 

vue de la géométrie symplectique. 

Z 

P2 

P Y 
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On rappelle la notation T* (PxY) 
qi. T* (P) 

q 2 

T* ( Y") 

Lemme 5.6 : 

(a) est un morphisme surjectif propre et lisse, dont la fibre en (x,Ç) est la 

grassmannienne G(k-l,n-2) des k-plans L de P tels que x G L et Lez h, où h est 

1'hyperplan conormal à E, en x. 

(b) q^ est une immersion fermée, dont l'image est une sous^-variété involutive  

de T*(Y). 

(c) Considérant T*(PXY) comme une sous-variété involutive de T*(Y),q est le 

quotient des T* (Pxy) par le feuilletage bicaractéristique. 

(d) si A est une sous-variété lagrangienne de T*(P) ,q2(q~*(A)) est une sous^variété 

lagrangienne de T*(Y); si A est une sous-variété lagrangienne de i 1*(Y), contenue  

dans (Pxy), A est égale à q^ q i(A) et q 1(A) est une sous-variété lagrangienne 

de T* (P) ; on obtient ici une bijection entre sous-variétés lagrangiennes de T*(p) 

et sous-variétés lagrangiennes de T*(Y), contenues dans T*(Pxy). 

Remarque 5.7 : A ma connaissance, ce lemme est dû à Guillemin [G]. Le rôle de la 

géométrie symplectique dans l'étude des transformations de "Radon" (qui a fait 

l'objet de nombreux travaux de l'école de Gelfand) a été clairement exposé par 

Guillemin et Sternberg[G-S, Chapter VI ] . 

Preuve du lemme 5.6 : Il me paraît commode de faire jouer ici un rôle essentiel 

au groupe G des automorphismes de P(G est bien sûr isomorphe à PGL(n+l,Œ)) . 

On a P = G/Q^ où est un sous-groupe parabolique, stabilisateur d'une droite £^ 

de l'espace vectoriel E dual de H°(P, (j) (1)) . Le fibre cotangent T*(P) se décrit 

comme le sous-fibré G x C ^ / ^ f ^ } du fibre trivial (G/Q^x^y sur G/Q^ , où C/j^ est 

l'algèbre de Lie de (y *. La forme de Killing sur permet d'identifier •''/ à r'J *, 
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Il est bien connu que l'orthogonal de (ff ^ est le radical nilpotent de ^de \ 

On a ]T([ ̂  = { u € ^ t . q im (u ) a £ ker (u)} . En se souvenant que J(égale à s&(E)) 

est une sous-algèbre de Lie de g£(E), dont la structure de l'algèbre de Lie pro

vient d'une structure d'algèbre associative, on peut écrire : 

sfo = {u G jfl t.q u = 0 et im(u) d 1} 

On a T (P) = G x 771 = {(£> u) € P x ^ t q u 2 = 0 et im(u) ci£} 

ij 

N1 

0 

JI 
'"'-2 

0 

De même on a P = G/Q où Q2 est le stabilisateur d'un sous-espace vectoriel 

F de E, de dimension égale à k+1 . Si //0 est l'algèbre de Lie de Ç> , et N2 

le radical nilpotent de / / 2 / on a T* (y) = G x 7<L2* 

Par ailleurs = {u G ¿1 t.q im(u)cz F ci ker(u) } 

d'où T*(Y) = ((u,F) G Yxtfj tq im(u)c F cz ker (u) } . 

Il reste à décrire T*(pxy) ; on remarque que G opère sur le diagramme 

Z 

P Y 

et agit transitivement sur P. Par conséquent, en un point z = (x,L) de Z cPxY, 

l'espace tangent ( T Z ) Z , vu comme sous-espace vectoriel de (TP) © ( T Y ) ^ est l'image 

de 'r4s par l'application ,/ 
diaq J o J • ( T P ) X © (TY) L (1 ' action de G sur Z 

est la restriction à Z de l'action diagonale de G sur pxy). 

La fibre en z de T * ( P X Y ) , sous-espace vectoriel de (T*P) © (T*Y) est alors le 

Z X T . 

noyau de l'application linéaire ( T * P ) X © (T*Y) L > ^ * © ^ * ° _^ ^ 
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où (T*P)^ > &l et (T*Y) L ^ OF sont les applications linéaires duales de 

d^t- > (TP) et fff > (TY) L , et où- ô (Çn) = -n • 

Il en résulte que si x = P(£ ),L = P(F )(£ et F sous-espaces vectoriels de E) 
° 

la fibre en z de T* (PXY) s'identifie à ' ^ D J 9 = ( 1£ 1 x N Z 2

) f ) AJ d'intersection 

étant calculée dans X XJ). Comme £ c=F , on a 

N1 0 V A = ^ u 6 im(u) cz £ et F c ker (u) }. 

D'où enfin la description cherchée de T*(pxy) : 

T* (Pxy) =•[(£,F,u) 6 p x y x f tq ira(u)c Jlc F c ker(u) }} . 

Cette description rend évidents les morphismes q^ et q^- Prouvons donc 1'énoncé 

(a) du lerame. Il est clair que q^ : T*(P XY) ^ T*(P) est propre et surjectif 

(puisque 1^ k< n-1 et que si im(u) = £ pour (£,u) G T*(P) , il existe F tel que 

£ c F c ker(u) et dim(F) = k+1). Il est aussi clair que q est lisse, et que sa 

fibre en (£,u) est le lieu des sous-espaces vectoriels de dimension k de ker(u)/£, 

qui est isomorphe à G(k-l,n-2). De plus, l'hyperplan ker(u) de E est évidemment 

tel que P (ker (u) ) cz p est l'hyperplan conormal à Ç en x = TP (£) . 

Il est évident que q^ est une immersion fermée (comme u ^ O , on a £ = im(u)) 

dont l'image est {(F,u) G T*(Y) tq u est de rang l} . 

Dans (b) il reste à prouver que T*(Pxy) une sous-variété involutive de T*(Y). Pour 

ce faire, notons (resp. C'y) la 2-forme canonique sur T*(P) (resp. T* (Y) ) . 

Soit V 1'espace* tangent à T*(Pxy) en un point ; on veut montrer que l'orthogonal 

Vt de V, relativement à a } est contenu dans V. Puisque T*(pxy) est une 

sous-variété lagrangienne de T*(PXY), V est son propre orthogonal relativement à 

(7p + 0" Y (notation un peu abusive).Dônc V^oontient 1 ' intersection de 1 ' espace tangent 

à T*(Y) (vu comme sous-espace de l'espace tangent à T*(pxy)) et de V,Mais un calcul 

de dimensions prouve que c^s deux espaces sont égaux. Par conséquent, V-'- est inclus 

dans V. (c) est alors évi- snte, puisque, T*(PxY) étant lagrangienne dans T*(P)xT* (Y), 

la restriction de O à ;*(pxy) coïncide avec q. (O ) et que O est non dégénérée 
Y Z 1 p 5 
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sur T*(P). 

Soit A une sous-variété lagrangienne de T*(.P) , alors {Op)
 a une restric-

tion nulle à q^ (A) ; la restriction à q^ (A) cT*(Pxy) de q^ (0^), qui coincide 

avec la restriction à q ^ (A) de-q^tGpJ, est donc nulle : c'est-à-dire que 

q^q^^ (A) est une sous-variété isotope de T*(Y) . On a 

dim q 2q~
1(A)=dim q~ 1(A)=dim (A)+dim G(k-1,n-2)=n+k(n-1-k)=(k+l ) (n-k)=dim (Y) 

donc ^2*^1 est en fait une sous-variété lagrangienne de T*(Y) . 

Soit A une sous-variété lagrangienne de T*(Y), contenue dans T*(P*Y) ; alors 

A est une réunion de feuilles bicaractéristiques de la variété involutive 

T?z (Pxy) ; donc A = (q^ (A) ) . L'image réciproque à A de Q p est nulle, car elle 

est égale à l'image réciproque à A de-O^ ; cela signifie que A = q^(A) est une 

sous-variété isotrope de T*(Y), donc lagrangienne puisque dim (A) = dim (P), par 

le calcul effectué plus haut. Ceci prouve (d). 

Remarque 5.8 : Soit X une sous-variété analytique fermée irréductible de P, et 

soit A l'intersection de T*(P) et de T * P. D'après le lemme, il lui corres-
X X 

reg 
pond une sous-variété lagrangienne homogène A de T*(Y); on vérifie immédiatement 

que A est l'intersection de T* (Y) et de T^?* Y, où X est l'adhérence de 
reg 

{L G Y t.q 3y G L flX 
reg 

t.q L ne soit pas transverse à X en y } . 

On obtient ainsi une liste complète des sous-variétés X de Y telles que T*(Y)fïT* Y 

soit contenue dans T*(PxY) . Illustrons ceci sur le cas k =l,n = 3. reg 

Si X est un point, X est l'ensemble des droites de P contenant ce point (dim X=2) 

Si X est une courbe, X est l'ensemble des droites de P rencontrant X (dim X=3) 

Si X est une surface, X est l'ensemble des droites de P tangentes à X(dim X=3 

sauf si X est un plan, auquel cas dim X=2). 

Suite de la démonstration du théorème 5.5 : 

Oh rappelle qu'en 1.14 on a introduit le complexe localement constant Ev(K') 

sur le lieu lisse de SS(K*) ; d'après 1.15, on a H 1 Ev(K') = 0 pour i ^ -1 . 
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La méthode utilisée en 2.9 prouve ici que 

Ev($(K*))|T*(Y) = Rq2 *qî(EV(K"^ |T*(P)) ' D'aPrès le lemme 5.6, q1 est lisse et q2 

est une immersion fermée. Il en résulte que pour i / 1, la restriction de 

H^CEvC^CK*)) à T* ( Y ) est nulle. 

On a H 1 (Ev (K* ) ) ) = Ev (H 1^ 1 ($ (K* ) ) ) [-1 ] (cf.. 1.14). 

Pour i on a donc SS (H^ ( Ф ( К * ) ) ) Œ T * Y , d'où la partie (i) du théorème. 

D'après 5.3 (iii) , on a pour K* G D^ (P) mod.loc.const. un isomorphisme 

naturel ( ФV о Ф) (К*)mod.loc.const. = Ф (V .й К* ) [-j+dim G(k-1, n-2) ] 
j 3 

où V = H3(G (k-1 , n-2) ) donc V_. = 0 pour j > 2d:Lm G (k-1, n-2) .= 2k(n-l-k) 

et V - Œ . 
V2k(n-l-k) 

Si K" G ÛUP) (en d'autres termes, si H mod.loc.const.)(K*) = 0 pour i ^ 0 ) , 
-y 

on a alors un isomorphisme naturel 

K* H 
k(n-l-k) mod.loc.const. о Ф mod.loc.const. (K*) . 

D'après (i), on a 0 mod.loc.const.(K*) = H^mod.loc.constoO mod.loc.const.(K") 

d'où l'énoncé (ii) du théorème. 

Pour prouver (iii), compte tenu que (ii) fournit un inverse à gauche de 

H° « $ , il suffit de montrer que ce foncteur est essentiellement surjectif. 

Soit donc L* G ':!{ (Y) un faisceau pervers sur Y. On considère K" = ($ V (L " ) ) . 

On utilise le 

Lemme 5.9 : On a un morphisme naturel de foncteurs 

Id > Ф о Ф [-dim G (k-1, n-2)] 

Preuve : Ф о ф у = Rp' о p'* oRp' о p»* [2dim(Z)-dim(Y)-dim(P)] 
1 Ie 9 /Ч5 1 

= Rp' °p'*° RpA* ° P{ *[dim(Y) -dim(P) ] . 

On a une suite de morphismes Id Rp' ° p ' * ^ R p ' * ( p : ! o Rp' о p«*) 

(flèches d'adjonction) d'où le lemme, compte tenu du fait que 

dim G(k-l,n-2) = dim(Y) - dim (P) . 
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L* étant pervers, le morphisme naturel L * > 0 o 0 V ( L " ) induit, en appli

quant le foncteur H_̂  mod.loc.const- et en tenant compte de (i) déjà prouvé, un 

morphisme dans 6t(Y) 

I. * = H (L * ) H OH 
k(n-l-k) v 

Ô7T. ^ 

(on a laissé tomber les qualificatifs "mod.loc.const." pour laisser une chance 

de survie au lecteur). Il s'agit de prouver que c'est un isomorphisme et pour 

cela il suffit, d'après une légère variante de 1.15, de prouver qu'on obtient un 

isomorphisme après application du foncteur Ev (—) |^,*^Y) * ^
r ' P a r ^ a méthode 2.9 

on trouve : 

EV <ï> ( I / ) = Rq, q » E v t L ' ) , • [k(n-l-k)] 

Rappelons que Ev (L") | ^ , ̂  est supporté dans l'image de q^/ par hypothèse. 

Puisque Ev(L") est localement constant le long des fibres de q , on a 

q *Ev $V(L*) = Ev(L') Q {© V.[-j+k(n-1-k)]} 

où V. est comme en 5.3 et comme q^ est lisse, d'après 1.14, on a 

q* Ev H ^ ^ ^ ^ I L ' ) = EMn-l-k)-l (q* Ev$ (L*)) 

= EV(L')R-11 ® V 
2k(n-l-k 

= Ev(L ) L-l J 

de sorte que Ev H° OH 
k(n-l-k) v 

(T) (T. 

= Rq 9 ^q* E V H; 
k(n-l-k) 

0 (L* ) 

= Ev(L') 

au moins sur T*(PXY) (donc sur T*(Y)) ce qui prouve (iii). 

Commentaires 5.10 : Comme on l'a dit dans l'introduction, le théorème 5.5 doit 

être considéré comme un analogue topologique de la théorie de la transformation 

de Radon. Grosso modo, cette théorie consiste à étudier les fonctions sur la 

grassmannienne Y obtenues en intégrant sur le k-plan L € Y(au moyen d'une mesure 

adéquate sur L) une fonction f sur P. On obtient ainsi une fonction f sur Y. 

On dispose alors : 
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d'une formule d'inversion, permettant de récupérer f à partir de fV , (voir [He]) 

(l'analogue topologique est fourni par le théorème 5 . 3 ) ; 

- d'une caractérisation de l'image de la transformation de Radon f s>f : g 

est du type fV si elle satisfait un sytème d'équations aux dérivées partielles. 

L'analogue topologique est le théorème 3.5 : la sous-variété involutive 

T*(PXY) de T*(Y) a pour équations les symboles des équations aux dérivées partiel-
z 

les précédentes.. 

Je renvoie à [G] pour une discussion claire et détaillée du cas k = 1 , n = 3 

(d'après Gelfand-Graev-Vilenkin) et pour l'application à la formule de Plancherel 

pour le groupe SL(2,Œ). 

Dans certaines variantes de la théorie, on remplace P par un ouvert U tel 

que tout point de U appartienne à un k-plan contenu dans U et Y par l'ouvert des 

k-plans contenus dans U [G-G-G] , [G-H],[Mar 1 , [w] . 

Je ne sais pas s'il est raisonnable de chercher un analogue topologique, ni 

quelles conditions devraient satisfaire des faisceaux pervers sur U lorsqu'on 

s'approche du bord de U. 

Autocritique 5 . : Je n'ai pas l'ombre d'une idée pour démontrer l'analogue 

de 5.5 en caractéristique p (à vrai dire je ne sais même pas ce que devrait deve

nir l'énoncé 5.5(iii)). Le cas où k = n-1 est justifiable d'une démonstration 

utilisant la transformation de Fourier-Deligne, que nous présentons au § 9 . 

Autocritique 5.12 : Je ne sais pas démontrer 5.5 par la méthode du § 2 * 

Le (( ty) | T*(PxY) ( ) " B ± " M O D U L E % F ( C ^ X ) admet la même descrip

tion qu'au § 2 et l'image essentielle du § 2 est formée des ( ̂ )-Modules qui 

admettent localement une résolution par des sommes de ^ & F ( J Q ) . Il n'est 

certainement pas vrai que tout ^-Module cohérent à support dans 1'image de q^ 

est de ce type ; il est probable toutefois qu'en passant aux ^-Modules 

cohérents "admissibles", ce problème disparaît. J'ignore si cette question a été 

traitée par l'école de Kyoto. 
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Exemple 5.13 : Illustrons le théorème 5.5 dans le cas k = l,n = 3 et K* = Œg[2], 

où S c P est une surface lisse de degré 3. Une droite générale L G Y rencontre S 

en 3 points x x 2 , x 3 , et on a H (LflS ,0^ [ 2 ] ) = Œ . f x ^ e Œ.[x 2] © Œ [ x 3 ] . 

H 2 (LflS,Œs[2] ) est la fibre en L d'un système local ^ sur l'ouvert Y des 

droites transverses à S. Ce système local se décompose en ^ = Œ.-̂  ® &^ où 

3 ={Za. <x.>tq£a. = 0} . Le théorème 5.5 implique que $(Œ [2]) = CE [4 ]© IC * ( Y fi ) 

= IC' (Y,30 • 

Il est facile de le vérifier directement. On a p'*Œ [2]= Œ N C 2 ! et comme 

1 S p^ ( S ) 
dim(Z) - dim (P) = 2 , on a : 

$(Œ [2]) = Rp' P'*Œ [2][2]= R.P; Œ [4] 

Maintenant p * (S) = {(x,L) G P Y tq x G LflS} est lisse et le morphisme 

(p; ) I : p«-l(s) Y est petit ( "small* dans la terminologie 

[G-Ml,§ 6.2]) . En effet, la fibre en L G Y est de dimension 0, sauf lorsque L 

est une des 27 droites de P contenues dans S. Au-dessus de •II. le morphisme est 

étale de degré 3, et l'image directe du faisceau constant est égale à 3* 

On conclut Rp'Œ 
p': 1(s 

[4] =• IC' (Y, 

d'après loc.cit.(voir aussi [S2,§ 4 ] ) ; 

On peut remarquer que p * 1(S) s'identifie à l'éclatement de S, plongé 

"diagonalement" dans la variété (rationnellement lisse) Sym (S). 

Il serait intéressant d'étudier de plus près IC_" (Y, ̂ ) . Plusieurs accidents 

peuvent arriver à une droite L (relativement à S) 

- L est tangente à S en x et recoupe S en y ^ x 

- L est tangente à S en x et "LflS = {x} ; plus précisément, l'inter

section de S et du plan P tangent à S en x est une cubique à point double ordi

naire en x, et L est tangente à une des branches en x 
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1 L 

- L est tangente à S en x, LfiS = {x}, PflS est une cubique avec un cusp 

en x et L est tangente en x à PflS 

P n s 
x L 

p 

— Pfls est réunion d'une conique et d'une droite différente 

L 

x 

P 

- L est contenu dans S ; on a encore plusieurs cas 

v T. 

P 

P n S 
x 

L 
P n S 

P 

L 

P 

p n S x 
P n S 
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J'aimerais comprendre ce qui se passe en chacun de ces cas, et pourquoi seul le 

1er accident crée des cycles évanescents (puisque d'après la preuve de 5.5 

on a Ch(IC* (Y, ̂  ) ) = 2.T* Y + T* 

¡6 
recr 

Y, où S est l'ensemble des L tangentes à S ) . 

Remarque 5.16 : Le diagramme 

Z 

X Y 

où X = G(k,n) , Y = G(n-k-l,n) , Z est la variété d'incidence, possède, lorsque 

k<n-k-l, des propriétés presque aussi bonnes que le diagramme étudié dans ce 

numéro, du point de vue de la géométrie symplectique, à condition de se res

treindre à un ouvert convenable de T* (X) ; plus précisément, on a 

T* (X) = { ( F

k + 1 c:Œn+"1" , u G E n d ( Œ n + 1 ) t q im(u) c F ^ ^ cker(u)} et on prend l'ouvert 

des ( F

k +i'
u) o u i m ' u ) = F k + 1 - O n obtiendrait sans doute une version adéquate (mais 

affaiblie) de 5.5 dans cette situation. Cela aiderait sans doute à comprendre 

pourquoi la transformation de Radon a ici encore de bonnes propriétés 

(voir [ He] ) . 

Il conviendrait d'étudier pour G, un groupe algébrique semi-simple complexe. 

quels diagrammes 

G / Q 2 n Q l 

G/Q 1 G/Q 2 

(Q^ paraboliques) 

(Q^ paraboliques) 

ont des propriétés similaires. La question se transforme en un problème sur les 

systèmes de racines, qu'il vaudrait sans doute la peine d'examiner. 

On pourrait étudier aussi des situations du type 

Z 

>4 

P Y 
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où P est un espace projectif de dimension 3g-3 et Y est l'espace des n courbes 

stables de genre g tricanoniques dans P (munies de quelque structure de niveau) 

Le diagramme T* (PxY) - T*(Y) 

T*(P) 

a probablement encore génériquement 

de bonnes propriétés. Comme me l'a suggéré B. Angéniol, on aurait envie aussi de 

prendre pour Y une variété de Chov7 , mais on est ici coincé par les singularités 

de Y (du moins à l'heure actuelle). 

II - Transformation(s) de Fourier 

VI) TRANSFORMATION DE FOURIER VECTORIELLE, A LA MALGRANGE 

Malrange a développé, au Printemps 1982, une transformation de Fourier topo

logique "vectorielle" qui s'inspire de [S-K-K, Chapter II, § 1.14], mais fonc

tionne sur des fibres vectoriels plutôt que sur des fibres en sphères, et a 

toutes les propriétés habituelles d'une transformation de Fourier. Malgrange et 

Verdier ont dégagé les propriétés essentielles, que nous exposons succinctement 

Nous avons surtout en vue le lien avec la transformation de Fourier pour les 

modules sur l'algèbre de Weyl (§ 7 ) , le lien avec la dualité entre espaces pro

jectif s et la théorie de Lefschetz (§7) et l'application à l'estimation uniforme 

de sommes trigonométriques (§ 10) . Dans ce numéro, nous nous inspirons de notes 

de Verdier [V3]. 

Soit X un espace topologique localement compact, E un fibre vectoriel sur 

X, localement trivial, de rang constant r. On fixe un corps commutatif k de carac

téristique O. Un faisceau de k-espaces vectoriels est dit conique s'il est cons

tant sur les demi-droites ouvertes de E. Un complexe de faisceaux sur E est dit 

conique si ces faisceaux de cohomologie sont coniques. On note E' le fibre 

62 



TRANSFORMATIONS CANONIQUES, DUALITÉ PROJECTIVE 

vectoriel dual de E. 

On note T : E v X et TT : E 1 3* x les projections. Si I* est un complexe, 

borné inférieurement, de faisceaux injectifs sur E, on note F(I) le complexe 

de faisceaux sur E' associé au complexe de préfaisceaux 

U > r ° ( T 7 T ( U ) , I * | -1 
7 T ( U 

où U° = { x G E t.qT (x) e TT (U) et < x , Ç >> 0 pour tout TEU tel que 7T(Ç) = T (x) } * 

Pour U c U^, on a la chaîne d'inclusions U c fl TT ^ T T (U)-czu^ « 

On a (U^D TT 7T(U))°czu 0 puisque ces deux ouverts ont même projection sur X, d'où 

un morphisme TI" ^.1U^ ( U ) ) Q < - ) — * T r y 0 ( - ) . 

Par ailleurs, on a un morphisme de restriction 

t (u)o (T -1 TT (Uià I - T1_t (u)o (T -1 TT (Uià I - T1_t (u)o (T -1 TT (Uià I - T1_t (u)o (TUT(u)o (T 

Posant u = u n TT T T ( U ) , on a ( U „ ) ° H T T T ( U ) = ( U ) ° , T T T ( U ) = T T T ( U ) 

On a donc défini un morphisme de restriction 

t (u)o (T -1 TT (Uià I - T1_TT (Uià I - T1 

Ceci signifie que U i > I ^ O C T T T ( U ) ,1* i — i ^ ^ . ) est un complexe de préfaisceaux. 

Il est absolument clair que J*(l") est conique (sans même supposer que I* le 

soit), et est borné inf ér ieurement. On a en fait irT(I*) (U) = T 0 ( T *7r(U),I*, _i , v) 

U U | T 7T (U ) 
si U est convexe (i.e. chaque fibre de T * est convexe). La construction 3^ 

passe aux catégories dérivées. On utilise la notation D + (E,Jç) ou simplement 

D + ^ ( E ) pour la catégorie dérivée de la catégorie des complexes bornés inférieu-

rement de faisceaux de K-espaces vectoriels, à cohomologie conique. 

On note '£*-. D (E) > D (E 1) le foncteur exact obtenu : c'est la "transfor-

mation de Fourier vectorielle (topologique)". 
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Théorème 6.1 : (Verdier, [V3]) 

1) La transformation de Fourier commute aux changements d'espaces de base. 

2) Soit u : E ^ F un morphisme de fibres vectoriels, *~u : F 1 E 1 

le morphisme transposé . Pour G*e ^ +

c o n ( E ) , on a un isomorphisme naturel 

jVClRu, G * ) = ^ u ) * y (G") . 

Corollaire 6.2 : Soit 0) : E x E ' > IR x E' l'application 0) (x , Ç )= ( <x, Ç> , Ç) , 

— X X 
vue comme morphisme de fibres vectoriels sur E'. 

Alors Fà*X{Qm) = ? E . { I R S!pri*(G,)|{l}xE ' pour G"€D+con(E)* 

Cela se déduit formellement du théorème. Comme l'a fait remarquer Malgrange, 

cette réduction de la transformation de Fourier vectorielle au cas d'un fibre 

de rang 1 est à rapprocher de la formule familière 

f(e) = f e E L T T cS(t- <x . r>)f (x) dx (pour T = 1) 

Son analogue dans le cas de fibres vectoriels complexes joue un rôle clé dans les 

numéros qui suivent. 

Sur D (E), on a l'opération de convolution : 
con 

F** G* = IR s (F"0 G'), où s : EXE > E est l'application somme : s(x,y) = x+y, 
1 X X 

Avec cette notation, on a le 

Corollaire 6.3 : Pour F*,G* dans D 
cor 

(E), on a .JT(F*G*) = ^(F*) fi £{G) . 

Corollaire 6.4 : Avec les notations de l'énoncé 2) de 6.1, pour H*G D 
con 

(F) ; 

on a Ç(u* (H* ) ) [rg E] = IR (Si) f ( J< (W ) ) [rg F] 

Cela résulte du théorème 6.1(2) et de la formule d'inversion suivante, où on 

utilise la notation % pour & : D° (E') > D b (E) et a_ l'application 
J * ~* cont cont E 

antipodale de E (x •—> -x) . 

Théorème 6.5 (Sato - Kashiwara - Kawai , Malgrange, Verdier) : 

Pour G'G D° (E) , on a un isomorphisme naturel G * —> aE"^ ̂  o > (G " ) [ r] . 
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Corollaire 6.6 : Si X est de dimension finie, et D dénote le foncteur "dual de 

Verdier", les foncteurs D , o £ et a . °jf°D [r], de (E) vers ( E 1 ) , sont 
E -> E ^ E con con 

isomorphes. 

La démonstration de Verdier [V3] est essentiellement formelle à partir du fait 

que C^O est LE prolongement par zéro de D* à E'(X étant considéré comme la 
E X 

section nulle de E ' ) . Nous donnerons au § 7 une démonstration du cas particulier 

où E est un fibre holomorphe sur une variété complexe X, et où on se restreint 

b 
aux objets constructibles de D (E). 

con 

Corollaire 6.7 : (a) PourG'e D (E) , on a avec les notations de 6.1 (2) 

•• r-nn 

4? IRu* (G* ) [rg F ] = ( ^ V ^ G ' I r g E] 

(b) FauïH'e D (F), on a : -£"(u'H*) = IR ( u)*5**H. 

Nous aurons besoin au § 11 du résultat suivant : 

Proposition 6.8 : Soit f : Y > X une application continue, 

soit E x Y > Y le fibre vectoriel image inverse de E ^ X , 

pr : E x Y E la projection. PourG*€ D b (E x Y ) , on a un isomorphisme natu

r e ^ IRpr ¿2 G') - f-tTRpr *(G*})* 

Preuve : C'est formel à parir des résultats énoncés ci-dessus. 

Pour H* G D b (E ' ) , on a : 
con 

Hom . (H'iRpr ^ ( G* )) = Horn , (pr* H " , %t G* ) 

- Hoin (a prfH' ,G" ) (d'après 6.5) 

= Hom_ (a p r * 3? H* , G") (d'après 6.1) 

= Horn (a (H*). IRpr, G* ) (adjonction) 

= Horn (H*, V (IRpr G")) encore d'après 6.5, 
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Mentionnons au passage une description concrète de }y* dans le cas 

E = IR x X. Un objet G* de D b (E) est décrit: par trois objets de 
con 

b 
D (X) , G = G | r -, pour a = -1,0,+ 1 et par deux flèches 

a 1a jxx 

G" 
sp + 

G" et G* 
sp_ 

G-1 

Soit D (G") le dual de Verdier de G * ; on a D (G*) = D (G" ) [l] 

et on a D (G*} = D (IRl̂ f ->x (G* ) ) , d'où un triangle distingué 

D E ( G * ) < 
D (G* ) 

+ 1 
(D x(sp +),D x(sp_)) 

D ( G ; ) a D CG: ) 

qui exhibe les flèches sp : D (G*) > D (G " ) , = D„(G\)[l]. 

^ J - _ i _ r p , - N tri -4-1 V -i-1 

% (G*) est de même décrit par (G') (a =-.1,0, +1) . 

On a un triangle distingué 3*(G") G 

+ 1 sp_ 

Gl 

et un triangle distingué % (G * ) G" 

+ 1 (sp +,sp_) 

G" © Gli 

La flèche sp : J*(Gj > '3*(G'). complète en un diagramme commutatif de triangles 

le diagramme commutatif G* 
sp-,sp 

Gl © G 

Id pr.r 

G 
spi 

G* 
v1 
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De l'axiome de l'octaèdre, on déduit un triangle distingué 

G' 
F(go)o 

+ 1 sp 

F(go) 

ainsi que le triangle distingué G F(Go) 

+ 1
N (sp , sp ) 

3^(G*) ©5*{G*) < 

ce qui permet de récupérer dans ce cas la formule d'inversion 6.5. 

On retrouve de même la commutation 6.6 à la dualité de Verdier. 

Cela suggère qu'avec la notation de 6.2, on devrait pouvoir démontrer 6.5 

en prouvant que le troisième terme du triangle construit sur 

IR OJ(pr G* IROKpr* G est constant sur une demi- droite ouverte du fibre 

IRXE'^E'( auquel sa transformée de Fourier a une restriction nulle à {l}x E ' ) . C'est 

la méthode que nous suivons au § 7 , G* étant constructible sur E fibre holomorphe 

sur X analytique complexe. 

Dans la suite, E est un fibre vectoriel complexe sur X, et onnote r son rang -

sur X . Le fibre vectoriel complexe E 1 dual de E a pour fibre réel sous-jacent 

le dual réel de E(par convention, pour V un espace vectoriel complexe, on identi

fie Hom^(V,Œ) à H o m ^ (V,]R) par Z * > Re(£)) . Ainsi, pour U ouvert dans E', on 

a U° = {x G T 7T(U)tq Re < x, £ >> 0 pour tout Ç C U tel que T T ( Ç ) = T(x)}. 

Définition 6.9 (Verdier) [v 2 ] , [v 3]). Un faisceau sur E est dit monodromique s'il 

est localement constant sur les génératrices épointées de E (i,e. sur les orbites de 

Œ* dans E. Un complexe de faisceaux sur E est dit monodromique si ses faisceaux 

b 
de cohomologie le sont. On note D (E) la catégorie dérivée de la catégorie des 

mon ^ 

complexes bornés de faisceaux (de k-espaces vectoriels) sur E, à cohomologie 
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monodromique. 

Proposition 6 . 1 0 (Verdier [Ve 2 ] ) : Soit K* un complexe monodromique sur E_ 

(i.e; un objet de Dmon(E) ) • Notant 0 : Œ x E — > E 1 ' application 6 (À, y) =exp (X) -y, 

il existe un unique morphisme T : 0* K* > Pro K" tel que T(0)x E-. soit 

1'identité. Ce morphisme est un isomorphisme. 

Preuve : Par adjonction, on a un morphisme naturel : 8 K*—-> pr^'lRpr ,G*K* . 

Comme pr^ est lisse, la formation de pr^'lRpr^ j = £>r*"I=R r̂2 i^r] commute aux 

changements debase. Comme 0 K* est localement constant sur une droite Œxlx], 

on en déduit que ce morphisme est un isomorphisme fibre par fibre, donc un iso-

morphisme. On peut donc écrire 0 K* = pr^*F * où F * G D (E ) . En restreignant cet 

isomorphisme à {0}xE, on trouve F* = K*, d'où l'existence de T. L'unicité de T 

résulte de ce que HomŒxE (Pr2 K ,P^2*K ) = HomŒ><E (pr2 K*,pr2*K*) 

= Horn (IRpr ,pr !rfK') 

= Horn (K * , K " ) . E 

Notation : T induit, pour X G Œ , un isomorphisme T^: (expÀ) F -> F. 

1 / 2 
On note abusivement T = T .,T = T. 

2 T T I I T T 

On a ici l-'analogue du corollaire 6 .2 pour les fibres complexes. 

Proposition 6 . 1 1 (Verdier[V 3] ,Malgrange[Ma 4]) : 

Soit Oò : E X E 1 > Œ x E ' 1 ' application O) (x,Ç) = ( <x,Ç>,Ç) t 

Alors on a JTX(G-) = J - E , ( n ( , P R J G - ) | { L } X E , 

pour G * G D 
con 

E 

Corollaire 6 . 1 2 (Verdier[V 3]) : Pour G" monodromique, . 7 (G') est monodromique. 

Preuve : Considérons l'action de Œ x(E SUR E >< E1 pour (À,y).(x,£) = (Àx,pÇ) 

et l'action de Œ*x(E* sur ŒXE ' pour (X,y).(v,^j = (Àyv,yÇ). Alors 03̂  est 

Œ*xŒ*-éauivariant. pr*G* est localement constant sur les orbites de Œ*xŒ* , 

1 

68 



TRANSFORMATIONS CANONIQUES, DUALITÉ PROJECTIVE 

donc TR 0J Œ^ l (pr* G*)a la même propriété. En particulier, il est localement constant 

sur (A)x.Œ^c Œ X E 1 pour À G Œ , Çe E' . 

Il résulte de 6.10 que j£ , (IR co (pr* G*) a les mêmes propriétés. 

E Œ, . 1 

Pour G" monodromique, on a a (G*) = T ^ / 2 ^ G * ^ G*, donc la formule 

d'inversion 6.5 devient 

Proposition 6.13 : 

(i) Pour G* monodromique, on a J 0 y (G*) ^ G*[-2r] 

(ii) On a D o Jf ^ Jt o D[2r] . 

Ceci suggère de définir la transformation de Fourier normalisée par 

3* = [r] =jî[rg E ] , puisqu' alors à1 o f = Id et D 0 > = ~? o D. 

Comme le montre 6.11, le calcul d'une transformée de Fourier (pour r quel

conque) se ramène (modulo des opérations faisceautiques standard) à celui d'une 

transformée de Fourier pour un fibre de rang un ; le cas r = 1 donne lieu à une 

description complète de (ou y ) . Commençons par étudier le cas où E = X x Œ. 

Si G * est un complexe de faisceaux injectifs sur Xx Œ qui est monodromique, on 

lui associe deux complexes de faisceaux injectifs sur X , a savoir 

G ^ = T T ^ G * et G* = F* G* où F est le morphisme Xx 5f* -> X x E et ^ la 

projection X x CD X. L'action de la monodromie T sur X x CE définit un auto-

• • sp • 
morphisme T de G^ ; on a par ailleurs un morphisme naturel G Q — — > G^ de 

complexes de faisceaux, tel que To sp = sp . 

Proposition 6.14 (Deligne, Malgrange) : La construction ci-dessus 

induit une équivalence entre D + (E) .et la catéaorie dérivée D +(E , T,T 1 ; X) de la catégo -
2 mon -

rie abélienne dont les objets sont les diagrammes de faisceaux sur X : G £

 w G *5 T 
0 ^ i 

où T est inversible, et To £ = E et les morphismes f les morphismes entre 

tels diagrammes. 
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Un foncteur quasi-inverse consiste à associer à un diacrramme G* 
o 

sp 
G "*) T 

de complexes de faisceaux sur X, le complexe monodromique G* sur X x Œ dont la 

restriction à X x { 0 } est G^ et la restriction à X x Œ* sur X x Œ est égale à[îr^ 

où TT est la projection de X x Œ sur X x Œ , et G le complexe de faisceaux 

T-equivariant sur X x Œ associé à G . 

Le recollement de ce complexe de faisceaux s'effectue grâce à sp. 

Soit maintenant G* un complexe monodromique de faisceaux injectifs sur X X Œ , 

et soient G* et G; comme plus haut, 
o 1 

On peut suppser que G* est un complexe de faisceaux k [T,T *]-injectifs. Alors 

3~(G*)o = T * ? " ( G " ) ' quasi-isomorphe au complexe simple associé au complexe double 

T-l 
>G* (le point en-dessous de G* indiquant crue ce complexe est 

1 o 

placé en degré 0 ) , est aussi quasi-isomorphe au complexe simple associé au complexe 

• T T 
double G > (G*) (où (G*) dénote le sous-complexe de faisceaux de G' formé 

•o 1 1 1 

de sections T-invariantes). 

Par ailleurs, 3 (G ) est le complexe simple associé au complexe double 

G* 
• o G* ; 1'automorph!sme T de ce complexe double est décrit par le diagramme 

G* 
. 0 

E G" 
, 1 

Id T" 1 

G* 
o 

e R 

Le morphisme f (G* ) 5* ̂ ( G * ) ^ provient du morphisme de complexes doubles 

G* 
o 

E Re 

Id incl 

G -

o 
G* 

1 

Pour avoir une description agréable de la transformation de Fourier, on est amené 

à considérer la catégorie dérivée D ( ~X-,X) de la catégorie des diagrammes J $ , 
v 

où if/" et $ sont des faisceaux de k-espaces vectoriels sur X , et D ^ n v ( ̂  / x) la" sous-
u 

catégorie formée des diagrammes \jf % $ tels que id + u v et id + vou soit un quasi-
v 

isomorphisme de complexes de faisceaux sur X. 

70 



TRANSFORMATIONS CANONIQUES, DUALITÉ PROJECTIVE 

proposition 6.15 (deligne-malgrange) : le foncteur qui, au diagramme g —^-^g 
o 1 

u 
associe le diagramme ~%. $ , où -ty est le complexe simple associé au complexe 

v 
double g —-— g* © g , où <j> est le complexe simple associé au complexe 

double g* 
o Gi' -

où eau est décrit par le diagramme g* 
i o 

(id,-e) 
•g* © g* 
o 1 

id (0,id) 

G* 
o 

e G 

et où var est décrit par le DIAGRAMME G* 
e F 

o (0,T-id) 

G" 
o 

•G* © G* 
o 1 

induit une équivalence de catégories 

D+(e,T,T Sx) > D+ (J,X) 
mv 

preuve (esquisse) : décrivons un foncteur quasi-inverse. 

le diagramme \p~ ~T $" est quasi-isomorphe au diagramme 

\b + § 
6 

<S># 

u v 

0# 0 

avec ô ,cp) = - u (ijj) + ip 

u(ip,Cp) = cp 

v (tp) = (vvp ,u vep ) 

on pose alors g = [ \p* 
—u 

$#1 , G" = rit»* © $* 

e : g^ — g^- le morphisme évident, et on définit un automorphisme t de g* par 

t = id +vou. on vérifie aisément que to e = £ (en fait uo£= 0) et que l'on a 

construit un foncteur quasi-inverse. 

en combinant les propositions 6.14 et 6.15, on obtient une description de la 

+ u • 
catégorie Don^e^ ^es complexes monodromiques en termes de diagrammes ijj*^ $ ; 

* + t • • 
de manière concrète, pour g g d (e) , alj = \h (g*) et $ = $ (g ) où 

mon tf f 

F : e — x x (e > (c est la seconde projection. 
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Si l'on écrit la transformation jjp dans le langage de la catégorie dérivée 

D+ ( J , X) , on trouve que *Z envoie le diagramme 
inv J 

M u 

V 

' $ sur le diagramme $> 
v 

Y 
-1 

—T o u 

On vérifie aisément que D (G*) est décrit par 

E 
iyp(G#) [ 2 ] . 

DX(V 

D (U) D O(G-) L2 J 

DV (T) D (T) 

Ces considérations permettent de retrouver (dans le cas E = XX Œ) la 

formule d'inversion pour J< et la commutation de ^r* à la dualité de Verdier. 

Dans le cas où E est de rang 1, mais non trivialisé, les objets 

(\p ( ) ,T) et ($( ) ,T) doivent être remplacés par des complexes monodromiques 

sur T E , le fibre normal à X dans E privé de la section nulle. Je renvoie à 

[ V2] pour un traitement détaillé (voir aussi [ Ma 1]) . 

VII) TRANFORMATION DE FQURIER -MALGRANGE ET MODULES SUR LES ALGEBRES DE WEYL 

On commence par déduire des travaux de Kashiwara -Kawai et de Mebkhout, un 

théorème de Riemann -Hilbert de nature algébrique. 

Soit X une variété algébrique lisse projective complexe. Un JÔ -Module (à gauche) 
X 

¿"•^1 holonome est dit à singularités régulières (R.S.) s'il existe une bonne fil-

tration {âf(} de ^ / satisfaisant la propriété suivante, introduite par 
n n G ZZ 

Kashiwara -Kawai.. 
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(K -K) tout germe P de section de ¿5 (m) tel que O (p) s'annule sur SS (Cu) 
s- // X m <-

satisfait : P. ôfj c= ¿41 , v n GZZ . 
1 T I n+m-1 v 

Un objet de la catégorie dérivée D°($ ) des complexes de ^ -modules à cohomo-

logie holonome est dit R.S. si ses faisceaux de cohomologie sont R.S. On note 

D ( <D ) la catégorie dérivée correspondante. 
x i h. r an 
On note X la variété analytique complexe associée à X ; on utilise les 

notations (9 , % ; pour J( un CP -Module, = (J an O% MM GSt 
xan xan X X- &X 

un 6? -Module ; pour un ^ " Module, Ji ̂  = D O M = C®. 

est un ^ an _M°dule. si i^l es t un <2 .̂ -Module holonome à singularités régulières, 

il en est de même de U( an d'après [K - K ] 

Donc si M> ' e Db (f; ) , on a â/l *an G Db ( <#~ ) 
* ^ X v , v - an i 

Théorème 7.1 : Le foncteur M M induit une équivalence de catégories 

entre Db(# ) 
h.r 

et D² (b)m 
X h.r 

Preuve : 
Rappelons que X est projective. On prouve d'abord que le foncteur est 

pleinement fidèle. Soit i : X L > P une immersion fermée de X dans un espace 

projectif. Le foncteur /' de D° (£) ) (resp, D° {/5 ) vers 

i x x h.r 

D° { ) (resp ( 5 ) ) est pleinement fidèle [K5] . On peut donc supposer 
' P P h.r . 

X = P. Un argument de dévissage assure qu'il suffit de démontrer que pour et t'f3 

des modules holonomes à singularités régulières sur P, on a 

IR Horn v (c(A,CÌ/) IR Horn M²², N²² 

D'après Beilinson - Bernstein [B -B] (dans ce cas, leur démontration 

a été notablement simplifiée par T.A. Springer) M admet une résolution libre alo-

bale comme v ' -Module et H1(X,^T) = 0 pour i> 0. Comme Hom, ( 7 ,-!) = F (X,i i) 
X Z - X 

73 



J.-L. BR YLINSKI 

il suffit de montrer que T(X,or) T ( x a n , Ci^U) . Or, on a £-/^= lim 

n 

Mn 

(bonne filtration) donc T (X, of) = lim Y{X, M et comme N est 6^-cohérent, 

on a r ( X , ^ r ( x a n , ^ n ) d ' o ù r ( X , / ) ^ r ( x a n , O p n ) .on a donc prouvé la pleinefidé-

lité de(/(Z M . Pour prouver que ce foncteur est essentiellement surjectif, un 

argument de dévissage permet alors de se ramener à prouver qu'un ^^^-Module 

holonome R.S. M est de la forme M. D'après [K -K, chapter V, § 1 ] il existe 

une bonne filtration qlobale {o\P} M de £ ^ . Chaque ^ est un M -Module 

cohérent, donc d'après Serre [GAGA] est uniquement de la forme M. O U (SI/V 

est un (J) -Module cohérent. On pose donc oil = lim M. On voit aisément que 
X M ^ M~ ^ n 

Oil est un sous- ^T-Module de û^t (pour tout n, £f (1) . est un sous @ -Module 
X M x M n MX 

cohérent de , donc est contenu dans cil . „). Ceci prouve le théorème. 
n+l 

Pour f: X ^ Y un morphisme propre, on a des fonçteurs 

^-r X RNH 
B² (Dy) coh et C 8

 an> 
D B ( 0 ) 

„ a n coh 

(voir [K5] ) . 

Proposition 7.2 : Pour ii( "e D ^ ^ ^ ^ Q ^ ' on a un isomorphisme naturel entre 

f M an et ((fs M) 

Preuve : Le cas où f est une immersion fermée est facile. Traitons le cas 

où f = pr : X = IP nxY > Y. On a J C^' = IRf*(DR 

où DR (M- ) €îst le complexe simple associé au complexe double 

M 
f 1 (Qy) Ofi-

M 
= f * < ) a, 

«9 
II 

Il en résulte que (J C%')^n s'obtient en appliquant IRf* au complexe simple 

associé au complexe double 

f" Ц9 ) 

V an - (/5 
M d² (O² an) O 

M 

M -7 

Comme 
an 

f 

C 4 ( - A est obtenu en appliquant 3Rf* au complexe simple déduit du 

complexe double 
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(S> 
TPDv Y (9 'lPrix Y 

A O 
IPI1x Y 

F 
P X V 

(f A(fìv> O M 

il suffit d'appliquer le théorème de Grauert-Remmert [G -R] 

Corollaire 7.3 : S_i M E DB (Dx) 
h.r 

on a M E Db (D) 
Y h.r 

Preuve : Si 'G Db ( 5 f , 
X h.2 

on a4#-*"e D ^ ( i 4 
Xe111 h.r 

donc d'après 

[K - K, theorem 6.21] M. E Db (D) 
Y h.r 

d ' où 

(JM EM E Db (D) 
Y h.r 

et M E Db (D) 
h.r 

Pour f: X ^ Y un morphisme entre variétés algébriques, on dispose de 

ILf : D ~IX'__) D (Z? et de son avatar analytique IL ( f ) * . On sait que 

IL (f )"* envoie D (tf 
Y h.r 

dans D ( r ; : 
* h.r 

[Me 3 , K-K, § 5.4] On en déduit la 

Proposition 7.4 : Pour Cil'G D (£> ) 
Y h.r 

on a ILf*(tf')e D ( 2? 
A h.r 

et 

(ILf* (C{Y ) ) M E Db (D) 
M 

Nous sommes dès lors en position de définir la notion de S^-Module holo-

nome R.S, pour X une variété algébrique quasi-projective . 

Si j: X ^ > X est une compactification lisse, telle que X-X soit un diviseur, 

et ôk' e Db(^/ ) on considère m j * ( / ' ) e Db([j ) 
X h ^ * h 

Lemme 7.5 : Si IR-j (Cil') est à singularités régulières, pour toute compacti-
J* • 

fication lisse j : X ' ^ X , il en est de même de IR. (/^ ) . 

Preuve : Un argument classique, utilisant [ H ] r permet de supposer qu'on 

est dans un des deux cas 
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(a) On a un diagramme 

x i 

j i k 

X > X 

(b) On a un diagramme 

X 
j 

TT 

x ' 
31 

X l 

Comme R^J {cil') = j* (H 1 (j/' ) ) = IR j ̂  (H""" ( dl ) ) , on peut de toute façon supposer 

que est un $ -Module holonome, placé en degré 0. 

Dans le cas (a), on a un morphisme naturel T T * J * ( ^ | ) > J (Jé) . 
1 , * 

Comme J * ( T / F ) est un J * ( $ )-Module, et comme T T * J S I < ( ^ ) = J (^) on voit que 

X X 1 , * x 
c'est un isomorphisme. Si j*(^) est R.S, , j j ^ ' ^ est R.S d'après 7.4. 

Dans le cas (b), on a, par adjonction, un morphisme naturel 

J J *(>/{) — ^ T T * J * (/(; ) = j * ( ^ ) d'où un morphisme H° (J _ j* ) >j . 

TT 1 ' TT 1 > * 
qui est un isomorphisme sur X. 

Il nous suffit de prouver que c'est un isomorphisme partout ; en appliquant 7.3, 

on obtiendra alors 7.5. Le problème étant local sur X^ , on suppose Y ^ = X^-X 

défini par une équation f. Il suffit de prouver que la multiplication par f 

induit un isomorphisme sur / j*(:/^) . Factorisant TT en k : X c > X x X suivi 

TT 1 

de pr , on voit qu'il suffit de montrer que f induit un isomorphisme sur j j*(^f) 
2 k 

(ici f est considérée comme section de TT — ) ; le point est que f 
x i _ x x i 

commute à l'action des opérateurs différentiels sur X ) . Or J J*(&0) admet une 

bonne filtration dont les sous-quotients sont localement isomorphes à des puis

sances de j* (M), comme ^^XX -Modules. Il suffit donc d'établir que f (toujours 

vu comme section de TT 1 {'J — )) agit bijectivement sur j*U'/^) ; or J*(C//) est 

annulé par le faisceaux d'idéaux du graphe de TT ; il existe une section g de 

f J — telle que g-f 6 'y. Alors g est une équation de X~X, donc opère bijecti-
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vement sur j * (M)c.q.f.d. 

Définition 7.6 M Edb (Dx) est dit à singularités régulières si IRj ((-/{") l'est 

pour une (.donc, pour toute) compactification j : X c ^ X où X est lisse et X-X 

est un diviseur. D'où une catégorie dérivée D°{2 
_ . y X h.r 

Proposition 7.7 : Soit f : X —^> Y un morphisme entre variétés algébriques quasi- 

projectives non-singulières. 

(i) Si c/i'GD^iS ), et si f est propre, f 4 ' e D b ( 9 ) 

X h.r — — Jf Y h.r 

(ii) Si /'GD b(l.) , ILf*(í/-) e D b ( ¿ ) 
ï h . r- X h. r 

Preuve : On décompose la preuve dans (i) en deux cas : 

(a) f est une immersion fermée ; (b) f = pr^: 3P nxY > Y . 

Dans le cas (a) , prenant une compactif ication à la Hironaka Y Y' , 

soit XJ l'adhérence de X dans Yj. On peut, d'après Hironaka [H] 

trouver une compactification lisse à la Hironaka Y de Y, dominant Y' et telle 

que le tranformé strict X de X' dans Y soit lisse, et que X-X soit un diviseur 

à croisements normaux. On a alors un diagramme. 

x 
i 

x 

f f 

Y YJ 
=Ï1 

On démontre facilement que IRj ( / c((* ) = /_ ( 33R j * ̂  • Puisque c/^'-e. D b ( i f ) 

X h. r 

par définition JRj*U( est R.S., donc ( IR j ) est R.S., donc aussi J c/^' . 

f f 

Le cas (b) se traite facilement à l'aide du diagramme 

IP xY 3P nx Y 

pr 0 k 

v Y 
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On décompose même (ii) en trois cas. 

(a) est une immersion ouverte 

(b) f est une immersion fermée 

(c) f = pr : ipnx Y Y. 

Traitons d'abord le cas (a). Il résulte des définitions que l'on peut suppo

ser Y projective. Soit ill 'G D b ( ' ) ; on doit prouver ILf*^'G D b ( ^ Y ) h 

Puisque Ĥ " ( IL f * cAl' ) = f* (H"*" ( :/(' ) ) , on peut supposer que Ù ^ ' est un module holo-

nome R. S. placé en degré 0, disons t/t* =M On a alors une suite exacte : 

0 H° y-x (M) M f*f*M f*f*M 
H ^ Y - X ^ • 0 

et R \ l f * f ) = 0 pour i >0. On a [H 1

y_ x ] a n = H 1 ^ _ ^ C ^ ) 

(cf. [M 1 t Chapitre 3 ] ). Comme C^f^^ est holonome R.S., il en est de même de 

H 1 ^ -, (,>^an) (voir [Me 1],[Me 3] ou [K-K,. Theorera 5.4.1]). Il en résulte donc 
|_Y — X J 

que f^f c/v est R.S., ce qui prouve que f* M est R.S. 

Traitons par exemple le cas (b). On considère à nouveau le diagramme 

X j X 

f f 

Y 
3i 

, Y 

étant R.S. sur Y, IRj, •f' est R.S. donc aussi ILf*(IRj„ N d'après 

1 , * 1 , * 

7.4. Sa restriction ILf à X est donc R.S. 

. 7/.an 
Proposition 7 .8 : Pour X quasi-projective lisse, le foncteur 0% ' \ ^0*t, 

induit une équivalence de catégories entre D*5 (0" ) ^ r et la sous-catégorie 

triangulée de D (J?f ) formée des tels que DR(«>% ) soit à cohomologie 
£*n h . r M 

algébriquement constructible. 
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Preuve : Soit j: X '• > X une compactification à la Hironaka. 

Pour ^' , "Y' G Db {/: ) on a H o m - C R j . ^ ) , JRj^{cl/1P) = Hom ( 

Donc IRj : Db((0 ) ^ 5 Db ( ) est pleinement fidèle. 

Comme le foncteur d'analytisation, de D ( U ) vers D (5? ) , est 

X h.r X an h.r 

pleinement fidèle en vertu de 7.1, la pleine fidélité dans le cas de X résultera, 

par dévissage, du lemme suivant : 

Lemme 7.9 : Soient e_t j- des Modules holonomes_ sur xan , tels que 

^0[x-x](-^ - « T x - x ] ^ = 4 x - x ] ( ^ ' S t x - x ] ^ = ° 

Alors JR Horn ç, ( 'J>, V ) 
«c/ — an 

IR Hom 
€^an " ^/x ' 

Preuve du lemme : soit K* = D R(J* ),L* = D R ( ̂  ) . Les hypothèses entraînent que 

K* = IRj*j*K" et L " = IRjJ|<:j*L = JR j + j*L * (voir [Me 3] . 

On a IR HomXn ; tfr f % ) = IR Horn (K* ,L* ) 

et IR Gom DXn an (G/x, g:x) = IR Hom an (jk; l*m (jk; l*m 

Òn a IR HomXn (K*,L") = IR Hom (K * , IR j * j ) 

= IR Horn (j K*,j L " ) . c.q.f.d. 

Pour établir la surjectivité essentielle du foncteur, on note que si 

b ~ 
tAL' dans D ( ̂  ) , est tel que D R (X") est algébriquement constructible, il 

^an h.r. 

existe Jf' G Db( 2) h tel que DR(Jf') = JR i ̂  A* DR{M-T ) . On a Jf' = J^'AU 
—an h.r. -J * J 

pour Jf' dans D b ( é - ) h ^ d'après 7.1 et J{ ' = j ( jf' ) est donc R. S. et d'ana-

lytisé égal à Ji\j , ce qui démontre la proposition. 

On note Db(X) cz Db (X&n) la catégorie dérivée des complexes de 

faisceaux à cohomologie bornée et algébriquement constructible. 

Lorsque X est une variété affine, notant D(X) = T(X, l'algèbre 

des opérateurs différentiels (globaux) sur X, une variante d'un théorème bien 

connu de Serre [F.A.C. ] fournit une équivalence de catégories de 
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de la catégorie? des ^-modules quasi-cohérents vers la catégorie des D (X)-modules, 

les deux foncteurs quasi-inverses étant 

M T (x, M= et M . 2> <S> M = & (â M 
v v 

où R(X) = r (X, O ) . 

En un sens évident, bonnes filtrations de M et de A se correspondent.(par 

M = T(X,dL ) , M, = Cf & x M ) . Un D(X) -module holonome est à singularités 
n n n X R(X) n 

régulières s'il admet une bonne filtration globale ^-M

n-^ satisfaisant la proprié

té (K - K) . Les foncteurs plus haut induisent une équivalence entre la catégorie 

des 2̂  -modules holonomes R.S. et celle des D(X)-modules holonomes R.S. 

Nous aurons besoin d'une version relative de cette remarque. 

Proposition 7.10 : Soit f : X un morphisme affine de variétés algébriques 

quasi-projectives lisses. Le faisceau d'algèbes f *( v ) sur Y est cohérent, et  

est un & -module quasi-cohérent. Le_foneteur 
M 26 M = D OM 26 M = D 

r r ef D 10 
M 26 M = D O 

induit une équivalence entre la catégorie des (8^)-modules quasi—cohérents  

(resp. cohérents, resp. holonomes, resp. holonomes, resp. holonomes R̂ . S. ) et la 

catégorie des 2)^-modules quasi-cohérents (resp. cohérents, resp. holonomes, respy 

holonomes R.S.). Un foncteur quasi-inverse est fourni par 
M 26 M = D OM 26 M = 

Bonnes filtrations de M et de M 26 M = D O = f * (AL) se correspondent via AL = f* {Ai ) 
n n 

Remarque : Un f * ( S) ) -module holonome A est dit R.S. s'il admet une bonne 

filtration Mx } satisfaisant la propriété (K - K) . 

Sorite 7.11 : Si X est une variété algébrique lisse, on a une équivalence de 

catégories Db ̂ x ^ h r—^i->D b(X) définie par Mj i yDR(J{j
an) . Si f : X >Y est 

un morphisme (X,Y lisses) le foncteur IRf^ : D b(X) > D
b ( Y ) correspond au fonc-

^ _— c c 
teur LAI' HRf ̂  

^ * y * ' x S v 
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Dans le cas où f est propre, cela résulte essentiellement de 7.2. 

Dans le cas où f est une immersion ouverte (ou même un morphisme étale), cela 

résulte du fait que pour M² 2^-module holonome R.S., on a 

DRtff^v/i l^) = JRf* (DR(v/i
an) ) (cf. la démonstration de 7.8). 

On est maintenant en position de comparer la transformation de 

Fourier topologique du § 6 à la transformation de Fourier formelle si familière. 

Soit donc T% :: E > x un fibre vectoriel algébrique sur la variété algébrique 

lisse X. Dans la catégorie dérivée D^(E) = D ^ ( E a n ) , on considère la sous-catégo-

c c 
rie triangulée D (E) formée des complexes monodromiques. On note A. (E) 

c ,mon mon 

la catégorie des faisceaux pervers monodromiques. 

Proposition 7.12 : La catégorie ^AL (E) est équivalente à la catégorie des 
£ mon 

T . (Й )-modules holonomes R.S. sur lesquels le champ de vecteurs d'Euler eu * E ~——~~—' ' 
e (2> ) opère de manière localement finie (i.e. pour v une section locale 

de ce module, les еи П(у) engendrent un espace vectoriel de dimension finie) . Le 

foncteur des т.( 0> )-modules de cette espèce vers Jl (E) est j? mon 

M DR ( $) 
^ an 

t<7\ 

t (DF) 
T 1T*(JL)). 

Preuve : Il résulte de 7.10 et 7.11 que le susdit foncteur fournit une équiva

lence de catégories entre la catégorie des T * (^ )-modules holonomes R.S. et 

E 
\^M^ (E) . Supposons que eu opère de manière localement finie sur le T * ( ^ ) -

E 
module holonome R.S. ̂ Af^ . Alors pour toute section locale v de >~A{_ > on a une 

n-1 
relation du type (eu) (v) + E a.(eu) (v) = O. Il en résulte que eu s'annule 

i=o 

sur la variété caractéristique de iAL / donc sur celle de y^Lan (notation de 7.10). 

D'après le lemme 4.7) , DR (^(an) est alors monodromique.Réciproquement si K' G M(E) , 
mon 

on a 0*K* CL ^pr*K* où 6 : (t x E ^E : 0(X,y) = exp(À).y d'après 

6.10. On a SS(pr 2K*) = T̂ fc x SS (K* ) c T (<t x E) et 

SS( б К*) - {(Л,у; у,П ) в T ((t x E)tq y = -
n 

1 
У• Л.} si (y.) . i r i 1 < i < n 
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est un système de coordonnées sur les fibres de E, et ni = 9 
9^ 

Puisque 

SS(pr K*) = SS( 9 K*) on a £ y. T| . = O sur SS (K ) , i.e. eu s'annule sur SS (K* ) . 

Soit alors ^A(^ le ( 2) )-module holonome R. S. correspondant à K* ; eu s'annule 

sur SS(u^). Soit {iAL } la bonne filtration de ^AC canonique de [ K - K ] ; eu 

s tabi lise chaque* . Quitte à se localiser sur X (pour la topologie étale) on 

supposera E = An x X ; soit alors j : Xc^-X une compactification lisse de X, telle 

que X - X soit un diviseur ; on considère le diagramme 

E j E 

T 

.X X 

T 

où E = An x x . 

Par l'équivalence de catégories 7.11, jA M ) est le T+(¿0 —)-module 

correspondant à HR^* (K* ) r qui est visiblement monodromique. La filtration canoni

que de iAL étant la restriction à E de la filtration canonique de j ^ {A£) , on 

est ramené à prouver la proposition dans le cas où X est propre. Alors <^ln étant 

-cohérent, End^Cc/^) est une algèbre de dimension finie, donc il existe un 

polynôme non nul P tel que P(eu) induit 11endomorphisme nul de <^^n r ce qui signifie 

que eu opère de manière localement finie sur chaque M, c. s. g. d. 

La proposition 6.11 nous permettra de ramener la détermination de 

& (ou de $ ) au cas où le rang de E sur X est égal à 1, ce que nous supposons 

désormais. Soit Jl un )-module satisfaisant les hypothèses de 7.12. On 

E 
a une décomposition A = O 

a € (t 
O où A{ = 

a 
{u e sAL tq (eu - a ) n. u = O 

pour n convenable} . Cette décomposition est stabilisée par le centralisateur de 

eu dans ( §T ) . On supposera pour simplifier E = JP^ x x ; alors 
-—" ^ E 

T*(2i_) = D ( ^ ) <g> 2> = (t [x, 
9 
9x 

O D O D eu = x . 
9 
3x 

et le centralisateur 
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de eu est C [x. 
A 

8x 
<8 â . Soit f : E ^ A 1 la projection. Si K' est le faisceau 

pervers monodromique sur E correspondant à M au sens de 7.12, 

i^(K*)[-l] = \pf (K*)[-i] est un faisceau pervers sur X. Kashiwara a annoncé un 

procédé pour calculer le 2>x~module holonome R.S. correspondant (que nous 

transférons sans vergogne à notre situation algébrique) ([K3j f voir 

aussi [Ma 1, théorème 3.4 ]) . On considère le 2^[s] - module 

T*2>[sJ. ® x S ) comme dans [ K 5 ] • ° n a aussi une action de t, par 

t(P(s) <S> m tg> x S) = P(s + 1) <£> m <g> x 
3+1 

telle que [t,s] = t. On doit alors 

choisir un sous x + D [s,t]-module LA° de <D [s ] ® <S> t S tel que 

(i) pour u une section de <C[s] <£> <^t ® x S , t n u est une section de N 

pour n assez grand 

(ii) df* est un & -module cohérent 

(iii) deux valeurs propres distinctes de s € End( ne diffèrent pas 

d'un entier. 

Alors ^Jf/t-.Jf* est le T + ^ E ~ m o d u l e holonome R.S. qui représente 

ijj(K") [-l] vu comme faisceau pervers sur E. L 1 automorphisme de monodromie 

T de I/J(K*) [-1] correspond à exp(-2 7Tis) € End ^ ((/IT./) 

Avant d'introduire notre choix de notons le 

Lemme 7.13 : x : \Jt —> \JL , < est bijectif pour a ^ -1 
ry. rv.+ 1 1 c  

8 
8x 

cJé ^ i/^Tv- 1 est bijectif pour a ^ O. 

On prend alors = S . ( I 

Ke ̂ a; - i 

© x S ) . s.<^c: c/)^ parce que pour m G Ma M 

on a : (1 + s) . (m <$ x ) = 8 
8x 

x)m <S> x où 
9x 

x)m E MA . De plus T. V*a N E N 

parce crue x. <U[ c: ^ ; la condition (i) est clairement vérifiée par une section 

u de KA{^ ® x S ; par ailleurs l'ensemble des u satisfaisant (i) est 

évidemment un T

+2) [s]-module, donc (i) est vérifiée. Pour établir (ii), on 
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déduit du lemme 7.14 que <À^° est le T + ( 2 )-module engendré par les 
M O M 

pour O ^ Re(o<) > - 1 . Or on voit facilement que chaque M est un 2^-module 

cohérent et que {a € <C, 0> Re(a) > - 1 , t.q. ^ a ^ O»} est fini. Il en 

résulte immédiatement que N est Dx —cohérent. Le ^ — m o d u l e cohérent N E N 

est à support dans X = X x {o}; les éléments de W/V(t. annulés par x forment 

un 2ï^-module cohérent (de fait, holonome R.S.) qui correspond au faisceau pervers 

IJJ(K")[-l] sur X, via l'équivalence de catégories 7.11. Ce â -module n'est 

autre que W 
O > Re (a) > - 1 

JL on oublie ici le symbole <S> x S , devenu 

inutile ; l'action de s sur chaque n'est autre que celle de x 
3 
3x ce 

qui vérifie (iii), et montre que ip(K")[-l] correspond au X 5 -module 

W 

O > Re (2) > -1 
O 1 ' automorphisme T de \p(K')[-l] correspondant à 

exp (-2TT ix. 
3 
3x' 

Je réfère alors [ Ma 1 , § 6 ] pour la démonstration du résul

tat suivant : 

Proposition 7.14 : $(K") [ — 1] correspond au 5& -module holonome 

W 

-1 > Re(Ot) > -2 
J L 1 1 automorphisme T étant égal à exp(-2TT ix. 

c 
3x 

Plus précisément, le diagramme \p (K* ) [-1 ] 
U 

$(K")[-1] correspond au diagramme 

W 

O > Re (a) > - 1 

W u 

v 
T. 

-1 > Re (a) > - 2 
M 

avec u = 
3_ 
3x 

v = -g(-2iTix 
3_ 
3x 

. x ,où g est la série entière telle que 

Y- g (y) = exp (y) - 1. 

Cette expression de v, naturelle dans le contexte des ~J -modules, 

peut être transformée de la manière suivante 

Lemme 7.15 : Le diagramme M. 
u 

V 

M 
"a -1 

pour O > Re(a) > - 1 , est iso

morphe au diagramme W 
M 

- X 
W a-1 
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Preuve : Comme O > Re (a) > -1/ on a g (a) ̂  O, donc g(-27T ix. 7 ^ 7 ) est inversible 

sur M t ce Qui prouve le lemme. 
a 

On touche enfin au but ! 

Définition 7.16 : Soit x : E —>X un fibre vectoriel sur la variété algébrique 

X , 7T : E' > X le fibre dual. Soit : x^ (2> ) ^ ^ TT . ( ̂ ) l'unique isomor-

— •__ —-— — ~ * E ^ E - - - — • — ^ — — -
phisme de faisceaux de C^-algèbres tel que 

(i) pour a' une section locale de E', et g la fonction sur E, homogène de 

degré 1 sur les fibres de x , correspondant à a' ; ̂ (g) est le champ de vecteurs 

horizontal sur E' , invariant par translation, tangent à l'image de X x /A 

où a 1 (x,À) = À. a' (x) et coïncidant sur cette image avec dcT' .3 

W 
(ii) pour g une section locale de E, g' la fonction correspondante sur E 1 

-g 1 est l'image par du champ de vecteurs décrit comme en (i) par X x a ^ E. 

Lorsque E = X x A*1, = De = D O A n, P = De = D O A n, P O A 

on a. = id <S> où,dénotant (x , . . . ,x ) des coordonnées linéaires sur A n , 

( £ ^ R . . . , £ N ) les coordonnées duales sur ( A R ) 1 , on a ^ ( x . ) = 
1 

3_ 
3£ 

W 3 
k3x = - E 

La transformation de Fourier formelle est un foncteur, des X * ) -
E 

modules vers les TT . ( 2̂  ,)-modules, obtenu par transport de structure à l'aide 
* E 

de l'isomorphisme jf" . 

Remarque 7.17 F o F est 1'automorphisme de x* ( 2^ ) induit par a , la 

E E 
transformation antipodale de E. 

Proposition 7.18 : Lorsque le rang E est égal à 1, F envoie un module holonome 

R.S. sur T^(5d ) satisfaisant 7.12 sur un module holonome R.S. <f (J^) sur 

7 1 * ( 2)̂ ) satisfaisant 7.12 . _Si \J\ , correspond à K " 6 M mon( E) alors ^J{) 

correspond à ^(K') £ Ji (E1 ) . 
Mnon 
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Preuve : Lorsque E = X x A*, cela résulte du fait que (eu ) = f(x 
9_ 
9x 

O 

= FD E = -eu . - 1 . On a ainsi { M ) ~ . , l'opération de s sur le 

premier membre correspondant à celle de -1-s sur le deuxième membre. Comme on l'a 

vu plus haut, pour O > Re ( a ) > - 2, </^a est un 2$x-module holonome R.S. 

C'est en fait un B &> £[eu] -module. Je dis que le 7 T ^ ( . )-module holonome 

X —— Tf. g 
U + FG O 

9h <» (Cfpul 
M est aussi R.S. 

Il est facile de voir que <t [Ç, FD est libre (à droite) sur 

<C[eu] = (C[ Ç FD de base 
l3£ 

donc TTjç ( i ) est plat comme 

B^] -module à droite . on peut donc supposer que, par dévissage , M est annulé 

par x. 
3x 

- a , donc par FD + 1 + a . Dans ce cas, on a affaire à 

J¿ <g> D( OA 1)' - Ç 1 C qui est clairement R.S. Comme F(M) a une présenta

tion de longueur finie par des TT̂  ( ̂ E ,)-modules de ce type, il est R.S. (on 

utilise le fait que F. M est engendré par les ^L-n pour O > Re(a) > - 2, 

avec les relations fournies par 
9_ 
9x M ^^C-i Pour O > Re(a) > - 1 et 

par x : M >*x^0t+1 P°ur _1 ^ Re (a) > - 2 ) . 

La proposition résulte alors de la description de "Fourier topologi

que vectoriel" donnée au § 6, ainsi que de 7.13, 7.14 et 7.15. 

Dans le cas général, on considère comme un module sur le 

commutant de eu dans (2^) , correspondant à un faisceau pervers monodromique 

sur E - X , sur lequel T - exp(2iTTa ) est nilpotent. On renvoie à [ V23 

pour plus de détails. 

Notons que la preuve de 7.18 a utilisé un procédé de reconstruction 

de 6̂ à partir des <-/̂ a (O ̂  Re(a) > - 2) donc en fait à partir de jp n 

V 
0 

On déduit d'ailleurs aisément des Propositions 6.14 et 6.15 le résultat suivant. 

Proposition 7.19 : Soit E = X x . Pour K* G Db (E) , K" est pervers si et seule-£ c, mon 

ment si ifj(K")[-l] et 0(K*)[-1] sont pervers. Le foncteur associant à K* le 

diagramme ijj (K* ) [-1] ^ (K* ) [ -1 ] induit une équivalence entre la catégorie 
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M mon 
(E) et la catégorie des diagrammes A u 

v 
B* où A* , B* € ^l(X) , 

Id + uov et Id + v G U sont des isomorphismes. 

Ce fait a été observé par de nombreuses personnes, sous divers 

formes : dans le contexte des équations à une variable (à singularité régulière) 

par Pham ; dans le contexte des faisceaux pervers par Malgrange [Ma 4 ] 

et par Deligne [ D ] (indépendamment). 

7.18 admet l'évident 

Corollaire 7.20 : ^T" envoie faisceaux monodromiques pervers sur E vers faisceaux 

monodromiques pervers sur E ' , lorsque E — y X est de rang 1. 

Comme on l'a déjà annoncé, la comparaison entre transformations de 

Fourier "topologique" et "formelle" utilisera, pour un fibre de rang arbitraire, 

la proposition 6.11, que nous rappelons. Pour ïïL : E X E * + <C x E ' , 

l'application 03 (x,£) = (<x,£> , Ç ) , on a, pour G* 
mon 

(E) 

3 (G*) = 5 ,(RM , pr G') {1} x E 

On a alors la 

Proposition 7.21 : Le morphisme naturel 

FE (R W § pr sdgG 
{1} X E ' 

CT . (URO). pr. G') 
{1} x E ' 

est un isomorphisme. 

Preuve : Cela résulte de la proposition 4.8, de la commutation de *f , avec 

changements de base et du fait que si K" est localement constant sur une droite, 

££"(K" ) est supporté à l'origine de la droite duale. 

Comme au § 4, on en déduit le 
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Corollaire 7.22 : Les foncteurs «f o D et D , o ^ 
E E' M mon 

(E) M 
mon 

(EO 

sont naturellement isomorphes. 

Notons aussi le 

Corollaire 7.23 : Si G* G M 
mon 

(E) , (G' ) est pervers. 

Preuve : Notons d'abord que préserve la constructibilité : on l'a vu dans 

le cas où E est de rang 1 (§ 6 ou § 7) et pr comme 3R o> préservent complexes 

I CL , . 

algébriquement constructibles d'après [VI , théorème 2.3.1] 

Si G* G. M 
-mon 

(E), pr,(G*) G D (E x E' où r est le rang de E. 

Alors, le morphisme CLK étant affine, on a 3R 03^ ,pr G* G D (fa x E' et 

d'après le corollaire 7.20, son image par 5" 
E 

= F 
E ' 

[-1] est dans 

D 
c 
[/h x E ' 

< 1+r 
Sa restriction à {lj >' E' est alors dans D [E' r 

On en déduit que envoie Al mor 
(E) dans D (E' donc \7„ envoie mor 

(E) 

dans D (E' Comme 9 commute à la dualité de Verdier, il envoie A 
mon 

(E' 

dans D ~ ( E ' H D (KM = D ( E ' ) (on CI utilisé les notations et la 

proposition de [Br 3 ] ) . 

Pour décrire ^ en termes de ^ -modules, on utilise JR a) ^ plutôt 

que 3R ÜJ . On factorise JL. en E x 
X 

E' 
i (t x E x E ' P E' x (C . De plus. 

pour alléger l'exposé, on supposera donnée une trivialisation E = tëJ1 x x et on 

choisira des coordonnées (x ,...,x ) 
n 

sur A , 
( E. ,... ,ddd E) étant les coordonnées 

duales sur ( f a n ) . Si le ( S) )-module holonome R.S. correspond à 

G* G ^ (E) , alors le (SL x E x ,)-module H (p ) correspond à i^pr G"[r] 

où T = i (E x E') , 

et est la projection (t x E X E ' *E . Les sections de H. (P 9 *i ) sont du 

type 

Z f c ) [P.(Ç)(8m. « ô ( t - < x , Ç > ) ] où P.(F) G R ( (A ) ) = C ß „ , . . . ,£ 1 
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m est une section de M et t est la coordonnée sur A 

D ' après 7.11, 3Rp * (i* pr G*[r] )) correspond à IRp ̂  (DR. h1 ip*^)) 

au prix d'un scandaleux abus de notation). Comme p est un morphisme affine, ceci 

1 * 
n'est autre que p^(DR. H (p M} ) . La cohomologie en degrés ^ O de ce complexe 

[ E "I 2 

de De Rham relatif nous chaut fort peu, puisqu'au bout du compte, d'après 7.23, 

on doit trouver un TT̂  (o£>E,) -module en degré O. Or donc, on est ramené à calculer 

P. (S R ( P * ^ ) / S FGG A. R(P 2 A, ) : La fin des opérations consiste à remplacer t 

par 
8 
3T 

et 8 
St-

par -T et à diviser le résultat par T - 1 (on utilise ici 

le fait que les 2 transformations de Fourier se correspondent dans le cas de 

<£ x e ' > E ' ) . Comme 

Ó 
8x 

(P(Ç) <S> m (S ô (t - <x,Ç> )) = P(Ç) <S 
8 
8> 

m <$ ô (t - <x,£> 

- Ç ±P(Ç) ® m (g) 
8 
8t 

ô(t- <x,Ç>) 

on a P(Ç) ® El m O <5 (t - <x,Ç>) = Ç . P (Ç) (2) m <S> 
8_ 

ô(t- <x,Ç> modulo 

1'image de 
8 
8x. 

Comme 8 
8 t 

= - T et qu'on a divisé par T - 1 , on obtient dans notre 

tt* ( 2) ,) -module l'égalité P ( £ ) <S 
8 

Dhtt 
m <S> ô (t - <x,£ > ) = 

- Ç. P(Ç) «> m <g> ô(t-<x,Ç> ) 

Ceci montre d'abord que comme faisceau, le i\. ( S ,)-module cherché 
* E 

est isomorphe à J-(^ par m , ^ 1 <8 m <2>ô(t- < x,g>)) et ensuite que 
8_ 
8* m 

a pour image - £ ± ( 1 <S> m <g> 6 (t - <x,Ç>)). Que devient l'action de x ? 

On a 1 ® x . m <S> ô (t - <x,£>) = 1 ® x. m ^ 8_ 
8t ô(t- <x,£> ) mod(T- 1) et 

ceci n'est autre (ô miracle) que 3 

DG 
(1 <£> m ® ô (t - < x,Ç>)). On a ainsi établi le 

Théorème 7.24 : Pour G" € J{ 
mon 

(E), correspondant au x^.(^ )-module holonome 

R . S . ^ , 3~(G') € ^ m o n

( E ' > correspond naturellement à f(M) (en particulier 

F( m)) est à singularités régulières). 
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En d'autres termes, on a obtenu la compatibilité de la transformation 

de Fourier topologique vectorielle du § 6 et la transformation de Fourier formelle 

de tout un chacun. Ceci éclaire par exemple la formule % » & = a* ainsi que 

la commutation à la dualité de Verdier, l'invariance par changement de base,etc.. 

C'est Malgrange qui a le premier suggéré une telle relation entre les deux transfor

mations homonymes. 

Il n'est bien sûr pas vrai que ^ (¿4?) soit à singularités régulières 

dès que S^C l'est. L'hypothèse que l'action de eu sur^f est localement finie 

est donc essentielle. 

F 
Corollaire 7.25 (Malgrange) : Supposons E = A x x, et identifions 

T E = A r x (A r) x T X à T E ' = (A r)' x A x T X. S i ^ est un T^($ ) module holono 
' ^ E 

me R.S. satisfaisant la condition de 7.12, les cycles' caractéristiques de c4 
et de ^ {O-vé) se correspondent par cette identification. 

Preuve : On peut supposer M engendré par m € de sorte que Ch (M) e 

cycle algébrique correspondant à g r ( ^ E > , où JE est 1'annulateur de m . On 

a une décomposition t* (De) = O t* (De) = O t* (De) OU t* ( D) 1 est formé des 

P 6 ( £ ) tels que [eu,p] = iP. Comme m 6 di , on a 

Je = O 

i e ZL 
i E ,i ou 7. 

E ,1 
J n (./)_) . . Soit J 13 

1'annulateur de m, 

vu comme section de ¿7* (̂ y ) ; on a J = f = GJKDDHS pour P € J~~ . d'ordre m, 

on a a (P) = £ Q, s R, où Q. est une fonction homogène sur T (A ) de degré 

k, R est une fonction homogène sur T (X) de degré m - k. Comme P Ç > , on 
v / E , i 

voit que Q, est homogène de degré k + i en x ( vu que Q, ( X , X XÇ) = X X 0 Q(x,Ç )) 

Il en résulte que (P) est un opérateur d'ordre m+i et ° m+± ^ V ̂  correspond 

à a (P) via T E - ^ T E* , d'où le corollaire, 
m 

Remarque : Je ne connais pas de preuve topologique de ce corollaire, je puis 

seulement prouver le résultat plus faible, concernant les variétés caractéristiques. 
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Remarquons que le théorème 7.24, et la formule d'inversion pour F 

impliquent le 

Corollaire 7.26 
F M 

mon 
(E) 

mon 
(E') est une équivalence de catégories. 

En particulier, si G* est un objet simple de A 
mon 

(E) , & {Gm ) est un 

objet simple de 
mon 

(E'). La détermination de O" (G*) est rarement facile; le 

corollaire 7.25 peut la simplifier dans certains cas. Notons que & a des 

propriétés très similaires de à la "dualité projective" étudiée au § 3. Ce n'est 

pas un hasard, comme nous allons le montrer. 

Théorème 7.2 7 : Soit E un espace vectoriel (de dimension finie), P = HP (E) 

l'espace projectif quotient de E - {o} par (E^, E l'éclatement de l'origine dans E 

de sorte qu'on a un diagramme 

E q ^ДР(Е) = P 

77 

E 

On introduit de même le diagramme E' q IP (E') = 3PV. Alors pour K* £ D bJP(E), 

TT ' 

E' 

on a un isomorphisme naturel entre la restriction à E' - {o} de Сг{Ж1\^ q K" ) et 

la restriction à E' - -fo) de q ф (К* ) , ojù Ф est la transformation (de Radon)  

étudiée au § 3. 

Preuve : On considère le diagramme 
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E X E ' 

P r i 

H 
H 

E X E ' 

E 
H 

h 

TT 
* E <t x E ' 

Compte tenu de 6.. 11 et du fait que pr^ est lisse, on a donc : 

^CRTT^ qV) = ^.(IRaT, pr* q*K*),r , x [r] 

Un procédé commode pour calculer la restriction à {l}x E * de FE (G*), 

où G* est un exemple constructible monodromique sur (C x E 1 , consiste à restreindre 

G* à JR x E ' puis à calculer 3RP- ( 
(G* f y p I ) où p o : IR x E J ^E' est la 

seconde projection. Soit donc X cz E x E' l'image inverse de 3R+ x (E 1 - {o}) , 

i : X c ^ E x(E' - {o}) U le complémentaire de X dans Ê ' X C E ' - {o} ) , 

j : U ^E x (E'-{ O}) 1'inclusion. 

On a ^(ORTT^ q K ' ) r . , l p . IRoTi (i pr.q K') [r] 

Notant pr^ E x(E' - {O}) E ' - (O} on a donc un triangle distingué 

3R pr 3Rj ! ( j [pr q K*; 
(E x E*- {O} 

[r 

+ 1 

^ ( I R T T * q K * ) {1} x(E' - {o}) -3R pr or a K 
E x(E •(0 r 

Remarquons maintenant que IR pr p r * q*K" 
E x(E' - {O 

est constant sur 
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E' - {O} , de fibre 3R T (E,q K*) = ]R T ( P , 3Rq ! q K* ) 

= JRT (P,K" ) [- 2] 

puisque q Q 
P est une morphisme lisse, dont les fibres sont des droites affines. 

Considérons ensuite la projection naturelle U P x (E ' - {o}) où pr2 = pr2 a j 

L'image de cette projection est le complémentaire de la variété d'incidence Z ; la 

projection est lisse, de fibre typique (D - 3R 

En vertu du diagramme cartésien Z P X ( E ' - loi 

Z 
i P x pv 

on obtient alors, en notant k : Uc^-P x pv l'inclusion du complémentaire de Z, 

après des manipulations élémentaires : 

DRpr , « ORj ! (j*[pr* q*K"]lâ, , ' r^J=q'*RPn k.k*P* K'[-2] 

et le morphisme 3RT (P,K*)" =q'*nRpn p* K' _q'*3Rp ^k, k*P* K' étant 

celui qu'on pense, on obtient finalement : 

\T (3R7T ̂ q*K I (l)x CE - (nV = q'*IRp' .p'* K* [r - 2 
E'- {O 

= q'* $(K* 
lE' - ÍO 

avec les notations du § 3, c.q.f.d. (avec mes excuses!). 

Amplification 7.28 : On démontrerait de même l'analogue "relatif" de 7.27, E 

étant un fibre vectoriel sur X, P le fibre HP (E) sur X, e t c . . 

Remarques 7.29 : 

(1) K*, y H 0 * ^ q K"[l] est un foncteur pleinement fidèle de CL (P) 

(quotient de A (P) par les faisceaux constants, cf. § 3) dans le quotient de 
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A mon 
(E) par les faisceaux constants et ceux concentrés à l'origine. Les résultats 

sur & permettraient alors de retrouver ceux du § 3 (équivalence de catégories 

entre <&(P) et # ( P V ) , etc..) attendu que le théorème 7.27 implique que la 

transformation de Radon est la restriction à CL (P) de la transformation de 

Fourier : 

J i 

mon 
(E)/constants + supportés en O JL (E')/constants + supportés en O 

Comme nous le verrons au § 9, la seule méthode connue pour établir 1' xnvertibilité 

de la "transformation de Radon" (de P vers P V) en caractéristique p consiste 

à la déduire des propriétés de la transformation de Fourier (au sens de Deligne). 

(2) En termes de ^-Modules, et en négligeant tout ce qui est concentré à l'ori

gine de E, la construction K* j .̂R TT^ q*K* [ 1 ] s'interprète ainsi. K * corres

pond à un D(P)-module N. Dans D(E), notons D(E) la sous-algèbre des opérateurs de 

degré O, i.e. qui commutent au champ d'Euler eu. On a alors D(P) = D ( E ) q / ( e u ) , de 

sorte qu'on peut voir en N un D(E) q—module. 

Alors le D(E)-module D(E) ® N est holonome R.S. et correspond à 
D ( E ) o 

URTT^ q*K*[l] (en méprisant l'origine). On sait (théorème 3.25 et broutilles 

circumvoisines) que la transformation de Radon est décrite par le (D(P V), D(P))-

bimodule 
T ( P , O (O v O-1 = M T ( P , O (O v O-1 = M 

On a D(E') ® t 

D(E') 

r (E ' , % 3? (O , ) O 

P <g>, m „ P ® (m '® eu , ! 

La section 
r 

i=l 

O 
'3Ç 

de fgjj 
6à -1 

permet d'identifier H E ' , 2> , <S> ( Œ . 
- 1 

à D(E'), et le considérer comme un D (E 1 )-module à droite, donc comme un D(E)-

module à droite, en utilisant cT : D (E ) 2l ^..D(E'). Le D(E)-module obtenu est 
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isomorphe à M fê) D(E), comme le prouverait un calcul stupide. Pour N un D(E) -
D ( E ) Q ° 

module, on a alors 

&(D (E) <g) 
D CE) 

N) = D (E ' ) O 
D(E) 

(D (E) O 
D(E) 

N) = (D(E') (S 

D(E') 

M) 0 
D CE; 

(D (E) <g> 
D(E) 

N) 

= (D(E') & 
D (E 1 ) 

M) <S> 
D(E) 

N = D(E') <2> 
D(E') 

(M <S> N) 
D(E) 

(le lecteur qui n'aurait pas bien compris est prié de faire semblant, comme 

1'auteur). 
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Vili) UN LEMME TECHNIQUE SUR LA TRANSFORMATION DE FOURIER FORMELLE. 

Soit E un espace vectoriel complexe, de du al E', 3*: D(E)-»D(E') l'iso-

morphisme défini en 7.16. On rappelle que si M est un D(E)-module, on note 

£F(M) le D( E ' )-modu le obtenu au moyen de cet i somor ph i sme - Comme l'a prouvé 

Bernstein [B] , si M est holonome, il en est de même de 3*(M). Toutefois, le 

fait que M soit à singularités régulières n'implique pas que 3<(M) le soit 

(considérer par exemple M = <E[x 
d 

dx 
/ ( X - D : seule l'hypothèse que l'action 

du champ de vecteurs d'Euler eu est localement finie M nous a permis de 

nous assurer que ci(M) est R.S (cf. théorème 7.24). 

Pour M holonome R.S sur E, soit K" le faisceau pervers sur E correspon-

dant, au sens du § 7 (K* = DR (' c • ) ) ; 3(M) n'étant pas forcément R.S . 

Toutefois, on peut lui asso

cier un faisceau pervers L" = DR(3* (S*i,)an)J qui bien entendu ne dépend que 

de K". Grâce à l'utilisation de la "transformation de Laplace", Malgrange 

a donné la description suivante de L", dans le cas où E est de dimension 1 : 

Théorème 8.1 (Malgrange, non publié, voir toutefois [Ma 3 ] , [Ma 4]) : 

L" est un faisceau pervers monodromique sur E' ; L^=]RF ( E , K " ) e t pour ^ ̂  0, 

L = IRTg (K" [l])i où S est la famille de supports fermés de E, engendrée 

par les secteurs S = {yeE t. cj Arg( |(y-x)) < e}, où x 6 E et 0 ^ 8 < — 
x, U 2 

fh 

X 

S 
x, 0 

La monodromie T de L" est celle qu'on pense, et la flèche de spécialisation 

L" = F F ( K " ) — L" = JRIV (K" ) est celle induite par inclusion de la famille des 
o c £ S_ ~ ~~ 
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compacts dans E, dans S 

Remarques 8•2 : (l) Cet énoncé n'est qu'un petit morceau des résultats 

obtenus par Malgrange, qui est capable de décrire 3<(M) lorsque M est régulier 

à distance finie, et est d'irrégularité de Katz > 1 au point à l'infini. 

Dans sa terminologie, les "microsolutions globales de M " décrivent les solu

tions de 3<(M). Le terme "microsolutions globales" est justifié par le fait 

que les microsolutions de M en un point x (i.e. les solutions à valeurs dans 

C ^ j | ^ ) s'obtiennent en considérant la cohomologie du complexe Sol(t"/^ a nJ à 

support dans des secteurs d'ouverture > rz et de direction donnée. Dans le 

théorème 8.1, on fait subir à ces secteurs des translations arbitraires : au 

lieu d'être mi cr o 1 oc a 1 i sé (i.e. localisé en x et en ^ ) , on s'est délocalisé 

(ou globalisé) en la variable x, mais on reste local en F . 

(2) Dans le cas où K" est monodromique, on vérifie facilement que cette 

définition redonne la "transformation de Fourier topologique vectorielle" 

du § 6. 

Cor o 1 lai re 8. 5 : Pour ^ £ E / - { O } , on a _H1 ( L^ ) - O pour i £ -1 ,., et la dimen

sion de JH ^ ( L̂ , ) est égale au "nombre total de cycles évanescents pour K" " , 

défini par 

dim.tot.$(K") = W 
x e E 

dim H 1($K"] = Z 

x<EE 
; X ( K * ) - x ( K i ) 

ou $K* est calculé vis-à-vis de Id : E-*E= (T et x ( — ) dénote une caractéris-

que d ' Euler, T] étant un point général de E ( tel que K " est localement cons

tant dans un voisinage de T| ) . 

Preuve : Soit E l'ensemble fini de points de E au voisinage desquels K" 

n'est pas localement constant, et soit S un secteur du type 8.1, conte-
x i 6 

nant 2 en son intérieur. Considérons le triangle distingué 
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L IRr ( E , K * )[1] 

+ 1 

]Rr(E-S 
x, e 

K " ) r i ' 

La restriction a E - S de K* est un faisceau localement constant, placé 

en degré - 1 , et de rang égal a -x(K" ) = dim H (K*) . Comme E - S est con-

tractile, on a H1(E-S , K " ) = 0 pour i ^ - 1 et la dimension de H~1(E-S „,K") 

est égale à - x ( K l ) , donc x ( n r ( E - S „fK") = v ( K i ) -

On calcule X ( I * r(E,K" ) par la célèbre formule d'Euler-Poincaré sur une 

courbe, qui lui attribue la valeur x(K" )+ dim.tôt - $(K" ) . On obtient 

dim H (Ll) = -y(L') = V ( IRr ( E . K ' ) ) - Y ( IRT ( E - S _,K"))) 

= dim-tot-$(K ) 

Traduction 8-4 : 3*(M)|E _ { o } est un fibr^ vectoriel à connection (intégra-

b l e ) , de rang égal à dim.tot-$(K"), où K" correspond à M . 

On peut donner du corollaire 8-3 une démonstration purement algébrique, 

indépendante du théorème 8-1 ; en fait, on prouvera 8.4. Par dévissage en M, 

on se ramène à étudier deux cas (on identifie E à A ' ( (C ) ) 

(a) M est a support ponctuel ; ce cas est trivial ; 

(b) M est égal à T(IP^ - {°°}-S13î), où 3* est (le faisceau des germes de 

1 
sections) d'un fibré vectoriel sur IP muni d'une connection méromorphe V 

telle que (i) y est holomorphe en dehors de f o o j \j S, où S est un ensemble 

1 
fini de points de A , choisi minimal. 

(ii) V est a poles d'ordre <. 1 aux points de S et en <*> (i.e. 

V : 3 -* Q 1 ( log(S U f03} )a J'dans la termi no logi e de Deligne). 
TP 

Le rang de 3»(M)| r-i est egal a la dimension de 3» (M)/( 1 )3?( M) ou encore a 

celle de M/( d 
dx 

+ 1)M- Le théorème 8-1 implique que 
d 
dx 

+ 1 opère injectivement 
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sur M ; cela se voit aisément, car dans le cas contraire on aurait un morphis-

me non nuldeŒ[x 
D 

dx 
/Œ[x d 

dx dx 
+ 1) vers M, ce qui est impossible, le premier 

module étant simple et à singularité irrégulière à l'infini- On doit donc 

calculer l'indice du complexe M 
d/dx + 1 M. Pour cela, on construit une suite 

M a M ÎC. . . czM, de sous-Œfd/dx!-modules M, de M, tels que le complexe 

O 
i 

d/dx + 1 M, soit à indice, et d'indice indépendant de k, et que M soit 

la réunion des M, . On vérifiera que 

Mk> 
d 
dx 

1)M. s'envoie bi iectivement sur M 
k+1 

d 
D X 

f D M 
k+1 

et 

on déduira que l'indice de M 
d/dx + 1 

M est égal à celui de M D / D X + 1 M, 

On Dose M = r(]P -S.3(k(œ))) : si t = 
x 

est une coordonnée locale en <», on 

a 
d 
3h = -t 

d 
11 

: d'après (b), (ii), t - _d 
J 4 

préserve 3», donc 3*(k.°°), et il en de 

même de t* d 
dt 

donc M est un sous - I[d/dxj-module de M et en fait, on a 

d 
dx 

M ) r- M 
k-1 

pour k > 1 - Filtrons ensuite chaque "M. par les 

M. (Jb ) = r(]P A.3(k. (•) + 4 . s ) ) On a, d'après (b), (ii) et (i) : d 
dx 

•M. (4 ) CM. (-¿ + 1) 

et chaque M (&) est de dimension finie. On a une suite exacte 

O M. U ) M. (Jfc + l) - T ( S, F (k, T ( S, F (k, SD H A(1P ,3(k. (œ)+J& -S)) 

Il existe ^ q tel que pour ^ > ^ q , on ait H 1 ( 3P 1,3 ( k . ( w ) . S )) = O . De plus, 

pour & assez grand, la flèche induite par d_ 
IX 

1 (ou par 
D 

dx 
cela revient au 

même), de (JL+1)|M^(Z) vers M ^ + 2)|Mk(i-+1) est bijective, en vertu de la 

suite exacte plus haut- Cela signifie que le morphisme de complexes 

M(l) d/dx + 1 
M (4 + 1) 

M l + 1 ) 
d/dx + 1 

• M, (1 + 2] 

est un quasi-isomorphisme. Le complexe M 
d/dx + 1 

M, est donc a indice, 

et son indice est celui de M (̂ ) 
d/dx + 1 

•M, (-£ + 1 ) pour & ̂ > O , à savoir 

dim M (1 + 1 ) -dimM, (4 ) = | s l - rang(^) . 
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On doit encore vérifier que 1'inclusion du complexe M 
d/dx + 1 

M dans 

le complexe M, 
d/dx + 1 M 

k+1 
est un quasi-isomorphisme- Vu 11 injectivité de 

d 
dx 

>r 1 , il faut voir que si m G M est égal à d 

dx 
+ l)m^ , pour m̂ . £ M 

k+1 
alors 

m 6 M (en effet, on sait que M _d 
dx 

+ 1)M. et M. 
k+1 d? 

+ 1 )M 
k+1 

sont de même 

dimension). Or m = d 

fix 
+ l)m„ 6 M, et d 

ax 
[ m . ) t M, puisque m . 6 M 

k+1 
donc 

m = m -
d 

ou 
m. ) G M, 

On a donc prouvé que le conoyau de d 
dx 

- 1 sur M est de dimension égale 

à I S I . rang(3¡) . Comme W = T (w'1 ,&/{) où le D -Module holonome R. S c/fy a une res-

. 1 , W . 
triction a 3P -{ooj-S qui est un fibre vectoriel à connection integrable, et 

est égal à j j , où j est l'inclusion de 1P^~ ( {œ } U S ) , on a 

DR(¿#an) = K j w K [ l ] , où K est un système local sur ]P_({oo} y S) , de rang égal 

à rang (3») Le faisceau $(R3^.K)| ^ est concentré en S, et son rang en un 

/A 
point de S est égal à rang (3*)-

On a donc dim- tôt- $DR(^^r ) = |s|.rang(3*), ce qui conclut la preuve al

gébrique du corollaire 8.3. 

Une fois démontré 8-3 ou son équivalent 8-4, on prouve la généralisa

tion de 8.4 au cas où E est de dimension arbitraire ; on appelle rang géné-

r i que de 3i(M) le rang de 3<(M) |^ , lorsque cette restriction de 3* ( M ) à un 

ouvert U de E' est un fibre vectoriel a connection integrable. 

Proposition 8-5 : Soit M un D(E)-module holonome régulier R.S, correspon-

dans a K" Ç J[ ( E ) . Il existe un ouvert U de E1 tel que, pour Ç parcourant U , 

dim.tot.<M]R§fK" ) est égal au rang générique de 3* ( M ) . 

Corollaire 8.6 : Pour g Ç U, le rang générique de 2? ( M ) est égal à 

x(lRr (E,K" )) - x(lRr (§-1(?, ) ,K" ) pour \ e Œ général . 

Pour déduire le corollaire de la proposition, on observe que 1RT (E,K") 
c 

est égal à ]Rr(Œ,lRgjK" ) et que ( g " 1 ( \ ) , K " ) est la fibre en X de IR£,K* 
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et on applique la formule d'Euler-Poinearé a R§ K' . 

Preuve de la proposition : La démonstration du théorème 7.24 prouve que 

d O 
D ( E ' 

3(M) = 3„ (f pr M <8> 

O x E 
O f 1 JxE' ou M = d O 

D(E) 
M (on note 

[__ (—) le faisceau de cohomologie en degré O de 

f- ()- = Rw v(D (ExE'«-ExE' n ^ 
ExE' 

_ ) Ì T . o .h 
ExE 

-Module holonome R.S 

W 
pr M 

correspond à H^lR^g, #(pr^K" )[r] ) où r = dim(E). Le rang générique du trans

formé de Fourier de j* pr restreint à [lJ x E' , peut se calculer comme le 

le rang générique de 3KL f 

m. 

pr. •If) <8> 

ff, vE 1 

(Ex Ç 
pour § dans un ouvert dense 

U de E'. Il résulte de la proposition 7.21 qu'on peut remplacer 

Rw (pr K. ) (v) par IRuo , ( P r V ) [ r ] sans changer la restriction a {1}xE' 

du transformé de Fourier. Finalement, le rang générique de 3<(M) , est égal, en 

vertu du corollaire 8-3 (ou de 8.4) a 

dim-tot - $(H° IRo) (pr K" )[r] 
Œx{C> 

pour £ £ U , 

donc à dim.tot.$(H° H § (K" ) )- Comme pour i ^ O , H* , (pr.K* ) est constant 

sur (Ex {§} (puisqu J après tout 3<(M) a seulement de la cohomologie en degré O ) f 

quitte a rétrécir U, on a dim. tot.g(H 1 E g , K" ) = O pour i ^ O , d'où ré su lté la 

proposi tion. 

Remarque 8.7 : La constante dim . tôt. $ ( , K " ) (pour § général) intervient 

dans la majoration uniforme des sommes trigonométriques, qui fait l'objet 

du § 10. La proposition 8.5 donne un procédé de calcul de cette constante, 

qu'il serait intéressant de rendre aussi efficace que possible. Notons que 

si K" =(Ey[dim V ] , où V c Cn est 1'hypersurface lisse d'équation 

f (x) = x, ... x - 1 = 0, on a 
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M = D(E) . 6 v f ) = D(E)/D(E) . f df 
l<i,j^n 

D(E) 
Ò X 

Ò 

Ò X . 
Al 
òx 

à 
òx 

du simp le fait 

que V = (O) est lisse, donc ici 

M = D(E)/D(E) . f + 
l>i,j>n 

D ( E ) . {(x — x' ... x ) 
u 1 i n 

Ò 

Ò X 
( ^ 

v X ^ ... X . ••« X 

Ò 

Ò X . 

dont on vérifie facilement qu'il est égal à 

D(E)/D(E)-f + sd 
2<j<n 

D ( E ) . ( x . . à xxi à  
òx 

(en utilisant le fait que ( f, x„.. - . x . . - . x\ - - . x ) = R ( E ) ) -

1 i 3 n 
Donc 3» ( M) = D(E' )/I , où I est l'idéal à gauche engendré par 

a 

df . . .. 
ò 

df 
- i 

et par les £ a - s à 
ò? 

( pour 2 ^ j < n ) . Il est facile de voir que gr ( I ) 

est engendré par les symboles des générateurs de I qu'on a exhibés. Le rang 

générique de 3*(M) est égal, pour _g_ général, à la multiplicité d'intersection 

en 0 des hyper surfaces x^ = 0 , ^ i ' ^ i " ^ ^ ' * ^ - ® ( 2 < j ̂  n ) , qui est 

égale au produit des degrés, c'est-à-dire à n. 

i r 
Le calcu1 similaire lorsque F = X . + x „ + ....+ X 

1 LI n 
est un peu plus dif

ficile (il faut commencer par trouver des générateurs du gradué de l'idéal I) 

et conduit, lorsque d^ > d^ . . . . > d^ , à la valeur du rang générique de 3(M) , 

à savoir d . ( d - 1 ) .... (d - 1 ) . 

Remarque 8.8 : L étant défini au début du numéro, il résulte de 8.1 et de la 

méthode de démonstration de 8.5 que pour Ce U > est égal à ]RF T(E,K") où T 

est la famille de supports image inverse, pour § : E-IE, de la famille de 

supports S introduite en 8.1 (où on prend Ç = 1, de sorte que les S sont 

x, 0 
des secteurs de bissectrice horizontale). Notons que sur un fermé F de T, on 

a une majoration le 'x, g: ^ K . e 
-C x 

Comme l'a observé Deligne, cela semble 

indiquer que 3« devait s'interpréter en termes de cohomologie "a croissance" 
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IX) LA TRANSFORMATION DE FOURIER-DELIGNE (d'après Katz et Laumon [Ka-La]). 

Sur les fibres vectoriels en caractéristique p, l'analogue de la "trans

formation de Fourier formelle" est la transformation de Fourier-De1igne. 

Je ne sais pas a quelle date cette transformation a été inventée par Deligne. 

Il l'a mentionnée dans un cours à l'I.H.E.S- en 1980-81 ; on observera aussi 

qu'elle joue un rôle géométrique important, quoiqu'implicite, dans la cons

truction géométrique par Springer des représentations des groupes de Weyl 

([Si]), sujet sur lequel nous nous étendrons au § 11. 

Il est toutefois probable que cette transformation devait attendre la 

découverte (par Deligne, Beilinson et Bernstein) de faisceaux pervers, avant 

d'affirmer toutes ses potentialités. Au printemps 1982, Malgrange a exposé à 

Paris ses idées sur la "transformation de Fourier vectorielle" et dès lors 

Laumon s'est employé à défricher de manière analogue les propriétés (bien) 

cachées de la transformation de Fourier-Deligne. En collaboration avec Katz, 

il en a déduit des résultats remarquables sur les sommes trigonométriques. 

Presque tous les résultats qui suivent sont empruntés à leur futur article 

[Ka-La], où on renvoie pour toute(s) démonstration(s)-

Soit k un corps de caractéristique p > 0, et ^ un nombre premier, ^ p . 

t , 
Soit S un schéma de type fini sur k, E > S un fibre vectoriel sur S et 

E' - S le fibre vectoriel dual. On note 

E x E' 
S 

r>r f 

E E' 

les deux projections ]x : E x E 1 -» A la flèche d'évaluation. 

Choisissons un homomorphi sme non trivial \J/ : 1F^ -> , ou est une clôture 

algébrique de Soit h : A g = S [ t ] — A g = S [ x ] le revêtement d'Artin-Schreier 
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défini par - t = x- Le groupe de Galois de ce revêtement, isomorphe à Fp, 

opère sur le Q^-faisceau lisse h^(Q^ ) . On note L le sous-f ai sceau de 

h^(01^ , Ag) sur lequel opère par le caractère \J/ ̂  : c'est un ^ - f a i s c e a u 

1 
lisse de rang 1 sur Ag . 

Défini ti on 9-1 : La transformation de Fourier-De1igne (pour le fibre E, 

relativement au caractère \J/) est le f o n d e u r 3* : D^(E,Q/, ) -* D^(E' ) tel que 

3*(K") = ]Rpr , ( p K" (g> p. «£ . ) [ r ] ? où r est Ici dimensi on relative de E . 

¿1, . 1 y . 

Remarque : Pour être cohérent avec les notations du § 6, on devrait noter 

ce foncteur 3* plutôt que 3* : on s'en dispensera-

Exemple 9. 2 : Soit S = Spec(lF^) , où q est une puissance de p - A tout objet 

K" de D b(E,Q^) associons la fonction x : E(3F ) — Q ç définie par 

c ^ K" ^ 
X (x) = Z (-1 ) 1Tr(F*,H 1 (K" )-) . Calculons X (V pour § ' £ E • ( JF ) . Le 

"théorème de changement de base propre", appliqué a 1R pr , et la formule 

des traces de Lefschetz, montrent que 

X ( § ) = ( - D r 5 " 
xFE(F 1 

X (x).Tr(F, 
x, e 

u T y) 
x, S 

= ( - D 1 W 

x e E ( F 
X ( x ) - Tr ( F^ 

^x, ^ 
( L 

<x,^> 7 

où <x, = ii( x, § ) £ A 1 ( ]F ) . Un calcul élémentaire [Ka, § 3 5] montre alors 

que 

X 
3(K 

(g) = (-l) r - W 
x^EÍ TF 

X x . M T r IF IF 
(<x,£>)) 

donc, à un signe près, v 

J (k) 
est la transformé de Fourier, au sens ordinaire, 

de y • Ce fait est bien entendu à la base des applications de 3* à l'étude 
K" 

des sommes trigonométriques-
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On a une "formule d'inversion" tout à fait analogue a celle du théorème 

6.5 

Proposi ti on 9-3 : Notons 3 f : D (E',0^)-.D ( E ) la transformation de  

Four i er ( -De li gne ) pour le fibre E ' , relative au caractère ^ - Si a : E -* E 

est la transformation antipodale, on a un isomorphisme naturel, pour K" dans 

D N E , Q X ) : 

3' ° 3(K") - a a K"(-r) 

La démonstration est standard, à partir des faits suivants : 

( a ) si A x A ̂  2 
A est la loi d'addition, on a canoniquement 

2 <£ = £ ta X (ceci est a comparer au fait que e est un caractère de Œ, 

donc pour W = C x C , V (F(X d 

dx 
I <C[x d 

dx 
d 

k dx 
l)) est le 

£[x, ,x. d 
dx 

Ò 

d x 
-module Œ[x 

ò 
dx 

Ò 

dx 
SI E x 

Ò 

dx 
à 

âx 
- 1 

(b) Pour § : A A une forme linéaire non nulle, on a JlT A " , e x , = 0 

où k est algébriquement clos de caractéristique p (cf. [SGA 4 1/2, Sommes 

trigonométriques, théorème 2.7]). 

On a maintenant l'analogue suivant du théorème 6.1 : 

Proposition 9.4 [Ka-La] : 1) La transformation de Fourier-Deligne commute 

aux changements de base, 

2) Soit u : E-+F un morphisme de fibres vectoriels sur S, t : F ' -> E ' — - L — — ' u 

le morphisme transposé. Pour K" £ D^(E,($^) on a canoniquement 

îtlRu.K") = ( u) 3(K")[rg F - rg E] 

Coro liai re 9•5 : Soit a;: E x E » - . A ^ x E ' ou en = ( u , nr „ ) 0 ) ( x , § ) = (<x , Ç> , £ 

On a alors, pour K" Ç D U ( E J J , 3„(K" ) = Jr(1R ou, pr! K " 
{l}x E* 

rg E - 1 _ 
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La demonstration 9.4 est ici très facile (théorème de changement de 

base propre) et 9.5 s'en déduit formellement, comme 6.2 se déduit formelle

ment de 6-1- Introduisant le produit de convolution dans D^(E,Q^), comme 

au § 6, on a le 

Corollaire 9.6 : Pour F", G" dans D b ( E , Q . ) , on a : 

3(F" * G" ) = 3î (G" ) ® 3(G" )[+ rg Ej 

Corollaire 9.7 : Avec les notations de l'énoncé 2) de 9.4, pour 

H " Ç D b ( E , i ) , on a 3(u*H" X = K ^ u ) , (3(H* ))-

Poursuivant l'analogie, la proposition 7.21 a pour pendant le théorème 

suivant, du a Laumon 

Théorème 9.8 [Ka-La] : Le morphisme naturel 

F p r 2 , (pr 1K" ®< li £ ) >Tl p r 2 ^(pr K" ® V- £ 

est un isomorphisme, pour tout K" 6 D"(E,4^) 

On renvoie à l o c cit. pour la démonstration, qui consiste a démontrer 

que pour E la compactification projective de E, et j : E x E ' E x E ' l'inclu-

sion, le faisceau j , ( p. £ ) est localement acyclique relativement a la projec

tion p r ^ : E x E ' - » E . A titre de curiosité, signalons la démonstration suivante 

lorsque le rang du fibre E-» S est égal a 1 ; dans ce cas, il s'agit de mon

trer la nullité de \!/(j((ii £ , ) ) (j/ étant pris relativement à 

U x E ' 4 U -^-y A où U = E - {o} est identifié à A , et est muni de la 

coordonnée t = l/x ) - Comme j , ( p X ) [2] est pervers, ^=\|/(j,(y, £ ) ) [ 1J est 
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pervers, donc j/ a au plus de la cohomologie en degrés 0 et 1- On voit facile

ment que la restriction de _H°(\J/) a E 1 - [OJ est nulle, sa fibre en xÇ E 1 - {O} 

étant la limite inductive des groupes H°(VXT),TI £ ) (par abus de langage), 

où V parcourt les voisinages étales de (0,x) dans U x E ' - [OJ, T) étant un point 

générique géométrique de l'hensélisé strict de U en O. Dans nos coordonnées 

locales, on a T-i ( t, f ) = 1 et la fonction Ç/1 sur VxT] n'est pas de la forme 

g^-g+Cte, parce que revêtement d'Artin-Schreier ainsi défini de UxE' est 

horriblement ramifié le long de {o}xE'. Il en résulte que 

H°(V x 7] = 0, donc H°(j/) | E, £ 0j = 0 ; comme est pervers, H°(ĵ ) n'a 

pas de section non nulle a support ponctuel, donc est nul. La perversité de 

implique que H est à support ponctuel. Si : E' ~» E ' est la trans

lation par |€E'(k), on a (IdxT ) (li Z ) = p. Jt 0 pr g (£ ) comme la tenso-

risation par un faisceau lisse provenant de la base, n'affecte pas la dimen

sion des cycles évanescents, on voit que le support de Ĥ Cj/) est invariant 

par translations (dans E' ). Comme il est de dimension O, il est donc vide. 

Cet argument né se généralise pas aux dimensions >1, faute d'une théorie 

suffisamment efficace des cycles évanescents. L'argument de Laumon est fondé 

sur un calcul local, valable en toute dimension. 

Remarque : Ci-dessus, la lettre \|/ désigne le caractère JF — Qi^ , et la 

lettre ^ soulignée le complexe des cycles évanescents pour 3 , ( v- x ) 

Corollaire 9.9 : ; Si D : D ( E , ) - D°(E,Q, ) dénote le foncteur , "dual de Ver

di er", on a un isomorphisme canonique, pour K" E D (b, Ql) 

D(3K") = 3(DK")(r) 

ou r est le rang du fibre E. 

Corollaire 9.10 : Supposons que k est un corps fini. Si K" Ç D^(E,($^) est  

mixte de poids < m--" (resp. mixte de poids > m , resp. pur de poids m ) , 

-:(K* est mixte de poids < m+r(resp. de poids >m+r, resp. pur de poids m+r). 

107 



J.-L. BR YL INS KI 

Preuve : Si K est mixte de poids < m, pr^K est mixte de poids < m (évi

dent) et E p r f {pr^K ' <G> yi *£ ) est mixte de poids FS m d'après [Weil II, 6.2.3], 

donc 3<K" est mixte de poids ^ m + r . 

Si K est mixte de poids > m, pr^K est mixte de poids > m (puisque pr^ 

est lisse), donc aussi J3pr Q „ ( pr K & p £ ) par la version duale du théorème 

de Deligne cité plus haut. On applique 9.8 et on trouve que 3F(K") est mixte 

de poids > m+r 

Corollaire 9.11 : (a) Si K" est pervers, 3(K") est pervers ; 

( b ) 3* induit une équivalence de catégories entre faiceaux  

pervers sur E et faiceaux pervers sur E 1 . En particulier, si K" est un fais

ceau pervers simple, i 1 en est de même de 3 ( K " ) . 

On utilisera au § 11 l'analogue (évident) de la proposition 6-8 . 

Proposition 9.12 : Soi t f : T -» S un morphisme de schémas de type fini, soi t  

E x T T >T le fibré image inverse de E - S , pr : E x T - » E la projection. Pour 

G" 6 D U ( E x T,Q A ) on a des isomorphismesnaturels : 

]Rpr , (3 G" ) = 3 S(IR pr , (G* et ]Rpr № ( 3 T G " ) = 3 ( JR pr1, *G 

On terminera ce numéro par l'analogue du théorème 7.27 . 

Théorème 9.15 : Soi t E T > S un fibré vectoriel , P = IP ( E ) -> S le fibré p r o -

jectif associé (quotient de E-S par- £ ^ ) , E l'éclatement de la section nulle 

de E, de sorte qu'on a un diagramme 

E q P 

71 

E 
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On introduit de même le diagramme 

E' p w 

71 1 

F. ' 

A lors, pour K" G D^(P,Q^), on a un isomorphisme naturel entre la restriction 

à E ' ~ S de 3* ( ]R tc q K" ) et la restriction à E' - s de q 1 $ ( K " ) ( - 1 ) , où 

$(k- ) = »p« #(p;*k-)[r-2] est le "transformé de Radon de K" 11 (notations des 

§ 2 et 3 pour p ̂  et p ̂  ) -

Démonstration : On considère le diagramme 

ExE ' 
d 

pr2 

d 
E ExE 1 

dr 

d 
E 

pr r 

E ' 

qui montre que 3* ( K " ) = ]R pr (pr q K ^ti y. £ )[_r j 

Factorisons pr en E x E ' 
qxï d 

P x E' 
P2 

E 1 On a 

]R(qxId), (pr q K <g> ti y, £ ) IR(qxId) , ((qxld) pr K' ® n y. £, 

= pr.K" (g) 3R (qxld) , ( tt p. £ ] 

où pr est la projection P x E ' -> P . La fibre de ]R(qxId) L tc y, £ en 

x mod ffi ,g) G P x E' est R (l, fl ) TR (l, fl où ^ c: E est la droite correspon

dant à x mod ffi , i.e. 
m 

"j£ = A .x 11 Deux cas sont possibles 

- si <x,Ç>y 0, on a R (l, fl ) T )y = 0R (l, f=0 
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si < x , Ç > = 0, on a un isomorphisme canonique 

Rt (l, (f, l) Rt (l, (f, l) Rt (l, (f, l) Rt (l, (f, l) On en déduit que 

( K " ) - R F o , (pr^K" 5$J ~)(-l)|_r-2] ou Z c P x E ' est la variété d'incidence, 

Z = {(x,Ç) tq <x,F> = O } et on note (indûment Ql, z le prolongement par zéro 

a P x E ' du faiceau constant sur Z -

On considère ensuite le diagramme, dont le carré de droite est cartésien 

Z 
E » -S 

P 2 
E' -S 

pr 
q 

s d 
P Z p 

On a 3(K" ) 
'£ * -S 

Rp (p 7q XK")(-l)[r-2; 

= q' ' » p ^ j (p'° K" ) E ' -S 
,(-l)r(-2" 

= q' $(K J E' -e 
(-1) par définition de $(K") 

Remarque 9.14 : A la base de cette démonstration, moins maladroite que celle 

du théorème 7.27, i1 y a le calcul suivant, pour lequel on prend S = Spec(F^) . 

Si F est une fonction sur P ( F ) à valeurs dans Q Q , on note $(F) la fonction 

q * 
sur P v( F ) à valeurs dans <kn , telle que $(F)(h) T. 

i£P( F 

t. q l czh 

F(X) pour 

h G P v ( F ) , (h € P v est un hyperplan de E, et ^ Ç P une droite de E ) . 

A F on associe la fonction F : E ( F ) -* telle que F(x) = F ( A -x) pour x / 0 

et F(0) = E 
4£P( F 

V(Ji ) si (F = v 

k 
comme en 9.2, F = y 

Ru* q 

Calculons la transformée de Fourier (au sens ordinaire) de F au point 

g £ E» (F ) , g£ O. On trouve : 
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(3F)(£) = l 
x£E(F , 

F(x) - \|/(<x,g>) 

= F(0) + 
x£E(F ),x=0 

F(x) + W 
xÇE( F 

F(x) - v|/(<x,g>) 

<x,§>=0 <x,g>^0 

= 
W 

££P( F 
F(* ) + > 

Xçp( JF 

(^q 1 (g))€Z 

(q-1)F(X) + 
i Ç P ( F ) 

n 

^ , q ' (g))£Z 

[~(F(^)] 

(on utilise la formule ^ 
\ Ç F 

\l/( A. ) = - 1 ) , donc 

(3F)(g) = q W 
e P ( ï 1 ) 

,q T (g))ÇZ 

F(4) = q §(F)(q'(g)) . 

Corollai re 9.15 : So i t § D (P, l) D (P, l)D (P, l comme au § 3 et comme ci-

dessu s 

(i) sjL̂  K" e D^(P,Q^ ) est pervers, H* ($(K" )) provient de S (i.e. de la  

f orme 7i F " , pour F" (E ( S , ) ) , pour i ̂  0 ; 

( i i ) le f o n d e u r K " J^Jt $ ( K " ) ) induit une équivalence entre le quotient  

de la catégorie des -faisceaux pervers sur P par la sous-catégorie des  

faisceaux pervers qui proviennent de la base (S) , et le quotient de 1a caté-

gorie des faisceaux pervers sur Pv par la sous-catégorie des faisceaux per

vers qui proviennent de la base-

Preuve : (i) Si K" est pervers, JRTt^q K"[l] est pervers sur E' - {O}, i.e. 

pour i £ 1 , H 1 (lu q XK" est concentré sur le section nulle de S, donc 

3 ( H X (Kn^q K " ] provient de la base d'après 9.4. On t 3 ( H A ( )) = H i(3( ) 

d'après le corollaire 9-11- D'après le théorème 9.13, pour i / l , 

H1(q'"'r$(K- )) = q' H 1 _ 1 ( $ ( K - )] provient de la base, d'où (i). 

(ii) résulte de (i) et de la formule d'inversion pour 3<, compte-tenu 

du fait que IRTi^q est pleinement fidèle ; détails au lecteur. 
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Ce théorème est l'analogue de 3.23 (mais l'analogie entre les démonstra

tions reste a imaginer). Notons qu'aux § 3, 4, 7 et 9 on a donné des énoncés 

de ce type (les deux derniers utilisant une transformation de Fourier). On 

n'a malheureusement pas encore pu donner un sens précis à l'impression (ren

forcée par la comparaison entre les § 7 et 9) que toutes les transformations 

de Fourier existantes sont compatibles. La préservation de la pureté par 

Fourier-De1igne devrait avoir un analogue (en théorie de Hodge ?) pour la 

transformation de Fourier formelle. 

112 



TRANSFORMATIONS CANONIQUES, DUALITÉ PROJECTIVE 

X) ESTIMATION UNIFORME DE SOMMES TRIGONOMETRIQUES• 

On étudiera des sommes trigonométriques du type suivant. On se donne un 

espace affine E de dimension r sur F ^ (muni d'une origine), ainsi qu'un 

faisceau pervers K" £ '/ff(E,Q^), qui est pur de poids m. Pour F une exten-

q 
sion finie de F , et § Ç E' (W ) , on considère la somme trigonométrique 

S (^,n;g) = D 
x€E(F") 

X (x) . t( Tr-
ii 

F <x,f>)f>) 

Comme au § 9, y : F - U ^ est un caractère non trivial, et 

X 
K , n 

(x) = Z (-l) XTr(F , H X ( K - ) - - En d'autres termes, S (\J/,n;E) est la valeur 

en E de la transformée de Fourier de X 
K , n 

:E(]F")-.«, 

Exemple 10.1 : V ci E est une sous-variété lisse, K" est le prolongement par 

zéro de 01^ v [ d i m V ] , qui est pervers et pur de poids dim V. Alors 

S (\|,,n;Ç) = (-1 ) 
dim(V) > 

x G V ( F 1 1 ) 
\l/(Tr 

F n | l F 
< x , g » . Si V a pour équation 

x > — \ f par exemple, on obtient une somme de Kloosterman généralisée 

(cf.[SGA 4 1/2, Sommes trigonométriques, § 7 ] ) . 

On déduit aisément du § 9 l'estimation "générique" suivante de 

S ( \]/, n ; Ç ) . 

Proposition 10.2 : Si K " 6 t{({ E, ) est pervers et pur de poids m, i 1 exi ste  

un ouvert U de E ' sur lequel 3» ( K " ) est un faisceau lisse , pur de po i ds m, 

placé en degré -r. Soi t N le rang de ce faisceau lisse. Alors pour 

F Ç E ' ( F n ) , Ç € U, on a 

IS U , n ; Ç) I < N . q nrn/2 
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Preuve : D'après 9-10 et 9-11, £F(K") est pervers et pur de poids m + r - Il 

existe un ouvert U de E' sur lequel t?(K") est égal à G [ r ] , où G est un fais

ceau lisse : comme G[r] est pur de poids m+r, G est pur de poids m, donc pour 

l G E' (IF n ) , ç eu, on a I V ( l ) I £ N q 
nm/2 Or X <S) = (-D 

3KK* 
(Ç) est égal 

à S (^»n;§), d'après 9.2 . 

Bien entendu, la description précise de U, dans chaque cas concret, est 

une tache délicate (voir par exemple [La 1])- La variante suivante de 10.2 

mérite d'être signalée. 

Proposition 10.3 : Avec les notations de 10-2, supposons de plus que le 

faisceau pervers K' est géométriquement irréductible, et que le "rang géné-

rique" N de 3« ( K " ) est non nul- Si W est un ouvert de E 1 tel que la cohomolo-

gie de 3*(K")j est concentrée en degré -r, pour tout ? e E' ( F ) , I E W, on a 

i W — q 
encore : 

| S V . (\|/,n;f ) ! «s N.q 

n - m 
2 

Preuve : K'étant génétiquement irréductible, il en est de même de ^ ( K " ) 

d'après 9-11- On a donc <^(K") = I_C " (E' , | ) , où X est un faisceau lisse 

irréductible sur un ouvert dense 4L , £ pur de poids m, d'après [B.B.D.G.]) ou 

[Br3,§2], compte tenu du fait que le support de .^(K*) est égal â E' (vu 

que N / 0 ) . De la définition même de IÇ'(E',i) il résulte que 

H rlC"(E',1) = d*(£), O Ù 3 • U <—»• E ' est l'inclusion . On a donc 

[j*(L)]lWlr[j*(L)]lWlr[j*(L)]lWlr Comme Z est pur de poids m, IC"( E ', £ ) 

est pur de poids m + r , donc mixte de poids ^ m +r, donc par définition 

3^(£) est mixte de poids ^ m. La fibre de j_^(£) en tout point géométrique 

est de rang < N, d'où la proposition. 
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Application 10.4 : Soit V c E 1'hypersurface lisse d'équation x^...x -1 = 0. 

Admettant que N ^ 0 (ce qu'on démontre plus loin pour une caractéristique 

"générale) je prétends que W = {Çe E' t.q fi # 0, 1 < i < r } satisfait l'hypothèse de 

10.3 (d'où une majoration des sommes de Kloosterman : 

x G E ( JFr,) 

x -..x =1 

i f K Ç l X l + . . - + £ r

x

r ) n N - q 

r-1 
2 

cf. [SGA4 / 2 , Sommes trigonométriques, § 7] 

r 
L'action sur E du tore T, noyau de l'application produit CE > Œ , stabi

lii m 

lise V, donc K* est de manière naturelle T-équivariant ; *y (K* ) est alors équiva-

riant pour l'action contragrédiente de T sur E 1 . On sait qu'il existe une sous-

variété Z de E ' , de dimension < r-2, telle que pour E, 6 E ' ( 3F )-Z(3F ) , on a 

H 1IC" (E1

 fijf )ç = 0 pour i T^- r ; de plus Z est T-invariante ; comme toute orbite 

de T dans W est de dimension r-l,Z ne rencontre pas W, c.q.f.d. 

Pour calculer la constante N, on aura besoin d'hypothèses sur K* du type 

"ramification modérée" relatives au complexe G"= IRU) , pr*(K[r-1] (notations de 9.5) 

1 1 1 
sur A XE'.On note j : A. X E ' > JP X E 1 l'inclusion 

Définition 10.5 : On dit que K* est (tomographiquement) génériquement modéré s'il 

existe un ouvert dense U de E' , et un sous-schéma divisoriel D de U tels que 

(i) la projection D — > U est étale surjective 

(ii) les faisceaux de cohomologie de G* ont une restriction lisse à ( A ^ x U)-D. 

(iii) la restriction de H_^(G") à D est un faisceau lisse 

(iv) ji (G*) est modérément ramifié le long de D et du diviseur {oo}x u . 

Proposition 10.6 : Si les conditions de 10.5 sont vérifiées, pour tout r ew(iF ) 

^ a 
H R Jf(K') est de dimension égale à x ( i R r c (E,K*) ) - x ( m n e (À),K*) pour tout 

À € A (IF ) tel que ( A , Ç ) ne soit pas un point de D ; cette dimension est_ constante 

sur W(IF ) et égale à la constante N de 10.2 
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Preuve : D'après 9.4(i) (commutation de F sur un changement de base) on a : 

F(k*) f = F'E(G*) (1,e) qdfqffF(k*) f = F'E(G*) (1,e) qdf 

Des hypothèses impliquent que G"|^ix{çj. est modérément ramifié (y compris à 11 in

fini).On utilise alors l'analogue suivant de 8.3 et 8.4 : 

Lemme 10.7 : Si H*6 M (A, Ql) est modérément ramifié, y compris à 1'°° , alors 

pour £ G A (IF ) ,Ç ^ 0, on a H_ ( (H*) ) F = 0 pour i ^ -1 et H (^fu') ) ^ est de 
q c c 

dimension égale à dim.tot. 0(H") T. 
v f-F.( TF 

dim H_ (0H* ) 

Où 0H* est calculé vis-à-vis de Id A A 

Preuve du lemme : Par dévissage, on est ramené aux deux cas suivants 

(a) H* est à support ponctuel ; ce cas est évident 

(b) il existe S fini cz A _ , ̂ / un faisceau lisse sur V = A - S , modérément rami-

fié sur P-², tel que H* = i*(^) [1] , où i : V c > A est l'inclusion. On a 

H°( A², i* (g) H = H. ( A) A h(g)fi £,) = 0 parce que i* (J) O Ly est sauvagement 

ramifié à l'infini. D'où la nullité de ( 37 ( K * ) ) pour i ^--1 et £ ^ O . 

Pour calculer la dimension de H_ ( 5*"(K" ) ) , on peut alors se contenter de calculer 

Y (mr ( A . H * fi £*<£_,) lorsque H* est plutôt de la forme i i ( ^ ) [ 1 ] . La formule 

d'Euler Poincaré sur V donne 

X(IRr ( A ,H* fi £ ^ ) > =- X ( ^ r (V,6 )) = rg(^).X{V) + Swœ( Ù fi£ Xj ^ 

= r g ( g ) [ - 1 + # S] + rg( & ) = rg( ) . (# S) 

= dim tot.0(H*) , car H*= i[ (g) [ 1 ] , 

ce qui démontre le lemme. 

Il est facile de voir que pour W ( IF ) , on a H"L^(K*)r= 0 pour i ^-r ; en 

effet, H gT K* ) ) C = H r(G"") M r comme on l'a vu plus haut, et il résulte du 

lemme 10.7 que ceci est encore égal à H -i' (LE.. G J (1,f) 
et comme H G 
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vérifie les conditions de 10.5, la dimension de cet espace est constante pour 

Ç G W(IF^).Or elle est génériquement nulle (puisque K* est pervers) donc elle 

est nulle sur W( IF ) . 

II résulte alors de 10.7 que la dimension de H (K ) ^ est égale à 

dim. tot 0(H (G | i ) ) , et que dim. tot 0 (H (G*| j r)) = 0 pour i /1-r. Appliquant 

la formule d'Euler Poincaré à G* |̂ lx£- r on obtient la proposition (comparer à la 

démonstration de 8.5). 

Cette démonstration a repris des idées de [Ka, § 4] 

Dans l'esprit de [Ka, § 4.8 et 9] on en déduit un résultat sur l'estimation 

uniforme (générique) de sommes trigonométriques. On se donne un sous-anneau R de Œ 

qui est de type fini sur ZZ , un nombre premier £ inversible dans R, un fibre vec

toriel E sur Spec(R), de dimension relative r, et un complexe constructible K" 

de faisceaux de ©^-vectoriels sur E tel que, pour tout morphisme R ^-IF (où 

IF est un corps fini) l'image inverse K'xiF de K" à E _ soit un faisceau 

pervers, pur de poids m (en pratique, on étudie K*gŒ ? si c'est un faisceau pervers 

du type IC * (V, , où le système local y£ a une interprétation géométrique, la 

condition sera satisfaite quitte à localiser R ) . 

Pour R y r , on considère les sommes trigonométriques S 
K-x IF 

{\p,n;E,) où 

Ç 6 E ' ( J F n) -

On considère le diagramme sempiternel 

K 
R x w. 

R R 

pr. 00 

E A X E ' 
R R 

et, par abus de notation, le complexe G* = IR(A) (pr* (K*) [r] qui est à cohomologie 

bornée et constructible d'après [SGA 41/2, théorème de finitude en cohomologie 

£-adique, théorème l.ll. D'après [Ka,§4.2]il existe un ouvert dense U de E1 tel 

que G* soit bon sur A x U 
R _ R 

ce qui signifie qu'il existe un diviseur D de 
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A x u 
R _ R 

fini et étale sur U , tel que 

(ii) les H J (G') |~ (où U = (A x u )-D) sont des faisceaux lisses sur U ; 

(iii) les H J (G*) I sont des faisceaux lisses sur D . 

Il est alors standard qu'il existe un localisé R 1 de R tel que 

(iv) pour R' >TF , les H" (G" x TF ) sont modérément ramifiés (le long de D 

et le long de {°°}XIE 

Dans cette situation, on a alors le résultat suivant : 

Théorème 10.8 : Pour tout morphisme R' 
m 

IF 
q 

et tout Ç G E 1 (TF ) tel que 

f E Ur on a I Q 

K * X lb' 
{tyrl ;£)|< N.q où la constante N est égale à 

X ( T R T (E ,K"X Œ ) ) - X C T R T (E fin) , K ' X Œ ) ) pour h un hyperplan "général" de E , et 

est aussi égale au rang générique de :Jt (M) , où M est le D(E^)-Module holonome R.S. 

correspondant à K*x Œ . 

Preuve : Cela résulte facilement de 8.5,8.6,10.6 et du fait que les 

X ( T R T ^ (E,K* ) ) ,x (I R T ^ (Eflh,K* ) ) sont "invariants par spécialisation" en vertu des 

hypothèses faites. 

Remarque 10.9 : Ce théorème est dû à Katz et Laumon [Ka - L a ] , hormis le calcul 

de N comme rang générique de ̂ ( M ) , Ce point me parait prometteur à long terme, 

puisqu'on sait bien qu'une étude fixe des sommes trigonométriques requiert des 

méthodes cristallines. Une future théorie des "F-Modules holonomes" pourrait trou

ver ici un terrain d'expérimentation. 

Pour R = ZZ , et V C E 1 d'équation x . , .x -1 = 0 , on prend pour K* le pro-
//i //i 1 r 

longement par zéro de CD _ [r-l] à E _ . 

V _ ZZ 
On peut prendre U le complémentaire dans E' de Ç . = 0 ; les hypothèses 

'/y> ZZ 1 r 

précédant 10.8 doivent être vérifiées (j'avoue que je ne l'ai pas fait). On trouve 

donc la majoration (due à Deligne, cf.[SGA 41/2, Sommes trigonométriques, §7] des 

sommes de Klosterman, d'après 8.7, la constante N de 10,8 est égale à r. 
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Lorsque V est une "hypersurface diagonale" d'équation 

x 
d. 

+ x2 
D 9 

+ . . . + x 
d 

- 1 = 0 (avec d„ ^ d^ .. d ) on trouve, pour p général 
1 2 n 

et E £ E' (HF ) général 
o 

w 

x € E (HF 
Y(<x,Ç>)| < N.q 

x — 1 

X +x 

d 
+ . . .+ x = 1 

où îï=d (d2~l ) - - . (d^-1 ) d* après 8.7. Laureon obtient dans [Lal] un résultat beaucoup 

plus précis, au prix d'une étude Fine de la géométrie de cette hypersurface. 

§ 11. REPRESENTATIONS DE SPRINGER (DES GROUPES DE WEYL) 

La construction originelle par Springer des représentations irréductibles 

des groupes de Weyl [si ] utilise, comme on l'a déjà remarqué plus haut, la 

transformation de Fourier-Deligne (au moins implicitement). Comme cette construc

tion est de nature géométrique, on va la rappeler en se plaçant sur un corps 

algébriquement clos k de caractéristique p > O. On se donne un groupe algébrique 

réductif G sur k, d'algèbre de Lie g (vue comme schéma sur k ) . On se gardera 

d'identifier G à son âual ^ * ; on se donne une algèbre de Cartan t de G 

comme dans loc. cit., on a une inclusion naturelle t' r-~ ?̂ ' . 

On note t^ c t' l'ouvert des éléments fortement réguliers ("strongly regulär" cf. 

[loc.cit, § 2 ] . Soit A' G t', et soit O(A') = G.A' son orbite pour l'action 

adjointe de G. Springer commence par calculer ^ ( $ 0 H ^ I N ) - Soit T ci G le centra-

lisateur de t , B un sous-groupe de Borel de G contenant T, haß l'algèbre de 

Lie de B, N c B le radical unipotent de B, d'algèbre de Lie N . On considère la 

version suivante de la "résolution simultanée de Grothendieck" 

X = G x (Q \nfi) 
W 

9' 

w 

t • t ' I W 
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Alors q induit un isomorphisme de p' (A 1) sur O(A') , donc 

Dl, O (A) = R q' (Qlp-1(A')) (Qlp-1(A')) =On a Dl, O (A) = R q' (Qlp-1(A et 

ID' (A'Ì = G X ( A + b 1 ) C G x 'I a G x 0> Notons encore $ç le prolonge

ment par zéro à G x Cy de ce faisceau. On veut calculer 

F GlB (Q 
L P ' -1 (A' = F G B . 

(CD. 
56, G. 

R 
x (A + b* 

qui habitera donc sur le fibre vectoriel 

G z <\- = (GIB) * a ^ dual de G 3 tf' g Considérons CT une section 

locale de p' (A')< -^X >GJB ; alors -1 
g 

-1 
(A') 

est le translaté par 

O de $ 
L G v b ^ 

on calcule facilement g g 
J U G x b J 

en utilisant (9.4.2) 

pour 

G x b 
u l, p-1 

G| B 

Si n = dim ) , r = dim(t) , on a dim(b) = n+r 
2 

et on trouve 

G B 
L G « b 

= ® 

£ ,G x b 

[ dim(4)-2 dim(b X) ] (dim(b)-dim(9) ) 

£.G B x b 

[r] r - n 
2 

A la section o de X >G|B est associée une fonction (encore notée O ) sur 

G x a (où G x ( Q I % ) ) , i.e. a : G x Q y m On a alors 

et 
G |B 

(O 
L P * -1 (a1: 

= (o L 
liiJ |G X b 

r 
r — n 
2 

On note que a 

G 
E 
x b 

= p' (A') 

donc a ¿6 . est indépendant de a . On peut alors calculer 
* l ,0(A" ) 

au 

moyen de la proposition 9.12, où S = Spec (k) , T = G | B , E = QLX >Spec (k) , 

G' = 5 
£,P* (A') 

On trouve que F 
^ L O ( A ' ) 

= E a (Fa'*^ 
V L G x b r 

r - n. 

2 

où q : G x b ^ est un avatar de q, et où A 1 désigne la fonction 

G x b — ± — * t > m Calculons la fibre de T V* i?..Q(A' 
en un élément A € ^ 
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nilpotent ; alors la restriction à q (A) de la fonction A' est nulle, et on a 

simplement 

F (Ql, O(A') = Ba, Ql ) [r)(9.4.2) (9.4.2) ,r-nx 

2 

où <P = q (A) c 05 est la variété considérée par Springer dans [loc.cit, § 3.2] 

Le calcul précédent a été fait pour A' G t' fixé ; il convient de le 
o 

faire varier, donc de considérer t^ comme espace de paramètres. On considère donc 

l'inclusion X x t' > (G|B) x a» x t ' de fibres vectoriels sur (G|B) X t' 
o 

dans X x t' , on considère l'intersection r de X x t' avec le graphe de 
o o 

p' : X > t ' On considère la fonction u : (G x b) x t' 
o 

décrite comme 

le composé de (G x b) x t' 
(p,Id) 

t x t ' et du morphisme d'évaluation (noté u 

au § 9) t x t' >1A 
o 

la restriction de u à (G x b) x {A'} est la 

fonction notée A 1plus haut. On a alors 

F (Ql, O(A') = Ba, Ql ) [r)(9.4.2) (9.4.2) F (Ql, O(A') = Ba, Ql r - n 
2 

Dans ¿3 ' x , on considère la sous-variété lisse CD = { (^A 1) t.q. Ç G G.A'} 

de sorte que OH (Cï ' x {A 1 } ) = 0(A' ) Appliquant 9.12 comme on l'a fait plus 

haut, on trouve : 

f ($„ J = HR (q x idK ( u , ) [r] 
"T — n 

2 

Pour A nilpotent, il résulte du calcul de 4 
V £ , 0 ( A ' ) ;A et de la commutation 

de f aux changements de base, que la restriction de F (Dl D à {Al x t' est 

constante (i.e. ses faisceaux de cohomologie sont des faisceaux constants). Par 

ailleurs, comme fp cz 6j[ ' x est visiblement invariant par l'action du groupe 

de Weyl W sur le deuxième facteur, Q l,n est W-equivariant, et il en est de même 

de & ^y) . On observe alors que si on a un faisceau constant sur t 1 qui est W-

équivariant, on a une action naturelle de W sur ^ A i pour A 1 6 ^ , parce que 
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Ч„ = r<tL,#) Ceci définit donc une action de W sur 1R T ( ,Q)Q ) et en parti-

culier sur les groupes de cohomologie H1 (&> ,Q) ̂ ) . On peut en fait faire un peu 

mieux (comme Hotta-Springer dans [ Ho-S ] ) . On a 

F 
gA = T(t'0, g) = TR (q x id) + 

F 

a , (G zw) x t " 

[ r] 
.r-n, 

2 

où on note encore q le morphisme G X r[ G x b F et on en tire crue 

F gA = T(t'0, g) = pr, Kq * ($ 
«fi 

[r 
,r - n 

2 

O Ù pr : ^ x t' >{JT En d'autres termes, F 
gA = T(t'0, g) pr vient de D 

comme FG 
gA = T(t'0 

est W-équivariant (pour l'action de W sur le second facteur) 

on obtient une action de W sur V ( (D 
gA = T(t'0, g) 

lui-même, ou sur 

3R (<£ „ 

Par ailleurs, on déduit facilement de 9.4 que D 
G B x t ' 

D 
0 (G x >7 ) x t ' 

est égal à 
£, (G x ̂  ) x t ' 

r r - n 
2 

Projetant sur ^ ' x t' et appliquant 

9.12, on trouve : 

3R (a' x Id) . ((D 
X,Xx t 

T(t'0, g) 
t ' 
, (1R( q x Id) $ 

£ , (G x n.) x t1 

. -r . n-r 
2 

d'où une action de W sur IR( q' x idi ($ 
-£,X x t 

qui provient d'une action de W 

I R Q ' . «D _ -J . par un argument déjà utilisé. 

Proposition 11.1 : Cette action coïncide avec celle définie par Lusztig [ S2,§4 ] 

c'est l'unicrue action sur iRq' ($„ v) = ic (X, (q' $ „ ) ) 
3r ' rea - n qui 

prolonge l'action naturelle de W sur q'̂  
£,X #'reg 

(O'reg= g dénotant 

l'ouvert des éléments fortement réguliers). 

Preuve : Le morphisme naturel 

lR(q' x Idi (CD 
L X x t 

1R (g' x Id), (0 
r 
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est W-équivariant, parce qu'en lui appliquant F on obtient le morphisme naturel 

O 
£ , (G x 71) x t 1 

y L [2r] (r) (vu que u* L y est un faisceau 

lisse de codimension r dont la restriction à (G x ) x t 1 est le faisceau 
o 

constant CD ) . 

Testons ce morphisme au point (w(A') ,A') de ^L' x t' , où A' E t ' et 

O o o 
w G W. L'image inverse de (w(A'),A') dans X x t' est l'ensemble des (Ad(z).B, 

ri 
Ad (w)(A'),A') G (G|B) X Q • x t 1 pour z G W. Le groupe W agit sur 

cet ensemble, identifié à W, par translations à droite. L'image inverse de 

(w(A'),A') dans T est formée des z G W tels que Ad ( z wA ' ) - A ' G Ti , i . e . 

de l'unique élément z = w. Si maintenant on fait agir w G W sur (w(A' ) ,A' ) € Q\ x t ' 

on obtient évidemment (w(A'), w (A')) (puisque W agit seulement sur le second 

facteur) dont l'image inverse dans X x t' est l'ensemble des (Ad(z).B. Ad (w)(A'), 

Ad (w )(A')) comme plus haut, et l'action de W, considéré comme le groupe de 

Galois abstrait du revêtement X x t 1 ^ ^ x t' est celle par translations à 

droite, sur W. Par ailleurs, l'action de W sur ¿9 <^ Q ' x t' permet d'identifier 

la fibre en (w(A'),A') de (q' x Id) * (Q. r ) (de base w) à la fibre en (w(A'), 

w, (A') ) de (q' x Id) ($ . _) (de base w,w ) 

Elle transmue donc l'action de W sur 

(q' x Id) (G„ J en celle de W par translations à droite sur W, fibre de 

X x t 1 * O ' x t ' Cela signifie que l'action de W sur 3Rq'^(Ql, x) coïncide 

avec celle du lemme au point w(A'), donc partout. 

Corollaire 11.2 : L'action de W définie par Borho-MacPherson [B-M1,2 ] sur 

K ? * . a S * coincide avec celle définie par Springer. 

Remarque ; Pour l'action de W de Borho-Mac Pherson, on suppose que la forme de 

Killing est non dégénérée et on identifie g,' à g, ^ à b ^ à b 1 Alors 

x ±-> CV devient X = G x b (X . L'action de Lusztig de W sur R q'* (Ql,x=) 

permet de définir une action de W sur 1R p . (CD ^ ) , en utilisant le carré 

cartésien 
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G x % .G x b 

q q' 

J/ G 

où N = G est la variété des éléments nilpotents de ^ . 

Preuve du corollaire : Ici ^ est muni d'une forme quadratique non-dégénérée 

Ad(G)-invariante, donc il en est de même du fibre vectoriel G x CL sur G|B. 

L'orthogonal du sous-fibre G x est le sous-fibré G x b. Le transformé 

de Fourier de 
^ Q .a x * s'identifie canoniquement à i^ i Q l,g BQ l,g B [-2dim b] 

(-dim b) où i : G x 4 £ c ^ G x b cette identification est donc compatible 

aux actions de W. 

Le point fondamental de la présente approche est qu'on obtient la décom

position de R p*.(Ql, gB AA ) en somme directe de complexes d'intersections pour 

des systèmes locaux sur les orbites nilpotentes (cf. [B-Ml ]) simplement en 

remarquant que HR q^ ($^ ^) admet une telle décomposition, et en appliquant la 

transformation de Fourier-Deligne . En effet, l'action de 7T^ ^ reg' A'^ sur 

la fibre en A 1 € ¿1' du système local, q* (®n ) se factorise par le quotient 

W = W ( Z ^ (A'),^) de T T 1 ( ̂ e g ) et la rePrésentation de W s'identifie à la 

représentation régulière. 

Le groupe de Galois du revêtement q' 1 (4 ' ) 

¿7 reg ¿7 reg 

isomorphe à W, agit 

sur cette représentation régulière par translations à droite. On a donc une 

démonstration en somme directe 

q: „) 

^ reg 

O 
Y £ W 

[ O g] [ O g] 

où W est l'emsemble des classes d'équivalences de représentations irréductibles 

de W (sur le corps <£ ) , V est l'espace de cette représentation TT , et ^5 est 
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le faisceau lisse sur greg associée à l'image inverse de X à. u (g', reg A" 

(voir plus haut). 

On en déduit : Rq*/ (Ql, x)[n] = IC Rq*/ (Ql, x)[n] = IC = IC 

= © [v «> IC'Ctf',* ) 

l'action de W sur 3Rq' ($n __) [ n] correspondant à celle de W sur V . Comme 

* Je ,X X 
annoncé plus haut, il suffit d'appliquer & à cette décomposition pour obtenir une 

décomposition isotypique de IRq* (Ql, G x n)., G x n) Par ailleurs, on a évidemment 

$„[W] End ^ (Hoi $ 0 Tn]) d'où par Fourier-Deligne : 

$ n [ W ] _ ^ E n d ( E p , mQ l,G_ B ) (cf. [B-M 1] ) , 

On a jusqu'ici travaillé sur un corps algébriquement clos k de caracté

ristique p. Notons que tout ce qui précède utilise seulement le fait que G est 

déployé sur k ; en particulier, on obtient la décomposition de Borho-Mac Pherson 

sur le corps 3F , pour un groupe de Chevalley. 
P 

Notons incidemment qu'une lecture superficielle de [B-Ml,2 ] pouvait 

faire croire que Borho et Mac Pherson travaillent sur le corps des nombres 

complexes. Il n'en est rien, puiscrue le "théorème de décomposition" (cf. 

[B-B-D-G ]) qu'ils utilisent est de nature essentiellement arithmétique, à 

l'heure actuelle. 

Cela dit, l'utilisation de la transformation de Fourier-Malgrange 

permet d'obtenir (sur (D) les résultats de Borho-Mac Pherson de façon rigoureuse

ment analogue à l'esquisse précédente. 

Cette approche est essentiellement due à Kashiwara [K 4] [Ho] , qui a 

identifié le D(^)-module holonome correspondant au faisceau pervers IRq^ (Œ^) 

[dim ^ ] en termes de la théorie d 1Harish-Chandra des "eigendistributions" 

invariantes. 

La comparaison entre les actions de W sur 3R q ($> B N ) (en caracté-

ristique $>) et sur 3R q^ ((£ ̂  x 4^ ^ (sur le corps (C) est à peu près immédiate, 

puisque dans les deux cas on considère la transformation de Fourier (de Malgrange 
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ou de Deligne) d'un faisceau pervers monodromique sur ^ ' , et que l'on dispose 

des théorèmes 7.27 et 9.13 qui, dans ce cas, relient & à la "transformation;;dè 

Radon" (ou dualité projective). 

Coda 11.3 : Une formule pour la transformée de Fourier de la fonction 

caractéristique de JT CFq) cz #(]Fq) . 

La formule en question m'a été suggérée par Springer. On suppose G 

déployé sur IFq , et on suppose que q est "bon" (cf. [Si ] ). On veut évaluer 

F(1N) en f E g' où 1 f/>est la fonction caractéristique de C7 = W (3FQ) ;*>èst calculécomi-

me au § 9,en utilisant Y ; F Ql F Ql Comme on l'a vu en loc. cit., cette transfor

mée de Fourier est F Ql F Ql 

Comme on l'a vu plus haut, on a : 

Y ;l F / (fc0 An- r])(= ic- ( q. V ) 
-n-r 
2 

et les décompositions isotypiques, indexées par W V , se correspondent. D'après 

[B-M2 ] , pour x = £ d e caractère e(w) = (-1) 
£ fw) 

le facteur IC * (g, g'e) 

correspond au facteur IC" wv) par la correspondance de Borho-Mac Pherson. Des 

compatibilités entre les diverses correspondances résulte alors que 

#(IC'( 4, ^ )) = IC* {J\T» (-r) . Par ailleurs, on sait que IC (^ = £ „ i/1dim = 

CD- j/fn - ri c'est-à-dire que Jv est rationnellement lisse (Borho-Mac Pherson le 

prouvent en caractéristique O, cf. [BM2, §2.3 ]; leur argument s'applique ici 

sans changement ) -

On trouve donc Ql F QlQl F/ (fc0An- r])ic- ( q. V ) 
-n-r. 

2 
et en appliquant la 

"ormule d ' inversion pour (s de 9.3, on trouve 

/ (fc0 An- r]) = (= ic- ( q. V ) 
+ n+r 
2 

= ic- ( q. V ) 
r-n 
2 

d'où finalement F (N) = q 

n — r-

2 
X TC (G, g') 
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La représentation Ve de W associée au caractère £ admet une résolution 

du type suivant, où P parcourt Vles sous-groupes paraboliques de G contenant B, 

et où r(P) dénote le rang de P (si P correspond à un sous-ensemble S de A, on 

a r(P) = card(S)) 

O — * B 
r (P)=i 

Ind 
W(P) 

O 
r(P)=l 

Ind^ 
W P) 

$«[W] V o 

(où W(P) est engendré par les s , pour a £ S) 

Comme c'est une suite exacte de Ql [w]-modules, elle est scindée degré 

par degré. On a donc une suite exacte de Ql -faisceaux pervers sur £p * 

O O 
r (P)=i 

IC (g', g) 
T n d 

W(P) J 

IC* (g', g) 
Ql (w) 

IC (g', g) O 

(on a étendu par additivité la définition de Gx à gv, pour V une représenta

tion de W dans un $ ̂  -vectoriel de dimension finie) . 

Il est facile d'identifier D 
Ind 

W(P) 1 

à l'image directe du faisceau 

constant $ par le morphisme G x ^t; 9p g ( pour A G t^ fixé la fibre en A' 

s'identifie à W|W(P)). Comme on sait ce morphisme "small" au sens de [G-Ml ] , 

on trouve : 

IC' ( tf' , 

Ind 
WfP) L 

= Rq'* (Qlg P nkgd123 

On a x i c ( Q • <êi 
Ind 

W (P 

(X' ) 
- (-1) > 

Ad(g)P e G/;P(F 
x ' e Ad ( Q ). (P 

en identifiant T< ~J à 
ip 

On trouve donc : 
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X 
IC (g, g) 

(x 1) = W 
P D B 

r (P)=i 

(-1) 
i+n 

# {Ad(g)P € GlPCF ) t.q. X' G Ad(4).(p} 

= 
W 

P c G paraboliques sur 3F 

t.q/ X' £ P 

(-1) 
r(P)+n 

et enfin : é{l ,,) (X1 ) = q 

n-r 
2 
(-1) 

W 

P c G parabolique sur 3F^ 
t.q. X' €,<P 

(-1) 
r (P) 

Cette formule était connue(en tout cas de Springer) pour X' semi-simple 

fortement régulier ; on l'a "prolongé analytiquement" à ^.' grâce à la théorie de 

Goresky-Mac-Pherson-Deligne. C'est là une illustration de ce qu 1 onpourrait appeler 

un principe de "prolongement analytique pervers" (dont on trouve, sans doute, 

d'autres illustrations, non explicitement signalées, ailleurs dans le texte). 
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