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T. MONTEIRO FERNANDES

Introduction

Dans un travail précédent ([11]) nous avons défini et &tudié la
notion de variété l-microcaractéristicue cgui donnait une condition
suffisante pour la propacation et la constructibilité des faisceaux
de solutions d'un systémre microdifferentiel 7 dans un systéme
microdifferentiel 77 . Il est aussi bien connu d'aprés les tra-
vaux de Kashiwara-Schapira et Kashiwara-Kawai que si 97) et 7) sont
holondmes singuliers réguliers les faisceaux de solutions de 77 dans

7} sont C—-constructibles.

Dans ce travail nous donnons une condition de nature géomé&trique
plus faible cue celle de singularité réguliére ou de non l-microcarac
teriscité gui nous permet de démontrer des théorémes de propagation‘
et T-constructibilité pour les faisceaux de solutions de 97) dans n ’
le module engendré par "n sur les opérateurs microdifférentiels for-
mels. Pour cela nous nous ramenons au cas ou ’h est un module holo-
ndémre simple sur une variété laagrangienne V. Nous utilisons alors
1'anneau 2& de Kashiwara, Oshima et Kawai (cf.[5], [6], [12]) et par
passace a 1'idéal de 6v engendré par ‘%&(—l) le faisceau des opéra-
teurs microdifférentielé d'ordre au vlus -1, nous nous ramenons a
travailler avec un anneau d'opérateurs différentiels homocénes sur V.
Si qno est un Mtb—sous module cohérent de Qﬂ agui l'engendre on peut

définir la variété caractéristicue du svstéme différentiel engendré

. Cette sous variété ne dépend gue de %7 et on la

G, (-1 W,
note C._ (1) ). soit u, un générateur simple de Q? et filtrons 77 par
77(v)= %x(v)uo. Nous démontrons gque si ( est un ouvert de V & fron

.~ - . . 2;;o . .
tiére non caractéristiqgue pour-TZ;———————- alors il y a propacation
3 (_ "
o,

au bord de @ pour les faisceaux de solutions de 7%% dans 7?(v)
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PROPAGATION ET CONSTRUCTIBILITE POUR LES SYSTEMES MICRODIFFERENTIELS FORMELS

quel que soit v. 7] (v) désione le systéme engendré par Y)(v) sur

Z

-t _lim Y .
v k ’E,V(—k)

On en déduit en particulier un théoréme de propagation pour les

faisceaux de solutions de Vﬁ dans 7 .

Grice a une proposition de nature purement algébrigue nous dé-
montrons ensuite que si EV(?ﬁ ) est lagrangien dans le fibré& cotan-—
cent 4 V (ce gui est toujours vrai dans le cas ou 7” est holondme
singulier régulier) logalement sur V les faisceaux de solutions de 7TLO
dans W] (resp. dans 7) ) sont isgmorphes aux faisceaux de solutions
de 7”0 dans '77(v) (resp. dans 7] (v)) vpour v assez grand. On en dé-
duit gue les faisceaux de solutions de 7n dans 77 (resp. de 7%%
dans Y] (v)) sont C-constructibles, ceci grice & un raisonnement du ty

pe "Mittaao-Leffler".

Les démontrations de ces résultats utilisent &ssentiellement les
travaux de Kashiwara-Oshima et Kashiwara—-Kawai gui nous permettent de
nous ramener a travailler dans 1'anneau des ornérateurs différentiels
sur V. On peut alors utiliser les résultats de Kashiwara sur la cons-
tructibilité des systémes holondmes différentiels. Signalons enfin
gqu'une partie de nos résultats a été démontré par Yves Laurent par
une méthode tout & fait différente. En particulier il a démontré que
si 70 est un systéme microdifférentiel holondome alors év(?ﬂ) est
toujours lagrangien.

si M et ’n sont des systémes différentiels holonomes, la
C-constructibilité des faisceaux de solutions de 7)) dans ?7 a été
démontrée par M. Kashiwara.

Rappelous enfin que la construction de CV(ZD dans le cas diffée-

rentiel est due & Kashiwara [16]~

La propagation dans le cadre differentiel a &té démontrée par
Schapira Ilﬁl .
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T. MONTEIRO FERNANDES

1. Préliminaires

a) Condition de Mittag-Leffler ([3])

Soit A un anneau unitaire.

1.1 Dpéfinition. Soit (Fn)nEZ un systéme projectif de A-modules,
F=1lim Fn sa limite projective. On dit que (Fn)nEZ satisfait 1la
condition de Mittag-Leffler si ¥n, Im(F >F_)) définit dans

n+v n""v>0

F_ une suite stationnaire, c'est A dire gu'il existe vOéN veri-
fiant:
szvo , Im(Fn+V+Fn) = Im(Fn+vO+Fn).

1.2 Proposition. Soit (Fn)nez un systéme projectif dans la catégo-
rie des complexes de A-modules (& gauche). Supposons que pour
tout i, le systéme (F;)nez satisfait la condition de Mittag-

. . . _ i
-Leffler. Soit Fi=lim F% et notons F_ le complexe forme des F .

Alors ﬁm et (Fn)n€ vérifient les deux conditions suivantes:

Z

1) Le morphisme naturel:

i - lim i, - . .
¢i : H (F) n H (Fn) est surjectif,
2) Si (Hl—l(Fn))ngw satisfait la condition de Mittag-Leffler
alors ¢ est bijéctif.
b) Stratifications de Whitney et faisceaux constructibles ([1],[3]).

Soit X une variéteé Cw, Y et Z deux-variétés de X disjointes, Y

un point de Y. On dit que le couple (Y,Z) vérifie la condition de

Whitney en y si dans une carte locale en vy, étant données (Xn)nEJN
une suite de 7, (yn)ndN une suite de Y, avec lim X =Y lim YATY

tel que T, Z converge vers un sous-espace TCTXY et si l'ensemble
n
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des suites (An(xn—yn)) eIR converge vers un sous-—-espace £,

A
nez’ 'n
alors Tt contient 2.

1.3 Definition. Soit X un espace analytigue (réel ou complexe),

{Xa}ueI un recouvrement de X par des sous-enserbles analyticues

non-sinculiers. On dit ague {Xa}ael est une stratification de

Whitney de X et on note X = | Xa si les conditions suivantes
ael

sont vérifiées:

1) {Xa}aeI est un recouvrerent localerent fini,

2) X , X _Xa sont des sous—-ensemrbles analytiques,

o o
3) a#R, Xaﬂ XB = ¢,
4) X N Xg £ o = XX,
5) ¥a,B8, a#8 , le couple (Xa'XB) vérifie la condition de Whitney

en tout point vy = Xa.

1.4 Définition. Soit 87 un faisceau d'espaces C-vectoriels sur un
espace analvtique X. On dit que 97 est constructible (respecti-
verent C-constructible) s'il existe une stratification de Whitney

de X, X = [_J Xa telle gue ¥a, ?ﬂx est localement constant
ael o

(resp. localemrent constant de ranag fini sur C).

c) Variété l-microcaractéristicue d'un syst@me microdifférentiel

(107, [12]); transformation L (o) (3], [6]); construction d'une

nouvelle variété associée a un svstéme microdifférentiel

- - * . -
Soit X une variete analiticque conrplexe, T X son fibre cotagent.

* - * -
On note T X le fibre T X prive de sa section nulle. Soit V une

- - . . . . * * . -
sous-varietée involutive conique lisse de T X, TV(T ¥) le fibré nor-
- * . . *
mal a V dans T X et o la projection de TV(T X) sur V . On note
T, 1le faisceau des opérateurs microdifférentiels d'ordre fini de

X
Sato, Kawai et Kashiwara l}3], %&(m) le sousfaisceau des opérateurs

d'ordre inférieur ol écale a m et %V le sousfaisceau d'anneaux de

t& engendré par g;, l'ensemrble des opérateurs dans &X(l) dont le

symbole d'ordre un s'annule sur V. On munit JCV de la filtration par

1'ordre: T}V(m) = .6V N éx(m), ¥YmeZ. L'application o ("symbole
principal") induit un isomorphisme gr( fv): ® Iv(l):| ol Iv(j) dési-
Jed

gne le faisceau des fonctions holomorrhes homogénes de dearé j nulles
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T. MONTEIRO FERNANDES

sur V. On a posé Iv(l)j = (9;*X(j) pour j<O, (9;*X(j) désicnant le
faisceau des fonctions holomorphes homogenes de dearé j. On note

1{==62} -1) gr( g ) 1'idéal encendré dans gr( b par le terme ho-
rogéne @%*X(-l) (qul agit en décalant de moins un degré). L' 1dea17ﬁ;

est le oradué de 1'idéal bilatére 'tv -tX - var raport & la filtra-
tion induite.
gr (o)
On note 5% 1'anneau quotient ————— et on définit suivant

e

[lZ]une application (compatible avec la composition) de '&v dans }%,

conposé de v——g—egr( ZV)——3—+J%. On le note o%. On peut alors iden
. . - —- . * - .
tifier TS (fl) au sous-faisceau de GEV(T %) formé de fonctions poly
nomiales en les variables de la fibre de e Soit 9] un %&—Nodule
cohérent et Qno un Jt (o) -sous-module cohérent cui 1°' engendre ('exis
tence locale de Qﬂo est certainemrent assurée). Notons .ﬁ 90
m. = 6. ) M et gr(M) = & —3I—
J \Y% [e) e
J mj_l
1.5 DEfinition. On appelle variété l-microcaractéristique de V] le
lonc de V et on note Cl(qﬂ ) le support du & * _,—module
\Y : TV(T X)
cohérent

0~ . o o1 (M)
T, (T X) -1, o ~
\Y “of* ffér( m)
Cette définition est indé&pendente du choix de M, et l'ensemble
Cé(?ﬂ ) est analytigue, fermé&, conique pour les deux actions naturel-
* —_ - - - - -
les de € (pour plus de détails wvoir _12]). Nous référons aussi a [9]

pour une autre construction de la variété Cé(qn ) .

ci M) et ﬂ) sont deux 'Zx-wodules cohérents on note cl<(%0,77 )
la variété c,cm & 7)*) oi A& désigne le fibré conormal & X identi

fiée 3 la diagonale de XxX et n* désigne le ¢ty-module adjoint
de %7.

Soit maintenant V une sous-variété lagrangienne lisse conigue
* -~ .
de T X. L'isomorphisme hamiltonien associé a la 2-formre synmplectique

*
dmx sur T X,

* % *
H: T (T X) ———» T(T X)
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* *
induit un isomorphisre T V»TV(T X). On identifiera donc ces deux fi-

brés.

A chague opérateur Pe t\] éx(m) (c'est a dire, P est d'ordre
inférieur ou égdale a3 m+l et son svmrbole d'ordre m1l est nul V) on
associe avec Kashiwara-Oshimra ([5]) et Kashiwara-Kawai ([61) un opé-

rateur différentiel sur V de la maniére suivante:

Soit P(x,8) i<§+l Pi(x,i) le symbhole total de P dans un systé-
~ *
me de coordonnées symplecticues sur T X. On pose
2
n 3°P
v™ (py = +P_ -2 1 3——%il
Pl m i=1 °x, %% |v
i i
ou Hpm+l désigne le champ hamiltonien de Povl®

Cette définition _est indépendante du choix de coordonnées. No-

n
tons © l'opérateur 'Zl £E. —.
J:

0& .
J Ej
On vérifie facilement cue l'on a [b,L(m)(PE|=mL(m)(P) autrement
dit L(m)(P) est un opérateur d'ordre un homogére de decré m. En par-

ticulier si f est une fonction holomorphe sur V homogéne de degré
i, alors L(m)(P)f est horogéne de deqré& m+i. Notons %V(m) le fais
ceau des opérateurs différentiels sur V homogénes de decoré m. Le

rorphisme L(m): '%v “tx(m)»ggv(m) vérifie les propriétés suivantes:

1.6 Proposition. Soient Pj(j=1,2) des opérateurs appartenant a

‘ﬁv zx(mj). Alors:

1) IEAHH)(Pl)' L(m2)(P2[| - L(ml+m2—l)([?l’Pé])'
2) Si P ¢ %V %X(m), A e %X(z) alors L(m+2)(AP) =
= o, (A) LMy e UMY (pp) - L(m)(P)OQ(A)
(m)

La proposition 1.6 perret d'étendre L a ﬁv '%y(m) tout en-

tier de sorte que 1l'on ait:

. (m) _ - (m) (m) 5

i) L (P1+P2) =L (Pl)+L (P2) pour Pje év éx(m),

. (mq +m5) _ oL (my) (m5) A

ii) M2 ey = LM (Py) L 2P, pour Pe tv fx(mj).
(0)

En particulier L est un horororphisme d'anneaux de &V sur
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#;

fz f( 1)

sur le groupe abélien des opérateurs dans 19 (0) d'ordre il- En

(o)

g%(o). Remarguons gue L induit un isomorphisre de

passant au quotient par %X(O) on obtient un 1somorphlsne Y de
Vv
2 .
#2 b -1+ & (o)

mogénes de degré& zéro sur V.

sur @V(l), l'ensemble des champs de vecteurs ho-

Le rorphisme VY est le composé des morphisres

j% I,(1) H

\4

= = o,(1)
2 v ’
Qo1+ f2 b (-1 1,(1)1,(0)

H étant induit par le morphisme "champ hamiltonian"
Proposition. [5] Le novau de (e, %;» z%(o) coincide avec
I

v x (1) .
On doit cette proposition & Kashiwara et Kawai [5].

o)

1
En particulier si P ¢ t et L (P)=0 on a OV(P)EO. Notons

(P)—o(L(O)(P)) le svmrbole Drlnc:pal de L(O)(P).

1.8 Proposition. Soit P ¢ fi et indentifions oé(P) a une section de
CT* . Alors ov(P) vérifie la condition suivante:

op(P) £ O =3 (P) = oi(P).

Démonstration. Grace a une transformation canonique locale on

n+1 . ~ n
preut supposer X=C muni des coordonnees (x,t) avec x e T, de

*
sorte que V soit la sous variété de T X d'équations t=£=0 au voi-

sinacge de (XO,O;O,l). Comme oé et Ov sont Hultinlicatifs et la res-
. . ; 1 -~
triction du noyau de o, @ ;7 étant écal a (;V tx(—l) + %X(o)
il suffit de calculer oV(P et ov(D) lorscue P=t Dt P=D. (j=l...,n)
car tout opérateur dans ’iv peut s ec"lre, rodulo fv {X(-l) + % (o)
sous la forme P(x,t,DX,Dt)—A(x)(t Dth+jzl j(x 3 ou A et Bj
désignent des fonctions holomorphes. Calculons donc L(O)(t Dt) et
L(O)(D.), pour j=l1,...,n. On a H =(t RN Té—) = —'ri— et donc
J tr v 3t T v 3T
L(O)(t D,) = - I 1/2. De mémre L(O)(D.) = 2 3'ol le résultat.
t 9T J 3 X
g.e.d.
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1.9 Rerarque. Le morphisme L(O):‘év+ XCV(O) conserve les filtra-

tions, i.e., on a

L(o)

d'ordre < j. On en déduit un isomorphisme d'anneaux aradués
t . gr('ﬁ )
v ) = gr(P_(0)) = v

A% £
L (-1 T, +6

% Al
('%%(j))==QkJoj), l'ensermble des opérateurs dans ﬁbv(O)

gr (

Le crochet de Poisson de gr(.Z%(o)) (gquotient de celui de
gr(‘bv) coincide donc avec celui associé& a la structure synmplectigue
*
de T V.

1.10 ProEosition. Soit M) un 'ﬁv—nodule cohérent et notons

qﬂ (- = & (- nm, m = —fiﬂl——» et considerons sur 77 la
Me-1)
structure de g«(o)—nodule & gauche, cohérent. Soit u une sec-

tion de M) et soit u la classe de u dans 77 . Alors 1'id&al
annulateur de u dans Sév(o) est formé des opérateurs Q de la

forme L(O)(P) avec P ¢ ann u.
Déronstration
soit ¥ = {0 ¢ -gvio); 3P ¢ ann u, L(O)(P)=Q}. Alors on a clai-

rement ann u O F . R&ciproouement soit P ¢ Q@(O), P Uu=0 et soit

P € ‘&V tel aue L(O)(P)=§. Alors P u appartient a %x(~l) 8Vu
c'est a dire gu'il existe Qe %Y t (-1) tel gue Pu=Qu et donc P-Q=P'
avec P'se amnu.On a donc L(O)@) (o (P') ce gui termine la démonstration.

.e.d

Soit maintenant qﬁ un systéme microdifférentiel muni d'un

v-sous—module 7no cohérent qui 1l'enoendre. Dans ces conditions on
a s 5
1.11 Proposition. Les groupes fTBri v (— v ’ 7@0) sont nuls
pour i>O. 4 é%(_

Démonstration

Soit peV et T un opérateur d'ordre moins un inversible au voi-

sinage de p. On a alors
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-1y & = t, .
LX( 1) LV T 7 et le complexe
2 T > )Cv
(0] Cv 5v O est guasi isormorphe a ————— dé&calé
' T, (-1) ¢
't u X v
d'un cran. Par suite —ET——Y———— Q Qﬁo est calculé var le comple-
x (D %'v 6v
m, -2 m ition ré
xe O —— o T ¢ O-——»o et la proposition resulte de ce gue
T opére injectivement dans 7”0'

g.e.d.

Les considérations ci-dessus motivent la construction d4'wune nou-
*
velle sous-varieté de T V associee de maniere unicue a un systeme

microdifférentiel.
Pour cela nous démonstrons la proposition suivante:

1.12 Proposition. Soit q7} un svstéme microdifférentiel et socient

m Tné deux tv-sous rodules cohérents cui engendrent ).
Alors les variétés caractéristiques des svstémes 7 ® WZ()
et O, @ 77 & coincident. D (o

‘LV(O)

Cette proposition justifie la définition suivante, de mraniére

analogue au cas l-microcaractéristique.

1.13 Définition. Soit / un %X—module cohérent; on note 6V(7W ) et

on l'appelle variété ricrocaractéristique formelle de 777 le

long de V la variété caractéristique de D qﬂ ”m
v z)(o) o} o

désignant un sous- év—nodule cohérent de 77‘qu1 l'encendre.

Déronstration de la proposition 1.12.

La démonstration consistera en les étapes suivantes:
1) Vérifions d'abord cue l'on a
(*) ¥ee 7, Cyl( %X(sz) M ) =C, (M )

pour tout sous ’tv—module cohérent 7n de TN. On peut se ramener

3 supposer localement 7U muni d'un seul générateur et %X 2) en-

gendré sur ‘%X(o) par un onérateur inversible T. Soit V¥ 1'isomor-
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phisme d'anneaux év Y, tv qui a Pe %V associe 1l'unique Qe %)V

tel gue PT=TQ. On peut alors dé&finir un 'tv—isomorphisme & gauche
par rapport a la structure définie dans ‘6V par ¥, de CX(Z) 9770
dans ?no’ a savoir celui gui &8 P T u avec Pe tX(O) associe Q u

ou PT=TQ.

2) Par 1) on peut supposer %75 contenu dans 7”0' De plus il
existe k ¢ I tel gue l'on ait ?ho c &X(k)/zpé et on obtient donc

MRy = My < My-

On raisonne alors par récurrence sur k. Pour k=1 on aura donc

77%(—1) o Tﬂo(‘l)c: Msc Mg d'od 1l'on déduit les suites exactes
de E&—modules

me My m,

O

m -1 m_-1) me

(*> O

”s 7 15
I (-1) 7708 (-1) 7, (-1

(**) (@)

La proposition sera donc démontrée pour k=1 pourvu que (*) et (*%*)

soient des suites exactes de SDV(O)—modules cohérents.

. % & ' : '
Si P e b te(=1) et ue Ml aIOfs P u e gx( 1) ZUO et donc
. . ¢ - Mo - o= o T a4z
P ue 7V_. Par suite si P ¢ , U e T on a P u = Pu ou P dési-
‘o @ v mo‘ ] 7’710
gne la classe de P dans V(O). On en deduit gue 7272 est un
Sbv(o)—module & gauche. La méme méthode de démonstration vaut pour
o -1
_YY\—_Q_ et ———O———— .
oD -1

La cohérence de ces f@V(o)—modules résulte de ce gu'ils sont

cohérents sur /ZV'

Supposons maintenant le résultat vrai pour tout i<k avec i>1
- _ . L — - { v -
et démonstrons le pour k. Soit /ﬁ%b 7KL( 1) n YQD (+1) . Ce mo

dule est 'zv—cohérent et vérifie les inclusions
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TN (ke M < My
ML < My < MY

car qno(—k+1) - Wﬂo(+1) (rappelons gue 1l'hvpothése est cgue l1l'on a
_ N ' . A~ — ~ [
/nﬁo( K) « M) < 775). Par suite C( 7?0) Cy ( 7”0)-
g.e.d.
Remargue. Pour la démonstration précédente nous nous sommes
inspirés des méthodes de Kashiwara pour le calcul des multiplicités

des systémes (cf (3]

La proposition 1.8 entraine:

1.14 Proposition. Soit ML un t%—module cohérent.

Alors EV(Q77) est contenu dans Cé('n7).

1.15 Proposition. Soit O +On« L ———»7? ——> O une suite

exacte de 'tk—modules cohérents. Alors

(=

e by = M vegend

v

Démonstration

Soient QYE, i%, ,no des V—modules cohérents respective-—

ment de qn, K: et 'n gui les engendrent vérifiant la suite exacte

(@] m ‘/Z)O_) ‘,no—>0

o

La proposition 1.11 entraine alors que la suite

O———-»"?'no———> .ﬁo————-» ’)/]o——->0

est une suite exacte de SQV(O)—modules cohérents.

a.
L. . o= - «é.!m_tx
1.16 Proposition. Soit JE un ideal cohérent de %’ = _}7 Alors

év(’m ) = {0 e TV, ¥Oe ‘g A 5y, (@) () =0}

e.d.

Vr!

Démonstration

C'est une conséguence immédiate de la proposition 1.13¥C. g.e.d
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1.17 Corollaire.

Soit P e-% P £ 'tx(—l) _tv. Alors

vl
. ()CX ) = v, § -0}
cV ¥ 1 = {0 ¢ v, oV(P)(e)—o .
X
Démostration.

On a démontré dans [1ﬂ gue si O ¢ év.n &XP, Q=RP, avec
P g tx(—l) fv alors R appartient a éVJ d'ol le résultat.

g.e.d.
1.18 Exemple. Soit X=¢2 muni des coordonnées (x,t) et

*
v = {(x,t;&,1) €T ¢2, t=£=0, 1#0}. Soit 77 le systdme défini par
1'équation (t2D +x)u=0. 7x£ est donc engendré par le systéme sur

t v
défini par la méme éguation. On a
(o) 2 _ 2 oZqy &
L (t Dt+x)—x car t D e éx( 1) év.
-~ * l * *
Par suite CV(Vn,) = {(x,7:&,t) € T VvV, x=0} et CV(7Z7)=TV(T X)=T V

On est maintenant en mesure de définir CV(7ﬂ ) dans le cas ou
*
V est une sous variété lagrangienne lisse conique de T X éventuelle-

ment définie au voisinage de la section nulle.

1.19 Théoréme. Soit ’TO un systéme microdifférentiel, V une sousva-
*
riété lagrangienne lisse conique de T X. Alors on peut associer

a 7” de maniére unique un sous ensemble analytique conigque fer-
* -
mé de T V noté CV(Qﬂ ) tel gue:

a) Si O m £ g/ O est une suite exac-

te de %ﬁx—modules cohérents, alors

c, (L) = c, (M) U & (M)
p - ) * - .
b) si M) = Z)X/TF alors G (N)) = (0T V,5,(P) (0)=0 ¥Pe f ZV}
Démonstration

1) Unicité Soient u ceeu des générateurs locaux de J! et

ll
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posons 7nj= %) u.. Alors d'aprés a) on a év(70 ) DU 6V( Yﬂj) et
J

d'aprés b) les ( 7n sont définis de maniére unigque. Encore
d'aprés a) on a (e Vn = U év( 7ﬂj). La suite exacte

emj-—+m——+o
J
entraine alors C (?Y)) < U C. ( qﬂ.).
v jV J
2) Existence
On utilisera le lemme suivant:
Lemme. Soient X et Y deux variétés analytiques complexes,

V et W deux sous-variétés lagranglennes lisses coniques con-

- %
tenues respectivement dans T X et dans T Y. Alors

Coxn MR M H = C,M ) x C (M)

VW

oa M et 7 désignent respectivement un tx—module cohérent

et un.“%Y~module cohérent.

Démonstration

On a vu dans  [12] gue si (”70 (resp. 770) est un %V—module

cohérent (respect. un ¢ -module cohérent) gui engendre ] (resp.
q} ) alors qno =] fno enagendre Y& 77 et est un 6VXW~module
cohérent.
m, & N,
I1 faut donc montrer aue ‘t - 7 est iso-
VW %XXY( D« (@) 2 f)o)
morphe a
7”0 - IKL
B A

T, L -1 M ¢, -1 T
Remarquons qgue

; - T -1 -1 <

%VXW - XXY(O)_L ® (Py tv ﬁ ) éw)

Py C (o)@pz—z (o)
X C Y
*

ou p; et p, désignent respectivement les projéctions de T (XxY)
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* * -1 -1 -
o
sur T X et T Y. Comme ’t&xy(o) est plat sur = f%x(o) g P, %;Y(o)

il en résulte gue EVXW est plat sur p_ilgvg p'z—l éw. On obtient
donc
7 e ,
° & M
7730 ) n, WY ‘o
[1%] = — =
’tv T -n My %wﬁY(—l) 7, (RIS ™ & - 75
e Gy N
M, a N,
) m, & %/W%Y(—l) L/ /I
Ty GEDM, 8 M_oa & &M &6 -0 an,
o GeenmM) e Ty, -y N
) (mo ) 7')0
(’CV é%w %Y(-l) + %V ZX(-l) 8 ’CW)(WY)O @ M. B
B qylo @ n o
VxWﬁXxY(_l) (m o 2 wo)
Le dernier isomorphisme résulte de ce que Jthw {XxY(—l) est engen-

dré par %:VXW S%Y(—l) + VW _%X(—l).

g.e.d.
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2. Propagation et Constructibilité& des Solutions

des Systémes Microdifférentiels

Dans ce paragraphe X désigne une variété analytique complexe
*
et V une sous-variété lagrangienne lisse conique de T X. On notera

ql,un Ex—module holondme simple sur V muni d'un générateur, simple

~ . &
u_ et, pour ve%, on pose ?l(v)=‘@ (v)u . Soit _%k_ lim X le
© X o
veld %((—\))
faisceau des opérateurs microdifférentiels formels ([13]) et posons,
pour un ‘%&-module m oo = ‘ﬁx gt 0/
“ty

-
Rappelons gque %& est fidélement plat sur ’%x (cf [13]). De méme

A . % .
on peut définir é = Lim - v et si 7” est un é -module
\Y v %V(—v) A4
cohérent on note encore 7n = %)V [} 7ﬁ .
y)
€y
2.1 Théoréme. Soit qn un systéme microdifférentiel, /7q0 un

sous \eb—module cohérent gui 1'engendre.

1) Propagation. Soit @ un ouvert de classe Cl dans V local-

ment situé du méme cb6té de son bord 3. Supposons gue la conor-
* -

male &8 32 en x € 3R n'appartient pas a cv(‘%0>. Alors on a

(*) IRI‘V_QIR ?Com%lx

- *
2) Constructibilité&. Supposons Cv(qn ) isotrope dans T V.

- *
( 7U,'n|_) = 0 au voisinage de x .
Q

Alors il existe localement sur V un entier vo eN tel gue pour
. X ] N . % 3 ;
[vizvg onait v, Txed (m, o= Cxel (M, M)
. Y . _~v
7wt ™ - = (i
(resp. Txt’, (™, M (v)) = Cxt- (’Yﬂo, 7! (v+1)). De plus

by o T,
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. . L] kN
les faisceaux %Sxtj (M, % ) (resp. ‘txtl (o, Y )y, v )
Ty ty o

sont C-constructibles.

Remarque. Kashiwara - Kawai [5] et Kashiwara-Oshima [6| on
démontré que si ™ et 77 sont singuliers réguliers on a des isomor-

(M, My = Txed (M, ﬁm):txtjg (™
%’/X %'X ‘X

D'autre part, Kashiwara-Schapira [7| on démontré aue si 7 et 7"

phismes naturels Vj’ %xtj

sont holondmes les faisceaux ~>()th_,f/ ( Wﬂ,‘nm) sont C-constructibles.
X
Par conséquent la conclusion 2) du théoréme 2.1 reste vraie lorsque

M et ) sont holondmes singuliers réguliers.

On peut toutefois donner des exemples de systémes holondmes vé-
rifiant la condition géométrique du théoréme 2.1.2) gui ne sont pas

siguliers réguliers.

2.1 Exemple. Soit X=C muni de la coordonnée t, soient (t,T) les
- * *
coordonnées de T T et V={t,r) € T €, t=0, t#0}. Soit 77] le
systéme défini par (t2Dt+l)u=O. Alors év(qn )=¢, donc lagran-

gien et ’Yn n'est pas singulier régulier.

Démonstration du Théoréme 2.1

Notre théoréme étant de nature locale nous allons considérer la
situation suivante:

*
Z

*
tion X,=0, x =(O;l,0;.;0). On peut alors supposer

Q7 = CZ|X = ¥ X f&
cxp+t LD+t <D
holomorphes le long de Z, d'ordre fini (cf. [Ji]) et chV):CZ[X(v

(v) ~ .

X . A
. Ona donc RfGomgy (77, )ZIJ( 2( =
%X(\))Xl‘*'éx(\)—l)D2+...+gX(\)—l)Dn éX .7 angy ﬁ?d}?
=Zmd€om tv(%no,l%EL' (vi). Soit 0 1l'operateur différentiel 51

x=€¢” muni des coordonnées (xl,...xn), v=T_X, 2 défini par 1l'é&gqua

le faisceau des microfonctions

) =

3

-~ - -~ BE ’
Alors d'apres le théoréme de Cauchy-Kowalewska toute hypersurface
g£1=c avec c#0 est non caractérisrigue pour 6-v, ¥ve€, ce gqui entrai-
ne une suite exacte de faixceaux au voisinage de x*:

@’ S O-v <
0O —— V(\)) —_— L/V (-)\; O.
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On en déduit le triangle

Rr ( R om (., 7w )
V-Q 13'(0) io v }Q
S v
+1
ye — [\ 1 I —_—
MORS Rry- o (Komp (o) Tor 671 )
Q
0 = v
Or 1'hypothése de notre théoréme signifie cue la conormal a 3Q en
x est non caractéristigque pour le systéme d1fferatmﬂ.7p Q}
V 2%(0)
I1 en résulte (cf [3_]) gque 1l'on a au voisinage de %"
(e

RT,,_, Cmgeomggv(o) ( Wﬂo, C@jﬁ) = 0

et donc
* . 7 ) =

*) ¥y, RIy g (IR 'X'Comg,)v(o)( 'T‘{?o,e’v(v)l ) 0.

lous utiliserons les lemmes suivants:

*

Lemma 1 Pour tout i € N, on a au voisinage de x ,

x (V)
* % —_— | — =
(**) RIy_o (R 320“‘ C M, (\)—1) g) = O
(\)) (9/
Démonstration. Remarguons d'abord gue = (v)
Z|X(\) 1) A\

On démontre par récurrence sur i, en remarquant que (**) est
trivialement vérifiée pour i=0,1 d'aprés (*). Supposons ensuite (*%*)
vérifiée pour i<io. On obtient une suite exacte:

—i C
CZLX(V it Czlx(v) le(v)
(F**) 00— =1 T, |, (o1 T, i) >0
Czx o 7| x o 7| x o

3 laquelle correspond un triangle dans la catégorie dériveée
g% m CZ X(v—io+l)
Rr_, (R OT% ( o E—i———~r——— l5) =0

(v—lo) Q

7 v z|X \
////;]x(v) ax ™)

RTy,_, (]R?°€omiv( Mo, (v—io+l)'§)< RI_ (IRT’f»ayC (cm’cz|x(" T )l
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et on appligue 1l'hypothese de récurrence et (*).
g.e.d.

Lemma 2 (Principe du prolongement analytigque)

Les faisceaux f}(v) (et donc 7 ) vérifient la condition suivan-

te:

Soient WCO deux ouverts de V, O connexe et W#Z, u une sec-

tion de 77(v) sur Q. Si u est nulle sur W alors u est nulle.

Démonstration - La preuve est analoaue pour /] (¥) et 77 .

Considérons le %;X—module engendré par u. Alors il existe
P e'ﬁx défini dans €, annulant wu, avec P inversible dans W et
donc dans . Par suite u est nulle dans Q.

g.e.d.
n *
Lemme 3 Soit X=C, Z={xl=O} , V=TZX: alors

1) Si @ est un ouvert de V tel gque v () est connexe

*
(y:TzXA*Z désigne la projection) et la fibre de q-»Y (Q) est
contractile, on a:

Lim o w3 (e, o (w))

¥i, HI (o, C.. .)

z | X 7| X

2) Si Q est un ouvert de V tel gue vy (R) est un ouvert de

Stein de Z et la fibre de Y:0-»>Y (Q) est contractile, on a:

¥v, ¥j>0, H2(n, C.,.) = HI(q, ézlx(v))=o

Z X

Démonstration

On raisonne exactement comme dans [12] , lemme 2.4.6. en remar-
quant que l'on a des isomorphismes de faisceaux d'espaces vectoriels
sur C

-~ =1 & - -1 =

= t| ®
C Y , Ltle«y @/le

5 -1 -- -1 5
Cpix ™) = v G, 1, @~ 8#Z|X
od &7, [t] (resp. @Z [t],) désigne le faisceau des polyndmes en t

(resp. des polyndmes en t de degré <v) a coefficients dans Caé et
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GEIX désigne le complété formel de 0% le long de Z.
Lemme 4 On a W¥veZ, ¥j, au voisinage de x*
j o~ ’ ~ —_
@ev_ﬂ uRfkom%/ My CZ]X(V)‘“) =
v Q

_.lim £ , Cglx V)
T3 /RV—Q (mﬁom%v(mo, %'5) =0

Czx

Démonstration

(v)

(v=-1i)

(v)

(v=-1)

Czlx
Czlx

est isomorphe en tant gue faisceau de C-espaces vectoriels a e@*

Cglx ™ Cgx ™
les morphismes canoniques - > -

Cyix(y~i-1) Cqx (V-1) )
alors par la projection en la i+l-éme composante de C};+1 dans GF;.
C (v)
On peut donc representer chagu'un des objects RT ——Elz_——f—)

V-9 CZ|X(\)—1)

par un complexe 371 tel que la famille ( ;ri)iEN vérifie la condi-

1im Sz lx

On a (V) =+—— c Remarguons que ¥i,
z |x

Cg |X i

se traduisant

tion de Mittag-Leffler.

Il est aussi évident que la famille projective %ta—ﬂ(éy;)iCN
vérifie M.L. On peut donc appliquer la proposition 1.2:

. lim 465 i _ ] lim o 1
3, f(v_ﬂ (& =R, HEO)

autrement dit
lim j{j ( 3
ieIN V- YTV=Q

Cylx ™ -
—_— (C (v)) .
Coio(v=1i) z|x

7| x

C (v)
D'aprés le lemme 1 on a Vi,ﬁR‘?ﬁom ( q7%,ZRF (_Eiﬁ_____|§) =0

Ty V-2 Cpp iy (v-i)

Notons 931 = 0 fy? «;l — > ... la resolution flas-
1 i

gue canonique de Godement du V~modu1e zlx 7T . Alors

—1= ) est calculé par le complexe

1l'object RTy_g (C .
Z X
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ZIX(\))

(v=1) i
Z]X . ) [ 1

De plus nous concluons de la suite exacte de complexes

0 > Y’\Ji _— s R)i'i’l R R i ()
C (v=1) C (v) (v)
o zZ|x z|x Czx o
Z|X(v i-1) Czlx(T—l—l) le(\)—1)
o o o
. CZIX(\)-i)

ou ﬁ; désigne la résolution flasaue canonigue de —>F————
CZ|X(v—1—1)

que l'on a une suite exacte de complexes

¥i e IN, OJi+1 @i G)

Considérons maintenant une résolution locale livre de qn of

r r
,..——-——»%vl———» '%,o———> /720————> (@]

Alors Efftom ( Qﬂo, (%i) est calculé par le complexe double

Ly

}
g T1 e+l Y1

:
e () ()
1.

(*)

De méme :R‘?fom_ ( Qr Lim Lg ) est calculé par le complexe

v
double
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ce. s HIm jfl___»&(cgi”)rl——»
(*%) T T
. g r . 2+1 r
...———>+1—1—r~“—<%i)°———>+1i“-(%i ) —_— ...
) }

Notons (Ji le complex simple associé a (*). Il est facile de

voir que l'on a des suites exacte

g;+l —_— ‘)l—-+o et que V¥ij, ¥i e N, ‘&(j(g;) = 0.

Par suite on peut appliquer la proposition 1.2 & ( gﬁ)i e N

de sorFe que l'on a 1k?(1im ‘Ji) = lim jéj(gj) = 0. Remarguons gue
lim (Ji s'identifie au complexe simple associé a (**). Par consé-
quent

m%fﬂomJZC (Mye m Q= o
v
autrement dit

vi, IR‘ﬁ{on%V(‘mo,]RTV_Q (Cpx ) |g) = ©
g.e.d.

Lemme 5 On a au voisinage de x*:

lim P ~
LI S (]R{E}Pﬁom%v M, 8y ] =
Q
v
Démonstration

Nous allons démontrer gue pour vy* voisin de x* on a
LR ¢ (c =R T (¢

, -
S V=g Z|X(v))y* Vg ZIX)y*' D'aprés le lemme 1 on a

° (e

Ve Z|X(V))V* = O. Prennonscomme systéme fondamental de voisina-

ges de y* la famille des voisinages ouverts W convexes contenant y*.

On obtient:
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j-1 =
1im H (Wn Q,Czix(v)

Way™*

. H3 (@ -
FIove Hyaq a1 yr = =1 (w, &, (V)
H v

AP

et donc

17w nAe,& L (v))

1 z|x

lim_> lim
v W3y

im J = _
L Jﬁv_g(cZ‘X(v))y* = P
HE 7 (W, Cp g (V)

1im Tt wne,d
-

)
z|x (d'aprés le lemme 3).

Hj‘-—:L (W'éZ IX)

Ceci achéve la preuve de la condition 1) du théoreme 2.1 .

Démonstrons maintenant 2). Nous utiliserons les lemmes suivants:

Lemme 6 - Soit A une (€-algébre. Soit © un elément du centre de
A et soient M et M deux A-modules & gauche. Supposons que
pour tout X e Z, l'application ©-Xx de ’”'dans 7 soit sur-
jective et gue pour tout Jj, on ait dim Exti (M, M )<+,
Notons ’nk le noyau de 0-A dans 77. Alors

J
l)VjﬁﬂqutA «m, 7]A) est un C-espace vectoriel de dimension
finie.

. 3 . _
2) VJ,BAje m,lxlixj Ext ( m, N, =o.

Démonstration

Considerons la suite exacte

o —— N, N =L n 0.

Comme ©0-)A appartient au centre de A, pour tout Jj,0-A définit une
application €-linéaire de Exti} M, 7)) dans lui méme. Considerons

la suite exacte longue:

e}

o, ‘ ) O-A [e) oL
N ExtA(7n,'nx)___¢ExtA(7n,7ﬁ) ———fExtA(7W,n)-——+Ihdg(7%'nxy+."

La condition 1) en résulte aussitot.

Remarquons ensuite gue pour tout Jj 1l existe x% >0 tel que
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pour |x|ix'j, 9-x définit un €-autcmorphisme de Exti(?ﬁ,'v ) car
ce sont des (C-espaces vectoriels de dimension finie. Posons xo=xé

et Aj=sup(xﬁ_l,xé) pour Jj>1. Il est clair gque xj satisfait a 1la

condition 2).
g.e.d.

Lemme 7 - Sous les hypothéses du théoréme 2.1.2) pour tout j

et pour tout v les faisceaux Exti} (O)(ﬁﬁo,(9;(v)) sont
v

C-constructibles, nuls pour |v| assez grand, localement sur V.

Démonstration
Comme éﬁ 2] an est holondme et {9 est plat sur
VoD, (o © v
v _% .
. J —_— .
ﬁsv(o) les faisceaux Xt;@ (o) m O,E};) sont €C-constructibles
v
(cf£. [A],|2]). soit donc V = |_|V une stratification de Whitney
~% ael ¢
j 1 ¢
de V telle que les xtgb (o) ( Qﬂo,(ﬁQ)‘v soient localement cons-
Dy N

tantsde rang fini sur €. Soit p un point de A et prennons des

- n .
coordonnées locales de sorte que l'on suppose X=C muni des coor-

*
données (Xl""'xn)’ V=TZX,Z désignant 1'hypersurface d4d'équation
xl=O et p=(0:1,0...0). On est en mesure d'appliquer le lemme 6
9 _ _
avec A = 2Dv(o),@=£l TET car l'hypersurface glzaietantnon caractéris
1

que pour 0O-), pout tout C#0O et A e €, 1l'opérateur ©O-Xi: &§f“——+ G;, est

surjectif au voisinage de . On en déduit

(*) 1) wv, ¥j, dim %Xtﬁ, oy (Mo Tyt <
\4

ii) jvosxm tel gue pour leivo ,

- Q- _ . s
(qn(D,C v(\)))p 0. Ici nous utilisons le

. J
w5, 0 Xt;gv (o)

N
fait gue la dimension cohomologigue de §9V(o) est finie.

Comme la catégorie des faisceaux C-constructibles sur un espace
analytique est abélienne la premiére assertion du lemme 7 se déduit

de la suite exacte
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O-v

[e) e > O, pove ‘¢ O W (7
o Cxt D, (o) MorTytm) — Cxtgv(o) m_, 9 6x‘?pv(o)m’o'&v"*

—_— %x%% ©) ( ;ﬁ ,(Sb(v)) —_— .. en raisonnant par récur-
v
rebce sur Jj. Par conséguent (ii) est vérifiée localement sur Va.
La proposition résulte alors de ce que la stratification (Va)ael est
localement finie.
g.e.d.

D'aprés la proposition 1.11 on a les isomorphismes

X 3 Cgzix V) _ 3
Yv, ¥J, X'l/':c'C ((m ’ —(\)—__l)_) = /%;th}v (O)(/)?’)O'(?—V(V))'

v o} CZ]X

En outre d'aprés le lemme 7 on a localement pour |v|3vo les
isomorphismes:

%0 -

— 4 + -
xty (Mgr Cpyx D) xty (Mr Cpx(vrl))
v v

Le gradué de c coindidant avec celui de C on obtient de mé-

z | X Z | X

me

s A 5

(v)) = Xt‘%/v((mo' s x
n n
A 1

M o (L) G (£ =

une résolution (locale) libre de ,nqo' Alors l'object

(v )
Rr f€om WYk CZlX Yo

Z|X(\)

(v+1)).

-%/th%,v( 'WE, Cle

Soit maintenant O <«

.))i€ % est calculé par la cohomologie du

complexe obtenu de (*) par application du foncteur

ﬁ%%m ( le(v : )
‘%’V o Z (v _=1),
|X o ie?

On obtient aussi une famille projective de complexes vérifiant

la condition de Mittag-Leffler puisque les morphismes canoniques

vo)

sont surjectifs.

CZ|X(vo-i—l) C

Remarquons aussi que le lemme 7 entraine des isomorphismes naturels
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A Cpix ) ~ Cpix )
i, ey (Moe gty 'ﬁ‘tg (M g =i

Tv 7| X 7 |X

pour tout v et i vérifiant |V—i|>vo. Pour le voir il suffit de

considérer le triangle

C (v=1)
R ®om . (M, X, _
€ o’ Ty xvi-D

+/

S0 (v) (v)
Rﬂ%eom% (Wﬂ Z|X ? ) < Iﬁfomé m Czlx Y

0 —'———-_—)
(v=-1) (v-1i-1)
- Cz1x v

o’C
Z|X
associé aux inclusions

CZ|X(v—i—l) C Czlx(v—i) C CZ|X(v).

On obtient alors successivement par application de la proposition
1.2:

Jj C (v) , . (v)
Cwt? (M ,-2lx o= im 3 oy Calx™)
k f o

[}

o’'C (v=-1) 'C (v-k)
v z|x Y - z|xV
2 j . C (v) ]

= Cyt? lim “2|X _ J ~

xt (M, 5= & oK) ¢ %xti «CM,, Cpix(¥)) -

T 7 | X

\Y4 v
En particulier pour VEV et i > 2vo on a

*e 3 Crlxve) &3 - -
xty (M Xy = Txe] (M, &y 3 =

A\ |X o-l) {‘ v

:%thjl,v( mo’ EZIX) --%xt% «m , éz|x)'

X

On se raméne donc & montrer que ¥j,i ¢eWNU{o}, ¥v, les faisceaux

3 (v)
B) B¢ . , -
\ZXt{WI( wno’ CZ|X(V-i)) sont C-constructibles. D'apres le lemme 7

ceci est vérifié pour i=1. Il reste alors & raisonner par récurrence

sur 1 en utilisant la suite exacte (***) et le triangle associé
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(v—-1i +1)
z!x o
Eﬁy(ﬂ{% (ano C (v 1 )

\%
+1
. C (v) (v)
, X €z|x
mj%om” «m_, z] . ) « Iﬁ%om ( )
sz o Czlx(v 1O+l) Qﬂé CZIX(v 1 )
de maniére analogue 3 la preuve de 1).
g.e.d.

2.

On peut maintenant généraliser le théoréme 2.1 & un couple de

X—modules cohérents.

2

Théoréme.

Soit ( 7”,7) ) un couple de '%X—modules cohérents.

1) Propagation - Soit @ un ouvert de T*X, x*e3Q et supposons
gue la conormale 3 3Q en x* n'appartient pas a CA( ?ﬁ & 7*)
(A désignant comme d'habitude le fibré conormal & la diagonale

de XxX identifiée a3 X par la premiére projection).

Alors on a au voisinage de x¥*

( R¥om (M, Mz =o

F —
T*X-Q £

2) Constructibilité@ - Supposons C, ( Mé&
(

R

lagrangien dans

7n ‘n sont C-cons-

A
T* (T*X). Alors Vj les faisceaux 1fxtj

tructibles. X
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Démonstration

on a (cf [13]):

%7, %)xtj (M, M ) = JE“xtj ( ’)’7')@72 *, éXlXXX)

z X %XXX
et il suffit alors d'applicuer le théoréme 2.1.

En particulier si la variété l-microcaractéristique Cl( m,n )
est isotrope les % xt] (M .,M ) vérifient le théoréme 2.2.

€

Remarques

1) Dans le cas différentiel le théoréme 2.5 est toujours vrai

pourvu que ?n et(n soient holondmes (Eﬂ).

2) Soit V une sousvariété lagrangienne lisse conique de T*X,
7] un systéme holondme singulier ré&gulier et 7 un systéme holond-
me simple sur V. Kashiwara et Kawai ont démontré dans [4] (théoréme

1.5) que 7] vérifie 1l'hypothése de 2), théoréme 2.1.

Nous obtenons ainsi une nouvelle démonstration de la CT-construc-
tibilité des faisceauxi%rxt] (M, NH.
-~ .

Maria Teresa Monteiro Fernandes
Universidade de Lisboa
Faculdade de Ciéncias

Matematica Pura
Av. 24 de Julho, 134-39
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