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T. MONTEIRO FERNANDES 

Introduction 

Dans un travail précédent ([11]) nous avons défini et étudié la 
notion de variété 1-iricrocaractéristicrue qui donnait une condition 
suffisante pour la propaaation et la constructibilité des faisceaux 
de solutions d'un système microdifferentiel m dans un système 
microdifferentiel eV Il est aussi bien connu d'après les tra-
vaux de Kashiwara-Schapira et Kashiwara-Kawai que si 977 et 99 sont 
holonômes singuliers réguliers les faisceaux de solutions de 777 dans 
-77 sont Œ-constructibles. 

Dans ce travail nous donnons une condition de nature géométrique 
plus faible que celle de singularité régulière ou de non 1-rr.icrocarac 
teriscitë qui nous permet de démontrer des théorèmes de propagation 
et Œ-constructibilitë pour les faisceaux de solutions de TYi dans n 
le module encrendrë par 77 sur les opérateurs microdiffêrentiels for-
mels. Pour cela nous nous ramenons au cas ou i) 3st un module holo-
nôme simple sur une variété lacrrangierme V. Nous utilisons alors 
1' anneau ev de Kashiwara, Oshima et Kawai (cf. [5], L£] , \J-2j) et par 
passage à l'idéal de Ev engendré par m o+dfgd le faisceau des opéra-
teurs microdifferentiels d'ordre au plus -1, nous nous ramenons à 
travailler avec un anneau d'opérateurs différentiels homocrènes sur V. 
Si ev est un Ì3 -

V 
•sous module cohérent de 9r? aui 1'engendre on peut 

définir la variété caractéristicrue du système différentiel engendré 
par 

m0 
cx (-1) m0 Cette sous variété ne dépend que de ir) et on la 

note m0 iÏÏl ) Soit u un générateur simple de o vv et filtrons 7? par 
n v 2* (vl»o Nous démontrons que s± Q est un ouvert de V a fron 
tière non caractéristiaue pour m0 

cx -(1) m0 alors il y a propagation 

au bord de Q pour les faisceaux de solutions de 777 
O 
dans 7} (v) 
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PROPAGATION ET CONSTRUCTIBILITÉ POUR LES SYSTÈMES MICRODIFFÉRENTIELS FORMELS 

quel que soi t v  . T] (v) desiane le système engendr e par '/(v ) sur 
Ev 

= lim 
k 

Ev 
Ev ( -k) 

On en déduit en particulier u n théorème d e propagation pou r le s 
faisceaux de solutions d e mm ians v 

Grâce â  une proposition d e nature purement algébriqu e nou s dé-

montrons ensuit e que s i c (If) ) est lagrangie n dan s l e fibre cotan -

aent à V (c e gui est touiours vra i dans l e cas ou 77] est holonorre 
sincrulier régulier) localemen t sur V le s faisceau x d e solutions d e mmm 
dans •Y] (resp. dan s 7] sont isomorphes au x faisceaux d e solution s 

de W o dans 7] (v) (resp. dans V (v ) ) po ur V assez grand . On en dé-
duit crue les faisceau x d e solutions d e Vf] dans 71 (resp. de 77? 
dans V (v ) ) sont Œ-constructibles, ceci grâc e â  un raisonnement d u ty 
pe "riittag-Lef f 1er" . 

Les dëmontrations d e ces résultat s utilisen t essentiellement le s 

travaux de Kashiwara-Oshima e t Kashiwara-Kawai qu i nous permettent d e 

nous ramene r â  travailler dan s l'annea u de s onerateurs différentiels 

sur V. On peut alor s utilise r le s résultats d e Kashiwara su r l a cons -

tructibilitë de s système s holonôme s différentiels . Signalons enfi n 

qu'une partie d e nos résultats a  été démontré par Yves Laurent pa r 

une méthode tou t â  fait différente. En particulier i l a démontré qu e 

si m est un système microdifferentie l holonom e alor s C v mm est 

toujours lagrangien . 

Si Tf ) e t Y] son t des système s différentiel s holonômes , la 
Œ-constructibilitê de s faisceau x de solutions d e 77) dan s ^7 ^ été 
démontrée par M. Kashiwara . 

Rappelous enfi n que l a construction d e C y (7$ ) dan s l e cas diffé-
rentiel est due à Kashiwara fl6 l -

La propagation dan s l e cadre différentiel a  été démontrée pa r 

Schapira £l5 ]. 223



T. MONTEIRO FERNANDES 

1. Préliminaire s 

a) Condition d e Mittag-Leff1e r ([3]) 

Soit A un annea u unitaire . 

1.1 Définition. Soi t ( F ) ^„ un systèm e projectif d e A-modules, n ne & 
F=lim F s a limite projective. On dit que ( F ) „  satisfait l a < n  n  ne ^ n 
condition d e Mittag-Leff1er s i Vn. Im(F ,  ->F )) _  définit dan s 

^ n+ v n  v> 0 
F un e suit e stationnaire . c'est à dire qu'il exist e v  dN véri -n ^  o 
fiant : 

Vv>v ,  Im (F ,  ->F ) = Im F ,  -* F ) . - o n+ v n  n+ v n o 
1.2 Proposition. Soi t ( F ) „  un svstèm e projectif dan s l a catègo-c n  neZ ^ 

rie des complexes de A-modules ( à gauche). Supposon s que pou r 

tout i , le système (F1 ) satisfai t l a condition de Mittag-
-Leffler. Soi t F =lim F1 et notons F  l e complexe form é des F . 

Alors F e t ( F ) „  vérifient le s deux condition s suivantes : 
°° n  neZ 

1) Le morphisme naturel : 
cO. : H (FJ lim 

n 
sst surjectif, 

2) Si ( H 1 " " 1 ^ ) ) ^ satisfait l a condition de Mittag-Leffie r 

alors 
•i 

b) 

est bijèctif. 

Stratifications de Whitney et faisceaux constructibles ( [Il , [3]). 

Soit X une variété C  ,  Y et Z  deux-varietes d e X  disjointes, Y 

un point de Y. On dit que l e couple (Y,Z ) vérifie l a condition d e 

Whitney en y  s i dans une cart e local e en y , étant données ( x ) _ _ 2 *  n  n e IN 
une suit e de Z , ( y ) _  une suit e de Y, avec li m x —y, li m y =y , ' x  n nelNJ n  n  J ' 
tel que T  Z  converge vers un sous-espac e TC TX e t s i l'ensembl e 

xn ^ 
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PROPAGATION ET CONSTRUCTIBILITÉ POUR LES SYSTÈMES MICRODIFFÉRENTIELS FORMELS 

des suites (A (x -y )) „ , X elR converge vers un sous-espace a, n n •- n ne 2 ' n ^ ^ ' 
alors t contient £. 

1.3 De finition. Soit X un espace analytique (reel ou coirplexe) , 
{X } ^ un recouvrement de X par des sous-ensembles analyticrues 
a a e T 

non-sinauliers. On dit aue {X } T est une stratification de 
a OL El 

Whitney de X et on note X = | [ X si les conditions suivantes 
, - . j- . - ael sont vérifiées: 1) {X } _ est un recouvrenent localeirent fini, 
a ael 

2) X , X -X sont des sous-ensembles analytiques , 
a a a 

3) â 8 , X 0 X = (J> , 
a p 

4) X H Xß ï $ = > X r>Xß 
a 8 a 8 

5) Va , 8 / a^8 / le couple (X ,X„) vérifie la condition de Whitney 
a 8 

en tout Doint y e X . 
(Y 

1.4 Définition. Soit un faisceau d'espaces Œ-vectoriels sur un 
espace analytique X. On dit que est constructible (respecti
vement Œ-constructible) s'il existe une stratification de Whitney 
de X, X = | | X telle que Va, ̂ | est localement constant 

ael a 
(resp. localement constant de rancr fini sur Œ) . 

c) Variété 1-microcaractéristiaue d'un système microdifférentiel 
( fiol , D-2~\ ) ; transformation L(o) ( |~5j , |31 ) ; construction d'une 
nouvelle variété associée à un système microdiffërentie1 

Soit X une variété ana li tique complexe, T X son fibre cotagent. 
• * * ^ 

On note T X le fibre T X prive de sa section nulle. Soit V une 
sous-variete involutive conique lisse de T X, T (T X) le fibre nor-

* v * 
mal à V dans T X et TT la projection de T(T X) sur V . On note 
Jr ° 
o le faisceau des opérateurs microdiffërentiels d'ordre fini de 

Sato, Kawai et Kashiwara (_13̂  t "^(m) le sousfaisceau des opérateurs 
d'ordre inférieur où égale à m et %^ le sousfaisceau d'anneaux de 
~h engendré par , l'ensemble des opérateurs dans t> (1) dont le X V X 
symbole d'ordre un s'annule sur V. On munit de ^a filtration par 
l'ordre: *t«TT(m) = t.. n t. (m), VmeZ. L'application a ("symbole 

V V X " • 
principal") induit un isomorphisme gr( "fc )- © I (1) où I (j) dési-

3 £ à 
gne le faisceau des fonctions holomorr>hes homogènes de dearë j nulles 
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T. M O N T E I R O F E R N A N D E S 

sur V . O n a  pose I  (l)- ' = ^ * (j ) pour j<0 , désignan t l e 

faisceau des fonction s holomorohe s homogène s d e degr é j . On not e 

(-l)gr( é )  l'idéal enaendr é dan s g r ( h X7) pa r l e term e ho-

rrogène ©CL* (-1 ) (qu i agit e n décalan t d e moin s u n degré) . L'idéal'ol ? 

est l e gradu é d e l'idéa l bilatër e % "t> v(-l) par rapor t à  l a filtra -

tion induite . 

On note l'anneau quotient 
gr ( T. ) 

L X P 
et on définit suivan t 

[l2june applicatio n (compatibl e ave c l a composition) d e dan s , 

composé d e —^g r ( <j ) —yft ' ° n ^ e note aw - ° n Peut alor s ide n 

tifier TTo () a u sous-faisceau d e (T*^ q form é d e fonction s pol y 

nomiales e n le s variable s d e l a fibr e de TT . Soit cff ] un "f e -module 

cohérent e t Qff l u n 0(0)-sous-module cohéren t qui l'engendr e (l'exi s 

tence local e de CYÏÏ< D est certainement assurée ) . Notons W = " & v , 

<ïj) j  =  t v ( j ) TT/0 et gr( 97) ) 
je? 

mj 

mj -1 

1.5 D é finition. On appelle variét é 1-microcaractéristiqu e d e 17 ] le 
long de V  e t on note C  (  77? ) le support du &  -modul e 

V ± \ ± Xy 
coherent 

T V ( T X) 
T 0-1 A -1 

O 
, gr( 77 ? ) 
ffgr ( 7T| ) ' 

Cette définitio n es t indépendent e d u choix de TTî0 et l'ensembl e 

c1 v ( 97] ) est analytique , fermé , coniques pour le s deux actions naturel -
les de Œ (pou r plus d e détails voi r _12__ | ) . Nous référon s auss i a  |_9̂ | 

pour un e autr e constructio n d e l a variété C ^ (Q ï ) ) . 

Ci 07 ) e t 'T ) son t deux -module s cohérent s o n note (  07 ) , T ) ) 
^ ^  1  x 

la variét é C  (  77 } ®  77* ) o u A désign e l e fibr e conorma l a  X  ident i 

fiée a  la diagonale d e Xx X e t N  désign e l e v-modul e adjoin t 

de % . 

Soit maintenan t V  un e sous-variét é lagrangienn e liss e coniqu e 

de T  X. L'isomorphisme hamiltonie n associ é à  la 2-forme synplectiqu e 
* 

du) su r T  X, 

H :  T* (T*X) - > T(T*X ) 
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induit u n isomorphis rre T . V->T ( T X) . On identifiera don c ce s deux fi-

brës . 

A chaque operateu r P e g o„(m) (c'es t à dire, P est d'ordr e 

inférieur o u éaale à  m+ 1 et so n syirbol e d'ordre m+ 1 es t nul V) o n 

associe ave c Kashiwara-Oshirra (  [5j ) et Kashiwara-Kawai. (  [6] ) un opé -

rateur différentie l su r V de l a manière suivante : 

Soit P(x,C) =  i<^+]_ P^(x,£) l e symbole tota l de P dans u n systè-
me de coordonnées symplectigue s su r T  X. On pose 

L(m) (P ) =  H D 
Prrrfl 

+ P 
m 

1 
2 

n 
HJ 

92p 
9 m+ 1 
x . 1 1 V 

où H 
m+1 

désigne l e champ harriltonien de P^-j." 

Cette définitio n es t indépendante d u choix de coordonnées. No-
•n tons 0  1 1 operateur 
j=l 

E1 
A 

EJ 

On vérifie facilemen t que l'o n a  [o , L  ̂(P)_|=m L m^ (P) autremen t 

dit VBF  (P ) est u n opérateur d'ordr e u n homo gê re de degré m . En par-

ticulier s i f  es t un e fonctio n holomorphe sur V  homogèn e d e degr é 

i, alors L  (P ) f es t hoirogène de degré m+ i . Notons 2 ) (m) le fai s 

ceau des opérateurs différentiel s su r V  homogène s d e degré m. L e 

irorphisire L ^ :  "f e (m) -> 2) (m) vérifie le s propriétés suivantes : 
V X V 

1.6 Proposition . Soient P_.(j=l,2 ) de s opérateurs appartenan t à 

\ 7 £x(rn. ) . Alors: 

1) [L(ml)(P1) , L(m2)(P20 =L(wl+m2"1)(CP1,P^|) . 

2) Si P  e \7 t x ( m ) , A  e  Ûx U ) alor s L(m+£)(AP ) = 

= a£(A) L(ni)(P) e t L ( m ) ( P A ) =  L ( m) ( P ) a £ ( A) 

La proposition 1. 6 perme t d'étendr e L  à  & ( ni) tout en-
V X 

tier de sorte que l'o n ait : 

i) L ( m ) ( P 1 + P 2 ) =  L(m) (Pl)+L(m) (P2) pou r P . e è v < f x ( m ) , 

ii) L(rilfln2) ( P i p 2 ) = L ( n \ ) ( P 1 ) L(m2)p 2 pou r P j £ % tx(m.) . 

En particulier L^°^es t u n ho iro rorphi s me d'anneaux d e & sur 
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T. MONTEIRO FERNANDES 

S (O ) . Remarquons qu e l(o)  indui t u n isorrorphis rre de 

l v 

llv ee (-1) 
sur l e groupe abëlie n des operateurs dan s Z/^(Q) d'ordr e •  En 

passant a u quotient par ~ é (O) on obtient u n isomorphis ire ¥  d e 
/3 X 

#2 ix(-l)+ $x(o) 
sur 0 ^ ( 1 ) , l'ensembl e de s champ s d e vecteur s ho-

mogènes d e degré zér o sur V . 

Le rrorphism e ¥  es t l e compose des morphisrre s 

\(o)+ f t x ( - D 
V 1 * 

iv(i)iv(o) 

H 
ev(i). 

H étant indui t par l e morphisme "cham p hamiltonian" . 

1.7 Proposition. 
dvgfffhfffb cbdhd 

[ 5] Le noyau de L(o) '^y* -^(o ) coincide avec 

On doit cett e proposition à  Kashiwara e t Kawai |jT ] . 

En particulier s i P  e ̂ ~>^ et L ° (P ) =0 on a o^(P)~0. Noton s 

3V(P)=o(L(o)(P)) l e symbole principal d e L(o)(P) . 

1.8 Proposition . Soi t P  e  e t indentifion s a  (P ) à une sectio n d e 

T V Alors â  (P ) vérifie l a condition suivante : 

a^(P) £  O  —>ay(P) =  aV(P ) • 

Démonstration. Grâc e à  une transformatio n canoniqu e local e o n 

peut suppose r X=Œn+ ^ muni des coordonnée s (x,t ) avec x  e Œn, de 

sorte que V  soi t l a sous variét é d e T  X d'équations t=£= 0 au voi -

sinage d e ( x ,Q ; 0 , 1 ) . Comrre a? " e t 5 son t multiplicatif s e t l a res-

triction d u noya u de a à  jr étan t égal à  £  C  ( - 1 ) +  G (o ) 

il suffit d e calcule r av(P ) e t âv(P) lorsqu e P= t D^r p=D j (j=l...,n ) 

car tou t opérateur dan s peu t s'écrire , rrodul o ' t^ ( - 1 ) + ^ x ( o ) 

sous l a form e P(x,t, D , D )=A(x) (t DJ_>+ ? B.(x)D . o ù A  e t B . 

(o) 
désignent de s fonction s holomorphes . Calculons don c L  ( t D )  e t 
L ° ( D . ) / u r j  =1 r . . . , n . On a  H , 

3 t T V 
(t 3 

3t T 
8 
9T ' V 

— T et don c 

L(0)(t Dt ) = - 3 

LT7 
- 1 / 2 . De mêm e L(0) (D.) 3 

3XJ 
d où l e résultat. 

q . e . d . 
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1.9 Remarque . Le morphisire L  :  Gv̂  -0^(0 ) conserv e le s filtra -

tions, i.e., on a 

L^°^ ( ~X^7 ( j ) ) = 0 (o, j ) , l'ensemble de s operateurs dan s i^v(o ) 

d'ordre <  j. On en déduit un isomorphisme d'anneau x gradué s 

gr 1 

ffhfh 

tx(-l) \7 
- gr ( SvCO) ) 

gr( % ) 

bghg 

Le crochet de Poisson d e gr ( JL^(o)) (quotien t de celu i de 
gr ( U> ) coïncide don c ave c celu i as.soci é à la structure symplectiqu e 

* v 
de T V. 

1.10 Proposition . Soi t 7f¡ un o  -module cohéren t et noton s 

% (- D =  ^x(-d w , m 
mmm 

mm+1hj 
et considérons su r lT¡ la 

structure d e 2^(o)-module à  gauche , cohérent. Soit u une sec-

tion de 97} et soit u la classe de u dans 99 0 . Alors l'idéa l 

annulateur d e u dans 2) (o ) est form é des opérateurs Q  de l a 

forme L^°^ (P) avec P  e  ann u. 

Démons tration 

Soit 5̂  = {Q e 2 ) (o) ; 3P e  ann u ' L(o)(P)=Q}. Alors o n a clai-
rement an n u  Z> .  Réciproquement soi t P  e £^(0 ) , P u=0 et soi t 
P e fj>T T te l crue L^° ^ (P)=P. Alors P  u  appartient à  ^  (-1 ) t u y -  x v 
c'est à dire qu'il existe Q e 6  O  (-1 ) te l que Pu—Qu et donc P-Q^5' 

avec P'eannu.On a donc L (P)= L (P' ) ce qui termin e l a démonstration. 

q . e . d 

Soit maintenan t mm  u n système microdiffêrentie 1 mun i d'u n 

% -sous-modul e 77 ? cohéren t qui l'engendre . Dan s ce s conditions o n 

a 

1.11 Proposition . Le s groupe s 

pour i>0. 

J or . 1 

t 
v 

eev 

bhhhh+eevvf 
mmm sont nul s 

Démonstration 

Soit peV et T un opérateur d'ordr e moin s u n inversible a u voi -

sinage d e p. On a  alors 
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T. MONTEIRO FERNANDES 

~C- (-1 ) O = T t  e t l e coirplexe 
X. V V 

* T  i 
O ^ C^T y £y > O es t quasi isoirorph e a 

RV 

X + X X 
décale 

d'un cran . Par suit e 
T 

tx(-D iv 

il 

t v 
171 
o 

est calculé oa r l e comple-

xe O  > ?)1 >* 'ÏYi e t l a proposition résult e d e c e que 
' o  o T opère injectivemen t dan s MO 

q . e . d . 

Les considération s ci-dessu s motiven t l a construction d'un e nou-
* -

velie sous-variété d e T V associé e d e manièr e uniau e à  un systèm e 
mi erodif férentiel. 

Polircela nous dëmonstron s l a proposition suivante : 

1.12 Proposition . Soi t sTJ u n système microdifférentie l e t soien t 

TT) , JY) ' deu x (S -sous-modules cohérent s au i engendrent ^ 2 . 

Alors le s variété s caractéristique s de s système s So 0 77L 
O et X + 1 X coincident. 

Cette proposition justifi e l a définition suivante , de manièr e 

analocrue au cas 1-microcaractër i s tique . 

1.13 D é finition. Soi t rW] un %  -modul e cohérent ; on note C  (  7?) ) et 

on l'appell e variét é microcaractëristiqu e formell e de 77 ? l e 

long de V  l a variété caractéristiqu e d e ^  ^1 o' ^ o 

désignant u n sous - module cohéren t de 77 7 qui l'engendre . 

Démonstration d e l a proposition 1.12 . 

La démonstration consister a e n le s étapes suivantes : 

1) Vérifions d'abor d eu e l'o n a 

(*) V£ e a- , c..( t__U) 77 ) )  = c (77 Z ) 
V A O V O 

oour tou t sou s G  - module cohéren t °(Y] d e 977 . O n peut s e ramene r 
à supposer localemen t 7) 7 Q rnun i d'un seu l générateu r e t en ~ 

gendre su r ~fi (o) par u n opérateur inversibl e T . Soit ¥  l'isomor -
x 
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phisme d'anneau x t„ — i U t qui à Ps t , associe l'unique Q e t/„ 

tel que PT=TQ . On peut alors définir un u^-isomorphism e à  gauche 

par rapport à  la structure défini e dans " é pa r y, d e (£ ) 97? 

dans ; h0r ^  savoir celu i qui à P  T u ave c P c u(O) associ e Q  u 

où PT=TO . 

2) Par 1 ) on peut suppose r 7ï) '0 contenu dans ^Q m D e plus i l 

existe k  £  I N tel crue l'on ai t 9̂ ) Q c  fcx(^) ^ '  et on obtient don c 
mgff nvnv vvxcxk lllkhkgjfffnb 

On raisonne alors par récurrence sur k. Pour k=l on aura donc 

T>7^(-1) <^ •yy\ (-1) 'JYJqC OTIq d'où l'on déduit les suites exactes 

de t -modules 

(*) o  • 
m0 

ùm0 (-1) 

mm0 

m0 (-1) 
772o 

^ 0 
• o 

(**) o ' - o 

77?! (-D 

^ 0 
m o (-1) 

n'0 

7 7 ^ ( - D 
>- o 

La proposition sera donc démontrée pour k=l pourvu que (*) et (**) 

soient des suites exactes de T T (O)-modules cohérents . 

Si P  e ̂ T7 C (-]_ ) e t u  e 07} ' alors P u e ex (-1) m 0' et donc 

P u  c  T^o - Pa r suit e s i P  e  C u  e m0 
m01 on a P u = Pu où P dési-

gne l a classe de P  dan s £ ) v ( o ) On en déduit qu e 7Pq 
7r' 
i o 

est u n 

^ (o)-modul e à  gauche. La même méthode d e démonstration vau t pou r 

w '• o 

VT (-1 ) 
et 

77L(-i, 

^¿(-1) 

La cohérence d e ces ®v(o)-module s résult e de ce qu'ils son t 

cohérents su r vbf tv 

Supposons maintenant l e résultat vrai pour tout i< k ave c i> ; 

et dëmonstrons -  le pour k. Soi t OT£l = 7Y] (~D O W ( + 1) . Ce mo-i « o o  o 
dule est 6^-cohéren t e t vérifie le s inclusion s 
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77?o(-k+i)0 ta » c r W o 

77?o(-k+i)0 ta» cr Wkiljmjljokljljlj 

car 07 ] (-k+1) c' OT J (  + 1) (rappelon s que l'hypothès e es t que l'o n a 

T(\0i-w0<z ma c  wî]- Pa r suit e V  wQ > =  ev(l:jkj 
q . e . d . 

Remarque. Pou r l a démonstration précédent e nou s nous somme s 

inspirés de s méthodes de Kashiwara pou r l e calcul des multiplicité s 

des système s (c f [3][ ) 

La proposition 1. 8 entraîne : 

1.14 Proposition. Soi t b,b,  u n G  -module cohérent . 

Alors C  (  07? ) es t contenu dans (,:n,;n '77) ) 

1.15 Proposition. Soi t O  -,m ------ùoiol----ll ----opô —> O une suit e 

exacte de ^  -module s cohérents . Alors 

cv( £ )  =  cvCm) o  cj( 7? ) 

Démonstration 

Soient OfY^, lo /  mmo  de s t ^-modules cohérent s respective -

ment de 10 , ^  e t 7 1 qu i le s engendrent vérifian t l a suite exact e 

o — > m — > ^  — > n — - o 
o ^ o ' 1 o 

La proposition 1.1 1 entraîn e alor s que l a suit e 

o ,7T0 o .  4  _  7 Ï ,  o 

est une suit e exacte d e ©  (O)-module s cohérents . 

q . e . d . 

1.16 Proposition . Soi t if- u n idéa l cohérent d e bvnjfgvfh c 
"— a . X 7 

Alors 

CV(7Ï1 )  =  { 0 e T V, VOe ^ n  G  y, 5V(Q ) (  0} = °} 

Démonstration 

C'est une conséquence immédiat e d e l a proposition 1.J0 . q e d 
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1.17 Corollaire . 

Soit P bvfgbkh gjgdtz"fbdyfh ddg Alors 
V A V 

cv cd fhfhX 
vfvjf 

) = ( 0 e T V , av(P ) (0)=O> . 

Démostration. 

On a démontré dan s vhfhfh que s i Q  e  Q=RP , avec 

P o  (-1 ) "G alor s R  appartien t à  ~&\t' d'o ù I e résultat. 

q . e . d . 

1.18 Exemple . Soi t X= Œ mun i des coordonnées (x,t ) et 

V = {(x,t;£,*r ) e  T (E2 , t=C=Of t^o >. Soit 9? ? l e système défini pa r 

l'équation ( t Dt+x)u=0. nV0 es t donc engendr é pa r l e système su r t T7 
défini par l a même équation . On a 

L(0) (t2 D +x)=x ca r t2 D e ¿„(-1) t- 7. 
t t  x  V 

Par suite Cv(0TI ) = {(x ,T-€,t) e T*V, x= 0 } e t C ^ ( 77} ) =Tv (T*X ) =T*V 

On est maintenant e n mesure de définir C (77] )  dans l e cas où 
v * 

V es t une sou s variété lagrangienn e liss e conique d e T X éventuelle-
ment définie a u voisinage d e l a section nulle. 
1.19 Théorème . Soi t ^7 ) un systèm e microdifférentiel, V une sousva -

riëté lagrangienn e liss e conique de T X. Alors on peut associe r 

à d e manière unique u n sou s ensemble analytiqu e coniqu e fer -

mé de T V noté C (  0̂7 ) tel que: 

a) Si O  •  '77? •  Jù y 11 >  O est une suit e exac-
te de -module s cohérents , alors x 

cv(«Ê ) = cv(77) ) u  cv(7] ) 

b) Si 07 1 = ~t>x/£ alors CV(?T)) =  {0£T*V,5v(P ) (0)=O VP e / O ^ } 

Démonstration 

1) Unicité Soien t u^,...,u ^ des générateurs locau x de 7* ? e t 
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posons j = ^x .  Alors d'après a ) on a Cv ( )  o  U  Cv (???_. ) e t 

d'après b ) le s (  77) ^ ) sont définis d e manière unique. Encore 

d'après a ) on a C v (0 =  U Cv ( )  . La suite exact e 

e cbchd , Tq ,  o 

entraine alor s CT T ( TT) ) cr y C__ ( *W . ) . 
V D V j 

2) Existenc e 

On utilisera l e lemme suivant: 

Lemme. Soien t X  e t Y  deu x variétés analytique s complexes , 

¡7 et W  deu x sous-variëtë s lagrangienne s lisse s coniques con -
• * • * 

tenues respectivement dan s T  X et dans T Y. Alors 

evxw( ^ > = 6vr»2 ) x cw( 77 ) 

où ^1 et T) désignent respectivement un ^-module cohérent 

et un -module cohérent. 

Démonstration 

On a vu dan s |~12~| que s i 9? 7 (resp . 7 ? )  est un ^  -modul e 
o o  ~  o  V cohérent (respect , un O  ^-module cohérent ) qu i engendre n) (resp . 

7] ) alors T H £  7 1 enaendr e 'Wâ Y) e t est un êT T T -module o o  Vx W 
cohérent. 

Il faut donc montrer au e 'o o 
c fbjlgjrj ( v xx (1-) fm o dfdkllz df 

est iso -

morphe à 

7ï] 
' O 

hfhf fgfb vnhggj cc vvnn 
â 

no 

xssbvbjghjbvgftbg, 

Remarquons qu e 

°VxW tXxY(°) 
p ^ t (o)®p Xl (o ) 

X Œ  Y 

(p.1 "t O p^ 1 CT ) 

1 v  Œ  2  w 

* 
où. p. . e t p 9 désignen t respectivemen t le s projections d e T (XxY ) 
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sur T X et T Y. Comme l i w(o ) est plat su r P . "f ; (o) ® p0 ^  (o ) 
XxY ^  ±  ^  x ^ 2 Y 

il en résulte que ^T T T7 es t plat su r p., T̂ & p.1 <->,., . O n obtien t ^ Vx W ^  l V - , 2 W 
donc 

77? 
o mo t v (-1) mo vt f-1 â 

no 

mo t1 v (-1) mo vt f-1 

t v tx --1 

tv tx(-1 ) mo 

£ ^ (-d n 
W Y k '  o 

no 

t ^ (-1 ) 7 / 
W Y  ' O 

t v tx --1) jmo tw ty --v1) 

nrn s t "£ (-d ̂ 7 
lO W  Y v '  ' O 

tv tx(-1 ) mo sd no 

t v tx --1) jmo tw ty --v1)t v tx --1) jmo tw ty 

t v tx --1) jmo tw ty --v1) 

t v tx --1) jmo tw ty --v1)++t v tx --1) jmo tw ty -

07? i  77 
o o 

(tv Stw1:y(-i) + tv tx(-i) ô tw)(TT]o â 7)o) 

t v tx --1) jmo tw ty --v1) 

t v tx --1) jmo tw ty --v1)kghft v tx --1) jmo tw 

Le dernier isomorphism e résult e de ce que t  ,,(-1 ) est engen-
n o o ^  Vx W Xx Y ^ 

dré par tVxW *ty(-l) + "tVxW tx(-l). 
q . e . d .  235
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2. Propagatio n e t Constructibilité de s Solution s 

des Système s Microdifférentiel s 

Dans ce paragraphe X  désign e un e variété analytiqu e complex e 

et V une sous-variét é lagrangienn e liss e conique d e T  X. On noter a 

Tt, un S^-module holonôme simpl e su r V muni d'un générateur^simpl e 

uq et , pour v e î , on pose fl( v ) = %x ( v ) uq . Soit %K=< lim — g— l e 
v e Z (  — v ) 

faisceau des opérateurs microdiffërentiels formel s (  |_13_J ) et posons, 

pour un ^-modul e 77/ r Jy\ = L>x ®, 77̂  

Rappelons qu e "f e es t fidèlemen t plat su r (c f |  13~|). . De mêm e ^ A  x  —  — 

on peut definir 
tv 1 lïïl tv 

tv -((-v) et si 7JJ est un S^.—module 

cohérent on note encore 97 ) =  tjT T ®  97 ? 
° V 

2.1 Théorème . Soi t 97j u n systèm e microdif fêrentiel , mo  u n 

sous ^é^-module cohéren t qui l'engendre . 

1) Propagation. Soi t u n ouvert de classe C  dan s V  local-

ment situ é du même côt é de so n bord 9^ . Supposon s qu e l a conor-

male à  3f i e n x e dQ n'appartien t pa s à (  ) . Alors on a 

( * ) I R r v _ ^ ] R IfCo m (  97) , yj I ) = O au voisinage d e x * . 

2) Constructibilité. Supposon s Cy(rfî] )  isotrope dan s T  V. 

Alors i l existe localemen t su r V un entier v êS f tel crue pour 

|v|>v o n ait V .,"C'xtD. (  97? ,  9 ?(v))- ^xt l ( °0 0 ,  0 ?(v + l)) 

(resp. t x tî (  7̂  f (v) ) = ~^xtj (  OD ,7 9 ( v + l)). D e plu s 
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les faisceau x i x t { (  07) , 70 ) (resp . ^ x t ] ( ^Jl , V (v)) , V ) 

sont Œ-constructibles. 

Remarque. Kashiwar a -  Kawai |_b j e t Kashiwara-Oshima [_6_ | o n 

démontré que s i 00 ; et 7 0 son t singulier s régulier s o n a des isomor -

phismes naturels V., ^ x t J c (  /  V )  -  ^ x t ï . <  7 f ) = £ x t̂  ( > 

D'autre part , Kashiwara-Schapira | jT] on démontré cru e si T^ 1 et 7° 

sont holonômes le s faisceaux ^ x t - L ( 7y > ,  7 0 )  son t Œ-constructible s 

Par conséquent l a conclusion 2 ) du théorème 2. 1 rest e vraie lorsqu e 

7y) et 7 Q son t holonômes singulier s réguliers . 

On peut toutefoi s donne r des exemples d e système s holonômes vé-

rifiant l a condition géométriqu e d u théorème 2.1.2 ) qui ne son t pas 

siguliers réguliers . 

2.1 Exemple. Soit X= Œ muni de l a coordonnée t , soient (t,^ ) le s 
* * 

coordonnées d e T  CE e t V={t,x) e T Œ, t=0, x^O}. Soit 97 ? l e 
système défini par (t 2D t+l)u=0. Alors C^(lï) ) =0, donc laqran -
gien et 77 ] n'es t pa s singulie r régulier . 

Démonstration d u Théorème 2. 1 

Notre théorèm e étan t de nature local e nous allons considére r l a 
situation suivante : 

n -  * 
X=Œ mun i des coordonnées ( x ,... x )  , V=T X, Z  défini par l'équ a 1 n  Z  — 

tion x = o , x  =(O; 1,0; . ;O) . On peut alors suppose r 

n= cz | x ^ x 

t x 1 + V 2

+ - - - + ^ X D n 
le faisceau de s microfonction s 

holomorphes le loncr de Z , d'ordre fin i (cf . |_l3j) et cft(v)=C .  (v) -
Sx<v) 

t x ( v ) X l + ê x ™-l)D2 + . . .+ ¿x (v-l) D ' 
On a donc I^Xjom a, 

t X 
(TJj , 7} ) R Lam e V Mo m = 

- ]R¿tom ±v ( <ft}Q ,
 1^ m> 71 (v) ) . Soit 0  l'operateur différentie l Ç 3 

3Ç, 
Alors d'après l e théorème de Cauchy-Kowalewska tout e hypersurfac e 

£]_=c avec c^ O es t non carácterisrique pou r e-v , VveŒ, ce qui entraî-

ne une suit e exacte de faixceau x a u voisinage d e x*: 

o-------------ov----------------------ov------------------------ov------------0 
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On en déduit l e triangl e 

3Rr__ ^ ( m^orn 

V-iï (o) 
< 9 r ? 0 ' (v) |_) 

° v 1 Q 

+i 

3Rr__ ^ ( m^ornfbh dhfhddssgfgg wssddsvv tqfedhfnfugvnb fhdgstfgn r li 

0 ~ V 

Or l'hypothès e d e notre théorèm e signifi e cru e la conormal à  "àQ en 

x es t non caractéristique pou r l e système différentiel 7̂ = 2) ® TT ) • 
V &.(o)"Lo 

il en résulte (cf T3J ) que l'on a au voisinage de x  , 

^ V _ Q O R ^ o m ^ ,  <7no, ^ 1 ^ ) =  O 

et don c 

fdvc sj v rt v ( r lom rD V mo o v (v) viii = ofdsbbbss = o 

Nous utiliserons le s lemmes suivants : 

Lemma 1  Pou r tou t i  e E, o n a au voisinage d e x , 

(**) ^ V _ Q № ^ o m , (  "Yï^, czlx(v) lmklmk eenlk fhf = o 

Démonstration. Remarquon s d'abor d qu e 
cz|x(v) 

Cz|x(v-1) 
ov ( v) 

On démontre pa r récurrenc e su r i , en remarquant qu e (** ) es t 

trivialement vérifié e pour i=0, l d'après (*) . Supposons ensuit e (** ) 

vérifiée pou r i< i .  On obtient un e suit e exacte: 

(***) o  > C z l x ^ - V 1 ' 
cz|x(v-±o) 

czlx(v) 

Cz|X(v-io) 
> 

czlx(v) 

cz|x(v-io+1) 
> o 

à laquell e correspon d u n triangle dans l a catégorie dérivé e 

rt vv-v 
Уvvvvv1 <~v 

( w0. 
CZlX(v"io) bfdfdfd 

CZlX(v"io)dddd 

cz|x(v-io+1>'fi ddhfvbbbbb CZ|X(V) 

cz|x(v-io+1>'fi 
< cbfhfbc fbdhddbdhd CZ|.X(V) 

cz lx(v-io) i lïï> 
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et on applique l'hypothès e d e récurrence e t (*) . 

q . e . d . 

Lemma 2 (Princip e du prolongement analytique ) 

Les faisceau x 77 (v) (e" t donc 7} ) vérifient l a condition suivan -

te : 

Soient W  CZ  ̂deu x ouverts de V, Si connex e et W ^0, u une sec -

tion de *7] (v) sur Q. Si u est nulle su r W  alor s u est nulle. 

Démonstration - La preuve es t analogue pou r f] (V) e t lf\ 

Considérons l e ^  -modul e engendr é pa r u . Alors i l exist e 

P e tv défin i dan s 9,, annulant u , avec P  inversibl e dan s W  e t 

donc dans fi. Par suit e u  est nulle dans fi. 

q . e . d . 

Lemme 3 Soi t X=Œn, Z = {x,=0} ,  V=T*X; alor s 
I LÌ 

1) Si fi est un ouvert de V  te l que y (fi) es t connex e 

(y:T X Ẑ désign e l a projection) e t l a fibre de fi-^Y (fi) est 

contractile, o n a : 

vj, H j ( fi, cz|x) =  lim  H j (fì,Cz |X (v) ) 

2) Si fi est un ouvert de V  te l que y (Q) est un ouvert çie 
Stein de Z  e t l a fibre de Y  : fi->Y (fi) est contractile, on a: 

Vv, Vj>0, H3(fi , CZ|X) = Hj(fi, CZ|X(v))=0 

Démonstration 

On raisonne exactemen t comm e dans fl2̂ [ ,  lemme 2.4.6 . en remar-

quant que l'o n a  des isomorphisme s d e faisceau x d'espaces vectoriel s 

sur Œ 

a z | x = dgd cooe M ® tt gf ^ z | x f 

cz|x(v) =  y-i&z q o v o  y-1&zlx 

où &^ z |_t~] (resp. &  |_t ] ) désigne l e faisceau des polynômes e n t 

(resp. des polynômes e n t  d e degré <v ) à coefficients dan s &  e t 
Z 
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Çf i désign e l e complété forme l de &  l e long de Z . 

Lemme 4  O n a VveZ , Vj, au voisinage d e x* 
q . e . d . 

# î _ n (rftf U (TT)0 , ez|x(v)|_) = 

ttrttrr#î_n (rftfU (TT)0, ez|x(v) cz|x(v) 
) I q) = o 

Démonstration 

On a  Cz|x(v ) ( lim 
i 

cz!x(v) 

Cz|x(v-i) 
Remarquons qu e Vi, 

cz|x(v) 

Cz|x(v-i) 

est isomorph e e n tant crue faisceau d e Œ-espaces vectoriel s à o zbcd 

les morphismes canonique s 
czlx(v) 

Czlx(v-i-1) > 
c z l x ( v ) 

luuu dddh se traduisan t 

alors par l a projection e n l a i+l-êm e composant e d e dhd 
i+1 dans w z 

On peut donc représente r chaqu'u n des objects dgfjghhd czlx(v) 
cz|x(v"i) 

par un complexe •  te l que l a famille (  -j- . ). vérifi e l a condi-^ i  M  i  îe E 
tion de Mittag—Leff1er. 

Il est aussi évident qu e l a famille projective q (  ̂^  ̂ieiN 
vérifie M.L . On peut donc applique r l a proposition 1.2 : 

VD ' idN ^ V-^ 
rryrf eb dgded 

1 ssddZi 

autrement di t 

t lim rf̂ i 
iê N '  V-Œ 

,cz|x(v) 

dsdgdg fhfjjjddee 
gjkgfffn 

(Cz|x(v)). 

D1après l e lemm e 1  on a Vi, HR '^Com ( Tf), K r 
v-n 

Tf), Kr 
v-n 
Cz|x(v)). I n ) = o 

Notons gfff '= O > - ddd y° •dddd  * • dgg ... la resolution flas -

que canonique de Godemen t d u 6 ^-module 
yykb h;hk;lh 

czlx(--i) 
. Alors 

11 obj ect * r v - n 
,cz|x(v) 

S i x ' - 1 1 

est calculé par l e complex e 
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ф < = ° 
у Г , c z l x u ) 

czlxu) 
) »- cz 8 xu) 

Gi0 

R V-r (F 1 1) 

g12d 

De plus nous concluons de l a suite exacte de complexe s 

O - xi i+l te : 
1 

- o 

o 
C7.IX(V"Ì) 

Cz|x(v-1-1) 
cz|x(v) 

Cz x (v-i-1) 
c z l x ( ^ 

C7lX(V"i o 

o o o 

où ÇÇ^ désigne l a résolution flasau e canoniqu e d e 
c z l x ( v - i ) 

Cz|x(v-i-l) 

que l'o n a  une suit e exacte de complexe s 

vi e », q'±+1 ,  ql - — _ o 

Considérons maintenan t un e résolution local e livr e de rff\ q: 

••• — K 1 — < ° — ° 

Alors IR ^Com ( 9D0' es t calculé par l e complexe doubl e 

(*) 

.;.. 

**** 

gi l r1 i 
£ + 1 

ri 
*** 

gi l r G l+ 1 ro 
... 

O O 

De même H R ^ o m . (  Q77 ,  < 1:Lm (A° ) es t calculé par l e complex e 
-i> O C7 i 

double 
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(**) 

lim ' l r1 
^ 1 

lim I £+1 r. 

iÌ5L( ^ ) r ° 
1 . £  + 1 r 

Notons ,hhf  l e complex simple associ é à  (*) . I l est facil e d e 

voir que l'o n a  des suite s exact e 

T.., + 9, •  O et que Vj, Vi e 3N, ^ D ( '7, ) = O. 

Par suit e on peut appliquer l a proposition 1. 2 à  (  ̂ f^) ̂  

de sort e que l'o n a  ((lim c^i ) -  (lim (  ^ )̂ = O. Remarquons qu e 

lim ooo  s'identifi e a u complexe simpl e associ é à  (**) . Par consé-

quent 

m yto m (  7Yior (lim a± ) = O 

autrement di t 

Vi, IR-^om (07lo, mrv_fi (Cz|x(v)|-) = 0 

q . e . d . 

Lemme 5 O n a au voisinage d e x* : 

= R T V-R 5( bbb om tv hhllm o) ( OT ? ,  c  I ( v ) I ) — 
° Z|X n 

= » Fv_fi (IR*om . ( 7H0, Cz|x|-) = O 

Démonstration 

Nous allon s démontrer qu e pour y * voisin de x* on a 
lim ^ 

J-JR v r v V ô z | x ( v ) ) y * = * r v - ^ ( ë z | x ) y * - D1 après l e lemme 1  on a 

^•?-n(£Z|X(v))y. " °" Prennonscomme systèm e fondamenta l d e voisina-

ges de y* l a famille des voisinages ouvert s W  convexe s contenan t y* . 

On obtient: 
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H^1(W,Cz|x(v) H^1(W,Cz|x(v) 
lim 
W3>y* 

HD 1  (WA fi,C |v(v) 

r -1 
<W'£ZlX(v)) 

et donc 

H^1(wn^cz,hh|x)f ( v);y lim 
v 

lim 
x 

H3 1(wn^/Cz|x(v) ) 

H^1(W,Cz|x(v) 

= lim 
W^y * 

H^1(wn^cz,hh|x)f 

H^1(wn^cz|fx)fvnv 
(d'après l e lemme 3). 

Ceci achèv e l a preuve de l a condition 1 ) du théorème 2. 1 , 

Dêmonstrons maintenant 2) . Nous utiliserons le s lemmes suivants : 

Lemme 6 - Soit A une Œ-algêbre . Soit ©  u n élément du centre d e 

A e t soien t HfYl e t 77 deu x A-module s à  gauche. Supposons qu e 

pour tout X  e Z, l'application 0-X d e 9? dans 97 soi t sur -

jective e t que pour tout j , on ait di m Ext^ (  9K) , 97 )< + °°. 

Notons b,b,b  l e noyau de 0-X dan s 9 7 • Alors 

1 ) Vj/VX ,Ext (  'W , 91,) es t un Œ-espac e vectoriel de dimensio n 
A À 

finie. 
2) Vj,3x.eIIN,|x|>X. E x t î J ( ^ 7 ) )  = o. 

1 ~  3 A  A 

Démonstration 

Considérons l a suite exact e 

o 01 • 07 72 .  o . 
X 

Comme 0-x appartien t a u centre de A, pour tou t j/O- X défini t un e 

application Œ-linéair e d e Ext^ ( 97) , 7] )  dan s lu i même. Considéron s 

la suite exacte longue : 

o h - Ext° ( > 7 , nx) ,Ext ° ( W , 7 1 )  l ^ U E x t ° C W , î ? ) ^ex ^ ( 7 » , 7 ) a > - ^ . . . 

La condition 1 ) en résulte aussitôt . 

Remarquons ensuit e que pour tou t j  i l existe X ^ >Q te l que 
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pour | x | _>X ' • , 0-X définit un Œ-automorphisme de Ext"5 ( , T) ) car 

ce sont des Œ-espaces vectoriels de dimension finie. Posons X = x 1 

o o 

et x j=sup ( x j - : L , X \ ) pour j>_l. Il est clair que x^ satisfait à la 

condition 2 ) . 
q . e . d . 

Lemme 7 - Sous les hypothèses du théorème 2.1.2) pour tout j 

et pour tout v les faisceaux Extj) . . (qrf) , &7(v)) sont 
KO ) O V 

Œ-constructibles, nuls pour |v| assez grand, localement sur V. 

Démonstration 

Comme S^ T T ® Orvj est holonôme et est plat sur 
V (o) ° 

(Ê v(o) les faisceaux ^ x t ^ g (o) ~ Q, sont Œ-constructibles 

(cf. |_lj , |_2J ) . Soit donc V = | | V une stratification de Whitney 

s* • a— a

 ( 

de V telle que les ^ x t ] ^ , x ( 07? 
) L T soient localement cons

ul o ' o V V 
tantsde rang fini sur Œ. Soit p un point de V a et prennons des 
coordonnées locales de sorte que l'on suppose X=Œ n muni des coor-

* 
données (x f...,x ) , V=T X,Z désignant 1'hypersurface d'équation 

-L. n LA 

x^=0 et p=(O; 1 yO. . .O) . On est en mesure d'appliquer le lemme 6 

avec A = « 2 ) V (o) f 0 = ̂  3 ̂  car 1 ' hypersurf ace étant non caractéris_ 
que pour 0-X, pout tout C^O et X e Œ, l'opérateur 0 - X : >• 0"^ est 
surjectif au voisinage de p. On en déduit 

(*) i) W , V j , dim ^ x t ]

0 (777 ^' ^Kr^^r, < + °° 
M ( o ) ' ' 0 v P 
V 

ii) -| v e JST tel que pour | v | >v , 
- o — o 

Vi , U xt ^ . . ( O Î̂ (v)) = O. Ici nous utilisons le 
g$ (o) ,}l o' V p 

fait que la dimension cohomologique de j& (o) est finie. 
V 

Comme la catégorie, des faisceaux Œ-constructibles sur un espace 

analytique est abélienne la première assertion du lemme 7 se déduit 

de la suite exacte 
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O êxt • 
V (o) 

Off] f V 
( v) ) vxffjfgj Э-v ^ Xt ,sg ч 

СО (о) 
dhdshdh 

* % X t S (o) ( ^ o ' & V M ) » ••• 
V 

en raisonnant par récur-

rebce sur j. Par conséauent (ii) est vérifiée localement sur V . 
La proposition résulte alors de ce que la stratification (V ) est 

localement finie. 

q . e . d . 
D'après la proposition 1.11 on a les isomorphismes 

Vv, Vj, 
xwwwvw wvcwvb c 

c z l x ( v ) 

C z | x(v-1) 
G x t £ v ( o ) 

%xtJ (nmo,
 Cz|X(v)):: 

En outre d'après le lemme 7 on a localement pour |v|_>vo les 

isomorphismes: 

%xtJ (nm o,
 C z | X ( v ) ) : : ^ ' X t Ì < ™ o ' c z | x ( - + 1 ) ) -

°v c V 

Le gradué de £ Z | X coindidant avec celui de C

Z | X

 o n obtient de mê

me 
%xtJ (nmo,

 Cz|X(v)):: ^'XtÌ <™o' cz|x(- +,;kwc<w<d<c<cgfj 

%xtJ (nmo,
 Cz|X(v)):: ^'XtÌ <™o' cz|x(-%xtJ ™o' cz|x(-

Soit maintenant O gj,fj ddddhd dhdhhh 

une résolution (locale) libre de ^JY] . Alors 1' object 

JR r^om ̂  ( 7 ^ 
c z l x ( v o ) 

' c z | x ( v o _ i ) i e 2 est calcule par la cohomologie du 

complexe obtenu de (*) par application du foncteur 

xcccncnxb CZ | x ( v o ) 

C Z | X ( v o _ i ) i E 2 

On obtient aussi une famille projective de complexes vérifiant 
la condition de Mittag-Leff1er puisque les morphismes canoniques 

c z l x ( V 
c z | x ( v o - i - 1 ) 

c z | x ( V 

c z | x ( v o - i ) 

sont surjectifs. 

Remarquons aussi que le lemme 7 entraîne des isomorphismes naturels 
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v j , ^ x à ( 7ï]0r 
Cz|x(v-Dvjg 

C z | x ( v - D ' 
Cz|x(v-Djgjg (07) , 

O 

c z l x ( v ) 

C z | x ( v - i - D 

pour tout v et i vérifiant |v-i|>vQ. Pour le voir il suffit de 
considérer le triangle 

3R ̂ o m ( 1V)o, 
c z l x u - i } 

C z | x(v-i-D 
= O 

+1 

I R 'ĝ om ( 07) 

^ V 

c z l x ( v ) 

'C (v-i)' < 
HR(f£ om 

c z l x ( ^ 
C z | x(v-i-l) 

associé aux inclusions 

C z ] x ( v - i - D C C z | x ( v - i ) C C z | x ( v ) . 

On obtient alors successivement par application de la proposition 
1.2: 

t xv 

tv 
m0 

c z | x ( v ) 

C z | x(v-i) k ^ o 
c z l x ( ^ 
C z | x(v-k)

J 

= "txt3 ( 7T) , 'o 
C V 

lim 
c z l x ( v ) 

C z | x(v-k)' 
± xt 3 ( r>77 o, c z | x(v)). 

En particulier pour v=v et i > 2v on a 
o — o 

^ x t l (07) , 
C z l x ( V 
'C , (v -i) 

z IX o 

ï xtj 
7r) ' âzix)'l*l*ùl*** 

^ x t D ^ ( 7>7o, a z | x )
 s ^ x 4 x

 ( 7 r ) ' â z i x ) ' 

On se ramène donc à montrer que Vj , i eUNU-Co}, Vv, les faisceaux 

t x 4 ( 7 n o , 
c z | x ( v ) 

C z | x(v-i)' 
sont Œ-constructibles. D'après le lemme 7 

ceci est vérifié pour i=l. Il reste alors à raisonner par récurrence 
sur i en utilisant la suite exacte (***) et le triangle associé 
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TB& om ( 97] r 

-T 
v 

C Z | X U - i o + 1 ) 

' cz!x (-- ±o ) 

+l 

rtvvom TV m 0 
c z | x ( v ) 

c z | x ( ^ V 1 ) 

Ж fi от BNN 
c z | x ( v ) 

cz|x(v)BBN 

de manière analogue à la preuve de 1). 
q . e . d . 

On peut maintenant généraliser le théorème 2.1 à un couple de 

^ -modules cohérents. 

2.2 Théorème. 

Soit ( 77],7] ) un couple de f' -modules cohérents. 

1) Propagation - Soit Q un ouvert de T*X, x*e3fi et supposons 
que la conormale à VVN en x* n'appartient pas à AA ( BB ® 7?*) 
(A désignant comme d'habitude le f i b r e conormal à la diagonale 
de XxX identifiée à X par la première projection). 

Alors on a au voisinage de x* 

^ CX rT*X-, l*ftom O » , niïï>> = O 

2) Constructibilité - Supposons VBB ( Jï\ & * ) lagrangien dans 
T* (T*X) . Alors V. les faisceaux 'txt^ ( 7/? r 7) ) sont Œ-cons-

3 Ç 1 

tructibles. C X 
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• H a u s s a 

On a (cf [13] ) : 

Vj, txtj <7Y), -H ) - ^xt^ ( TTJâ^*, C x | X x X ) 
^ X ^ XxX 

et il suffit alors d'appliauer le théorème 2.1. 
q . e . d . 

En particulier si la variété 1-microcaractéristique C ( cYf\ f V ) 
est isotrope les Ixt^ (IfY) , V) ) vérifient le théorème 2.2. 

Remarques 

1) Dans le cas différentiel le théorème 2.5 est toujours vrai 

pourvu que Ifï] et 'Vj soient holonômes ( [_2j ) . 

2) Soit V une sousvariëté lagrangienne lisse conique de T*X, 
T/) un système holonôme singulier régulier et ^ un système holonô-

me simple sur V. Kashiwara et Kawai ont démontré dans |jf] (théorème 
1.5) que rïï] vérifie l'hypothèse de 2) , théorème 2.1. 

Nous obtenons ainsi une nouvelle; démonstration de la Œ-construc-
tibilitë des faisceaux : xtj ( n , 7] ) 

£ X 

Maria Teresa Monteiro Fernandes 
Universidade de Lisboa 
Faculdade de Ciências 

Matemâtica Pura 
Av. 24 de Julho, 134-39 
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