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T. MONTEIRO FERNANDES

INTRODUCTION

On doit & M.Kashiwara et P.Schapira [12] la notion de directian
microcaractéristique d'un module cohérent sur ‘Zx, (l'anneau des
opérateurs microdifférentiels), le long d'une sous-variété V involu-
tive dans le fibré& cotangent 3 une variété X. Cette notion permet
par exemple de donner une condition pour que le probléme de Cauchy
soit bien pos& dans le faisceau des fonctions & singularités essen-
tielles sur une hypersurface Z c X. Nous supposerons ici V contenue

dans le fibré& cotangent privé de la section nulle.

A la variété V on associe la sous algebre 9‘]} de %X engendrée
sur les opérateurs d'ordre zéro par les opérateurs d'ordre un dont
le symbole d'ordre un s'annule sur V (cf. [9] ’ [lOJ, [ll]).

Dans ce travail (cf.chapitre 1) nous construisons la variété
l-microcaractéristique Cé(ﬂt) d'un sgé—module coh&rent puis la va-
riété@ l-microcaractéristique d'unﬁbx—module cohérentMle long de V
en considérant la variéteé C\l/,('TfLo) pour un 5\]}—module cohérent anui
engendreﬂL. Cette notion correspond i celle de variété microcaracté-
ristique citée plus haut, mais cette fois-ci avec une condition de
Levi. Pour ces constructions nous utilisons la théorie des anneaux
et modules filtrés ([1] , [4], [18]) en nous inspirant des mé&thodes
de B.Malgrange [15] pour la construction de la variété caractéristi-
que d'un X—module cohérent . Nous montrons en particulier que

C$(7n) est un sous-ensemble fermé, analytique du fibré normal

* *
TV(T X), conigue pour les deux actions naturelles de € . Les direc-
* * - . . .
tions de Cé(?ﬂ) en un point x € T X sont appelées directions l-mi-
*

crocaractéristiques pour M le long de V en x .

Nous démonstrons alors au chapitre 2 que si Y est une sous-va-
riété de X non %—microcaractéristique pour M, le 1ong.iu fibré conor-
mal T;X privé de la section nulle, que l'on notera TZX ;, @ une
sous variété 7Z e« X, transverse 3 Y, le probléme de Cauchy avec

données sur Y est bien posé dans le faisceau CZlX' Pour cela nous

nous ramenons a un théoréme de Cauchy Kowalewska dans un module b &
caract@ristiques simples sur V supposée réguliére et on utilise
alors la méthode de P. Schapira [19] . En particulier si W est un

.2

X—module cohérent et si Z est une hypersurface de X transverse a la
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sous variété des donnees Y supposée non l-microcaractéristique pour
’{%(gkri le long de T X, le probléme de Cauchy est bien posé dans le

faisceau des fonctions 3 singularit@s méromorphes ou logaritmigues

sur Z.

Ces résultats nous permettent alors de traiter le cas d'un
couple (M,M ) version du théoréme 3.3.1l. [12] mais ici sans utili -
ser les opérateurs d'ordre infini.

Nous consacrons le dernier § du chapitre 2 & 1'@tude de la pro
pagation des solutions d'un {&—module7n,dans un module holondme mu-

ni d'un générateur simple sur une sous variété V lagrangienne.

On a pour cela adapté les méthodes géométriques dies a J.M.
Bony et P.Schapira dans le cas différentiel [3]

On peut alors, par le procédé habituel de passage a la diago-
nale, démontrer un théoréme de propagation pour un couple (M, ) au
* - -
bord d'un ouvert de T X, analogue au theéoreme 8.2.1. de [}3] avec
iciW au lieu de ?fa.
Singnalons que la notion de variété l-microcaractéristique

est d'un intérét particulier dans la théorie des systémes holondmes

d points singuliers réguliers ([l0], [11]).

Une partie de nos résultats a &té obtenue simultanément par

Yves Laurent par des méthodes trés différentes ([14]).

Précisons que le chapitre 1 reprend et am&liore les construc-

tions que nous avions faites pour notre thése de 3éme cycle.

Je veux enfin témoigner ma reconnaissance & M.Kashiwara et
P. Schapira, le premier m'ayant donné l'idé&e de départ pour la cons-
truction de la variété l-microcaractéristique, le second par 1'in-
térét et le soutien constant qu'il a apporté i la réalisation de ce

travail.
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T. MONTEIRO FERNANDES

CHAPITRE 1

§1. - L'anneau}?%

a) Rappels sur les anneaux et modules filtrés

Les résultats suivants, dans leur ordre de présentation fi-
gurent essentiellement dans [181 mais le lecteur averti peut aussi
se reporter & [1] , [4], [16], [20] .

On dit qu'un anneau A, unitaire est filtré s'il est muni d'une

famille (A de sous groupes de A vérifiant :

k)kei
i) 1 € Ao ; ii) wk, AKCAk+l ; iii) U A, =A;

k k

iv) ¥k,2, A A

ke Bog C Bryg -

Supposons en plus gue pour tout k et & on a [Ak'ARJC:Ak+2—l'
Alors 1l'anneau gradué gr (A) associé a la filtration (Ak)

A

gr (A) == ® = K
déf kez k-1

est commutatif. Soit a € A. On dit que a est d'ordre k si a € Ak’

a? By
dans gr(A) : c'est le symbole principal de a. Si a appartient a Ak

et a est d'ordre -« si a € Ap. On note o(a) l'image de a

le symbole d'ordre k de a, Ok(a) est 1l'image de a dans
A

cgr(A). On dit gu'un €lément a & gr(A) est homogéne s'il existe
Ay
Bx-1
toutes les composantes homogénes des &léments de I appartiennent 3

I.

A1

k avec a €

et on dit gu'un idéal T de gr(A) est homogéne si

Si a est d'ordre k et b est d'ordre 2 on a par définition du

deuxiéme terme ok+2(ab)=ok(a) Oz(b). On définit aussi le crochet de

Poisson sur gr (A) par bilinéarité&, en posant, pour a,b € A :
{o(a), o(b)} =0, ,_4([a,b]).

Soit M un A-module muni d'une famille (Mk)kez de sous modules
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vérifiant :

ii) Ak MZCMk+2’ ¥k, € Z.

i) Mﬁch+l; ii) M=E Mk;

On dit que (M) est une filtration de M. Etant données M)y og v

ke%

(Mi)lsz deux filtrations de M, on dit qu'elles sont équivalentes
s'il existe un entier c > O tel que :

1]
vk, M _¢ MeM .

A un module filtré M on associe le gr(A)-module

gr{M)= & .

keg K/M

Si L est un sous module de M, on définit sur L la filtration
induite Lk=Mk N L et si ¢: M ——N est un morphisme surjectif on

définit sur N la filtration image

N, = o) .

Définition 1.1.1. : On dit que la filtration (Mk) sur M est bonne

s'il existe m,,...,my € M et des entiers kl""'kd tels que :

Yk € %, Mk =

I1 est clair que deux bonnes filtrations sur M sont toujours
equivalentes et si ¢:M —> N est un morphisme surjectif la filtra-

tion image d'une bonne filtration sur M est bonne.

Soit n ¢ N et %£y,...,2 € %. On définit sur A" 1a filtration:

o e. = (Oyeeesrl,eee,0).
J v
J
Si les 2j sont tous nuls on l'appelle filtration

produit.

Définition 1.1.2. [18] La filtration sur A est dite noethérienne a

gauche (resp. a droite) si :
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1 - gr(A) est noethérien,

2 - ¥n, les sous modules 3 gauche (resp. a droite) de Ag sont

fermés pour la topologie définie par la filtration produit.

On supprimera les références "3 gauche","i droite" sauf en cas
de risque d'imprécision, et sauf mention du contraire, nous conside-
rerons la structure a gauche.

Théoréme 1.1.3. : Soit A un anneau muni d'une filtration noethérien-

ne et soit M un A-module a gauche muni d'une bonne filtration,

L _un sous module de M.

Alors la filtration induite sur 1. est bonne.

Corollaire 1.1.4. : Supposons A muni d'une filtration noethérienne.

Alors A est noethérien et si M est un A-module muni d'une.

bonne filtration, on a :

1 - M est sépare : N = {0}
K K ’
2 - Tout sous L de M est fermé:
L= N (L + M)
x k

3 - gr(M)_est un gr(A)-module de type fini et si
gr (M) est libre, M est libre.

Proposition 1.1.5. : Soit M un A-module muni d'une filtration, soit

Iy 1'idéal annulateur de gr (M) et /TM son radical.

Alors /TM ne change pas si on considére sur M une filtration

équivalente.

Définition 1.1.6. : Soit M un A-module de type fini. On appelle

idéal caractéristique de M et on le note I car(M) 1l'ideal

/TM associé a une bonne filtration.

Proposition 1.1.7. : Supposons la filtration sur A noethérienne.

Soit :

O —> L M N (6]
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une suite exacte de A modules de type fini.

Alors I car(M) = I car(L) N I car(N).

Les propositions 1.1.5. et 1.1.7. admettent les généralisa -
tions suivantes, correspondant au passage au quotient par un idéal

homogéne de gr (A):

Proposition 1.1.8. et définition 1.1.9. : Supposons la filtration

sur A noethérienne et soit ‘fyun _idéal homogéne de gr(a).
Soit M un A-module muni d'une bonne filtration. Alors 1l'idéal

ann(—ﬂziﬂl) ne dépend pas de la bonne filtration de M.
r (M)

On le note I car ﬂj (M) .

Démonstration

D'aprés un résultat de Serre ([21]) la racine de 1'idéal

ann(—ﬂEi&l) en tant que gr (A)-module est égale & vann gr (M) +T.
gr (M)

gr(M) _ v ann gr (M) +T ,
Tgr (M) T
Soit maintenant gr(M)' le gradué de M par rapport & une autre

bonne filtration. Il suffit donc de démontrer l1l'égalité:

Par suite on a ann

vV ann gr (M) +€ = v ann gr(M) "+
en sachant d'aprés la proposition 1.1.5. que :
v ann gr (M) = v ann gr (M) "' -

On applique alors le lemme suivant:

Lemme : Soit B un anneau unitaire commutatif, p et g deux idéaux

tels que vp=vYq. Alors pour tout idéal I de B, on a :

vp + I = Vg + I .

Démonstration
Il suffit évidemment de démontrer 1l'inclusion vp+l € V/g+1 .
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Soit feB et N &£ IN tels que fN € p+I. Ecrivons fN=u+v avec ue p,v e I.
Alors u appartient & /g et donc il existe M € N tel
M .

gque u egq. On obtient

£NM_ (u+v)M = uM+W ou WeTI

et donc f appartient a g+I.
Q.E.D.

Proposition 1.1.11 : Sous les hypothéses de la proposition 1.9., soit

O L - M N - O

une suite exacte de A-modules de type fini. On a alors:

I car (M) = I car (L) N I car _ (N).
: T

X

Démonstration

Soit donnée sur M une bonne filtration et munissons L et N
respectivement des filtrations induite et image.

Alors la suite des graduees est exacte et on peut appliquer

la proposition 1.1.7. :
I car(M) = I car(L) N I car (N) .

Il faut démontrer 1l'égalité :

v ann gr (M) +x = v ann gr (L) +LN v/ ann gr(N) +I .

Mais cela est une conségquence immediate du lemme suivant:

Lemme : Soit B un anneau commutatif unitaire et soient m,p et g _des
idéaux de B varifiant vp N Vg = vm. Alors pour tout idéal I

de B on a l'égalité:

Vp + I N Vg + I =vm+ I.
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Démonstration

1l) Soit feB et N € IN tels que fNe:m+I.

Ecrivons fl=u+v avec ugm, veI. Alors u € /p et u € Vg ce qui impli

que l'existence de Nl’ N2 e IN tels que :

Ny Ny
u "ep, u “eg. On a donc:
NN N
£ 1 _ u 1 + v' avec v'e I
NN2 N2
£ = u + v" avec v"e I

ce qui montre que f appartient a vp+1 I /g+I .

2) Soit £ e vVp+¥I N /g+I et N N, e NN tels que

Nl N, i’ 72
£ = al+v avec a,ep, veIl, £ =a2+v' avec a,eq, v'eI.
Nl+N
Alors £ =(al+v)(a2+v') = ala2 + v" ,

avec a; a, € p Ng et v" e I.

Comme p l g est contenu dans vm il existe M ¢ N tel que

(N,+N, )M

(alaz)ME:m et donc £ 172 € m+I.
Q.E.D.
Rappellons maintenant le résultat essential de [4].
Proposition 1.1.12 : Supposons gr(A) muni d'une structure de

(Q-algébre noethérienne. Soit M un A-module de type fini.

Alors I car(M)_est involutif, c'est & dire:

{I carM), I car(M)} € I car(M).

Soit maintenant I un idéal bilatére de A et notons®€ le
gradué de I. On peut alors définir dans Q%é?l un crochet de Pois-

son & partir de celui de gr(A), c'est a dire, en posant pour
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T. MONTEIRO FERNANDES

L A) , {a,bl=classe de {a,b} modulo #, o a et b sont des

représentants de a e b respectivement. Pour vérifier que cette dé-

a, be
finition est bien posée, il suffit de montrer que si a et b sont

homogénes et b ef alors {a,b} ¢® ce qui résulte aussitdt du fait
que I est bilateére.

Proposition 1.1.13 : Soient A et B deux anneaux filtrés, avec AC B

et la filtration de A coincidant avec la filtration induite

par B. On suppose que les filtrations de A et de B sont

noethériennes et que gr(B) est plat (resp. fidélement plat)
sur gr(A).

Alors si I est un A-sous-module de An on a

gr (BI)=dr(B) gr(I) et B est plat (resp. fidélement plat)

sur A,

Soit maintenant X un espace topologigue et soit (un faisceau
d'anneaux unitaires filtrés sur X. On dira que la filtration
((Xk)kEz est noethérienne si pour xeX la filtration (ak)x, k e %,
est une filtration noethérienne de Cgf On dira que O vérifie

la condition o© si, pour tout ouvert U de X, toute section a de

Olsur U , l'application de U dans Z U{-«} qui a associe 1l'ordre
de a, dans G& est localement constante. On peut donc définir le

morphisme de faisceaux o: OUQ—— gr(Ce).

Soit M un faisceau de Ol-modules & gauche muni d'une filtra -

tion (M), ,°

Soit U un ouvert de X. On dira que la filtration de M est

bonne sur U s'il existe des sections LIRARREA deM sur U et des

xr

entiers k kr tels que:

Lreeer
m = 3 _ l u,
k U 3 ak kj v J

Définition 1.1.14 [7] : a) On dit que Ulest un faisceaux d'anneaux

noetherien si :
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1 - Olest cohérent,

2 - ¥x e X,O%{ est un anneau noethérien,

3 - toute suite croissante d'idéaux cohérents de Ol sur un

ouvert U de X est localement stationnaire.

b) Si QUest un faisceaux d'anneaux gradués on ne consi

dérera que la structure graduée et on dit alors que :

1 - ®est cohédrent si pour tout N € IN et tout morphisme de

(L-modules graduds défini localement

06\]___»0(,

le noyau (qui est évidemment un Olsous-module gradué de

OLN) est localement de type fini.

2 - OQlest noethérien si : i) Olest cohérent ; ii) ¥x, toute

suite croissante d'idéaux homogenes de a& est stationnai-

re ; iii) toute suite croissante d'id&aux homogénes cohé-

rents de OU sur un ouvert U de X est localement stationnai-

re.

osition 1.1.15. : Soit M un faisceaux d'anneaux filtrés véri-

fiant la condition g .Supposons :

1l - ¥x,_la filtration sur 0% est noethérienne,

2 - gr(O®) est un faisceaux cohérent (resp.noethérien).

Alors Olest cohérent (resp. noethérien).

Proposition 1.1.16. : Sous les hypothéses de la proposition précé-

dente, siM, est un Ol -module muni d'une bonne filtration, M

est cohérent si et seulement si gr(M) _est cohérent.

Proposition 1.1.17. (Pseudocohérence) : SoitfR un faisceaux cohée-

rent d'anneaux filtrés et (0 un sous_ faisceaux cohérent
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d'anneaux deB muni de la filtration induite. Supposons que
o, et ® sont noethdriens et que Olk, Bk sont des Of -modules
cohérents pour k>>0. Alors ® est pseudocohdrent sur O, c'est

3 dire que si Mest un B -module cohérent, et 7 un sous—G=-mo-

dule de type fini alors Mest X -cohérent.

b) Construction de 9\]}

- - . *
Soit maintenant X une verieté analytique complexe, T X
son fibré cotangent et"zX le faisceau des opérateurs microdifféren-

tiels d'ordre fini de Sato, Kawai et Kashiwara [jZO].

Soit {'tx(m) le sous-faisceau des Operateurs d'ordre inférieur

ou &gal & m. On munit ainsi %X d'une structure de faisceau

d'anneaux filtr@s, cohérent, de gradué égal 3 & &, (m) (O,
mez T X T X
- *
désigne le faisceau des fonctions holomorphes sur T X et &, (m) 1le
T X

sousfaisceau des fonctions homogénes de degré m par rapport a la
variable de la fibre). On note % 1 'homomorphisme de {&(m) dans

o, (m) qui arp” e‘%x(m) associe son symbole d'ordre m.
T X

Soit V une sous-variété lisse, involutive, homogéne du fibreé
* *
T X. On lui associe suivant Kashiwara-Oshima [131 un sous-faisceau
d'anneaux de &(, noté 9‘]} (noté ‘t’v dans [9], [10] et [11]) de 1la

maniere suivante:

Soit IV 1'idéal de @’* des feonctions nulles sur V et soit
T X
n O/* (m).

I (m)= T
v T X

\Y

Notons fV le sous-faisceau de %)((o)—modules de "Z'X(l) des

opérateurs dont le symbole ol(P) s'annule sur V :
Pef,< P z—:"zx(l) et o4 (P) \V=O.

Oon note,g\]; la sous-algebre de"&,X engendrée sur ‘tx(o) par

: - %
. Remarquons que .9 = .
Fv Vig*x-v %

. 1 sl —
Pour tout entier m on noteogv(m)—gv(‘.é'x(m)-f\;\ avec la
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convention f‘;= '3X(k) pour k < O.

Exemple 1.1.18.
Supposons x=C" muni des coordonnédes x—(xl,...,x ) T " muni
des coordonnées (x,§) avec &= (&l,...,g ) et V définie dans m X par

les équations x;=...=x =f . =...=f =0.

- : 1 . = :
On peut caracteriser le falscemlgv.de la maniere suivante :

Soit P un opérateur microdifférentiel d'ordre m dont le symbo-

le total s'écrit P(x,5)= I pk(x,\i). Alors P appartient 59‘]} si et
k<m

seulement si:

(*) P € Iv(l)k , ¥k > O.

Supposons par exemple, V défine par les équations :

Alors P appartient aﬂgé(m) si et seulement si on peut ecrire :

ag ay
(*%*) P(x, D )= z A (X,D ) D e oD
—(al,...,a ye WP a X 1 P

O<|a|<m

ol les A, appartiennent 5'tx(o). La vérification est alors

immediate.

Théoréme 1.1.19. : 1) La famille Q\J}(k))kez definit surgé une

filtration noethérienne & gauche et & droite.

2)&5% est un anneau noethérien (et en particu -

lier cohérent).

Démonstration
* * - -~ . . - . -
1) Soit x € T X. Le theoreme est trivialement verifie au

* * -
voisinage de x si x n'appartient pas a V car on a :
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o1 4

*

T X-V X‘T*X—V

et la filtration de fk est noethérienne 3 gauche et 3 droite. Soit
donc x* e V. Comme pour k<O on agxlf(k}- =%X(k) la condition 2) de 1la

définition 1.1.2. est automatiguement vérifiee.

Remarquons que ¢ induit un 67; (O) —isomorphisme

T X
1
SD (k)
Ykez , v ~ o1 (DK
PL-1) v
v
. k. & - o .
avec la convention I (1l)"= % (k) pour k<O. On en deduit un iso-
T X
morphisme des gradués :
gr(ﬂ\l,) = @ Iv(l)k
ked

L'anneau gr(&b%) est donc engendré par deux sous—anneaux :

-

= e O, (-3 e T (1) .
(v i50 o s ¥ j>o0 v

On remarque que (X! est noethérien car c'est le gradué de

%%((O) par rapport a la filtration par 1l'ordre ([201).

Nous aurons besoin du résultat suivant:

Lemme 1.1.20. [9] : Le faisceau d'anneaux graduds & I (1)’
j>o

est noethérien.

Démonstration

* - - -
Soit x € V. Soit (fl,...,fp) un systeme de generateurs du
*

CY; (0) -module cohérent I (1) au voisinage de x .
T X
Soit & 1l'homomorphisme de GY* (0)-algébres graduées
T X

e o 3 .= .
CE;X(O)tTl,...,TpJ -——+jfo Iv(l) gui a T; associe £ Alors ¢ est

un homomorphisme surjectif. Soit @m la partie homogéne de degré m
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est un 67;

de ¢ + Alors Ker ¢
m T X

(0) -module cohérent. Par conséquent

le noyau de ¢ est réunion d'une suite croissante (#i)k> d'idéaux de

T

Cy*X(O) ETl,...,Tpl (gi étant engendré par @ ker e ).

m<k

Remarquons que &, (O) ETl,...,Tpl est un faisceau d'anneaux
X

noethérien car on a l'isomorphisme

T, 1~ O
€ u @ [Troeoome G, ) @3 [r,....7]

T X
et 67*
T

Ker ® est un idéal cohéerent.

(0) est un faisceau d'anneaux noethérien. Par conséquent

Pour achever la démonstration, il

suffit d'observer que 1l'anneau quotient d'un faisceau d'anneaux

noethérien par un idéal cohérent est encore noethérien.

Soit maintenant {Ik}k>o

nes de gr(gg',) . o
X

Q.E.D.

une suite croissante d'ideaux homoge-

Comme I, est homogéne on peut écrire :

TR

Par conséquent les suites {Ii},

= oi*n Iy-

{Iﬁ} sont stationnaires car

o » et oi* sont noethériens, et {I, } est donc stationnaire.

2) Pour montrer queg

est cohérent, il suffit, grace a la

proposition 1.1.15., de montrer gue grﬁg ) est cohérent.

Soit Y:gr (Bl N__ gr (91) un morphisme de gr (9\]7‘)-modules
gradués et 501t761e noyau de Y. Notons Pq (resp. p2) la projec -

tion de gr(gk) dans 0Ot

(resp. dans @{) .

Comme () (resp. (') est

noethérien, le noyau N (resp. %) du morphisme :

N
plowl'N=Gd — (%
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(resp. du morphisme :

" N "
P2 o Y WN T ot ——~+0L)
oL

est localement de type fini.
On a évidemment :

N

n = nhe
n' = nooee™

Comme Nl est un sous-module gradué de gr 9\17)1\], on a aussi :

M-+
et donc?) est localement de type fini.

On démontre de maniére analogue queg\]} est noéthérien.
Q.E.D.
Toutes les hypothéses de la proposition 1.1.17. sont donc
remplies avec®d =°&x (resp.:B:s\]}) et 9(,=9\J; (resp.@& = 'gX(O)) et on

peut énoncer:

Théoréme 1.1.21. : a) L'anneau "%i est pseudocohérent

sur 937

b) L'anneaub\]} est pseudocohérent sur

%X(O) .

Théoreme 1.1.22. : L'anneau "%X est plat surg\]} .

Démonstration

* * * - -~ k3 3 - . . -
Soit x €T X. Si x gV le theoreme est trivialement verifie.
*
Supposons donc gue xX €V. Alors chaque module‘%&(mﬂbé; me#%, est un
Q%—module localement libre de rang un et il suffit alors de remarquer

que:
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?sx = U %&(mﬁéé

me %

Q.E.D.

Proposition 1.1.23. : Soit M un ‘%x—module cohérent engendré par un
sous P\J}-module L.
Alors les morphismes naturels :

£ £
Ty gl M HBw g B S
X
(P & u ——Pu) (P & u —Pu)

sont des isomorphismes respectivement de tx-modules a

gauche et deQ.\];—modules a gauche.

Démonstration

Les morphismes f et f£' sont évidemment surjectifs. Remarquons
en outre gque 1l'&galité 'zx(m) 9\1/,=$\17 ‘zx(m) montre queﬂ\]/: opére a
' .
gauche sur‘zx(m) 4§X(%% etctk(m)zs, et que f' est un morphisme

pour cette structure.

Soient u une section de£ et P un opérateur microdifférentiel

dans un ouvert U et supposons Pu=0.

* - *
Soit x eVlU et R un opérateur inversible au voisinage de x
tel que R—lP Eg\]} .

on a R+ Pu=0, PRu= R&R T Pu=0

*
au voisinage de x et donc P & u=0 ce qui entraine que f et f' sont
injectives .
Q.E.D.

§2. - Construction de C\]}('ﬂl)

a) Préliminaires

On supposera comme au §l. gque V désigne une sous-variété

. . . - * 1
involutive, lisse, homogene de T X. On notera @'* (—l)gr(gv)
T X
1'idéal engendré par le terme homogéne &, (-1) du faisceau
T X
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d'anneaux gradués grﬂaé) :

viez, O, (-1) 1 (1) 3~ 1 (1371
v - TV

T X
Lemme 1.2.1l. : L'isomorphisme grdﬁi) = @ Iv(l)J_induit les
isomorphismes Jez
J V1 3
® ‘fv v ® Iv(l) n
. j—-1 _ J+1 . 3
jez o+ B (- i_o 1,17 1,(0)
IP% gr(ﬁxl,)
o, (-1) gr(EI) °
T X v
Démonstration
1 3
gr (P) I, (1)
On a v = @ v

€7 IV(l)J+l G, -1)

Q-1 gr @) 8

Remarquons que pour j<O, on a :

. -
3 = 1,3t e, -

T X
Plagons nous au voisinage de X*EZV.

L'existence d'une fonction f holomorphe homogéne de degré -1

. . R * - R .
inversible au voisinage de x entraine 1'é&galité, pour tout j>O,

3 _ Jj+1 -
(*) I, (1)7 I,(0)= I,(1) EVT*X( 1)

L'application wz qui est évidemment surjective est donc un
isomorphisme.

Montrons que VY est injective (wl est évidemment surjective).

. J_ej+l -

On a pour tout j<O, ’f‘v% %X( 1) .

Soit P € 4%,vérifiant . (P) € Iv(l)j I,(0). D'aprés 1'égalitd
(*) oj(P) appartient a Iv(l)j 18, (-1) et on peut évidemment

T X

supposer
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oj(P) = £ g avec f ¢ Iv(l)3+l

g e® , (-1). soient P' € %+l, R'Ef%x(—l) vérifiant
T X

oj+l(P')=f, o_;(R") = g.

Alors P - P'R' appartient 3 %-l et donc ¥, est injective.

Q.E.D.

Corollaire 1.2.2.

f%

est noethérien.

L'anneau gradué o

Sew r G -ngitt
Démonstration .
J
Iv(l)
Le faisceau d'anneaux © ———————— est noethérien car
j>o J
Iv(l) IV(O)

c'est l'anneau quotient d'un faisceau d'anneaux noethérien par un

idéal cohérent.

Q.E.D.

Soit ez le faisceau des fonctions holomorphes sur V et,éz(j)

le sous faisceau des fonctions homogénes de degré j:

(e (3)
o _Sa'x 0_( )_O’*
v T, 3 v (3)

£
P = ’
osons.ﬂ,’ ng +z - 1)§J+l et

ﬂ%= 0; QOV{%) . On a, d'aprés le lemme 1.2.1, et la platitude de
(C * sur Cy* (0)
T X

T X
#, .9, & o .°®

>0 Iy (0)I (1)

J
I, (L)
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=& 3
v & 0 By (o) @ Ty ]

*

T X
&
=6, & (e 1,mNH=-TF e (e 1,17
&« (0) J>o0 \% C’&*X(o) j>o
T X
J
. Jj+1 -
J>o IV

De plus comme e:, est plat sur av(o), . est plat sur f.

A%

Soit (f;) un systéme local de générateurs indépendants

i=1l,e..,pP
homogénes de degré un de I, et soit ¢ le morphisme de 67* -algébres
T X
- J
., [t,ec,7.] —— 0 I
T X 1 b j>o v
T, ——————> f.
i
Le noyauga(ma ® est engendré par les polyndmes
fi Tk - fk Ti , k,i=1,...,p et on a donc un isomorphisme
J n Ve
o I1+— O, [T;,...,T |/
>0 ¥ rx 1 P

CommeQ?’est contenu dans l'ideéal IV[Tl,...,Tpl engendré par

I, dans Gg*XETl,...,ij on en déduit 1l'isomorphisme :

& . [Fynim ]

SRl e KIYTrTr =0 Try, ] =

\Y

- - *
Soit s la projection du fibre normal a V, TV(T X), sur V.

L'isomorphisme (*) permet d'identifier wS%%& a un sous-faisceau

d'anneaux de GY % .
TV(T X)
Lemme 1.2.3. : @ est plat sur n;%ﬂ§
T (TYx)

(et _donc sur ﬂ;%ﬁﬂ'
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Démonstration

La platitude étant vérifiée dans les fibres on peut utiliser

*
1'isomorphisme local (*) sur un ouvert U contenant 6 € TV(T X) .

On en dé&duit que & est le compléte de (ﬁ;%ﬂé)e

*
TV(T X)e
par rapport aux puissances de l'idéal engendré par Tl”"’Tp et est
donc plat sur (n;lev)e (cf. Bourbaki alg.comm.ch. 3 et 4).

Q.E.D.

Pour chaque je?, soit ¢j le morphisme de 67; (o) —modules:
T X

; .
.fv 4 i
v &g gt

v

et soit ¢ le morphisme de CT* (o)—-algébres associé :

T X
1 )
gr (P) —H
Il est évident que ¢ est surjectif et d'aprés le lemme 1.2.1.

le noyau de ¢ est 1'idéal O, (-1) grdgé).
T X

Définition 1.2.4. : Soit P un operateur dansg\lr On note ol(P)

v

l'image de P _par le morphisme composeé

g;l

gr(ggé) g f%

L'isomorphisme (*) permet donc d'identifier Oé(P) 3 une
section de éy *
Ty (T X)

Observons que d'apres la définition 1.2.4. en notant m 1l'ordre

de P on a :

UV(P) = 0O si m<O
oé(P) = partie homogéne d'ordre m du développement de Taylor

de 0(P) le long de V.
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Notons { , } le crochet de Poisson de gr ] \17)

Remarque 1.2.4"' :
(vérifiant la condition o)

associé & la structure d'anneau filtré

de%l(cf § 1.). Ce crochet prov1ent de celui de gr ('%X) . Suivant le

§. l., 1'idéal CT (-1) grdD ) étant le gradué de 1'idéal bilatére
T X

% (—1)91 on peut définir dansﬁ un crochet de Poisson, que l'on

notera { , }l image de { , } par passage au quotient par

&, (-1) gr(BY).

T X

Remarquons gque l'on peut considérerj%’comme le gradué de
?:
\Y

_%r——————T par la filtration image de celle deﬁbé
¥ 1) By . .
s D x)

)y =
‘%( i) s 4 -1BL (cv1)

¥ k¢ 2,

De plus on a ¥k, Sgl(k)'%&( l)—'%x( 1) (k). Toutes les conditions
sont ainsi remplies pour définir dans}k un naweau crochet de

Ql(j)

Poisson par bilinéarité en posant pour

T 1By
3 &) 3 : 3 _
0 {c(P), c(Q)} = ULP,G] = o[P,Q]

€ r
By (—1)9\17(“1)

ol P et Q désignement des représentants respectivem?nt de P et Q et
o désigne le morphisme "symbole principal" de ————~§§I surj%.
8::(—1

Considerons le diagramme:

L — gr (@1 — 2 )

o

1
9%y
1
D, & -
Il est clait que si P 691(3), P yZ (3-1) +"&(( l) (j+l)

(i.e., 6\]}(P) Z 0), on a :
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oL (P) = o (Y(P)) = €(P).

Par conséquent, ¥a, b ¢ f, on a {a,b} = {E,E}l ,

c'est 3 dire que les deux crochets définis ci-dessus coincident.
g

b) Construction de C\l,(')n) pour ung‘]}—module cohérent m

On supposera donc queﬂ[ est un,g‘]}—module cohérent. On peut
localement le munir d'une bonne filtration et la proposition 1.1l.16.

entraine que gr (M) est alors un gr(ﬁé)—module cohérent.

ﬁ" défini dans a) permet de

d'une structure de

Le morphisme ©¢: gr(9 \]})

munir le faisceau d'anneaux G
’lT;l gr(g‘]})—module. TV(T X)

Proposition 1.2.5.: Le support du faisceau de & % ~—modules

cohérents 3 gauche : Ty (T X)
-1
& e Tk e gram))
T, (T X) -1 1
A\ m gr &)
ne dépend pas de la bonne filtration choisie.

Démonstration

Notons%= QT’*X(—l)gr (%%‘7)=gr(tx(—l),9\l]) . Si £est un grca\];)—mo-

dule gradueé cohérent le Jl’—module

£ - 2 - L
jgr?b\]}) ’ﬁe£

est cohérent surft paer'exactitude a droite du foncteur & .

L'idéal annulateur de % est donc cohé@rent, homogéne, ainsi que sa
racine gue 1l'on notera fv(f)). D'aprés le lemme 1.2.3. l'ideal

o -1 . . le 4 -1
annulateur de TV(T*X) _? T %5 coincide avec TV(T*X) ?1 ™ f;/.(iz)
m m
o o
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et donc supp ( & * ® ﬂ;%&) est la variété des zéros de
T, (T X)
v ﬂ—%%
o
_%ﬁ
TS V(ﬁ).
Suivant les notations de la proposition 1.1.8. &tant donné une bonne

filtration surM on afv(gr(M))=I car_y, (M) et la proposition 1.2.5.
en est alors une conségquence immédiate.

Définition 1.2.6. : On note C (M) et on appelle variété l-microca-

ractéristique deMm le long de V le support du,G; (T*X) -module.
cohérent -1 v
- & ] rTR, e gr (M))

T (T*X) -1 1
v Wo A\Z gr@e

pour une bonne filtration de M.

L'existence locale de bonnes filtrations sur)z impligque avec
la proposition 1.2.5. que l'on peut définir globalement C%(lﬁ)
comme un sous ensemble fermé analytique conique pour les deux
actions de ¢~ sur Ty (T *X)- celle lide i la structure de fibré de
T X sur X et celle llee a la structure de fibré de T (T*X) sur V.

Précisons ces deux actions sur un example :

Supposons la varlete X munie d'un systéme de coordonneées
(x,8) et soit V= T X le fibré conormal a la sous variete 2 d equa -
tions x,= ...—XQ—O prlve de la section nulle. Munissons T (T X) des
coordonnées :

(x",g" r;\é' I%}")

I
%
it
™y
~
A
b
-
QL
x
=l
v
~
A
e
5
(o5
n
\

ol x'= (xl,...,xg), x"= (x2+1,...,xn) ’

g': (gll"'lgg)l ‘S“z (€2+l""'£n) .

* *
Les actions de € sur TV(T X) sont alors les suivantes :
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* Y n
vCed , (X",E',X', ") ———— (X",E',CX',C%")

Y]
g
(x",¢g" Ig' I%’“) —_— (x",Ccg' r;\(" ng")

Proposition 1.2.7. : Soit O ———-»Z’—-—-»%——Jrl———»o une suite exacte

d_eﬁ\]}—modules cohérents. On a alors
1 _ -1 1
cym) =c,d) uc,M).

Démonstration
C'est une conséquence immédiate des propositions 1.2.5. et

l1.1.11.
Q.E.D.

Remarque 1.2.8.
Soitm=g‘]} u= 9\]}/f ol # est un idéal cohérent de 9\]/:

Munissons'm, de la bonne filtration

e ED
1 \
m =D (F3)u = .
IV Bl ng
gr(g\l,) gr@\l,)
On a donc gr(M) = = T
gr () gr @) o (£)

(ol gr @3})0(;) désigne 1'idé&al engendré dans gr(g\]}) par les symboles

principaux des &léments de F) et

oromy =

* /%oé(#b

201
gr (8;)
Par conséquent :

1 _ * 1 _
c,m ={6e T (T X), ¥Q e g, 0 (Q)(8) = 0O}
En particulier si @ est engendré par un seul opérateur P, on

a:
1 _ * 1 -
cV(M) = {0e T, (T X), 0y(P)(8) = O} .
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. 1 -
c) Construction de CV(WL) pour un c55(—module cohérent 77

Désignons par7'l un % -module cohérent. Il existe localement
un % (0)-module cohérent qui l engendre et 3 fortiori un ﬁé—module

coherent qui 1l'engendre.

Lemme 1.2.9. : Soitﬁ un ﬁé—module cohérent ; alors pour tout

-entier m,

L) =&, () @2 (010

est un 9\]}—module cohérent et on a :

(*) cg®B) = cg@m) .

Démonstration

Comme ‘2 (m) est localement libre sur "tk(o) ’ £(m) est locale -

ment 1somorphe a4 une puissance 'f, et est donc cohérent.

L'&galité (*) est alors une conséquence de la proposition
l1.2.7..
Q.E.D.

Lemme 1.2.10. : Soitég unib%—sous—module coh@rent de M gui engendre

Alors C.\];(ﬁ) est indépendant du choix aedl.

Démonstration

Soit g un autreSB -module cohérent tel que
‘% ‘ ‘%? t’—m Il sufflt de démontrer localement 1l'inclusion:

1 . 1
cy(Eec;@).
Soit m € IN tel gue %X(m)i-:;f,' . D'aprés la proposition

1.1.18, on a :
Lm) =&, _tx(oﬁ)f =& md

et donc C\ll((;)cc\]/',(&(m)). On applique alors le lemme précédent.

Q.E.D.
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Definition 1.2.11. : Soit13 unjbé—module cohérent gqui engendre M.

on appelle variété l-microcaractéristique de M le long de V et

on_note C%(Qn) 1l'ensemble C%(ﬂ&),

On peut donc poser risque de confusion

I car“('m,) =1 carm(;f)).
Le lemme 1.2.9. montre que Cé(?ﬂ) est bien défini globalement
comme un sous ensemble de TV(T*X) ; remarquons aussi que, d'apres la

proposition 1.2.8. C%(HL) est fermé analytique et conique pour les
*
deux actions de € .

* - i
Soit x € V; on appelle directions l-microcaracteristiques de
* - . *
M le long de V en x les élements de la fibre de C\ll('M,) em x .

Soit m™ la projection T*X -—— X et H 1'isomorphisme symplecti-

que associé 3 la 2-forme canonique sur T X :
*
H: T (T*X) — T(T™X).

On peut donc déefinir :

* * *
Howm : T X —=T(T X)

*
et si 6 € T*X on identifiera 6 et 7 (0).

- - * -
Une sous varete Y de X (resp. de T X) est non l-microcaracte-

ristique pour M le long de V si, pour toute fonction f holomorphe
nulle sur Y vérifiant df # O,ﬂkf=H(df) Z C%(ﬂl).

Soit I une feuille bicaractéristique de V.
Alors H induit un isomorphisme :

* *
T X = (T X) x ¥ .

T
v v

* - .
On dira qu'un vecteur n de T I est non l-microcaractéeristique pour

r *
M sur V s'il en est ainsi de H(n), son image dans TV(T X) .

Théoréme 1.2.12. : Soit :
o m m m" o

une suite exacte de'&x—modules cohérents ; on a alors 1l'éga-

lité:

1 1 , 1 "
ch) = Ccy(m) U cy(m”) .
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Démonstration

Soit mo un 9\];—module cohérent qui engendre M . Quitte &
remplacer?ﬂo par'f&(m)7no pour m assez grand on peut supposer que
Mi=M N engendremm'. On a donc une suite exacte :

D

1

o n »” eM) —— o

dega —modules. Alors @(Zﬂ) est localement de type fini et donc

coherent car'&' est pseudocoherent surig . Par conséquentl[é est

cohérent. On appllque alors la propos1tlon l1.2.7. .
Q.E.D.

Remarque 1.2.13.

Soit'm=€(u= %X/f ou # est un idéal cohérent de ‘tx.

Soit £= 9\]}u= 9\3}{9 1 .
V€
Alors £est unﬂ)‘];—module cohérent et on conclut de la remarque

1.2.8. que:
1 _ * 1 1 -
Cy () = (8 e T (T'X), ¥oPB NG, o (Q) (8)= 0.

- - . . *
Rappelons maintenant qu'une sous variete V involutive de T X
est maximalement dégénérée si l'ensemble des points oud la l-forme

canonigque Wy s'annule est une sous variété lagrangienne.

On montre dans [207 que l'on peut, par transformatlon canoni-

® *
que, identifier localement V 3@ la sous variété de T c” ar éguations

ol p est la codimension de V.

Théoréme 1.2.14. : Supposons V maximalement dégénérée et soit

~ 1 1
m - %X/‘ZXP ou P E£\l,(m), P ;z’.ev(m—l) et P z%x(—l)Qv(mﬂ).

Alors Cy (7&)—-{961‘(T*X), cé(P)(e) = 0} .

164



PROBLEME DE CAUCHY POUR LES SYSTEMES MICRODIFFERENTIELS

Démonstration

Le théoréme étant de nature locale, on peut utiliser des coor-
données sur X de sorte que V soit définie par les équations (*).
Pour simplifier les calculs, on supposera r=0 et p<n, c'est-a-dire
V réguliére, le raisonnement &étant le méme dans le cas général.

Soit Q € 51 ﬂ"g(i’ un operateur d'ordre r>0 s'écrivant Q=RP. On
va montrer que R appartient aQ . Soit P(x,8)= X j (x,8) le

Jj<m
symbole total de P, Q(x,&)= I Qj(x,g) le symbole total de Q et
J<r
R(x,£)= X RK(X,E) le symbole total de R. Soit I 1'idéal de defi

j<r-m
nition de V: par hypothése il existe j, O0<j<m tel que:
Jj+1 . . .
/ Pj € Iv si J > 3
* %

**) 3+l

P. ¢£1I

Jo v

On démontrera par récurrence double sur s et j, décroissante

en j que pour tout j et s positifs Rj appartient a Ia-s .

Supposons cette propriété vraie pour s-1, i.e., pour tout j,
j—s—-1
R, € IJ .

Jj A%
Supposons aussi que pour j>jl’ Rjela_s . On va vérifier que
j,—-s
R. € Ivl . On a ;
J1
1 9, 9 O
(*) Q. .= I — (57) 7 R, (xz) P
jo+31 I“lio al 0 2 9x k
JO+31=2—|a|+k
_ . 3 2=-s=1-|a|
Pour £ < j; on a (BE) Rle Iy
. 9\ QO k+1
et pour k > Jgr (§§) Pk € IV ;
; ‘ R 2-s-la| 0 a K
Pour £ > j; on a (35) RQE:IV ’ (Bx) P, ¢ IV .
- Pour & < jl’ k < jo’ on a :
Jo ¥ 3 =k + 2= Jaf <3, +3; - |of
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et donc a=0, 2=jl, k = jO .
- Jotdys -
Par conséquent Pj Rj e I, ce qui entraine avec (*) gue
o 1

Q.E.D.

Rappelons maintenant la construction de la varieét& microcarac-
téristique de”t le long de V de M. Kashiwara et P. Schapira [lZJ que
] -
1l'on note CV(Wn).
Remarquons d'abord quej% = o 1 . est l'anneau gradue
v oo vV/_j+1
j>o IV
associé & la filtration de GE*X par les puissances de l1l'idéal Iy-
On note alors o
dansfkv :

- si f € éﬁjx ’ Uv(f) est la partie homogéne de plus bas degrée

v l'application "symbole" (cf.§.1l) de 6}*X

non identiquement nulle du développement de Taylor de £ le long de V.

Pour chaque k € # notons v .k la restriction de Oy a
r

& s, (k). soit ¢ le morphisme d'anneaux associé aux © :
T*X v,k

o : gr("zx) —R .

On notera encore Oy le morphisme composé :

o ¢
ty —2— ar @y %,
Le morphisme ¢ munit:kv,d'une structure de gr(fx)—module :

si £ € gr ), a et , on pose fa=%(f)a .
v

Soit maintenant?ﬂo unﬁtx(o)—sous—module cohérent de M qui

l'engendre et munissons 7] de la bonne filtration sur %

m, =€ M, wiez .

Comme la filtration de‘zX est noethérienne et grafx) est
noethérien gr (M) est gr(ﬁx)—cohérent . On pose alors:
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o

"o i3 \4 gr (tx)

- - *
On definit ainsi un ensemble analytique ferme de TV(T X), coni-

CV(‘M) = supp (‘,’;,—V(T*X) 2, Tf—l(ﬁ'v 2] gr(m))

*
que par les deux actions de € . En particulier sim=r§( oﬁrf est
. o= - m - . ) - .
un ideal cohérent de f&, 5 i;(J)/ctX(J)qﬁ , on a l'isomorphisme
gr )

gr(M) = —— (ol 1l'on considéreuf muni de la filtration induite).

gr (@)

On en déduit 1l'isomorphisme :

A

e gr (M) = v

v
gr(ﬁx) :ﬁbov(g)

(ou ﬁ% OV&?) désigne 1l'idéal engendré par 1l'image de ¢ par le

morphisme OV) et on a donc :

*
Cy(M) = {6 € T, (T X), ¥P e-f, oy (P) (8)= o}
Comme on se place en dehors de T*X on a localement des
m mO % 771,0
© (O) - isomorphismes —Jd o2 | Notons M = —2 .
% Mmoo M, S m-y
On a alors gr (M)= gr(ﬁx) 7”_0 =gr(3x)&g (o) 7’1—0—
T X
et donc:
C,, (M )=supp [(& R W_l('k R ‘”Z )] =
v TV(T*X) - " o \Y% &, (0 o
o 7V T X
-1 Iszﬁo
=supp(O7 @ (@ )]
TV(T X) ﬂ—l jzo Iy o

o

ce gui montre gque Cvivn) s'identifie au cone normal au support de 7%

le long de V :

Cy (M) = C,(supp) (cf. [11]).

Munissonsgxll 'mo de la filtration g\]}(j)mo . On a alors 1l'iso-

morphisme :
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*) L e g®m) - ), &, gr&lm)
gr(ﬁ\];) v "o v &T*X(o) v o

car on a :

A - gr Q\l,)

- =& (o) @ gr @)
16 v o (o) v
T*X

Comme ﬁv est plat surff on en déduit les injections :

&V ® 'n—io —ﬁV&Q gr@xl/”(?)) —*0;; R’ grg\]}mo)
r*x () T*x (©) grﬁ\l,)
d'ol 1l'on déduit l'inclusion :

1
CyMm) < c; (M)

Exemple 1.2.15.

Soit X=€, t une coordonnée de X, P l'operateur

2 % ° * . * -
t™ D +1,7n= et v= T C. Munissons T X des coordonnees
t x/‘txp {o}

* _ N
(t,T) et TV(T X) des coordonnees (71,t) (% est la composante suivant
le vecteur 3/9t) avec T#O.
On a alors :

_ _ % * _ f\Jz_
cv(m)—{e = (1,t) & Ty(T X), o, (P)(8) = 1t7= o}

Y
et donc c,(M)= {t = 0} .
Mais d'aprés le théoréme 1.2.14., on a C$(7n)= TV(T*X).
La proposition suivante montre que la notion de variété

l-microcaractéristique généralise la condition de L&vi dans le cas

d'un‘tx—module défini par un seul opérateur ([ZJ).

Proposition 1.2.16. : SoitM= &, avec P e B, m) ,

P
P y_’g‘]}(m—l) et P ¢9\]} ‘CX(-]_) . Alors les conditions (i)

et (ii) sont égquivalentes :

(1) o(P) ¢ I,(0) I, (17,

(ii) c\lz(m) = c, (M) .
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Démonstration
La condition (ii) équivaut, d'aprés le théoréme 1.2.14., 3
1'&galité o, (P) = 0 (P) et donc & oy (P)70, autrement dit, & (i).
Q.E.D.

Remarquons que siM est un'%§—module défini par un seul opéra-
teur P quitte & multiplier P par un opérateur elliptique convenable,
on peut toujours supposer que P vérifie les hypothéses do Théoréme
1.2.14. et on retrouve ainsi la condition de Lévi pour un opérateur,
die & J.M. Bony [2] .

Proposition 1.2.17. : Soit”t1n1%%—module cohérent et supposons que

6 € TV(T*X)X* est non l-microcaractéristique pourNML le long

de V en x*. Alors pour toute section u de MLil existe P ¢

- . . . . * - . .
defini au voisinage de x verifiant :

1) Pu = O,

2) 6 ¢ C\lz(éx/‘gp) )

Démonstration

Soit.S%ann u ; comme Cl(ﬂl) contient Cl(t ) . 6 n'appartient
as 3 cL(2° ) ot il existe donc p DL n veriZane ol (p) (8) 50
P AV X/* e n v * 1 v .

Par conséquent P vérifie 1) et 2).
Q.E.D.

§3. - Opérations
a) Adjoint
Soit M un 2§—module cohérent et notons
*
%L=.R1Kom1&(7n,2&) l'adjoint de M. C'est un complexe de‘%k—modules

a droite. Remarguons que 1l'on peut formuler la notion de variété
l-microcaractéristique pour de tels modules exactement comme dans
ce qui précéde, les modules & droite remplacant partout les modules
& gauche. SiM est un complexe borné i cohomologie cohérente, on
pose : ‘
cymiy = v cldd om) .
J
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Théoréme 1.3.1. : Soitﬂn,un‘%x—module cohérent. Alors :

1 _ 1 ¥
cgM) =coim).

Démonstration

Observons qu'il suffit de vérifier 1l'inclusion :

1 rnt 1 3 .
) cgmDY cy ‘?sxt% nt, &,

X
L]
pour tout complexe M borné 3 cohomologie cohérente. En effet, en

*
remplagant dans (*)N par h@ on obtient :

1 1, a* 1, % 5
M) € oy (mH v Cv<t<t¢x('”1"tx”

* * . -
car (M) est quasi isomorphe a?ﬂAcf.[?Ol). Pour demontrer (*) on

-~ - - -~
se raméne a M de la forme O :G o) +0... ot & est
un Q&—module cohérent. En outre si la propriéte (*) est vraie pour
un nombre fini de ﬁ&—modules d%, elle sera vraie pour leur somme

directe.

*
Supposons d'abord jgde la forme {%/{&P . Alors ¥, s'identifie

la cohomologie du complexe O {; P ?; O... ou P opere
gauche dans i&.

Comme P est injectif, on a :

#Epm_ax(iz,‘t§) = O.

wr

wr

- 1 u(’X
Par consequent%xt ('.'& zx) o :T et
tX ’ P X

Cé(%&/P{tx)z cé(iﬂ). L'inclusion (*) est donc vraie pour tout module
s
de la forme @ ‘%&/ p - On démontre le cas genéral pour la
i=1 1& i

méthode de Kashiwara (cf. |4]).

Montrons par récurrence sur j gue :
1 J 1
hy ,ZX('JS,‘%X))C cy (X -

Soit (u;,...,u ) un systéme local de générateurs de £ . Soit
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6 € TV(T*X), 6 ¢ C%(ﬂg). Alors il existe des opérateurs Pj’

j=1l,...,8 , tels gue

1 ¥y, P. u. = O
) Jr P30y

2) o ¢ c\l,(fx/gp.) :
J

s
Soit £'= @& (igé_) et soit 7L le %%—module cohérent défini par 1la
j=1 J

suite exacte :

(**) 0 < z & n o .

Alors 6 ¢ c$(7L).

Posons Tj= xt%x(ﬂsfﬁg, et Lj, Rj les‘€§—modules correspondan-

ts pour -£, et N.
On a une suite exacte longue :

(**%) O - T ~ 1L -~ R T L > e e

—_— R —_— T, —— 1

e i=-1 i 1

Comme £, vérifie (*), pour tout j, 6 n'appartient pas &

1 1
CV(Lj). En outre, on a TOC:LO et donc 6 ¢ CV(TO) .
= 1 1 - .=
Par consequent CV(TO)C CV<£) et de la meme maniere
1 1
cy (RyC Cy (&) -
Supposons maintenant j>1 et (*) vrai pour j-1 ; on a alors:
1 1 1
CyRy_pIC (L) et o ¢ Cy(Ry_) -

Par conséquent, on a :

1, 1
Cv(lj)C.Cv

1
(Rj_l) U cv(Lj) et 6 ¢ CV(Tj).
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b) Produit

Soient maintenant X et Y deux variétés analytiques comple-
xes, V et V' deux sous variétés lisses coniques involutives de
'].:‘*X et 'i‘*Y respectivement. Soit M (resp. ) un (gx—module cohérent
(resp. un%EY—module cohérent). On definit le produit tensoriel de

Metm (c£. [30])
719 ”i def 1%XY

(Pilmg Py m)

%]
-1 e -1
pl%x(rpsz
~ - . . * * * *
ou pq et Py designent les projections de T X x T Y sur T X et T Y

respectivement.

Théoréme 1.3.2. : On a l'égalite :

1

vy - L 1
va.(mé m) = Cc,;m xC

c Sm)

Démonstration

Soit?ﬂo (resp. W%) unjgé—module cohérent (resp. un é,—module
- . ] ] -—
cohérent) qui engendre 77 (resp. Jf) . Sc»lt'mo 2] ‘);l o le &llxv, module

cohérent :
1 -1 -1,
. Sl . e Pl m, @ py" M)
a
Alors il est facile de voir que ”l} ® 'mc') engendre M & % .

Soient maintenant deux bonnes filtrations sur?ﬂ; et'%g ’

respectivement :
qn s v r
RPN AT S ST
ok i=1 1m)k 5=1 J

On leur associe la bonne filtration produit sur“”% é?né :
1 = ] 3
("!)Q‘mo)k_ 2 ﬁxv' Ui Quj ou
1,3
' - . v 1] |
v, & uj désigne 1l'image de u, ﬁ ug dansqng & ”h)'

On a donc:
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<'mo &N, :%kxy(o’ Q .§ @@V u gul)

plkt (o)@p2 f%lo) p+1 =k

et le théoreme en résulte.
Q.E.D.

c) Division

. . n . * -
Soit maintenant X=C et munissons T X des coordonnees

( Vs X=(Xq,eee,%x ), &= (E5,...,£ ). Soit V la sous varieté de
‘% n 1 n 1 n
' a i = = = = = =
T ¢ d'equations gl . e Er Xo41= e xp O.
Théoréme 1.3.3. (Division)

Soit P esaé.un opérateur d'ordre m_tel que

H(3x;) ¢ C (f& . Alors quel que soit Q ejaé il existe P

et R de manlere unigue tels que.
l) Q= SP + R,

2) ordre de R < ordre de O Qg“adz (R) =0

_ 1
(o ad,  (R) = Lxl,RI).
1
Démonstration
On utilisera le lemme suivant :
*
Lemme 1.3.4. : Soit x eV et soit f(x,&) e I (1), m>0,
vérifiant :
9 |V o
(=) f(x ) =0, vV < m
9
1
*
(=)™ £(x*) # o.
g
1
Alors pour tout k € N et g € (1) 1l"g§iste“maniére unique

k-m

s € Iv(l) et r € I (l) tels qu

i) g = sf + r ,

ii) r est un polyndme en £, de degré inférieur

i m.
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Deémonstration

Le theoréme de division de Weierstrass classique assure

l'existence et l'unicité de fonctions holomorphes s et r vérifiant
k-m

i) et ii) et on se raméne donc & monter que s appartient & 1y .
On a alors :
m .
9 m 9 m m 3 ym—i 0 i
(=) g=(z5) (sf)= I ;) (55 s(x=)" £
984 98y i=o %%y °t)
et il suffit de remarquer gque pour i
9 , i m-—i 3 , i m—i+1
(gz—) f € IV ' (EE—) 4 IV .
1 1
Q.E.D.

Le lemme 1.3.4. appliqué au symbole principal de P permet de
raisonner par récurrence décroissante sur l'ordre de Q et on se
raméne au cas ou est d'ordre zéro; on applique alors le théoréme
de division microdifférentiel ([20]).

Q.E.D.

Corollaire 1.3.5. : Soit P eQ\]; un opérateur d'ordre m et supposons

que H(Bxl) est non l-microcaractéristigque pour P _le long de V.
2= - o~

Il existe alors des opérateurs E et P _définis au voisinage de

* - . .
x wverifiant :

v
P =EP

1) E elliptique d'ordre zéro,

B - p® "ypJ
2) P(x,D,) =D + I A, (x,D')Dy

o<j<m

ou les Aj(x,D') désignent des opérateurs dansé@é(m—j) indépen-
dants de D,.

Démonstration

On applique le théoréme précédent avec Q=DT .

Q.E.D.
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d) Restriction

Nous allons é&tudier 1la restriction’mY d'un {&—module /B
cohérent & une sous variété Y de X. Rappelons la construction deﬁlY
(cf.ﬂ20i) : soit 7 la projection de T*X sur X, p la projection de

T*X x Y sur T*X,w le plongement de T*X x Y dans T*X et notons avec
X X

[20] :
%, -

X

_ -1
-&Y—>X =%y ;s_al
m

On montre dans [20] que ce faisceau est muni d'une structure

naturelle de (p-l‘gY, w_l‘ax)— bimodule et on pose :

m, = p*(%y+x %WL) .

X

Si Y est non caractéristique pour7n,7"Y est un %&—module
cohérent et la variété caractéristique de ”@1 SS(”@), est contenue

dans p(SSW NT™X x v) (cf. |20]).
X

Soit d la codimension de Y et p la codimension de V. On suppo-
sera l'existence de d fonctions homogénes de degré zéro nulles sur
Y, fl,._.,fd, et de d fonctions homogénes de degré un nulles sur

v, gyr---19g telles que la matrice (d,d) des crochets de Poisson:
{fi,gj}IV soit non dégénérée.

*
On dit alors que V et T*X x Y sont orthogonales . Soit x eV
X
et soit E la 2-forme symplectique sur TX*(T*X). Notons :

4

*
(T_*%V) ={v e T_4(T X), Yw € T_x(V), E(v,w)=0} .
x x x
Lemme 1.3.6. : Sous les hypothéses précédentes :
(i) V et "% x Y sont transversales ,
X
-~ * . .
(ii) la restriction de p a Vv N T X x Y est une immersion.

X

Demonstration

D'aprés 1l'hypothése d'orthogonalité&, on a :

175



T. MONTEIRO FERNANDES

(*) TX*(T*X § Yy) N TX*(V)=O et (i) en résulte car V

étant involutive, on a TX*(VfE_TgV) et donc
* * X
T (T X ;2 Y) + T (V)= T (T X) ;
(**) l'application tangente TX*(p) associeée a p est injective
ce qui équivaut a (ii).
Q.E.D.

- - .*
Lemme 1l.3.7. : La sous variete de T Y

*
V' = p(VNDTX xY)
X

est involutive, lisse et homogéne .

Démonstration

e * . - .
On considere T X muni des coordonnees symplectiques (x,£) de
sorte que V soit définie par les equations gl=...=gp=0 avec

{gi,gk}= o, ¥i,k, g; homogéne de degré un, les dg; indépendantes

sur V et T°X x Y définie par f,(x,&) = ... = fd(x,£)=0, avec
X
Ei,fk} = 0, ¥i,k, f. homogéne de degré zéro et les dfy linéairement

indépendantes sur T X x Y.
X

Supposons par exemple {fl,gl} # O. On peut évidemment suppo-
of

scer gl=€l. On a donc §§i # O et on peut écrire
1
£,(x,8) = a;(x,8) (x;+ h(x',£)) avec a; inversible .

En remplacant f. par a_l f, on a {f,,9,} = 1 et on peut donc
gant 1y 1 1 191

écrire dans un nouveau systeme de coordonnées fl=xl’ gl=El.

Comme {gi,ii}=0, les g, sont indépendantes de x;. En divisant

g; par gl pour i>1 on peut aussi supposer 93 indépendant de El.

De méme, on conclut de {fi,xl} =0 que les f, sont indépendants de
gl, et, en divisant fi par x,, pour i>1l, on peut supposer fi inde-
pendante de gl. Une transformation canonique indépendante de
(xl,al) permet de supposer f2=x2. Supposons ensuite que {fz,gz}#o.

Alors on peut écrire :
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g,= aj,(x',&") &, + b,y(x',E")

avec b2 indépendant de (xl,gl,Ez) et a, inversible. En remplagant g,

par a2 g2 on obtient {f2,g2} =1 et 3 nouveau par une transformation

canonique indépendante de (xl,xz,gl) on peut supposer g2=52.

En recommengant ce raisonnement par rapport a fi’ i=2,...,d,
on peut donc se ramener & la situation locale suivante :

- Y est la sous variété de ¢ d'équations X=e..=x43=0,

- * - .
- V est défine dans T ¢ par les equations

— — — " n — p— " " = hed - .
€1 = «+0 = &9 = Fgpp X"sEM)=ee. = gp(x +£") =0 ou les g; ne dépendant

- *
pas de (xl,...,xd,gl,...,id). Alors V' est define dans T Y par les
équations gd+l=...=gp=0 ce qui entraine bien que V' est lisse, invo-

lutive et homogéne.

Q.E.D.
. g)l .
Notons maintenant V'V le faisceau
r
-1 1 _ 1
™ G’Y 12, D5 _’%Y+X(o) % ia.‘bv .
- 0]
m X X
1 - . . ' 1
Alorsﬁv, v est evidemment muni d'une structure de gv—module
14
a droite.
Lemme 1.3.7' . : \l], v est muni d'une structure naturelle deg\]},—mo
4 - —

‘ dule 3 gauche.

Démonstration

Il suffit évidemment de démontrer que l'application naturelle

deSl, vy dans G&Y—>x est injective et queg_\];, vy est invariant a
’ l 14

gauche par p—-gb.. On peut utiliser des coordonnées locales et

supposer Y défine par X{=...=x4=0 et V définie par
€l=... =£4 = gd+l(x £ =...=gp(x ,E")=0.

Le lemme 1.2.1. entralne que si P appartient a

%\l/. n (xl‘tx + ... + xd‘%X) et s'écrit :
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les Pi appartiennent 535&. Il suffit alors de remarquer que les opé-
rateurs dans p_l 3%“ commutent avec Xl""’xd'

Théoreme 1.3.8. : SoitM un'tx—module cohérent.

Soit V une sous variete involutive lisse maximale-

- o - = * P
ment degeneree de T X et soit Y une sous variete de X orthogo-

nale a V , non l-microcaractéristique pour M le long de V. On

a alors l'inclusion :

ch. Mpercym n T, (rx x )

ol )\ désigne 1l'application naturelle

* *
(T X x ¥Y) —— TV,(T Y)

T,
v X

associée a p.

Démonstration

On utilisera les lemmes suivants :

Lemme 1.3.9. : Soitjs unggé*module cohérent et soit Y une sous va-

riété de X orthogonale 3 V, non l-microcaractéristique pour &b .

Alors :

(i) ';-f;y zgg},'v ;lt est ung\]},—module
v

cohérent et

- 1 1 *
(11) g, @B A ey @) N Ty (T7x x 1)

Démonstration

Montrons i) et ii) dans le cas ou d=1 .

*
i) Comme Cé(fb 0 TV(T X x Y) est un ensemble analytique coni-

X
* - - . . -
que de TV(T X) l1l'hypothése entralne que la restriction de A a
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* -
c\]}(‘f) n TV(T X x Y) est propre et donc a fibre finie. Cela nous
X
permet d'adapter la méthode de [:20"], lemme 3.5.2. . Plagons nous

* *
au voisinage de x € (T X x Y) NV .
X
En coordonnées locales on peut se ramener comme dans le lemme

1.3.7. 3 Y défine par x,=0, et V défine par :

- *_ —
ou les 9; sont independantes de (xl,El) et x —(xo,go) avec xO—O,
£n=l.

Le corollaire 1.3.5. entraine alors comme dans [20_'[ que

l'opérateur :

o B2,
2y

est injectif et on peut donc se ramener au cas oﬁf: —— avec
VP
3 *
P(x,Dx)= DT+ x A (x,D')Di. Remarquons que si y € V' alors
o<j<m
-1, * - - . -
o (y )NV se réduit 3 un seul point et on &

91
£ ~ —— VY | Le théoréme 1.3.3. permet alors d'appliquer la
Y9l
1Vy \%
méthode de ]:201 pour montrer que si u désigne le générateur de -'6

alors (1 & u,...,1 & DT_]‘ u) est une base deiY surz\]}. .

Pour montrer ii) on peut évidemment supposer(oc muni d'un seul

générateur,’i» :9\17u= 9‘];/? . Comme Y est non l-microcaractéristique pour

&; il existe dansrf. un opérateur de type Weierstrass en Dl, d'ordre
M>0O :
P(x,D.) = DN+ % A.(x,D') D3
'Tx 1 j ' 1

o<j<M

Alors tout opeérateur Q E.B\]; s'écrit de maniére unique :
Q=RP + I B.(x,D') Di
o<j<M

ou les Bj ne dépendent pas de D, ce qui implique que £ est engendré
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M-1 1
1 u sur le sous anneauaV dec,D des

dants de Dl' Munlssonsﬂg de la bonne letratlon

par u,...,D opérateurs indépen-—

% A L. 3
L=B5u= 1 D iG-nodu

O<2<M

Soit‘& le sous anneau dec%% des opérateurs indépendants de
l’ %v"fv ﬂ"c, et posons, pour j<O, %‘J ‘t (3).
On a alors, pour tout jeji, ?V 91(3)—91 ﬂ‘%

Par suite ¥k, ¥j > O, on a :

j pIitk=2 8 53
) ’(?\stckzzyk: - o Dlu:g\j/%

0<2<M

* - * *
Soient maintenant (x ,0) les coordonnees de TV(T X), (y ,0")

* . P ' 1 *
celles de T, (T*Y) et soit p=(y},0!) ¢ x(cV(:ﬂ) N T, (T"x x ¥)) .

*
Comme A est propre et Céaﬂ) n TV(T X X Y) est un ensemble ana-

X
lytique algébrique en les fibres de TV(T*X) — Vv,

A(CVC8) N TV(T*X x Y)) est un ensemble analytique et il existe une
X

* -
fonction holomorphe f(y ,6') homogene,

polynomiale en 68' , verifiant:

*
f(yo,e =0

'y=0, £ *

© ’c\ll(f,) N T (T X x Y)
v X

On appliquera le lemme suivant :

Lemme 1.3.10. : Soit’i- ung\]}—module cohérent muni d'une bonne filtra

. l 1 ] -
tion {£j jea et soit Qz—:@v, d'ordre m, tel que

1

o =0 .

1 *
lcvd’,) N T, (T X § Y)

Alors il existe QO > O tel que & > ZO entraine

Qp’fjccf fmo—1 + % (1) . + xl£ .

J+2m+1

Démonstration

On peut écrire :
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o, (Q) = g(x*,e) + x h(x*,e)

1
avec h et g holomorphes homogénes polynomiales em 0 et g nulle
ct )
v . )
Soit N>O tel que g e annl-e’ * R Tr;l( fte gr;f,)l
- 'I‘V(T X)ﬂ—l grday, -

O

et soit R un opérateur dansgg} d'ordre mN tel que

1 N
** =
(**) 0, (R) g .

Alors pour tout j, on a :

(**x*) Rﬁﬁjcéﬁ +fx(—1) Z’j

JF+mN-1 +mN+1
1 N_ 1, N, _ 1 '
et 0y (Q) =0,(Q") = oy (R) + x;h' .
. 1 1 i N
Soit H sgv tel que OV(H)—-h . Alors Q -R—le

appartient 5?:;N_l +%X(-l) @rsN-Fl et donc
MNBjerB + B+ AR FCED —g’sN”)‘ﬂj
et il reste a appliquer l'inclusion (*) en posant SLO=N.
Q.E.D.
Soit maintenant Q 59\1,. , d'ordre m>0 avec O\]}. (Q)=f .

Il existe donc Jlo_>_O tel gue pour 2220 on ait :

(F**x) Qzé‘gjc ﬁ;‘z_lxj+ %X(-l)%2+lfj+xl£ .

Remarquons que pour tout k, on a :

(rxxxxy G (-1B =E -1,

car on a: tx(—l)= D;l'tx(o) .

%

Soit maintenant_Kj le‘tY(O)-—module _

x]_in £j '

sur

Alorskj est localement de type fini sur %Y(O) car c'est un quo -
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~<

tient du ;Y(O)—module localement de

Comme &PJY est gé,—cohérent les
1 1 1
et on a CV'(£'Y)C-[:'.‘] CV.(Q .Kj). On

(*****) gque pour tout j>>0 et Zizo’

L.
type fini ;——1—— .

1 %5
sous-modules 9‘17 . Kj sont cohérents
déduit alors de (****) et de

on a :

2 2=-1 m2+1
Q ch:ssv Kaj +'2§(—1)§V- kﬁ -

On a donc trouvé un opérateur

.1
¥], O 1(6)
v lcé.ﬂgé.ﬁj)=o

2
8=Q %‘31. tel que :

t ol, & (v , 8070, P 2 *er L (1%
et oy, Q) (y o #0. Par consequent (y , O) Z CV' ) .

Q.E.D.
b) Supposons maintenant d>1 et le théoréme vrai pour d - 1.
Alors il existe localement une sous variété Y' de codimension d - 1

dans X contenant Y et orthogonale a

ment les projections :

* v *

T Y x
Y

pn %

*
TY' XY ————— T
Yl

*
Soit Véz p'(VNDTXx Y). On a :
X

*
o"(V N T Y' x Y)= p(Vv DN
o v

V. Soient p' et p" respective -

*
T X x YY) =V' .,
X

D'aprés le a) ii) Y est non l-microcaractéristique pour‘ey,

le long de Vé et comme Y est contenue dans Y', celle-ci est non

l-microcaractéristique poux’fale long de V.L'hypothése de récurrence
et l'isomorphisme ( Y,)Y.XZ;, permettent alors de conclure succes-

sivement que iY est cohérent et

1 1 *
Cor @) cricy(®) N T (X x ))
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ce qui achéve le démonstration du lemme 1.3.9. .

Pour conclure la démonstration du théoréme 1.3.8. il suffit,
gracé au lemme précédent, de montrer gque si fl est un gxl}—sous module

qui engendre‘”@alors 1'image de x% dansqﬂY est uniyé,—sous module
*

qui l'engendre. Plagons nous au voisinage de x € V. On a un isomor-

phisme local:

-1
t o % L&Y_>X(O).

Y+X Y

®
sl (0)

On en deduit :
M, =0, (€, « G = Ps & x 5 & .%X(O)'C)J
- -1
~ o [p ty p_?by(o)%y+x(o) szxzf’b)l

=B, %Y (0) L, .

§4.-Variété l-microcaractéristique pour un couple (M, 7N ) de

f%{mmdules cohérents

M. Kashiwara et P. Schapira ont d&fini dans |12] la variété
microcaractéristique C(M, 7)) d'un couple (M, N) de %X—modules
cohérents. Nous définirons de maniére analogue la variété l-micro-

caractéristique de (M ,N ) :

Soit A le fibré conormal a la diagonale de XxX. Alors A est

une variété lagrangienne et on peut identifier TA(T*(XXX)) a T(T*X)
par la premiére projection. Contrairement au §l., on note pour un
J%X—module cohérent M,
m* =1R1€om_tx m, &) e o2t
m O%

ou QX désigne le faisceau des n-formes différentielles holomorphes

* -
sur X. M, est donc ici un% -module a gauche.

X
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Définition 1.4.1.

: On appelle

variété l-microcaractéristique de
(M, ") 1l'ensemble

Lm,n,

1 -~ %
C( me n) .,
C'est donc un sous ensemble

analytique conique fermé de
T(T¥X) qui contient cm, n)

SoitM un‘%X—module cohérent de support V muni d'un générateur

u et 501t1f—ann u. On dira avec LZOJ que?N est a caractéristiques
simples pour u sur V

(ou que u est un générateur simple deM) si
1'idéal engendré par les symboles de @ est réduit .

Théoréme 1.4.2.

: soientTneﬁ:n,deux.%&—modules cohérents .

| Supposons V maximalement dégénéree et 9% muni d'un générateur

simple sur V., On a alors

Yimno clom

Démonstration

Soit p la codimension de V. On peut supposer V défine locale-
ment par x.=

177X Q €%+l ...=£p~O dans T ¢
gl#o. Alors M est isomorphe a

&

% et on a un gquasi-
XC\X+.._+ X+tXDQ+l .o . %XDp

au voisinage de

isomorphisme:

sznbj

En raisonnant par récurrence sur

le nombre de générateurs de
on peut se ramener amM= ¢ . .
Xﬁ#

* -
Munissons T (XxX) des coordonnees

(x,y,8£,M).
1TY €i=-ni (i=1,...,n) et
S G

7n Q 7Z ~ X x X

g+ (V10 0¥y

Alors A est défi-
nie par les égquations x

«e.D_ )

ySL+l yp
ol (Yyseee,Y,sD yee+,D_ ) désigne l'idéal deﬁt engendré par
= £ Yo+1 yp X
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. - 1
YareeesY,sD ee.,D . Soit P(x,D_) un opérateur dans -£'N
ll 4 2,’ y2+l' 14 yp 4 x ’# sv ’

d'ordre m, s'écrivant donc

o 03 o o
P(x,D ) = A, (x,D ) (x;D_ ) l...(x%DX y ¥ DX’LH...DXp
o<|a|<m 1 1 2+1 P
aeNP
avec A € %X(O) . On lui associe l'opérateur :
5 [ 17 7
P(XIYID ,D_)= z A (x,D_) [ (x % )D eee| (x -y )D cee
x""y Oilulim o X 1-1 Xq 2 *2 Xq"
G a
-e. (D + D )y L .. oo, +p_) P,
2+1 Yot1 *b Yo

qui appartient 5’31. Comme DX commute avec Dy , i=1,...,n, on en

1 i
- . n . -~ [AY]
deduit que P -P appartient a (y;,...Y, ,D yees,D_ ) et donc P
1 2 Y A
2+1 P
appartient a 'ZXX F'+(y,r-e-¥,, D ye--+D_ ).
X 1 £ Yo+1 yp

Soit y la projection :
* *
T, (T (XxX)) —— T_ (T X)
A v
- * * *
composee des projections TA(T (X%xX)) — T(T X) — TV(T X) .

Pour achever la démonstration on remargque gque pour tout

*
0 € TA(T (XxX)) on a par construction :

o (B) (8) = oX(P) (v (0))
A v Y :
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CHAPITRE 2

Probléme de Cauchy microdifférentiel

§1. - Théoreéme de Cauchy-Kowalewska pour un opérateur

Nous rappelons d'abord la méthode de P.Schapira [19] pour résou
dre le probléme de Cauchy pour un opérateur & valeurs dans un module
microdifférentiel muni d'un générateur simple sur une variété lisse
réguliére .

. i , . .
Soit (Xs)se[O,lL une famille d'espace de Banach. On dit avec

[22] que (X.) définit une échelle d'espaces de Banach si :

a) ¥s' < s, Xs s'injecte dans Xs, et la norme de cette injec-

tion est inférieure ou égale 3 1.

Soitﬂj&Xs,Xs,) l'espace des applications linéaires continues
X —X , muni de la norme || [E 51 et soit A(x,) une fonction ho-
r
lomorphe dans B(O,c ) = {x; e ¢, |xll < EO} a valeurs dans

(X ,X _,) pour tout s'<s et vérifiant :
s'"s

[ENER IR

pour une constante C>O indépendante de s et s'. On a alors le théo-

réme de Cauchy-Kowalewska précisé abstrait :

Théoréme 2.1.1. [22] :  Soit v(xl) une fonction holomorphe dans

B(O,e) a valeurs dans X, pour tout s<1.
Alors pour tout s<1 il existe une fonction (uqiggglAu(xl)"hgf

lomorphe dans le disque ouvert B(O,Go(l—s)) a valeurs dans

X, solution du probléme de Cauchy
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égi = A(xl) u(xl) + v(xl)
u(0) = 0
avec 60 = inf (eo, (ce)_l).

- *
Soit X=€™ muni des coordonnées x=(xl,...,xn), T X des coordon-
- - - h * -
nees (x%x,§) avec €=(€l,...,£p) et soit V la sous variete de T cn defi-

- . . . . *
nie par les equations €l=...=£ =0 au voisinage du point x de coor -

P
données x=0, €1=--€,.170, £ =1.

Soit Y l'hyperplan de ¢” d'dquation x,=0. Alors la variéte

* - * -
V'= p(VNTZX x Y) est déefinie dans T Y par les équations
X

£2= ee. = & =0 .

% n
soit M= ¢ . Le systéme induit ?1Y est évi -
%4 o, Dytee+t D
T ¢t P

demment isomorphe a . Posons, pour tout j & % ,

n. = x .
J S - -
‘tx(j 1) Dl+...+“tx(3 1) Dp

L'application naturelle TLj-————»ﬂ,est une injection et on

aMvt=un. .
. J
J
Remarquons gque les opérateurs Dl""’Dp opérent & gauche sur

nj car on a pour tout P E'zx(j), D;P = P D, + [Di,PJ et
[bi,Pl € tx(j). Par conséquent‘nj est muni d'une structure naturel-
le de 9\]}—module, donc cohérent car 7zj est évidemment‘zx(O)-cohérent.
*
L'opérateur D, étant inversible au voisinage de x (resp. de

* *
y = p(x )) on a des isomorphismes, ¥j, k € %
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s
=

n

Y

N

3J k
Identifions 7@ au sous faisceau de’tx(o) des opérateurs indée-
pedants de (Dl,...,Dp) (c'est-3-dire, qui commutent avec xl,...,xp).

*
Soit I la feuille de V passant par x et soit K un compact de Z-

Pour chaque s>0 on peut donc munir'no(K) de deux quasi-normes:
celle induite par la norme formelle N (K,.,s) de Boutet de Monvel et
Krée dans {&(O)([23j) que 1l'on notera NV(K,.,s) et la norme quotient

de N(K,.,s) que 1l'on notera v (K,.,s) .

Lemme 2.1.2. : Pour toute section u de ﬂo au voisinage de K, on a :

NV(K,u,s) = yvy(K,u,s) .
Démonstration
Ecrivons u=Q(x,Dx) = Q(x,Dp+l,_..,Dn) = kZ Q_k
iO

On a par définition

Yy (K,u,s) = inf N(K, Q+R, s)

R%F
ofi = Gy (-1)Dy + ... +E, (-1)D et
2(2n) ¥ k! 9, 3.8 —2k+|a|+]| 8|
NV(K,u,S)= SUpl(g; (EE) Q_kls
kya,B (la|+k) ! (|B]+k)! K

Par conséguent
Y (K,u,s) < N (K,u,s).

Alors chague R_,

Soit maintenant Reﬁ de symbole total R= I R—k'

k>o

ainsi que toutes ses dérivées en gp+l""'€p sont nulles sur V et

on en déduit:

supl(é%)u(g%)e (Q—k+R—k)| =
K
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si ¥i e {1,...,p}, ;=0

9 yo, 9B
=(sup| (5%) " (=)° o __ |
2Pl iex Y5 -x

s;gpl(-aa—x)oc(—a%)B R_kl si ie {1,...,p}, Bi#O

Par conséquent N(K,Q+R,s) = N(X,Q,s) + N(X,R,s) et donc

NV(K.u,S) < v(K,u,s) .
Q.E.D.

Corollaire 2.1.3. : Soit A e (0) (K) etAfEZE(K) .

Alors NV(K,Af,s) << N(K,A,s) NV(K,f,s).

Remarque 2.l1.4. : Pour tout N € IN on munit)qg de la quasi norme vecto

rielle obtenue de la norme de Boutet de Monvel et Krée (cf.[20]) que
l'on notera encore NV(K,.,t) et on obtient l'analogue du lemme

2.1.2. . On notera, pour tout t>0O

X(K,t) = {f e’ng(K), NV(K,f,t) < o}

Lemme 2.l1.5. : La norme NV(K,.,t) fait de X(K,t) un espace de

Banach .

Démonstration

On utilisera le lemme suivant :

Lemme 2.1.6. : Soit E un espace de Banach muni de la norme || || -

Pour tout p>0 soit E(p) l'espace vectoriel des suites

(an)n e W ul{o} d'elements de E verifiant :

(*) Z Han||pn < o .
n

Alors E(p) est un espace de Banach par rapport & la norme

n

@ ll, = 3 llagll o™ .
n
Preuve
Soit (al\;)rl>o une suite de Cauchy dans E(p) .Alors pour chagque n

la suite (ax) est convergente dans E et définit donc un élément bneE.
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Pour tout €>0 il existe Vo € N tel que pour tout N eiN,v,uivo ’
N
z

Ha;—aillon<e ce qui implique L AZA I Ha;)l—anpn < ¢ et donc

o]
Il ™ 8
0

n

B < O

(a_) tend vers (bn) dans E (p) .

Q.E.D.

Démonstrons maintenant le lemme 2.1.5. . On peut évidemment se
ramener a N=1l. Soit (fv)vaN une suite de Cauchy dans X(XK,t), avec
fv= r f . Alors fv est une fonction holomorphe dans 1l'ouvert

jzo 73 3
* * * - -
Kt/2={x e T X, d(x ,K) <t/2} ou d désigne la distance euclidienne

* -
dans T X. Par suite fv appartient a l'espace de Banach des fonctions

J —
holomorphes dans Kt/3 et continues dans Kt/3 . On applique alors le
lemme 2.1.5. .
Q.E.D.

Soit maintenant P un opérateur dansggé, d'ordre r et de type

Weierstrass en Dl' s'écrivant :

r Otl OLp
(*) P(x,D_) = DT + % A (x,D') D,~ ... D
x 1 Oi|a|ir o x 1 P
al< r

ol les opérateurs A, sont d'ordre zéro et indépendants de D, -

Remarquons que la feuille I' de V' passant par y* est egale

a p(T*X x Y N ).
X

*
Soit B(p) (resp. B'(p)) le polydisque de centre x (resp.de

centre y*) et rayon p contenu dans I (resp.dans L') .

Théoréme 2.1.7. : Il existe pO>O et §>0 tels que pour tout

p<p_, si f %_(TB—(F)_T_e_t__(h)=(hl,...,hr)e'nYO B'(p))E il existe
une solution u unique appartenant 5‘nb(§(60)) du probleme de
Cauchy :

Pu = £
(**)

uly = hyseees DXl = h_ .
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Démonstration

On peut se ramener par des méthodes classiques a (h)=0. En
adaptant la méthode de |22] dans le cas différentiel on peut ensuite

se ramener au probléme du premier ordre suivant:

Soit N le cardinal de {a € NP, |a| < r-1} et soit U un voisina-
ge ouvert de x* dans V. Soient Aj, j=2,...,p et B des matrices NxN a

coefficients dans ZX(O)(U) indépendantes de Dl et soit :

~ P
P(x,DX)— DlI + 352 Aij+B,

ol I désigne la matrice identité NxN ; sous ces hypothéses trouver
po>0 et §>0 tels que E(pok:U et pour P<Pgr si F appartient i

7k(§(p))N il existe une solution unique U € ”O(ﬁ(ép))N du probléme

oo >
P U =F

(***)

c
I
O

Posons pour se:[o,l] et t e ]0,1]

X . = X(B'(s),t) =
=@My (o) NNy, (BT (s),8,t) <)

D'aprés le lemme 2.1.5. les espaces X: sont des espaces de
Banach ; de plus, pour s'<s, on a :
xt — o xE,

et la norme de cette injection est inférieure ou égale 3 un. On note-
ra || |]: la norme de X:. On définit ainsi une famille d'é&chelles de

Banach paramétrées par t.

Lemme 2.1.8. :

. (] " "w_ =12
1) Soit F(xl,x ,D") (avec D —(Dp+l,...,Dn)) un element de

‘no(ﬁ(s))N et supposons

NV(—B—(S) lF,t) < o 3

Alors 1l'application Xy k——*F(xl,x',D") définit une fonction

holomorphe de x; pour |x,|[{s_& valeurs dans X: .
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2) Réciproquement étant donnée une série

= 3 t
g(xl) jzo fj x] avec fj € XS

convergeant uniformément pogg_[xl|<€, alors g définit un &lé -

ment de7L§ défini au voisinage de

B(e,s)={(x,8) eV, [x,|<e,(x',E)e B'(s)}

Démonstration

On peut supposer N=1 .

1) Soit F(x,&)= % Fk(xl,x',g“) le symbole total de F.
k<o
Alors les Fk sont des fonctions holomorphes dans

* —
Ds € ={x eV, d(x*,B(s))<<t/2} . Posorns
’
G, .= J% (—-ﬁ——):J F, (O,x',&"). Alors les inégalités de Cauchy impliquent
kJj Jj. 8xl k
que le symbole formel Gj= b ij définit un élément de HY (B' (s))
k<o o

verifiant :

e Ny (B(s) ,F, t)
<

(*) HGj s < 3

0]

et donc Gj appartient a X:. On déduit aussi de (*) que la série
zZ xi Gj converge uniformément dans Xz, pour le|<s ce qui implique
1.

2) Supposons que :
. j t+
(*%) %] < e == T |x |7 |l£;llg < =
1 . 1 Jj'ls
J>o
et soit f.= I fjk le symbole total de fj' Alors la série formelle
k<o
Fk(x,g) = ¥ x3 fj(x',a") converge uniformement dans 1l'ouvert de V
jzo

Dl

o L= {(x,8)e V, |xl|<e, d((x',£"), B"(s))<t/2} qui est un voisinage
r

de B(e',s) pour tout e'<e.

Soit t'<t et e€'<e . On déduit de (**) l'existence d'une cons-

tante Ce telle que

) ,tl
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sup J |fjkI -2k
D (Z 'X;l (—k)' t! ) _<_ Cel !
Sl tl J . ’
’
- 1
et donc BTEEE—— le| 2 Clv g —l:%%i
Sl’tv 14 tl
ce gui impligue que F= I fk définit une section de?Lo au voisinage
k<o
de B(e,s). -
Q.E.D.
Lemme 2.1.9. : Soit A une matrice NxN a coefficients dans

‘tx(o) (B(s)) ne dépendant pas de D,. Alors :

1) pour tout x; avec Ix]|is ,

A(xl)= A(Xl,x',D')
est une matrice NxN a coefficients dans %Y(O)(ET(S)).

2) Supposons N(B(s) ,A,t)<w. Alors A(xl) définit une fonction

- t t
holomorphe de x, pour Jxl|<s 3 valeurs dansjﬁ(xs,xs) et la

1
norme de A(xl} est majorée par une constante C uniforme en s
et t .
Démonstration

1) Résulte immediatement de 1'inégalité

N(BT(s), A(xy),t) < N(B(s),A,t) .

2) Soit F un élément de Xg. D'aprés le corollaire 2.1.3. ,

on a :
[l A (x )F]F < N(B'"(s), A(x,) t)HF|f < N(B(s) ,A t)HF]F
1 s — ! 1’ s — e s °
Q.E.D.
Lemme 2.1.10. : Soit i=2,...,p. Alors Di opére a gauchg dans X;

et il existe une constante C>0O (indépendante de t) telle

que pour tout fsxz et pour O<s'<s on ait :

t C t
1o, £l el

<
s —
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Démonstration

C'est une conséguence immédiate des inégaliteés de Cauchy car

le symbole total de D, f est égal a s 2 f

k<o Xy kK
Q.E.D.

Conclusion de la démonstration du théoréme 2.1.7.

n
: — v ' ' '
Soit A(xl) jiz Aj(xl,x ,D )Dj + B(xl,x D') .

Soit y>0 tel que B(y) soit contenue dans U; alors, d'aprés les

lemmes 2.1.9. et 2.1.10. A(xl) définit une fonction holomorphe de

X,s pour lxl|<Y, a valeurs dans (X;Yy X:,Y), pour O<s'<s<l et pour
un t donné ne dépendant que de l'opérateur P, et la norme de A(xq)
est majorée par gé%T avec une constante C qui, elle aussi ne dépend
que de P. Soit p<y et F € ﬂb(ﬁ(p))N. D'aprés le lemme 2.1.8.'1) P

défini une fonction holomorphe pour |x1|<p a valewurs dans Xz pour

P
un t'>0 assez petit et pour tout s<1.0n peut supposer t'<t.

On peut donc appliquer le théoréme 2.1.1. . Soit

s =inf((ce) T, 0).

Alors il existe une fonction G(Xl
\ |

) holomorphe en x; pour
|xl|<6(l—s), unique, a valeurs dans sz pour tout s<l,solution de

1

BPU=F
(xl)

o>

U v @]

D'aprés le lemme 2.1.8. 2) 6<x1) définit un élément de’ng au

voisinage de B(do(l—s),sp) et on peut alors poser par exemple

1

po=(Ce)_ et 8=1/2.

Q.E.D.

Corollaire 2.1.11. : Il existe po>O et &>0 tels que pour tout k,

§£»fefnk est définie au voisinage de B(p) et (h)e(hy,...,h ) €

e'nY est définie au voisinage de B(8p) il existe une solu-
k

tion unique apparte_nant_é'n,k (B(8p)) _de
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Pu = £
ul = hl”"’Di—l u|,= hr .
Démonstration
Munissons T*(XXC) = T*(cnxc) des coordonnées
(x,t;8,T) et soitnm= %(IZ aN-= -tx x €

%chDl-'- ccc +JG XXCDP

au voisinage de T#O .

r\“ -~ - . . . . - - -
Alors M, est a caracteristiques simples sur la sous variete re-

- *
guliere V de T (Xx@)

o
v = {(x,t,&,1) ¢ T*(ch), (x,E/T) € V} .

En identifiant P & une section de@% on peut appliquer 1le
- - - n . v -k n, B n
theoreme 2.1.7. a ¥Y,P et'no. Alors si u Eﬂk, Dt (ukl) e no' Soit v

la solution de P$=D_k uel, 3 = D_k(h Q 1).
t Y t
Alors comme P commute avec t et D par l'unicité du probléme
AV
de Cauchy, comme Dt v est solution de Pw=u & 1, $|Y=h ® 1, Dt %

commute avec t et D et est donc de la forme w & 1 avec w&:?k).

Q.E.D.

Remarque : Le théoréme 2.1.7. peut aussi étre démontré grace aux
résultats de [2].

Soit maintenant X une variété analytique complexe et soit V
- - '*
une sous variete involutive lisse conique de T X. On notera
1l=ut u ="%k un o -module cohérent muni d'un générateur u
X "o /f X 4. (k) o
X

simple sur V, et, pour k £ 2, Nu)="4 x)u, = T ONg

Remarquons que si P appartient & fb, o, (P) appartient a grg

car par hypothése I coincide avec 1'idéal engendré dans éﬁf par

A\ X
gr () . On peut donc écrire P=Q+R avec Rezt&(o) et Q e £. Si T
appartient & %&(k) on aura
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p T = [0, + RT mod f
et donc P T gfk(k) mod g

ce qui impligque que MN(k) est ungg}—module a gauche . On utilisera le
lemme suivant dont la démonstration est laissée au soin du lecteur:

* -
Lemme 2.1.12. : Soit Y une hypersurface de T X orthogonale a VL_f une

éqguation de Y avec f homogene de degré zéro et df|Y#O. Soit Q

un opérateur d'ordre zéro tel que 0,(Q)=f__et soit u une

section de M au voisinage de Y.

Alors la condition "il existe une section v de 7 avec

u=0™ v" ne dépend que de Y.

Définition 2.1.13. : Soit u une section de?N . On dit que u est nulle

3 l'ordre m sur Y si la condition du lemme précédent est véri-

fige.

Proposition 2.1.14. : Supposons V réguliére et soit Y une hypersur-

face de X, P_un Operateur dans&éé d'ordre m>o défini au voisina

* * —
ge de x g (T X x Y) N V. Supposcns Y non l-microcaractéristique

pour P sur V enX x*. Alors pour tout k € Z_ et toute section

*
v eTlk) au voisinage de x il existe une unigque section

* -~
u €N(k) au voisinage de x solution de Pu=v, u nulle & 1l'ordre

X

* - . . .
par x et si dans une carte locale de X v est definie au voi-

*
sinage de la boule de centre de x de ravon r il existe loca-

lement une constante §>0__ne dependant que de la carte et de

P telle gque u soit définie au voisinage de la boule de centre

*
x _et de rayon dr.

Démonstration

Ramarquons d'abord que l'on peut supposer m>0 car si m=0 1l'opé-
*
rateur P est inversible au voisinage de x . Si m>0, Y est orthogona-

le 3 V et la condition "u nulle & l'ordre m sur Y" a donc un sens.
On peut alors supposer localement Y définie par

£E.=... =£_ = O avec p<n au voisinage de x*,P=Dm+ z A.(x,D')D:J de
1 P 1 o<j<m 1
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type Weierstrass en Dl et on applique le corollaire 2.1.11. .

Q.E.D.

Corollajire 2.1.15. : Supposons V lagrangienne et soit Y une hypersur

face de T*XJ P_un opérateur dans 9\]} d'ordre m>0 défini au voisi

nage de x* e YNV et Y non l-microcaractéristique pour P le

long de V. Alors pour tout k € Z et toute section v de YUk)

. . * . . .
au voisinage de x* il existe une solution unique u €?Uk) de

< PO s *
Pu=v, u nulle a l'ordre m sur Y definie au voisinage de x .

Démonstration

Supposons m>O comme dans la proposition précédente.

* et *
Soit ¢ la projection de T X x T ¢ sur T X:

vix,t,8,1) = (x,8/1)
* o v R ny -
Identifions x a x=(x*,(O,l)) et soit V=y l(V),
- n
Y=y it et M= %c: &M.
N - - . - -
Alors ¥l est un module a caracteristique simples de generateur
-, - - .~ Y Y] . - . s
U, ® 1 sur la variete reguliere V et Y est non l-microcaracteristi-
oy N ny o -
que pour P sur V en x car Y et V sont localement definies par les
- - Y - .
mémes equations que Y et V., On peut alors supposer Y definie par
x,=0 dans un systéme de coordonnées locales sur T*X x T €.
- - . - [AY]
D'apres la proposition 2.1.14. le corollaire est verifie avec Y , V,
o
P et 7.

Soit 4 l1'unique solution de Pi=v @ 1 avec U nulle i 1l'ordre m
sur Y. D'aprés l'unicite 4 doit commuter avec t et D, et est donc de
la forme ﬁ=u ® 1. De plus, si u ® 1 est égale & xT v avec % € 9i
alors v commute avec t et D, car x; opére injectivement dans‘%, Par
consé&gquent V est de la forme v & 1 avec v 871 et u=xT V.

Q.E.D.

Corollaire 2.1.16. : Soit P un opérateur microdifferentiel dont le

symbole principal o (P) s'annule exactement & l'ordre r sur V.

Soit Y une hypersurface de X non l-microcarctéristique pour P
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* * .
le long de V en x € VN (T X x Y) et soit M un %a—module muni
€ -ong de V en %

d'un générateur simple sur V. On a alors les isomorphismes na-

turels :

$on, (& R A
%x X/“i"xP ¢ x* ¥ p(x*)

Gt , =
xt _EX('%X/ 2, n)x* o

Démonstration

Quitte & multiplier P par un Operateur elliptique au voisinage
*
de x on peut supposer que P appartient 515% et que P n'appartient
pas 5dtx(—l)15$J Soit m l1l'ordre de P . L'hypothése entralne m=r et

on peut donc appliquer Ile corollaire 2.1.15. .

§2. - Théoréme de Cauchy-Kowalewska pour les systémes microdiffeéren-

tiels .

On utilisera essentiellement les techniques mises au point par

M.Kashiwara et P. Schapira dans [12] .

Soit Z une sous varété de X et V=T,X le fibré conormal & Z pri-

vé de la section nulle. On note (cf. [20}) le faisceau des mi-

Cz|x
crofonctions holomorphes d'ordre fini par rapport a 2. Si, en coor-
données locales, Z est définie par X{Teoe = Xd=0 dans un ouvert de

est isomorphe a

%x
Byt '“L(gxxd+ EDgpqte -+ Gy

C'est donc un %&—module a caractéristiques simples sur V.

n
¢, alors CZ[X

Remarquons que ce faisceau s'identifie, dans le cas ol Z est une hy-
persurface et en dehors de la section nulle, au faisceau des fonc -
tions & singularités méromorphes ou logarithmiques sur Z modulo les

fonctions holomorphes.

Théordme 2.2.1. : (cf.Lemma 5.4. de [12]). soit™M un G -module
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cohérent et soit Y une sous variété non 1- mlcrocaracterlsthue

pourM sur V en x *e¢(T™X x Y) N V, orthogonale & V. On a alors
X

1'isomorphisme naturel:

stzomtx

M, ) . :m‘ftomty(mY,c

ZﬂYIY)
X

*
p(x )

Démonstration

Soit d la codimension de Y. On va démontrer par récurrence

sur d :
a) Cas d=1
soit (ul,...,ul) un systéme local de générateurs deM.

Alors il existe Pj € ann uj, j=1,...,%2, tels que Y soit non l-micro-
caractéristique pour Pj sur V et le corollaire 2.1.14 implique que

le théoréme est vrai pour chaque module G et donc pour £ -
x/ P =

2
= @ _t . Soit'",le noyau de la suite exacte
¢ X/'Q(P .

o M L N o (*).

On en deduit une suite exacte:
O My Ly My 0 (e

Appliquons les foncteurs]Rﬂtbth(.,czlx)r~P#(OT%Y("CZny|Y)

respectivement & (*) et (**) . Soient Mk=‘txt m, C Nk et

ty Z|X
k k k k
L, MY’ N,, et L les modules définis de maniére analogue pour

n,,af:,'mY,nY etfzY

On obtient un diagramme commutatif de suites exactes longues :

ME ok N Mt
Ykl “kl ¢kl Yk+ll
K K k k+1
mE - LS Ny METE — L
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Comme Yo et @O sont injectiveset wo est un isomorphisme, Yo et

donc 46 sont aussi des isomorphismes. On raisonne alors par récurren-—

ce sur k.

b) Cas d > 1
On suppose le théoreéme vrai pour toute sous variété de co-

dimension infériure a d.
Soit Y' une telle sous variété avec

Y Y'< X, Y' orthogonale a V.

Alors Y' est non l-microcaractéristique poux”nZsur V et Y est non

l-microcaractéristique pourqny,, sur V'= T Y'. Soit p' la pro -

Y'Nz
jection :
! T y!
—
TZX X Y v'0z

L'hypothése de récurrence impligque alors les isomorphismes :

Y6 i Cxet
xt ('”I, C ) = xt v ( v C ot )
% X* ’th mY zZNY IYp' (X*)

- i
_%Xt {)X(("".T')Y’ CZ YlY)D(X*)
Q.E.D.

On peut maintenant énoncer le théoréme de Cauchy-Kowalewska

pour un couple m,m) de‘bx—modules cohérents.

Soit Y une sous varietée de X, w la projection
* *
T X x Y —— T X et d la codimension de Y.

X

Théoréme 2.2.2. (cf. [121 , théoréme 3.1.)
Soient metn deux "%X—modules cohérents définis dans un

* - . .
ouvert U de T X et supposons Y non l-microcaracteristique

pour (M,N ) _sur w_l(U). On a alors 1l'isomorphisme naturel :

w_:l']R'#%om't,X m,n) =
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L
~ r¥ m, e
on}px( '{B&Y)p'l*‘by ng»x 9;‘;;7,) [a]

(pour la @éfinition de %, . voir [19] ou [20]).

Démonstration

. * : . *
Soit x € TX x Y et supposons7n et 1 non nuls en x .

X
on peut supposer :
*

{x }

ss(M) n o o™

...l *
ES(Y1) N o T(p(x )) {x }

et on se raméne & démontrer 1l'isomorphisme

X X

lR'mom% (m,n) , :lRﬂoth mty,’ﬂy)y* ,

* * -~ -
avec y =p(x ) . Identifions X a la diagonale de X x X par la premie-

re projection ; on obtient les isomorphismes canoniques :
- *
(*) R®om, (M,N) = RPFlonm (me n, c 5
Ay Ay xx X|xx

R

- *
(*%) JR’Roth m,.m,) JRﬂCom,zYXY &, & (M7, Cypyny)

® *
Soit V= TX(XXX). Par hypothése, Y est non l-microcaracteristi-
que pour‘Wlé Qﬁ sur V. De plus YxX est orthogonale a V.

On peut donc appliquer le théoréme 2.2.l1. et on en déduit

l'isomorphisme :

Bfiﬁomh%

- *
me n, C )«
wxX ) TX|XxX %

= RPom ((men) c ) *
Ayix Y x X' Y |yxx'o,(x7)

ou oy désigne la projection :

* *
T (XxX) X (Y x X) ——— T (YxX) .
XxX

On utilise alors le lemme suivant :
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Lemme 2.2.3. ([20])

Soit'"lgg‘&&—module cohérent et soient Y une sous variété de X

non caractéristique pourM , Z une sous variété de Y. On a

alors l'isomorphisme canonique :

]R'ieon),cx('m, Czlx) — ]Rﬁ(om’i_/Y %’CZIY) [—d]

Comme Y est non caractéristique pourTn, Y x Y est une sous

- - - . . o *
variete de ¥YxX non caracteristique pour"’ﬂY ] TL et on peut

-~

appliquer le lemme 2.2.3. a :

Y€ ¥ x Y¥Ye¢c ¥ x X

(Y identifiée & la diagonale de YxY) et on obtient les isomorphismes

- *
]R"CO%YXX ME N )y, y CY'YXX)pl(X*)

*

]Rﬁtoﬂbex (M, &n, CY[YXX)pl(x*) =

R

IR#CO

[l

m{&xY (M, @N) gy Cylyxy’ )E;d]

p(x*
et on applique alors 1l'isomorphisme :

~ % - *
M, e M)y =m, & M~ (& -
Q.E.D.

§3. - Applications

Le résultat suivant est 1l'analogue du théoréme 3.3. de [12]. On
peut, grdce i lui, obtenir une nouvelle approche du probléme de
Cauchy ramifie (cf.[S]). Nous ne donnerons gu'une esquisse tres ra-

pide de sa déemonstration .

Théoréme 2.3.1.

Soient Y une sous variete de X, ‘Tnet'n deux Qx—modules cohé -

rents tels que Y soit non caractéristique pour Met N ;_§oit

n un QY—_module‘ cohérent et ¥ un_homomorphisme de N, dans Q' .
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Soit xo € Y et supposons :

* *
a) v¥x ¢ (TXO(Y) - {o}) N ssyy

1'homomorphisme induit par ¢ :

ab . [} ﬁ4n ———*'72 <) 'Tf»

YX, x Y,0(x™)
’ Tr_lbx « 14

est un isomorphisme,

b) Y est non l-microcaractéristigue pour

2 B, W) e 1
X Eal'rr m _QW‘ ) sur T X-T/X ,
= u »
c) pour tout j, pour toute variété analytique complexe W, pour
tout w € W, l'application linéaire

i (O -
g, G 9 T g

—_— QEXE;&(Cy, '723— (CA)

est un isomorphisme.

Alors l'application naturelle :

%xt%x <'m.nn>x _____.fﬁxtJ ('mY ‘nY %

est un isomorphisme.

Un procédé de démonstration de ce résultat serait le suivant:
déduire d'abord, grice aux résultats de [61 et (EZOJ, ch. II)
l'existence du triangle.

D¢
,/‘ \

—
R ,n.l(\% O'(Oln)
’T X T X +1 X x X x

J=n]
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- - . . . * . :
ou ' déesigne la projection T X - X ; raisonner ensuite exactement
comme dans [12]

Soit maintenant Z une hypersurface lisse de X, deéfinie locale-
ment par l'équation ¢ (x)=0. On note avec rlZT eﬂélxj le faisceau
X log ¢ qui ne dépend ni de ¢ ni de la determlnatlon du logarithme
choisie.

Pour r>1 et pour des hypersurfaces Zi' i=l1,...,r, de X on note:

T ol
T O le faisceau
i=1 [z, |x]

r

o O

i=1 [leXJ - r—1 =

=T ou Y= 6& —————*6§ déesigne l'application
V& )
(fl,...,fr_l) —_— (f fl+f2,...,fr_l). On définit ainsi un

g&—module cohérent dont la variété caractéristique coincide avec

* *
TZ. X U TXX'
1 i

Ihar

i

On démontre alors & l'aide du théoréme précédent 1l'analogue de
la proposition 4.2. de [12] :

Proposition 2.3.2. : Soient Y une sous variété de X,Z une hyper -

surface de Y, Zi(i=l,...,r) des hypersurfaces de Y transverses

deux et a Y, telles que :

¥i, zinY=z.

Soit un -module cohérent et supposons :
PP

r

-1 % *
a) ssm) N o " (T,¥)c U T, X,
i=1 i
b) Y non l-microcaractéristique pourlﬁa 2] ﬂ—%n,
-1
r * * T SBX
sur U T X - T, X .
o 7 .
i=1 i
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Alors pour tout j, le morphisme :

1
%Xt (ml z G’

) Gty (M, &
—_— t ,
By i [z, |x] {z " o, Y

)
lz | ¥

est un isomorphisme.

§4. - Propagation

a) Théoreme d'existence et prolongement pour un opeérateur
P

Soit X une variété analytique complexe de dlmen51on n et
soit V une sous variété conique lisse involutive de T X. On notera

Z une feuille bicaractéristique de V.

*
Définition 2.4.1. : Soit Q un ouvert de I de classe Cl et x € 9Q-

On dit que 0Q est non l-microcaractéristique pour P sur V en
*

x si pour toute fonction ¢ de classe Cl telle que au voisina-

*
ge de x .

* * *
@ =A{y e€Z,0(y )<0} , 3¢(x ) # O,

9¢ est non l-microcaractéristique pour P sur V.
(on_a noté 9% _le bord de Q) .

Démontrons d'abord un théoréme de prolongement. Soit p la
codimension de V.

Théoréme 2.4.2. : Supposons V réguliére, soit9] un E-—module cohé-
rent muni d'un générateur simple u, sur v, P_un opérateur

d'ordre m>O dansz%, 2 un ouvert d'une feuille ¥ de V, de

- - - *
classe C%L situe localement d'un seul cote de 3N. Soit x € 93N

et supposons 3¢ _non l-microcaractéristique pour P sur V_en
* -
X . Alors, pour tout ke%, si u e?l(k)=‘tx(k)uo est defini
au voisinage de  dans V et si Pu se prolonge en une section de

* -
YIU<) au voisinage de x il en sera de meme de u.

Démonstration

* *
L'isomorphisme H . :T L —— TV(T X) x I permet d'adapter
Tz v
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les techniques mises au point par J.M. Bony, P.Schapira et M.Zerner
dans le cas différentiel ([3]) MN(k) remplagant & - Considérons une
* - -
carte locale de © en x gqui l'identifie a CP muni des coordonnees
x'=(xl,...,xp) .
- *
Soit 6 la conormal unitaire a # en x . On peut alors supposer

6=dx, et le théoréme se démontre exactement comme dans [3] 3 l'aide

du théoréme 2.1.14. .
Q.E.D.

Corollaire 2.4.3. : Méme énoncé que le théoréme 2.3.2. mais avec

l'hypothése V lagrangienne remplacant celle de V réguliére.

Démonstration

* -
Munissons T X x T € des coordonnees (x,t;£,T) au voisinage
. ko - * X N -~
du point x —(xO,O,go,l) ou x -(xo,io). Soit M= 718‘2

V="t (v), S=0x {(0,1) ;={(x,t,E,T), (x,E)eqQ, t=0, 1=1}

* *

- * *
et v=w l(V) ou Yy designe l'application T X x T @ — T X,
Y(x,t,8,1)= (x,&§/1). Alors V est réguliére et & est un ouvert de

nk -
classe Cl de la feuille X de v passant par x (£ s'identifie evi-
demment & V x {(0,1)}). De plus 83 est non l-microcaractéristigue

*
pour P en %" . on peut donc appliquer le théoréme 2.3.2. 3 &, P,
§Uk) et ¢ avec U de la forme u & 1. en raisonnant comme dans la
démonstration du corollaire 2.1.11l. .
Q.E.D.

Ennongons maintenant le résultat essentiel de ce paragraphe.

Théoréme 2.4.4. : Soit V une sous variété lagrangienne conique lisse

* - -
de T X, © un ouvert de V de classe Cl localement situe du meme
1
\Y%
non l-microcaractéristique pour P _sur V. Soit

‘n\o=9\]}/9\]}13 et m=%x/ . On _a alors:

By P

cdté de 90, P un Sperateur de @ d'ordre m>0 et supposons 3§
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i) ¥k € z, R rv_QaR‘ﬁConglal(mofn(k)) IBQ =0
v

ii) R rV_QaR‘ﬁCom%X (M, M) |4, = O

Démonstration

On ne démontrera que ii) car i) se deémontre exactement de la

méme maniére. On a :

R T, ]R'“om%x mm) =
= JR*&CO%X (m, R T'y,_o@m)

et il faut donc montrer que P définit un quasi-isomorphisme :

P

R T, M) R T, M) ,
V=i ’a@ V=i 'BQ

ou encore que pour tout j, P définit un isomorphisme des groupes

de cohomologie :

j
Ho_ ]m

el @ .
VoL lagz

Nous démonstrerons d'abord les résultats préparatoires sui -

vants :

Lemme 2.4.5. : Les faisceaux'n(k) (et doncf ) vérifient le "principe

du prolongement analytique" : soient w ¢ §# deux ouverts de V,

2 connexe et w#@P, u une section de N(k)_sur ©. Si u _est nulle

sur w , u _est nulle.

Démonstration

Par une transformation canonique locale on peut supposer
. % - _ - '
V=TZX ou Z designe 1l'hyperplan de x=c" d'equation xn=O et M =C

€, (x)

Nk)= C (k) = .
2l x ® kix + & -1)p .+ E k-1)D__

Z|x’

ce qui identifie toute section de MN(k) & un opérateur de‘i&(k) ne
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dépendant pas de Dl""’D auquel cas le lemme est évident.

n-1'%*n
Q.E.D.

Soit maintenant Z une hypersurface de X et soit y la projection
b * - . . * - . . -~ *
de T X sur le fibre projectif P X. Identifions Z a P_X .

Z
. %
Lemme 2.4.6. : Soit x=¢", z={x =0} , V=T, X. Alors :
1) Si 2 est un compact de V tel que la fi_
bre de # — Yy (Q) est contractile, on a :
. Jj _ lim_ .3
¥j, H (2, CZ|X T‘*H (2, CZ[X(k)) .

2) Si 2 est un ouvert de V tel que Y () est un ouvert dq

Stein de 2 et la fibre de Yy:08 —— Y (2) est contractile, on

as

vk, ¥j>0, HI (9, C, x(k)) = o.

|

Démonstration

Remarquons d'abord que l1l'on a des isomorphismes d'espaces vecto

riels (sur C) :

(*) Chix =V O lE]l @ y"lG—XlZ

-1 =1
Cpix®= Y T8, [t], @ v GX‘Z

ol G‘Z [t] (resp. e'z [t]k) désigne le faisceau des polyndmes en t (resp.
des polyndmes en t) de degré <k a coefficients dans cz.

1) D'aprés l'hypothése, on a :

Vi, B2, Cy )= B (v (@), O[] ® G|,

et 09 (2, k)= 8w (v, &, c], ® CZ}Z) .

Cz|x

Comme v () est compact on se raméne a démontrer gue si { est

un compact de Z, on a :
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wW(a, &[] = 3% @,0[t],) .

Considérons une résolution flasque de O qu'on notera GV

Les groupes 1A (Q,e’rt]) sont donnés par la cohomologle du complexe

r,9, [t])

et on remarque que si £ est compact F(Q,@E[tl) = llm ===T(Q, ey[tlk

2) (cf. [9)

Comme vy (2) est de Stein il existe un systéme fondamental

de voisinage ouverts de Stein W, < X, k € N, de v (Q) .

k

Comme la fibre de v:Q —— Y (2) est contractile, on a :

vi, B @, ¢ 00 = W@, oyren, @ Oy =
-y @, O, e W@, x|z) = ©
car H (y(), &, x[z) = ©

par un théoréeme de Siu.
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*
En particulier les convexes de T,X sont acycliques pour Czlfk)°

Lemme 2.4.7. : Considérons comme au lemme précédent x=a",

> deux convexes de V, 92 Quvert,

Ql localement fermé dans 92. Notons l-microcar (92) 1'adhérence

dans €” de l'ensemble des directions 0 telles qu'il existe

® *
z={x_=0}, V=T,X. Soient 2, < &

* * -
X € 92 avec (x ,0) l-microcaractéristique pour P sur V et

supposons que tout hyperplan réel de normale appartenant a

l-microcar (Qz) gui coupe QZ coupe Ql. Alors si u est une

sur Ql et si Pu se prolongue en une section de

section de CZ]X

ZIX sur 92 il en sera de meme de u.

C

Démonstration

On reprend un argument di & L.Hormander (cf.EBI) en utilisant

le lemme 2.1.5. et le corollaire 2.3.3. exactement comme dans [31 .

Q.E.D.

Lemme 2.4.8. : Considérons la situation des lemmes précédents.

Supposons 670 non microcaractéristique pour P sur V en
*

*
X € V. Il existe alors un voisinage W de x dans V, a > O et

. = - n
€O>O tels que si I' est un cone reel ouvert convexe de € dont

le polaire est contenu dans un voisinage d'ordre o de 6 , si

- . -~ * *
l'on designe par I , le cOne xo+r avec xoz:w, par Ke et

+ "o
I' & les ensembles :
X ,€
o
*
K=T, N {Re < x ,06 >= —-¢}
€
be
o
*
r*,=r , N {Re < x.,0> > —¢}
X 1€ X

on ait pour O < g < €, ¢

. + . =
Pour tout { ouvert convexe dans T dont la frontiere

X >
of
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contient Ke' P induit des isomorphismes des groupes de cohomolo-

gie HJ+ (F+* ’ Czigk»sureux mémes pour tout j > O , k>0
T * =8 x ¢ > -
Ol
I, (s g k).
FX* E—Q X, r €
Démonstration O’

Comme d'aprés le lemme 2.4.6. 2) les convexes sont acycliques

pour C,.(Klon se raméne 3 vérifier que P induit un isomorphisme de

Z|X

HC (%, czlx(k))

dans lui-méme.

° x))

g%,

€z x
X _,€
(o]

L'injectivité résulte du lemme 2.4.7. pourvu gue o et W soient assez

petits.
Soit e'>¢g, $ 1a réunion de £ et de T+* —T+* .
x ,e' x _,¢€
On a :
+ +
$ u rt, =717,
X ,€ X ,€e'
+
¥ n rt, =g
X 1€
- +
D'apres le lemme 2.4.6. on a : Hl(F * lem» O et donc
x _,e!
o

toute section de C k)sur Q@ se prolonge a y (et donc au voisinage

Z|x

+ -
(Ksur ' , . Pour démontrer gue P est

de Ke) modulo une section de
' €

Cz[x
be
o
surjectif il suffit alors de résoudre 1l'équation Pu=v au voisinage
de K_.
£
. * *
Soit H€=F « Nix e v, <x ,8 > = -e} .
X _,€
o
Alors d'aprés le corollaire 2.1.15. on peut résoudre Pu=v au
voisinage de H et il suffit de démontrer que tout hyperplan réel

dont 1la normale z est l-microcar (3) et qui passe par xO coupe He .

On raisonne alors par 1l'absurde comme dans [3] .

Q.E.D.
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Conclusion de la démonstration du théoréme 2.3.4.

- .. *
Fixons des coordonnees locales au voisinage de x ¢ SQ qul

identifient X 4 €, z 3 1l'hyperplan d'équation x =0 et V & sz

Conservons les notations dulemme 2.4.2. : 6 désigne la normale

- . - * - N * - -
exterieure a 9l en x , I' , désigne l'ouvert x, + ' ou I' est un cone

1
*1
ouvert convexe de sommet zé&ro de € dont le polaire est un voisinage
* *
d'ordre a de 6 (pour a>0 assez petit) et x,=x +v6 avec v assez petit.

1
On a :

j lim 5
(&M,Q<c &); S R (W, Gy 00)
IX

- - - *
ou W designe un systeme fondamental de voisinage de x gque l'on peut

supposer convexes. Le lemme 2.4.5. entraine quefws—ﬂ(cz|£kb* est
x

nul. Comme les convexes sont acycliques pour C la suite exacte

Z|x

longue de cohomologie relative entraine alors les isomorphismes

j-1
'd'c\, (k» _ lim H (wne, c, |X(k))
e =
2 {Cz1x wax* ml"l(w,c, 2| x %)
Prenons pour W l'ouvert F+* avec € assez petit .

Xqr€

soit W le recouvrement de WNQ par les convexes

W , = intérieur de 1l'enveloppe convexe
Y
* + .
de K_ et de y e 3Q nr’, (qui sont contenus dans WNQ pour o, €
X, ,€
ll

assez petits).

Soit U le recouvrement de W par les ouverts

On a alors ¥j, Hj(wﬂQ,CZka)= Hj(é (?L,Czlx(kﬂ

J = g (& '
H (Wr CZ[X) = H (C (?Lr CZIX(k))
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ol C(U,$) désigne le complexe de Cech du recouvrement W 3 coefficients

dans le faisceaqu. Comme pour j > 1, HJ(W,C )=0, on a l'isomorphis

Z|X
me:
vl c (U, chX‘(k)) . C M, cyyy )
w3, =) (——e
5 - .
wd ¢ U cpx® c (X, Cyix ()

D'aprés le lemme 2.4.8. P induit un isomorphisme du complexe

c ™, Cypy &) R
dans lui-meme

A
C ( 7 CZlX(k R

La premiere partie
du théoréme en résulte en prenant les limites inductives en Vv et €.

La ﬁ}euve pour CZ|X ?e reméne a ce cas par méthode de Schapira
[25]. ~ Q.E.D.

- - . . - s -~ .*
Théoréme 2.4.9. : Soit V une variété involutive réguliere de T X, I

une feuille de V, £ un ouvert de %, un systéme 3 caractéris-

tique simples sur V de générateur u_ et
T o —
D5 m“’c 1
WLD iﬂp XP , avec P ef%,.

On suppose 09§t de classe C{L'Q situé localement d'un seul

coté de 30 _et 90 _non l-microcaractéristique pour P le long

de V.

Alors, pour tout k € %, j > O, on a :

R T, (JR‘ﬁGompl M, NG ) |y o=
v

R T, (IR%m,GX (M, M|, =o0

Démonstration

La demonstration est formellement la méme que celle du théore-
me 2.4.4. et on obtient les analogues des lemmes 2.4.5. ; 2.4.7. et
2.4.8., en remplagant V par I, exactement par les mémes mé&thodes.

Il nous reste donc a demontrer le lemme suivant :
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Lemme 2.4.9'

*
a) Tout point x € V admet un voisinage U tel gue si Q est un

compact de la feuille ¥ passant par x* et est contenu

dans U on ait :

vj>o, m@mn =S wd@, N .

*
b) Tout point x € V _admet un voisinage U tel que si Q est

un _ouvert d'holomorphie de la feuille I passant par x et

est contenu dans U, on ait :

v 4§ > o0, vk, HI(Q,mk)) =0

L

Démonstration

On peut se ramener, localement, a

. % n *
vV = {(X,g) e T c , gl:---:gpzo}r x = (0; 0,...,0,1),
7= b
'ﬁXDl+...+°?,XDp

vectoriels‘%X = CXlXXX et, par une transformation de Legendre,‘%

. On a un isomorphisme de faisceaux d'espaces

X

se transforme em CZIXxX (en tant que faisceau d'espaces vectoriels)

~

ol Z désigne une hypersurface de XxX; on identifie alors M(k) &

CZlY(k) ol Y désigne la sous variété ¢f x ¢2(n-p)—lxc de XxX, munie

des coordonnées (x',y,t) et Z désigne l'hypersurface t=0.

La feuille £ a alors pour équations y=t=£'=n=0, 1=1.

On a, pour k>0, C (k)lzcréztt]k @‘9;'Z. Soit donc § un ouvert de

Z|Y
Stein de Y. Alors  admet un systéme fondamental de voisinages de

Stein dans 2, ainsi que dans Y et donc :
: 3 o -
¥y > O, H- (%, G’Z[t]k ® Y\z) 0

et il reste & remarquer que l'on a, comme dans la preuve du lemme
2.4.6. :

vi, (v, & []) = H8 wlw, G 1],)
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pour tout compact U dans 2

Q.E.D.

Soit maintenant V une sous variété lisse, involutive, conique

de T X. Notons % X x @ muni des coordonnées (x,t), soient (x,t;&,T)
. % N *

les coordonnées de T X et soit ¢y 1° appllcatlon de T X sur T X qui

a (x,t;€,1) associe (x, i/T). Alors V= v (V) est une sous variété

involutive réguliére de T X et’n 'n&% est un f,\)—-module a caract_é_:
X

ristique simples sur Vv muni du générateur simple u, @ 1 (cf. (197 ,
97). On démontre alors dans [19] l'existence d'une suite exacte
de w_l(i&)—modules :

. -1 - = 2 by
(i) O ——VY (ﬂ) T‘*ﬂ@%q:T" ('n,@ -bc) _'*n@ %q:—-* O

oft A(w)=u @ 1, u(= ([t,q], [D_,U]) et
Y .
v(u,v) = |[t,u] - [Dt,vl

Si ¥ est la feuille de V passant par (XO,EO) et
= (x_,t ;& ,T )e V la feuille de V passant par P s'identifie a
p o o’ o

T ox {(tO,TO)} .

De plus,si 3% est non l-microcaractéristique pour P le long

de V il en est de méme de B(W—l(Q)) par rapport a P (identifié & un
1

)
\Y

opérateur deﬁb le long de V. On obtient alors le :

Théoréme 2.4.10.

Méme énoncé gue le théoréme 2.3.8. en remplacant 1'hypothése

"V involutive réguliére" par "V involutive".

Démonstration

On applique la suite exacte (i) pour nous ramener au cas ou V

est involutive réguliére et on applique alors le théoréme 2.4.8. .

Q.E.D.
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b) Théoréme de propagation pour les systémes

Les résultats de a) peuvent étre facilement généralisés
aux systemes .

On supposera V involutive dans %*X ;qldésignera un f&-module
muni d'un générateur simple sur V, et I une famille bicaract@risti-

que de U.

Théoréme 2.4.11.

Soit’nlun'%k-module cohérent, 2 un ouvert de & de classe Cl
situé localement du méme cOté de §Q et supposons 30 non l-micro

- . . *
caractéristique en x pour M le long de V. On a alors :

R FZ_Q(IR"ﬁeom_%X (MNI)) |5 =0 -

Démonstration

Soit (ui)i=l,...,£

un systéme local de générateurs deTn et
soient P. 891, i=l,...,% des opérateurs véerifiant Piui=o, 32 non
l-mlcrocaracterlsthue pour P sur V. Soit?nf le‘ﬁx—module

@ th/ et soit % le noyau de la suite exacte
GxFi

o m m: Pd o

On en déduit la suite exacte longue :

J J '
.o —:(bXt'tx m, R, o (ﬂlz) ) —_.;%Xt‘%x(‘m P IRFL—Q(nIZ)) —_—

_,:'txtj_&((m R T, M) —»%xt%”(m, RO, _o M) — ...
X

Le résultat &tant trivial pour j<O on raisonne alors par récur-
rence sur j, en remarquant queﬁ vérifie les mémes hypothéses que m
et que d'aprés le théoréme 2.4.10. W' vérifie le théoreéme.

Q.E.D.

Théoréme 2.4.12. : Soit (Wn N ) un couple de‘% -modules cohérents

sur un ouvert U C T X Soit  un ouvert de classe Cl de U,
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localement situé du méme cOté de 30 et supposons 9 non l-micro

caractéristique pour (M, N). on a alors :

R T ( R #on

Démonstration

Identifions X & la diagonale de X x X.

La premiére projection de A=T;(X x X) sur T*X permet d'identifier @
a un ouvert de A .L'hypothése signifie alors que la conormale & 23Q
en x*e 32 et non l-microcaractéristique pour ‘nté 7; sur A et on
peut appliquer le théordme 2.4.10. avec M & n remplagant M et

vl:CXlXXX . On obtient :

R T ( Rfomy, (M, )) =
CcQ X a2

R T ( REE me m, c )) o

o~ l®) ’ =
o]y - x| xxx) | a0
Q.E.D.
Note : On peut donner une démonstration plus simple de thé&oréme

2.44 en utilisant la notion de "microsupport" d'un fais-
ceau de Kashiwara et Schapira [26]
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