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b) Construction de Ĉ (7Xl) pour un S ̂ -module 
cohérent 159 
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T. MONTEIRO FERNANDES 

INTRODUCTION 

On doit à M.Kashiwara et P.Schapira £l2j la notion de direction 

microcaractëristique d1 un module cohérent sur (l'anneau des 

operateurs microdiffërentiels), le long d'une sous-variëtë V involu­

tive dans le fibre cotangent à une variëtë X. Cette notion permet 

par exemple de donner une condition pour que le problême de Cauchy 

soit bien pose dans le faisceau des fonctions à singularités essen­

tielles sur une hypersurface Z c X. Nous supposerons ici V contenue 

dans le fibre cotangent prive de la section nulle. 

A la variété V on associe la sous algèbre SÉ>̂  de engendrée 

sur les operateurs d'ordre zéro par les operateurs d'ordre un dont 

le symbole d'ordre un s'annule sur V (cf. £9] , £loJ , £llj). 

Dans ce travail (cf.chapitre 1) nous construisons la variété 

1-microcaractëristique C^CDt,) d'un $5^-module cohérent puis la va­

riété 1-microcaracteristique d'un^fe -module cohërentflfcle long de V 

en considérant la variété Cv (Tf̂ ) pour un S^-module cohérent 7 ^ qui 

engendreTTL. Cette notion correspond à celle de variété microcaracté­

ristique citée plus haut, mais cette fois-ci avec une condition de 

Levi. Pour ces constructions nous utilisons la théorie des anneaux 

et modules filtrés ( £l] , [4}, [l8j) en nous inspirant des méthodes 

de B.Malgrange £15} pour la construction de la variété caractéristi­

que d'un -module cohérent . Nous montrons en particulier que 

C^(JïL) est un sous-ensemble fermé, analytique du fibre normal 
T (T X), conique pour les deux actions naturelles de <t . Les direc-

tions de C ( /72) en un point x e T X sont appelées directions 1-mi-

crocaractëristiques pourvoie long de V en x . 

Nous dëmonstrons alors au chapitre 2 que si Y est une sous-va­

riëtë de X non 1-microcaractëristique pour 7f\̂  le long du fibre conor-

mal T X prive de la section nulle, que l'on notera T X , a une 
Z 

sous variëtë Z c X, transverse à Y, le problême de Cauchy avec 

données sur Y est bien pose dans le faisceau cz|x" Pour cela nous 

nous ramenons à un théorème de Cauchy Kowalewska dans un module yb à 

caractéristiques simples sur V supposée régulière et on utilise 

alors la méthode de P. Schapira [19} . En particulier siT^L^st un 

*?x-module cohérent et si Z est une hypersurface de X transverse à la 
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sous variété des données Y supposée non 1-microcaractéristique pour 

X QtyjM' le lon<3 de Tzx, le problème de Cauchy est bien posé dans le 

faisceau des fonctions à singularités mêromorphes ou logaritmiques 

sur Z. 

Ces résultats nous permettent alors de traiter le cas d'un 

couple (771,71) version du théorème 3.3.1. fl2j mais ici sans utili -

ser les opérateurs d'ordre infini. 

Nous consacrons le dernier § du chapitre 2 à l'étude de la pro 

pagation des solutions d'un ^-module ?)t dans un module holonôme mu­

ni d'un générateur simple sur une sous variété V lagrangienne. 

On a pour cela adapté les méthodes géométriques dues à J.M. 

Bony et P.Schapira dans le cas différentiel £3j . 

On peut alors, par le procédé habituel de passage a la diago­

nale, démontrer un théorème de propagation pour un couple (7̂ 1,̂ 7 ) au 

bord d'un ouvert de T X, analogue au théorème 8.2.1. de Ql3j avec 

ici ïl au lieu de >t, 

Singnalons que la notion de variété 1-microcaractëristique 

est d'un intérêt particulier dans la théorie des systèmes holonômes 

a. points singuliers réguliers ( £lO] , D-l] ) • 

Une partie de nos résultats a été obtenue simultanément par 

Yves Laurent par des méthodes très différentes ( f]l4j ) . 

Précisons que le chapitre 1 reprend et améliore les construc­

tions que nous avions faites pour nôtre thèse de 3ême cycle. 

Je veux enfin témoigner ma reconnaissance à M.Kashiwara et 

P. Schapira, le premier m'ayant donné l'idée de départ pour la cons­

truction de la variété 1-microcaractëristique, le second par l'in­

térêt et le soutien constant qu'il a apporté à la réalisation de ce 

travail. 
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CHAPITRE 1 

§1. - L ' anneauJE?^. 

a) Rappels sur les anneaux et modules filtrés 

Les résultats suivants, dans leur ordre de présentation fi­

gurent essentiellement dans £l8j mais le lecteur averti peut aussi 

se reporter à [l] , [4] , [16j , [20] . 

On dit qu'un anneau A, unitaire est filtré s'il est muni d'une 

famille (̂ ŷ  ^e sous groupes de A vérifiant : 

i) 1 € Aq ; ii) Vk, AkcAk+1 ; iii) U A^=A; 
k 

iv) Vk,£, Ak. A£ c Ak+£ . 

Supposons en plus que pour tout k et Z on a [A^,A^] ̂ ^k+^-i* 

Alors l'anneau gradué gr(A) associé à la filtration (A^) 

gr (A) 
déf 

0 
keZ 

Ak 

Ak-i 

est commutatif. Soit a £ A. On dit que a est d'ordre k si a e A^, 

a ^ Ak_i et a est 3'ordre -°° si a e A^. On note a (a) l'image de a 

dans gr(A) : c'est le symbole principal de a. Si a appartient à A^ 

le symbole d'ordre k de a, crk(a) est l'image de a dans 

Ak 

Ak-i 
jhzhld On dit qu'un élément a e gr(A) est homogène s'il existe 

k avec a e 
fdzf 

^k-1 
et on dit qu'un idéal I de gr(A) est homogène si 

toutes les composantes homogènes des éléments de I appartiennent a 
I 

Si a est d'ordre k et b est d'ordre l on a par définition du 

deuxième terme a^+^(ab)=ak(a) (b) . On définit aussi le crochet de 

Poisson sur gr(A) par bilinëaritë, en posant, pour a,b e A : 

{a (a) , a(b) } =^k + £«1 ( [a,bj ) . 

Soit M un A-module muni d'une famille (Mk)kez jehjhkke^e sous modules 
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vérifiant : 

1} ^ k + l ' - M=g Mk; 11) *k M£cMk+£' Vk'* E »• 

On dit que (^l^gj est une filtration de M. Etant données (^'^^g ' 

(Ml)0 deux filtrations de M, on dit qu'elles sont équivalentes 

s'il existe un entier c > O tel que : 

vk, Mk_o MkCMk+c . 

A un module filtre M on associe le gr(A)-module 

gr(M)= e MK/MK-1 

Si L est un sous module de M, on définit sur L la filtration 

induite L]C==M]C ^ L et si ^ s M mJKJ N JD est un morphisme surjectif on 

définit sur N la filtration image 

Nk = *(Mk) • 

Définition 1.1.1. : On dit que la filtration (M^) sur M est bonne 

s'il existe m1#...,md e M et des entiers k^,...,kd tels que : 

Vk e Z, M, = k 

d 

j=l 
Ak-k. mj • 

3 J 

Il est clair que deux bonnes filtrations sur M sont toujours 

équivalentes et si <£:M — N est un morphisme surjectif la filtra­

tion image d'une bonne filtration sur M est bonne. 

Soit n e 3N et e 2r. On définit sur An la filtration: 1 n 

(An)k = ©A. e . 
k-£ . n 

3 3 

où e_. = (O,..., 1,•.•/0). 
4-
j 

Si les £j sont tous nuls on l'appelle filtration 

produit. 

Definition 1.1.2. Ql8j La filtration sur A est dite noethërienne à  

gauche (resp. à droite) si : 
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1 - qr(A) est noethërien, 

2 - Vn ? les sous modules à gauche (resp. â droite) de A^ sont 

fermes pour la topologie définie par la filtration produit. 

On supprimera les références "à gauche","a droite" sauf en cas 

de risque d'imprécision, et sauf mention du contraire, nous considé­

rerons la structure à gauche. 

Théorème 1.1.3. : Soit A un anneau muni d'une filtration noethërien-

ne et soit M un A-module a gauche muni d'une bonne filtration, 

L un sous module de M. 

Alors la filtration induite sur L est bonne. 

Corollaire 1.1.4. : Supposons A muni d'une filtration noethërienne. 

Alors A est noethërien et si M est un A-module muni d'une  

bonne filtration, on a : 

1 - M est sëparë : 0 M = {o} , 
k K 

2 - Tout sous L de M est ferme: 

L = n 
k 

(L + M k) 

3 - gr(M) est un gr(A)-module de type fini et si 

gr(M) est libre, M est libre. 

Proposition 1.1.5. : Soit M un A-module muni d'une filtration, soit 

I., 1'ideal annulateur de gr (M) et /T__ son radical. 
M M 

Alors /T ne change pas si on considere sur M une filtration  

equivalente. 

Definition 1.1.6. : Soit M un A-module de type fini. On appelle 

idëal caractéristique de M et on le note I car(M) 1'idëal 

/j... associe a une bonne filtration. M 

Proposition 1.1.7. : Supposons la filtration sur A noethërienne. 

Soit : 
O L *M *N ^O 
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une suite exacte de A modules de type fini. 

Alors I car(M) = I car(L) 0 I car(N). 

Les propositions 1.1.5. et 1.1.7. admettent les généralisa -

tions suivantes, correspondant au passage au quotient par un idéal 

homogène de gr(A): 

Proposition 1.1.8. et définition 1.1.9. : Supposons la filtration 

_sur_A_ noethërienne et soit II un ideal homogène de gr (A) . 

Soit M un A-module muni d'une bonne filtration. Alors l'idéal 

ann I 
gr (M) 

> g r (M) 
ne depend pas de la bonne filtration de M. 

On le note I car i (M) . 

Demonstration 

D'après un résultat de Serre ( £2lJ) la racine de l'idéal 

ann I gr (M) , 

î£gr (M) 
en tant que gr(A)-module est égale à ann gr(M) + ;£. 

Par suite on a ann 
gr (M) 

£ g r (M) 

/ ann gr (M) +2T 

X 

Soit maintenant gr(M)' le gradué de M par rapport a une autre 

bonne filtration. Il suffit donc de démontrer l'égalité: 

/ ann gr (M) -fjf •- / ann gr (M) 1+32 

en sachant d'après la proposition 1.1.5. que : 

' ann gr(M) + ann gr(M)' • 

On applique alors le lemme suivant: 

Lemme : Soit B un anneau unitaire commutatif, p et g deux idéaux 

tels gue _j/p = >/q. Al or s pour tout idéal I de B, on a : 

/p + I /q + I . 

Démonstration 

Il suffit évidemment de démontrer l'inclusion /p+1 C /q+T . 
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Soit feB et N £ U tels que fN e p+I. Ecrivons fN=u+v avec u e p,v e I. 

Alors u appartient à >/q et donc il existe M e 3N tel 
M. 

que u eq. On obtient : 

fNN = (u+v) M 
= u +W 

où We I 

et donc f appartient |L q+I. 

Q.E.D. 

Proposition 1.1,11 : Sous les hypothèses de la proposition 1.9., soit 

O y L * M ^ N > O 

une suite exacte de A-modules de type fini. On a alors: 

I car 

X 

(M) = I car (L) 0 I car (N) . 

Demonstration 

Soit donnée sur M une bonne filtration et munissons L et N 

respectivement des filtrations induite et image. 

Alors la suite des graduées est exacte et on peut appliquer 

la proposition 1.1.7. : 

I car (M) = I car(L) fi I car (N) . 

Il faut démontrer l'égalité : 

ann gr(M) +3S = ann gr(L)+ GDZZG ann gr (N) +;£ . 

Mais cela est une conséquence immédiate du lemme suivant: 

Lemme : Soit B un anneau commutatif unitaire et soient m,p et g des  

idéaux de B vérifiant Zp D /q = /m. Alors pour tout idëal I 

de B on a l'égalité: 

'p + I 0 q + I = 'm + I. 

144 



PROBLÈME DE CAUCHY POUR LES SYSTÈMES MICRODIFFÉRENTIELS 

Démonstration 

1) Soit feB et N £ IN tels que f N e m+I. 

N ,— ,— 
Ecrivons f =u+v avec u£m, v£l. Alors u e /p et u e /q ce qui impli. 

que l'existence de N^, £ tels que : 

u 1ep 2 
u l 

eq. On a donc: 

NN.. 
f -L 

N l 
u 

+ v' avec v'e I 

N N 0 

f ^ = u 
N 2 + v" avec v"e I 

ce qui montre que f appartient à p + 1 U 'q+I . 

2) Soit f e /p+T 0 /q+T et N1, jlo N 2 e U tels que 
N1 

= a^+v avec a^ep, v£l, 
N 

=a 2+v' avec a^eq, v'el. 

Alors f 
N l + N 2 : =(a 1+v)(a 2+v') = a x a 2 + v" , 

avec a^ a 2 e p H q et v" e I. 

Comme p 0 q est contenu dans fm il existe M £ 2N tel que 

(a 1a 2) £ m et donc f 
( N 1 + N 2 ) M 

£ m+I. 

Q.E.D. 

Rappelions maintenant le résultat essential de |]4"j • 

Proposition 1.1.12 : Supposons gr(A) muni d'une structure de 

CQ-algëbre noethërienne. Soit M un A-module de type fini. 

Alors I car(M) est involutif, c'est à dire: 

{I car(M), I car(M)} C I car(M). 

Soit maintenant I un idéal bilatère de A et notons^ le 

gradué de I. On peut alors définir dans 
crr (A) 
hkk un crochet de Pois­

son à partir de celui de gr(A), c'est à dire, en posant pour 
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a, b £ 
gr (A) 

r {a,b}=classe de {a,b} modulo *fi€, où a et b sont des 

représentants de a e b respectivement., Pour vérifier que cette dé­

finition est bien posée, il suffit de montrer que si a et b sont 

homogènes et b £$6 alors {a,b} £$& ce qui résulte aussitôt du fait 

que I est bilatêre. 

Proposition 1.1.13 : Soient A et B deux anneaux filtres, avec A c B 

et la filtration de A coïncidant avec la filtration induite  

par B. On suppose que les filtrations de A et de B sont  

noethëriennes et que gr(B) est plat (resp. fidèlement plat)  

sur gr (A)_. 

Alors si I est un A-sous-module de A*1 on a 

cjr (BI) =gr (B) gr (I) et B est plat (resp. fidèlement plat) 

sur A. 

Soit maintenant X un espace topologique et soit Ôt, un faisceau 

d'anneaux unitaires filtres sur X. On dira que la filtration 

(0^)^^^. est noethërienne si pour xeX la filtration (^.)x' ^ e z'/ 

est une filtration noethërienne de Q^. On dira que vérifie 

la condition a si, pour tout ouvert \j de X, toute section a de 

Ôl sur U , l'application de U dans Z U{-«>} qui à associe l'ordre 

de a^ dans (St̂  est localement constante. On peut donc définir le 

morphisme de faisceaux a: Ot, > gr ((X) . 

Soit7)1 un faisceau de O^-modules à gauche muni d'une filtra -

tion ( \ ) k £ y 

Soit U un ouvert de X. On dira que la filtration de 9^ est 

bonne sur U s'il existe des sections u^,...,ur d e T ^ s u r U et des 

entiers k1,...,kr tels que: 

^ k 
U 

I 
j 

<*k-kj 
u 

u . 
3 

Définition 1.1.14 [7] : a) On dit que OLest un faisceaux d'anneaux  

noethërien si : 
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1 - ^test coherent, 

2 - Vx e X, est un anneau noethërien, 

3 - toute suite croissante d'idéaux cohérents de ÛL sur un 

ouvert U de X est localement stationnaire. 

b) Si Qt est un faisceaux d'anneaux gradues on ne consi. 

dërera que la structure graduée et on dit alors crue : 

1 - Ölest coherent si pour tout N e 3N et tout morphisme de 

ÛL -modules gradues défini localement 

ou Ol 

le noyau (qui est évidemment un QLsous-module gradue de 

0X^N) est localement de type fini. 

2 - QLest noethërien si : i) fltest cohérent ; ii) Vx, toute 

suite croissante d'idéaux homogènes de 0 ^ est stationnai­

re ; iii) toute suite croissante dfidéaux homogènes cohé­

rents de (X> sur un ouvert U de X est localement stationnai­

re . 

Proposition 1.1.15, : Soit Obun faisceaux d'anneaux filtres véri­

fiant la condition a .Supposons : 

1 — Vx, la filtration sur est noetherienne, 
-x — ' 

2 - gr{OU) est un faisceaux coherent (resp.noethërien). 

Alors OLest coherent (resp. noethërien). 

Proposition 1.1.16. : Sous les hypotheses de la proposition précé­

dente , si 7 % est un -module muni d'une bonne filtration, 77l 

est coherent si et seulement si gr(77t) est coherent. 

Proposition 1.1.17. (Pseudocohërence) : Soitj& un faisceaux cohe­

rent d'anneaux filtres et ou un sous faisceaux coherent 
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d'anneaux de S> muni de la filtration induite. Supposons que 

0 ^ e t ^ sont noethëriens et que Qt^/ ^ sont des Q^-modules  

cohérents pour k>>Q. Alors 9> est pseudocohërent sur é>L , c'est 

à dire que si 7fl est un j& -module cohérent, et TU un sous-fo-mo­

dule de type fini alors 7test OC -cohérent. 

b) Construction de D1v 

Soit maintenant X une veriëtë analytique complexe. t X 

son fibre cotangent et ov le faisceau des operateurs microdiffëren-
x 

tiels d'ordre fini de Sato, Kawai et Kashiwara |_2o3 . 

Soit ^ ( m ) le sous-faisceau des operateurs d'ordre inférieur 

ou ëgal a m. On munit ainsi *îlv d'une structure de faisceau 
x 

d'anneaux filtres, cohérent, de gradué ëgal a 
jk 

me 2 
jk 
t X 

(m) <9-
t X 

désigne le faisceau des fonctions holomorphes sur t X et C K 
t X 

(m) le 

sousfaisceau des fonctions homogènes de degré m par rapport à la 

variable de la fibre). On note 1'homomorphisme de ds(m) fd dans 

& * 
t X 

(m) qui à P e -%x(m) associe son symbole d'ordre m. 

Soit V une sous-variétë lisse, involutive, homogène du fibre 

t X. On lui associe suivant Kashiwara-Oshima [l3~] un sous-faisceau 

d'anneaux de 5^, noté fi^ (noté * v dans [9 J , [lO^ et [il]) de la 

manière suivante: 

Soit Iv l'idéal de 
t X 

des fonctions nulles sur V et soit 

Iv(m)= lv n 
gfsd 

t x 
(m) 

Notons ^ v le sous-faisceau de ^ ( o ) - m o d u l e s de "2̂ (gfdz1) des 

opérateurs dont le symbole c^CP) s'annule sur V : 

p £ # V 
dzf P e^jjd) et a1(P) v=°-

On noteJ&^ la sous-algèbre de* t v engendrée sur ^v(o) par 

Remarquons que ^ V T*X-V 

SX 

Pour tout entier m on notée Ä j ( m ) 
-1 R (n) = Lmv 

avec la 
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convention 
kvs sK (K) 

pour k _< O. 

Exemple 1.1.18. 
n — n Supposons X=(C muni des coordonnées x= (x^, . . . , x^) , T (E muni 

des coordonnées (x,Ç) avec Ç= (Ç, ,... ,Ç ) et V définie dans T X par 
i n 

les équations x = . . . = x = Ç ,,=...=£ =0. 
^ 1 r r+1 r On peut caractériser le faisceau D1v de la manière suivante : 

Soit P un operateur microdiffërentiel d'ordre m dont le symbo­

le total s'écrit P(x,^)= Z 
k<m 

PK x, E Alors P appartient à s 1 
V 

si et 

seulement si: 

(*) Pk e Iv(l)k 9j Vk > O. 

Supposons par exemple, V define par les équations : 

C = ... = £ = O. 
1 p 

Alors P appartient à 
a i 

(m) si et seulement si on peut écrire : 

(**) P(x,Dx) dds I 
ot= (a, , . . . , a ) e 

1 p 

A (x,D ) 
a 

Di 
jkl 

a 
D P 
P 

O<_ I a J <m 

où les A^ appartiennent ä 
S(v, o) 

La vérification est alors 

immédiate. 

Théorème 1.1.19. : 1) La famille ^y(k)}kc:7 définit suriB^ une  

filtration noethërienne â gauche et à droite. 

2) 
D1vj 

est un anneau noethërien (et en particu -

lier coherent). 

Démonstration 

1) Soit x e T*X. Le théorème est trivialement vérifie au 

voisinage de x si x n'appartient pas a V car on a : 
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g ) 1 

V T x-v 

SX 

T*X-V 

et la filtration de ^ est noethërienne à gauche et à droite. Soit 

donc x* e: V. Comme pour k<0 on aiS^(k)=t (k) la condition 2) de la 

definition 1.1.2. est automatiquement vérifiée. 

Remarquons que a induit un 
T X 

(O)-isomorphisme 

Vk£2 , 
9 l ™ 

S9j(k-D 

fd 
i v d ) k 

avec la convention i v d ) k = 
T X 

(k) pour k<0. On en déduit un iso­

morphisme des gradues : 

gr(£>¿) fd e 
keZ" 

I „ ( l ) k 

L 1 anneau gri 
D1vd 

est donc engendre par deux sous-anneaux : 

fd 
© 

j>o 
er 
T X 

(-j) , Il. 
ex/ 

© 
j>_o 

I v ( D j . 

On remarque que q£ est noethërien car c'est le gradue de 

"fe (O) par rapport a la filtration par l'ordre ( [2oJ) . 
X 

Nous aurons besoin du résultat suivant: 

Lemme 1.1.2Q. [91 : Le faisceau d'anneaux gradués 
j>o 

I V ( D
 j 

est noethërien. 

Demonstration 

Soit x e V. Soit (f,,...,f ) un système de générateurs du 

T X 
(O)-module cohérent l y ( D au voisinage de x . 

Soit $ 1'homomorphisme de 
t x 

(O)-algebres graduées 

T X 
(O)|T ,...,T J 

__ © 
j>o 

l v ( D j qui a associe f ̂ . Alors $ est 

un homomorphisme surjectif. Soit $ m la partie homogène de degré m 
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de $ • Alors Ker 0 est un 
m T X 

(O)-module coherent. Par consequent 

le noyau de $ est réunion d'une suite croissante (aC^v> d'idéaux de 

< n (O) 
T X 

[t1,...,t I (y^ étant engendré par 
m<k 

ker <£> ) . 
m 

Remarquons que 
T X 

(O) L'Ti"--'Tpl est un faisceau d'anneaux 

noethërien car on a 1 *isomorphisme 

T X 
(O) £Ti'--"Tplcí (X 

T X 
(O) 

z 
2 [T1,...,Tp] 

et 
T X 

(O) est un faisceau d'anneaux noethërien. Par conséquent 

Ker $ est un idëal cohérent. Pour achever la démonstration, il 

suffit d'observer que l'anneau quotient d'un faisceau d'anneaux 

noethërien par un idëal cohérent est encore noethërien. 

Q.E.D. 

Soit maintenant ^I]<-^>0 une suite croissante d'idéaux homogè­

nes de gr6B^) ~~ 
xd 

Comme 1̂ . est homogène on peut écrire : 

I, = i; + I" 
k k k 

où 
Ik = aXIKHlmgfdd i"= on n i_ . 

k x* k 

Par conséquent les suites jkl ll sont stationnaires car 

oC * 
x 

et 
x 

sont noetheriens, et UK est donc stationnaire. 

2) Pour montrer queSJy est cohérent, il suffit, grâce à la 

proposition 1.1.15., de montrer que gr (fi|) est cohérent. 

Soit i)i:gr 
JKL 

gr(j9j) un morphisme de gr (ft^-modules 

gradués et soit TTS le noyau de . Notons p1 (resp. p2) la projec -

tion de gr (S^) dans (yC (resp. dans 6£) . Comme (resp. <Ĵ ') est 

noethërien, le noyau TjJ (resp. y£ ) du morphisme : 

pi 
o i) 

L.N : 0¿N ' <9l 
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(resp. du morphisme : 

P2 ° * 
OL 

a-N hl A" lfqffd 

est localement de type fini. 

On a évidemment : 

-n; = u n (5t:N 

v = w o e ™ h 

Comme TV est un sous-module gradue de gr ̂ ) N , on a aussi : 

N = N' + N" qdfd 

et donc % est localement de type fini. 

On démontre de manière analogue queJ9^ est noethërien. 

Q.E.D. 

Toutes les hypothèses de la proposition 1.1.17. sont donc 

remplies a v e c ï =<^x ^resP*3 = ̂ v^ et ©^fi^ (resp.GL = "&x (O) ) et on 

peut énoncer: 

Theoreme 1.1.21. : a) L1 anneau SXg j est pseudocohërent 

sur fds 

b) L' anneau B 1 est pseudocohërent sur 

•fcx(o) • 

Thëorëme 1.1.22. : L'anneau est plctt sur?) . 
———————— X • • • i ..... v 

Demonstration 

Soit x e T X. Si x p<r le thëorëme est trivialement vérifie. 

Supposons donc que x eV. Alors chaque module SX (m)D1v, meZ2., est un 
1 X V 

©^-module localement libre de rang un et il suffit alors de remarquer 

que : 
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EX UmeZ (m)D1v 

Q.E.D. 

Proposition 1.1.23. : Soit *ÏÏj un vd^- module coherent engendre par un 

sous ̂ - module jS. 
Alors les morphismes naturels : 

EX 
D1vL EE M 

, "fex (m) 

EX0 

L 
f' EX (m) L 

(P ® u ^Pu) (P Q u »-P U) 

sont des isomorphismes respectivement de ft^-modules à  

gauche et deffiy-modules à. gauche. 

Demonstration 

Les morphismes f et f ' sont évidemment surjectifs. Remarquons 

en outre que 1 ' égalité gkgg (m) $8^= 16 ̂ fe, (m) montre quejô^ opère à 

gauche sur ox (m) ^fgd df^ et ûxd(m)£ , et que f1 est un morphisme 

pour cette structure. 

Soient u une section de j6 et P un operateur microdiffërentiel 

dans un ouvert U et supposons Pu=0. 

Soit x eVflU et R un operateur inversible au voisinage de x 

tel que R"1? eÇfd&y . 

On a R*"1 Pu=0, P8u= R^r""1 Pu=0 

au voisinage de x et donc P & u=0 ce qui entraîne que f et f1 sont 

injectives . 

Q.E.D. 

§2. - Construction de cj {Iti) 

a) Préliminaires 

On supposera comme au §1. que V désigne une sous-variëtë 

involutive, lisse, homogène de t x. On notera ks * (-l)gr® ) 
t x 

l'ideai engendre par le terme homogène (9^ (-1) du faisceau 
t x 
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d'anneaux gradues grßB ) : 

VjeZ, 
t x 

(-1) Iv(l) j ^ Iv(l) j~1 . 

Lemme 1.2.1. : L'i somorphi sme 
fdsqf 

* © 
j eZ 

i v ( d 3 induit les 

i somorphismes 

©dsq 

fdsq 

fdqfdssfdsqdffdss 

dfsq 

efd 
i v ( D j 

i v ( D J iv(o) 

df 

fds fdsqvcx 

t x cds fdqf dsdvfqfc 
fd 

Demonstration 

On a 
gr(0jqv> 

fx (-1) gr(fd)fdq dq 
« © 
je» 

Iv(l)j 

T d } ^ 1 (-1) 
v T X 

Remarquons que pour j<0, on a : 

I v ( d j 
fdqfdq (1) f 

fat x 
(-1) 

Plaçons nous au voisinage de x £ V. 

L'existence d'une fonction f holomorphe homogène de degré -1 

inversible au voisinage de x* entraîne 1'égalité, pour tout j>0. 

(*) iv(i)3 iv(o)= iv(D:i+1 
t x 

(-1) 

L'application if̂  qui est évidemment surjective est donc un 

isomorphisme. 

Montrons que ^ est injective Ojj-, est évidemment surjective). 

On a pour tout j<0. fdsffddddddfd X<-1) . 

Soit P e vérifiant a . (P) e l ^ d ) 3 Iv(0). D'après l'égalité 

(*) a.(P) appartient à I (l)J^1©^^ (-1) et on peut évidemment 
3 T x 

supposer 

154 



PROBLÈME DE CAUCHY POUR LES SYSTÈMES MICRODIFFÉRENTIELS 

cr_. (P) = f g avec f e Iv(l)^ + 1 

g e w 
T X 

(-1) . Soient P' e 
3V ' 

hfshfffhffsgff 
vérifiant 

aj+1(P')=f, a_1(R») = g. 

Alors P - P'R' appartient à 
gfdgs 

et donc est injective. 

Q.E.D. 

Corollaire 1.2.2. 

L'anneau gradue 
je 2? 

# j o V 
gfdsg gfsgsdffghgfqgqg 

est noethërien. 

Demonstration 

Le faisceau d'anneaux e 
j>o 

I v ( D j 

Iv(l)jIv(0)fgsqfq 

est noethërien car 

c'est l'anneau quotient d'un faisceau d'anneaux noethërien par un 

idëal cohérent. 

Q.E.D. 

Soit ^ le faisceau des fonctions holomorphes sur V et gzgzgf 

le sous faisceau des fonctions homogènes dé degré j: 

gsV 

c 9 % 
T X 
gfssgs 

gfdsgsgs 
<y* (j) 
T X 

Iv(j) 

Posonsj^= © 
j eZ 

f i 

gfffffffffffffffggggffghgq 
, et 

gfsgsssssssgggggggggf 
On a, d'après le lemme 1.2.1. et la platitude de 

T X 
sur (9^ (O) : 

T X 

gsssssssssgfsgffsfdfg 
( e 
j>o 

i v ( D j 

Iv(o)Iv(l)3 
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m Ocfq fqf f q hezegq gq 

& * (o) (© i,7d)j)3 
J v 

= e* 
V 

T J 
(fqo) 

( © 
j>o 

Iv(l)j)= 

& * 
T X 
gqg gqgggggqg 

( © 
j>o 

IV<1>3) 

gqgq © 
j>o 

gqg 

Vfqf 

gq 

De plus comme est plat sur &^{o) , est plat sur fa. 

Soit (f.) jjjjjjj lllll un système local de générateurs indépendants 

homogènes de degré un de lv et soit if; le morphisme de C7 * -algêbres 
T X 

[t . .,t 7 
t x p 

>- e 4 

t . ^ f. 

Le noyau cf de $ est engendré par les polynômes 

f\ - T\ , k,i=l,...,p et on a donc un isomorphisme 

© 
j>o 

4 T X 

jkljjkmjjkl,l: njkkkk 

Comme 9 est contenu dans l'idéal Iv[t1,.../T \ engendré par 

I dans <9"* [t^ ,.•.,TJ on en déduit 11isomorphisme : 
v T X ^ 

(*) 
T X fsq qf dadaa p 

qgqgqgdfsqfdqfdsq 

fqsqsfdsqdd fffffffds sssssddd 

Soit tto la projection du fibre normal à V, TV(T X ) , sur V. 

L ' isomorphisme (*) permet d'identifier ^"Vî^- à un sous-faisceau 

d'anneaux de 
tv(t x) 

Lemme 1.2.3. 
t._(t X) 

est plat sur 
ïïoX 

— là 
(et donc sur tto 
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Démonstration 

La platitude étant vérifiée dans les fibres on peut utiliseï 

1'isomorphisme local (*) sur un ouvert U contenant 6 e T^(T X ) . 

On en déduit que 
tv(t x)0 

est le complété de (ïïoX'e 

par rapport aux puissances de l'idéal engendre par t t et est 
— 1 A 1 P 

donc plat sur (tto TTy) q (cf. Bourbaki alg.comm.ch. 3 et 4) . 

Q.E.D. 

Pour chaque jef, soit j l l le morphisme de hmhmmh (o)-modules: 
3 t X 

fgsg 

fi-1 

gsgs gsgsgsg 

gsg + AX (-1) LV j+1kl 

et soit $ le morphisme de & * (o)-algêbres associé : 
t X 

gr 
hkkkk +--gqqf-----A.. 

Il est évident que $ est surjectif et d'après le lemme 1.2.1. 

le noyau de $ est l'idéal 
t x 

(-1) LJ D(1V° 

Définition 1.2.4. : Soit P un opérateur dans$|7. On note a^(P) 

11 image de P par le morphisme composé 

D1V HJg g r < © £ ) 
JK KL 

L'isomorphisme (*) permet donc d'identifier a (P) à une 

section de KLM 
tv(t X) 

Observons que d'après la définition 1.2.4. en notant m l'ordre 

de P on a : 

4 cp) = O si m<0 

oJ(P) = partie homogène d'ordre m du développement de Taylor 

de a(P) le long de V. 
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Remarque 1.2.41 : Notons { , } le crochet de Poisson de gr (JÔ ̂ ) 

associe à la structure d'anneau filtre (vérifiant la condition a) 

deS5?l(cf.§ 1.) . Ce crochet provient de celui de gr (% ) . Suivant le 
v >sl 

§.1., 11 ideal Ct'* (-1) gr (B ) étant le gradué de l'idéal bilatëre 

fqfqgqgqgsqg 
on peut définir dans A un crochet de Poisson, que l'on 

notera { , K image de { , } par passage au quotient par 

OT X(-1) 
gqgsqgqgsq 

Remarquons que l'on peut considérera^ comme le gradué de 

SB 1 

* V l > © J 
par la filtration image de celle dej^ : 

V k t. ar. 
01fds 

gdsqgqgqqgq kgds 

gqgsqg 

^(-llíj(k+l) 

De plus on a Vk, SBjoo ^ ( - 1 ) 
gsqgqgsqgq gsqqgqg 

Toutes les conditions 

sont ainsi remplies pour définir dans un nouveau crochet de 

Poisson par bilinéarité en posant pour P e 

gsqgqsgs 

gsqgqggggddss 

Q e 

fqfqfqfqf 

•fex<-l)g5ju+l) 
{a(P), a(Q)} = o[p,q] = a[p,Q] 

où P et Q désignement des représentants respectivement de P et Q et 

o désigne le morphisme "symbole principal" de 
fqfq 

fqsfqfsqf 
sur 

Considérons le diagramme: 

S)1 
V 

fqsfsqqf fqsdf 

vsfdv 
fdsqfqfqffqfqd 

Il est clait que si P e 
fqfqsfds 

p ¿ SBj(j-i) + ^ ( - l ) 
fsqfsd 

(i.e. , *i(p) 2 O) , on a : 
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aJ(P) = a(V(P) ) = (P) . 

Par conséquent. Va, b e , on a {a,b} = {a,b}-^ , 

c'est à dire que les deux crochets définis ci-dessus coincident. 

b) Construction de C^iTfL) pour u n 3 v - module cohérent ^ 

On supposera donc que 7% est un module cohérent. On peut 

localement le munir d'une bonne filtration et la proposition 1.1.16. 

entraîne que gr(7?l) est alors un gr ( v ) -module cohérent. 

Le morphisme $: gr 
fqsfsqf fdsqfdfds fds défini dans a) permet de 

munir le faisceau d'anneaux 
T (T X) 

d'une structure de 
-1 
O 

grDV -module. 

Proposition 1.2.5.: Le support du faisceau de P * 
t v ( t x) 

dsqfqfqqsf 

cohérents à gauche : 

t v(t*x) 

fdsqf 

fdsqf 
o 

fdqfs fqs 

fdsqfq 

gr (ni) ) 

ne dépend pas de la bonne filtration choisie. 

Démonstration 

Notons *$6 = 
T X 

(-l)gr 
fdqfq 

=gr(^(-i)ja 7) . Si est un gr tâ^) -mo­

dule gradué cohérent le T^-module : 

36 = fdqk dfdq ¿6 

fdsq 

est cohérent sur A par l'exactitude à droite du foncteur â . 

L'idéal annulateur de "56 est donc cohérent, homogène, ainsi que sa 

racine que l'on notera (j6). D'après le lemme 1.2.3. l'idéal 

annulateur de 
Ty ( T X ) 

fdqq 

tt yL 
o * u 

-if fqq coincide avec & 4 

t v(t*x) 
fdq fdqssqfdada 
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et donc supp 
tv(dt x) 

ffdq 

dqsfqd 
est la variëtë des zëros de 

fdq fqfqqdfartd 

Suivant les notations de la proposition 1.1.8. étant donne une bonne 

filtration sur m on a (gr {Yfi ) ) =1 c a r ^ ) et la proposition 1.2.5. 

en est alors une consequence immediate. 

Q.E.D. 

Definition 1.2.6. : On note fdqqfq et on appelle variëtë 1-microca-

ractëristique de Tfj le long de V _le support du 
tv(t*x) 

-module 

coherent 

mdv(t*x) fqfqezdf 

fqfsddfq 

g r ^ ) 

gr an,) ) 

pour une bonne filtration de TH. 

L'existence locale de bonnes filtrations sur/'/ implique avec 

la proposition 1.2.5. que l'on peut définir globalement C^(^:) 

comme un sous ensemble fermé analytique conique pour les deux 

actions de (C sur Tv(T X ) - celle liée a la structure de fibre de 

T X sur X et celle liée a la structure de fibre de T^(T X) sur V. 

Précisons ces deux actions sur un example : 

Supposons la variëtë X munie d'un système de coordonnées 
• * _ ^ _ ^ 

(x,Ç) et soit V= T X le fibre conormal a la sous variété Z d'equa -

tions x1=...=x^=0 prive de la section nulle. Munissons TV(T X) des 

coordonnées : 

(x",Ç',x',1") = (x",Ç',<x' 3 
3x' 

fqfqdzds 8 . 
fqfdsd 

où x'= (xlf...,x^), x"~ (xil+l' • • • ' 

S 1 - (Ç-i/»»»/Çn)ir rarrae(Ç&+1'#'"'Çn} 

Les actions de d sur T (T X) sont alors les suivantes : 
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VCe(£* , (x",Ç',x',£") hgf x",Ç',Cx',ct") 

(x",Ç-,x',£") gfds (x",CÇ',x',ce n) . 

Proposition 1.2.7. : Soit O 
gfd ¿vi >7Z o une suite exacte 

de! M V modules cohérents, On a alors : 

cj(7lt) fsqbdf u 
4 • r 0 t ) . 

Demonstration 

C'est une consequence immediate des propositions 1.2.5. et 

1.1.11. 

Q.E.D. 

Remarque 1.2.8. 

Soit 
vcxvc 

u= vcx ou **£ est un ideal coherent de VÎT-
Munissons7ïî, de la bonne filtration : 

vcx «V<j)u 

vcxq 

£¿<j> o f 

On a donc gr (TU ) 
vqxc 

grtf) 

gr(0^) 

gr«J)ff(^) 

(ou grCSB„: a(f) designe l'ideai engendre dans gr (SB̂ ) par les symboles 

principaux des elements de j£) et : 

* s c i 
gr (Trç, ) 

vcx 

n gfd(l) 

Par consequent : 

sqgd 
gfdfgh {6e T (T X ) , VQ e ö^(Q) (G) = O} 

En particulier si dffd est engendre par un seul operateur P, on 

a : 

C¿(7&) = {Ge T V ( T X) , a^(P) (0) fd = O} . 
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c) Construction de 
jklmjkg 

pour un ^ - module coherent 7?2* 

Désignons par 7/1 un ^ - module coherent. Il existe localement 

un ^x(o)-module coherent qui l'engendre et à fortiori un ,0^-module 

coherent qui l'engendre. 

Lemme 1.2.9. : Soit un ffi^-module coherent ; alors pour tout 

entier m. 

£ ( m ) =-$x(m)^a(o)35 

est un 
fqds 

module coherent et on a : 

(*) 4 <* = cJ(SC(m)) 

Demonstration 

Comme *%x (m) est localement libre sur ^fc^Co) , 3ß(m) est locale -

ment isomorphe à une puissance C& et est donc coherent. 

L'égalité (*) est alors une consequence de la propositior 

1.2.7. . 

Q.E.D. 

Lemme 1.2.1Q. : Soit ¿6 un S&^-sous-module coherent de 7ï[ qui engendre 

nrtt . 

Alors C^ ( ) est indépendant du choix deS£?. 

Demonstration 

Soit un autre i& -module coherent tel que 
fdsfdq fdsqfqfdssss Il suffit de démontrer localement l'inclusion: 

ffddssssfffffffffffdsfsfsf 

Soit m e IN tel que fqfd (m) l< lkl. D'après la proposition 

1.1.18, on a : 

S6(m) = ^ x ( m ) Êi(Q^ - ^ x ( m ) Ä 
*̂ X 

et donc cj(<; ) o c J ( Ä m ) ) . On applique alors le lemme precedent. 

Q.E.D. 
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Definition 1.2.11. : Soitgß un 
D1vd 

module coherent qui engendre fssqq. 

On appelle variëtë 1-microcaractëristique de Tfj le long de V et  

on note gdgs (7,1 ) l'ensemble gdsgd (^ ) . 

On peut donc poser risque de confusion 

I car fd - 1 car*e (36). 

Le lemme 1.2.9. montre que c i ( W ) est bien défini globalement 

comme un sous ensemble de T (T X) ; remarquons aussi que, d'après la 

proposition 1.2.8. Cv(17t) est ferme analytique et conique pour les 

deux actions de (E 

Soit x £ V; on appelle directions 1-microcaracteristiques de 

Ijfl le long de V en x les éléments de la fibre de C (TJt ) em x • 

Soit TT la projection T X >• X et H 1 ' isomorphisme symplecti-

que associé à la 2-forme canonique sur T*X : 

H : T*(T*X) • T(T*X). 

On peut donc definir : 

H o it : T X -y T(T*X) 

et si 0 e T*X on identifiera 6 et tt (9). 

Une sous varete Y de X (resp. de T X) est non 1-microcaracte-

ristique pour 7M le long de V si, pour toute fonction f holomorphe 

nulle sur Y vérifiant df ^ O, #ef=H (df ) fqffqqfqf 

Soit E une feuille bicaractëristique de V. 

Alors H induit un isomorphisme : 

T E TV(T*X) x 
V 

fdsq 

On dira qu'un vecteur n de T Z est. non 1-microcaractëristique pour 

rfll sur V s'il en est ainsi de H(n), son image dans TV(T X ) . 

Thëorëme 1.2.12. ; Soit : 

fsO •Tu 
fds 9r fdo 

une suite exacte de fdsq • modules cohérents }_ q n a alors l'éga­

lité: 

4 (TM) fqsffdsqfs fdu 
fdsqfsqfsqsfq 
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Demonstration 

Soit 7# 0 un B 1- module coherent qui engendre 771 • Quitte a 

remplacer 7)t0 par (™) 7ïlo pour m assez grand on peut supposer que 

m'0 = m0 u m'fqqf engendre • On a donc une suite exacte : 

o -ir m — ' ) • O 
*o o o 

de 9
1 

V 
-modules. Alors $ (7H ) est localement de type fini et donc 

coherent car o est pseudocoherent sur J9 T 7. Par consequent W ' est 
.x. v o 

coherent. On applique alors la proposition 1.2.7. . 

Q.E.D. 

Remarque 1.2.13. 

Soit M EXu = EX/S où j£ est un idëal coherent de <«^-

Soit L DiV D1v 
D1vU 

Alors |6 est un, 
D1V 

•module coherent et on conclut de la remarque 

1.2.8. que : 

c ¿ < * > = {e e T V ( T * X ) , k, D1V oJ(Q) (6)= O } . 

Rappelons maintenant qu'une sous varieté V involutive de T X 

est maximalement dëgënërëe si l'ensemble des points où la 1-forme 

canonique 00 s'annule est une sous varieté lagrangienne. 

On montre dans q20"] que l'on peut, par transformation canoni-
- - ' * n 

que, identifier localement V a la sous variété de T (e d'équations 

(*) • • • x̂ _ 5 n + l ç = 0 , 
P 

où p est la codimension de V. 

Theoreme 1.2.14. : Supposons V maximalement dégénérée et soit 

n -
ghGJHJHH 

où P HKJKL P ¿ 
JMKL 

;(m-l) et P ^ 
HJK 

(-1) a?^(ra+l) . 

Alors HKJL = {Qe T V ( T X) , a^(P) (6) = O} . 
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Demonstration 

Le théorème étant de nature locale, on peut utiliser des coor­

données sur X de sorte que V soit définie par les équations (*). 

Pour simplifier les calculs, on supposera r=0 et p<n, c'est-à-dire 

V régulière, le raisonnement étant le même dans le cas gênerai. 

Soit Q e 
D1v hea un opérateur d'ordre r>0 s'écrivant Q=RP. On 

va montrer que R appartient aj&v.fds Soit P(x,Ç)= E P.(x,Ç) le 

—» 
symbole total de P, Q(x,£)= I Q . (x, £) le symbole total de Q et 

j£r 3 
R ( x , U = £ Rp (x,?) le symbole total de R. Soit I l'ideal de defi 

j£r-m 36 
nition de V: par hypothèse il existe j, 0<j<m tel que: 

(**) 

fds e 
Vet 

si j > jo 

P. 
3o 

0 
j +1 

I 
V 

On démontrera par récurrence double sur s et j , décroissante 

en j que pour tout j et s positifs R. appartient à 1^ s . 

Supposons cette propriété vraie pour s-1, i.e., pour tout j. 

R. e 
3 

j-s-1 

Supposons aussi que pour j>j-,. 
i a V . On va verifier que 

R. e 
dsfq 

fdsV 
On a ; 

(*) jo + j1 V 
| a |>p 

1 
a! 

3 
3Ç' 

a Rl 3 
l3x 

a 
fqqf 

J + J1= L-| a | + k 

- Pour fd j1hg on a 3 
•as-

gzal 
fd fdV 

-s-1-I a I 

et pour k > jQ, r 3 
fd 

a fd e 
Tk+1 

- Pour l > j1 on a 3 
V3Ç 

a R F T£~S~laI 3 
v3x 

a P e 
k £ 

Ik 

- Pour £ < j n , k < j , on a : 

D0 + Jx = ^ + ~ k l < JQ + Jx " I ot I 
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et donc a=0, £ = j±, k = jQ 

Par conséquent P. 
3o 

R. e 
31 Vfd 

j0 + j1 - S 
ce qui entraîne avec (*) que 

R. e 
31 

3 r 8 

v 

Q.E.D. 

Rappelons maintenant la construction de la variëtë microcarac-

tëristique deTTt, le long de V de M. Kashiwara et P. Schapira £l2j que 

l'on note CL.fWl) : 

Remarquons d'abord que ̂  = 
j>o 

4 , i0v+1 est l'anneau gradue 

associe à la filtration de y * 
T X 

par les puissances de l'ideai I . 

On note alors a l'application '"symbole" (cf .§.1) de ct*x 

dans^rv : 

- si f £ ^ * X ' av(f) est la partie homogène de plus bas degrë 

non identiquement nulle du développement de Taylor de f le long de V. 

Pour chaque k e a' notons o__ i V,k la restriction de ov à 

<%*x(k) . Soit $ le morphisme d'anneaux associe aux aTT , : 
V, k 

$ : grCfcx) » +. 

On notera encore ov kle morphisme compose : 

SX 
g 

g r < ^ > 
O A 

Le morphisme $ munit ^ v d'une structure de gr ^ ) - module : 

si f e gr t%^) , a e Asjf on pose fa=$ (f )a . 

Soit maintenant!^ u n ^ (O)-sous-module cohérent de 772. qui 
° ce. 

l'engendre et munissons 971 ̂ e -̂-a bonne filtration sur u 

mj= EEX (j) m0, Vj jljl EZjlm.fqfqdsf 

Comme la filtration de ̂ v est noethërienne et gr (& ) est 

noethërien gr (7t ) est g r - cohérent . On pose alors: 
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cv(<np = supp 
T (T*X) 

D 

j0 Avdsd 

L1 
Av O 

gr ti£x) 

g r ( « ) ) 

On définit ainsi un ensemble analytique ferme de T^. (T X ) , coni­

que par les deux actions de <E . En particulier si W = ̂ i * où est 

un idëal coherent de EX 
Y ^ ( j ) / \ ( j ) f ^ • 

on a 11isomorphisme 

gr (Tri ) 
grOSx) 

gr(-É?) 
(où l'on considère ^ muni de la filtration induite). 

On en dëduit 1'isomorphisme : 

Av O 

gr c£x) 

gr (?£,) = 

Av 

AvOV (E) 

(où fty o^tg) désigne 1 ' idëal engendre par l'image de par le 

morphisme o^) et on a donc : 

CV(17L) = {e £ TV(T*X) ' VP e -f, av(p) (e)= °> 

Comme on se place en dehors de T X on a localement des 
x 

T X 
- isomorphismes t 

971 -j 
hj 

7»o 
M-1 

Notons M 
M0 

M1 

On a alors gr(7Tl) = gr(^x) Mk MEX 

T X 
ijkoM0 

et donc: 

cv(7tt ) =supp 
T (T X) 

^O * V 

-1 TT o 
Av 

T X 
(o: 

M0)] = 

=supp[ 
T (T*X) 

O 

Wo ^ 
O 

O 

j>o 

ZV W o 
TD + l^r 

ce qui montre que Cv (971 ) s'identifie au cone normal au support de 9% 

le long de V : 

Cv(7£) = Cv(supp)yt) (cf. [11]). 

Munissons 
AvM0 

de la f iltration 2 ^ ( j )7#o . On a alors 1'iso­

morphisme : 
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(*) 
gr <&-) 

g r © J % Q ) 
Ov(0)lm 

T X 
(o) g r ^ w z Q ) 

car on a : 

A « 
gr(6j) 

M0 *v<°> 
® 

T X 
(o) gr («J) 

Comme fk^ est plat sur on en déduit les injections : 

V 
fi 

T*x(o) 
Wt0 

OO 

'^*x<°> 

g r ^ W ) \7 

grflBÇ) 

gr (D1v m0) 

d'où l'on déduit l'inclusion : 

CV(>)71) c cjc&t) 

Exemple 1.2.15. 

Soit X=C, t une coordonnée de X, P l'operateur 
t12 Dt 

•i/m = 
EX/EXP 

et v= T*(0) ,c. Munissons T X des coordonnées 

(t,x) et T^(T X) des coordonnées (i,t) (t est la composante suivant 

le vecteur 9/3t) avec t^O. 

On a alors : 

C (flL)={6 = (T,t) e T (T X ) , a (P)(G) = it = O} 

et donc cv(9Tt)= {t = O} . 

Mais d'après le thëorëme 1.2.14., on a C^(7ri)= TV(T*X). 

La proposition suivante montre que la notion de variëtë 

1-microcaractëristique generalise la condition de Lëvi dans le cas 

d ' un -module défini par un seul operateur ( f 2j ) . 

Proposition 1.2.16. : Soit 
m EX/EXPfdsq 

avec P ET D1V(m) 

P ^ S 1 m-l) et P XD1v Sy(-1) Alors les conditions (i) 

et (il) sont équivalentes : 

(i a(P) £ Iv(0) Iv(l)n, 

(ii) 
1v (m) Tv (m). 
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Demonstration 

La condition (ii) équivaut, d'après le théorème 1.2.14., à 

l'égalité cfv(P) = cjy(P) et donc à a^(P)^0, autrement dit, à (i). 

Q.E.D. 

Remarquons que si17LKLM est unklmù-fsqmodule défini par un seul opëra-

teur P quitte a multiplier P par un opérateur elliptique convenable, 

on peut toujours supposer que P vérifie les hypothèses do Théorème 

1.2.14. et on retrouve ainsi la condition de Levi pour un opérateur, 

due à J.M. Bony [2.J . 

Proposition 1.2.17. : Soit un ^ - module cohérent et supposons que 

0 e T v ( T * X ) * est non 1-microcaractëristique pour "TJL le long  

de V en x *. Alors pour toute section u de TTfcil existe P e 

défini au voisinage de x vérifiant : 

1) Pu = O, 

2) 6 ' c v ( v v • 

Démonstration 

Soit ^=ann u ; comme C^(TH) contient Cv^^/^£^ ' 6 n'appartient 

pas à c\/^x/0t} et 11 existe donc p e<^v ML LMP vérifiant a^(P) (G)^O. 

Par conséquent P vérifie 1) et 2) . 

Q.E.D. 

§ 3. - Opérations 

a) Adjoint 

Soit 7*1 un (^-module cohérent et notons 

çh^= ]RfCom^(7)ï, Z^) l'adjoint de 77£ . C'est un complexe de fr» -modules 

â droite. Remarquons que l'on peut formuler la notion de variété 

1-microcaractëristique pour de tels modules exactement comme dans 

ce qui précède, les modules à droite remplaçant partout les modules 

à gauche. Si 7)^*est un complexe borné à cohomologie cohérente, on 

pose : 

cJ(97L) = U 
j 

C1v Aj (m)jklmp 
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Thëorëme 1.3.1, : Soit un 
fs 

•module coherent. Alors : 

C1V fsqfqfqf. 

Démonstration 

Observons qu'il suffit de vérifier l'inclusion : 

(*) gfdOit) 3 U fds fdfj 

fd 
<1»& S ) ) 

pour tout complexe#71 borne à cohomologie cohérente. En effet, en 

remplaçant dans par Jy^ on obtient : 

cJ(*U) C c J ( W ) C U 
D1V (EXtjEX (m, EX)) 

car (°YVt,) est quasi isomorphe atî^Ccf. [20"[) . Pour démontrer (*) on 

se ramène à 1YI de la forme O >̂ Çj »-0 ^O... où ^ est 

un ^ - module cohérent. En outre si la propriété (*) est vraie pour 

un nombre fini de ^ - modules 80"/ elle sera vraie pour leur somme 

directe. 

Supposons d'abord 2&de la forme EX/EXP Alors L* s'identifie 

ä la cohomologie du complexe O 
EX EX 

O... où P opère 

à gauche dans ^2^» 

Comme P est injectif, on a : 

Eom EX (L, EX) = 0 

Par conséquent uxt * L, EX) 

EX 

PT EX 
et 

D1V (EX/FEX) 
cf7(S6). L'inclusion (*) est donc vraie pour tout module 

de la forme 
sFD 

i=J 

EX/EXPis 
On démontre le cas général pour la 

méthode de Kashiwara (cf. |_4 J ) . 

Montrons par récurrence sur j que : 

c ^ c f c x t ^ < 
V ^ X 

(D/EX) 
c cJ(aS). 

Soit (u1,...,us) un système local de générateurs de LL . Soit 
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6 e T V(T*X) , e t cj(jg) . Alors il existe des operateurs P^, 

j = l,...,s , tels que : 

1) Vi, P. u. = O 
3 3 

2) 6 * C v ^ x / t ^ ^ «hgf. 

soit £' 
s 
© 

j=l 

EX 

ViPj 
et soit 7t le Ct^- module cohérent défini par la 

suite exacte : 

(**) O * L 
L1 N O L . 

Alors e & (Tt- ) • 

Posons T.= 
ExtjX (l, EX) 

et L . R . les 
EX-

modules correspondan­

ts pour et 71. 

On a une suite exacte longue : 

( * * * ) O > T 
o 

L0 R 
o 

T i • LLi 

• Ri-i 
T . 
1 

Xj 2̂  • • • 

Comme ^ ' vérifie (*), pour tout j, 6 n'appartient pas à 

c J ( L j : En outre, on a T C L et donc o o e * cJ(t ) 

Par conséquent c J ( t o ) c c J ( £ ) et de la même manière 

c J ( R o ) O c J ( 2 S ) . 

Supposons maintenant j^l et (*) vrai pour j-1 ; on a alors: 

C1V (Rj-1) C C1V(L)lmp 
et e a c ^ r ^ ) . 

Par conséquent, on a : 

c J t T . j O c J t R . ^ ) U CJ(L.) et 9 £ cJtTj). 

Q.E.D. 
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b) Produit 

Soient maintenant X et Y deux variétés analytiques comple­
xes, V et V deux sous variétés lisses coniques involutives de 
• * • * <JP 

T X et T Y respectivement. Soit 971 (resp. yrf ) un O - module cohérent 

(resp. un O y " m o ^ l e cohérent). On définit le produit tensoriel de 
m et gdgdm' (cf. [3oJ) 

M O m D2FD 
exxy 

-1 
Pl 

ex 
p21*Çf 

(P1 - 1 OC P2-1 m') 

* * * * 
ou p^ et p2 désignent les projections de T X x T Y sur T X et T Y 

respectivement. 

Théorème 1.3.2. On a l'égalité : 

D1VXV, (m Om') 
= C V(W) x C ^ ( ^ ) 

Demonstration 

Soit (resp. 97^) unjô^-module cohérent (resp. un JQ^., -module 

cohérent) qui engendre 7 % (resp. 7^) . Soit7?? a & J£ Q le <^^ x V,-module 

cohérent : 

Q S 1 

-o^sl 
p l ^ v 

a 

( p I 1 ^ 
DC p-2m'0 

Alors il est facile de voir que Jfĵ  & 9^ engendre Ô f & JJ£ . 

Soient maintenant deux bonnes filtrations sur7l?o et 9^ , 

respectivement : 

D1VXV s 

i = l 
* 5 

u i ' ^ k = 
r 

j=l 

KLM 
u1. . 
3 

On leur associe la bonne filtration produit sur 9 ^ MO O M'O: 

M0 O m'0)K 
e 

i, j 
<^VxV' 

u . & u f. 
1 1 

où 

v. S u 1 . 
1 d 

désigne l'image de u. s u ! dans 
m0 O m'0 

On a donc : 
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(M0 ggqfdsdssdfh 

EXXY (o) 

p1-1l 
K(o) »Po 

c 
E1^(0) 

( I 
p+i=]-

klmfdsmjml C'1 O u'j 

et le théorème en résulte. 

Q.E.D. 

c) Division 

n * 
Soit maintenant X=€ et munissons T X des coordonnées 

(x,g), x= (x , klm jkl. . . ,x ) , Ç= (E1 + , ... En).. Soit V la sous variété de 

T (£ d'équations £ = . . . = £ ; = x , = . . . = x = O. 
1 r n+1 p 

Théorème 1.3.3. (Division) 

Soit P 
DO1V 

un opérateur d 1 ordre m tel que 

H O x J klmk kllmkjb Alors quel que soit Q 
D1V 

il existe P 

et R de manière unique tels crue 
1) Q= SP + R, 

2) ordre de R < ordre de Q et a d m  

X l 
(R) =0 

(où ad 
X l 

(R) = 
JI, RI). 

Démonstration 

On utilisera le lemme suivant : 

Lemme 1.3.4. : Soit x £ V et soit f(x,g) e I ( l ) m , m>0, 

vérifiant 
O 

^ 1 

H f (x*) = O, v < m 

3 
IJ1 

m 
f(x ) ? O. 

Alors pour tout k e U et g e I ( l ) k il existe manière unique 

s e I (1) 
k-m 

et r e I (1) tels que : 

i) g = sf + r , 

ii) r est un polynôme en g 1 de degré inférieur 

à m. 
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Demonstration 

Le thëorëme de division de Weierstrass classique assure 

l'existence et l'unicité de fonctions holomorphes s et r vérifiant 

i) et ii) et on se ramène donc à monter que s appartient a 1^ m 

On a alors : 

3d 
9 ^ 1 

md 
9= 

3 
fsq 

m ;sf) 
m 
fds 
i=0 

m 
i 

fds 

' ^ 1 

m-i 
s 

3 
fs 

1 f 

et il suffit de remarquer que pour i 

9 
fd 

i 
f £ Tm-i 3 

fs 
ei ffs * l ™ - i + 1 

fes 

Q.E.D. 

Le lemme 1.3.4. appliqué au symbole principal de P permet de 

raisonner par récurrence décroissante sur l'ordre de Q et on se 

ramène au cas où est d'ordre zéro; on applique alors le thëorëme 

de division microdif f ërentiel ( [2CT\ ) . 

Q.E.D. 

Corollaire 1.3.5. : Soit 
fsfsfs 

un opérateur d'ordre m et supposons 

que H ( 3 x 1 est non 1-microcaractëristique pour P le long de V. 

11 existe alors des operateurs E et P définis au voisinage de 

x vérifiant : 

P = E P 

1) E elliptique d'ordre zéro. 

2) P (x,D x) = D i + E 
o<J <m 

Ajqd(x,D') 
fds 

où les A. i (x,d'; désignent des opérateurs dans < ^ ( m - j ) indëpen-

dants de D n 

Démonstration 

On applique le thëorëme précédent avec Q=D^ . 

Q.E.D. 
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d) Restriction 

Nous allons étudier la restrictionOJÎY ^ 'un t^"^odule 

cohérent à une sous variété Y de X. Rappelons la construction delï)31Y 

(cf. r.2oJ.) • soit iT la projection de T*X sur X, p la projection de 

T*X x Y sur T*X,co le plongement de T*X x Y dans T*X et notons avec 
X X 

f20l : 

Y^X 
= U-1EY fi 

U-1EY 

EX. 

On montre dans [%20j que ce faisceau est muni d'une structure 

naturelle de (P 1 Î&Y, w lctxî bimodule et on pose : 

MY = JK P ^ fi 977 ) 
Y->X <L ^ } 

Si Y est non caractéristique pour )7l, "Ŵ y est un ^ - m o d u l e 

cohérent et la variété caractéristique de mY, ss (mY),' est contenue 

dans p(SS()H) fl T*X x Y) (cf. [20"J ) . 
X 

Soit d la codimension de Y et p la codimension de V. On suppo­

sera l'existence de d fonctions homogènes de degré zéro nulles sur 

Y, f-^,...,f^, et de d fonctions homogènes de degré un nulles sur 

V, g^,...,g^ telles que la matrice (d,d) des crochets de Poisson: 

f s s { f i ' V v soit non dégénérée. 

On dit alors que V et T X x Y sont orthogonales . Soit x e V 
X 

et soit E la 2-forme symplectique sur T^*(T*X). Notons : 

(T *V) 
x 

= {v e Tx* (T*X) Vw e Tx*(V), E(v,w)=0} . 

Lemme 1.3.6. Sous les hypothèses précédentes : 

(i) V et T*X x Y sont transversales 

(ii) la restriction de p à V D T*X x Y est une immersion. 

Démonstration 

D'après l'hypothèse d'orthogonalité, on a : 
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(*) T * (T*X x Y) 
x X 

0 T x*(V)=0 et (i) en resulte car V 

étant involutive, on a T ^(V)cl-T(V) et donc 

T + (T X x Y) + T *(V)= T (T X) ; 

(**) l'application tangente t

x * ( p ) associée â p est injective 

ce qui équivaut ä (ii). 

Q.E.D. 

Lemme 1.3.7. : La sous varieté de T Y 

V = p(V 0 T*X x Y) 

est involutive, lisse et homogène . 

Demonstration 

On considère T X muni des coordonnées symplectiques (x,£) de 

sorte que V soit définie par les équations g1 = ...=9^ = 0 avec 

{g.,g } = O, Vi,k, g. homogène de degré un, les dg. indépendantes 

sur V et T X x Y définie par f^(x,£) = ... = f^(x,C)=û, avec 

{E. ,f, } E O, Vi,k, f. homogène de degré zéro et les df^ linéairement 

indépendantes sur T X x Y. 
X 

Supposons par exemple ^^.'^l^ ^ ®~ (~)n P e u*- évidemment suppo­

ser g 1 = C 1 . On a donc 
3 f i 
f11 ï O et on peut écrire 

f^(x,U = a 1(x /^)(x- L+ h(x' ,Ç) ) avec a^ inversible . 

En remplaçant f1 par a-1 f1 on a {f1, g1} = et on peut donc 

écrire dans un nouveau système de coordonnées f]_ = x]_' g i = ^ i * 

Comme {g^,-Ç^}=0, les g^ sont indépendantes de x-^. En divisant 

g^ par pour i>l on peut aussi supposer g^ indépendant de Ç^. 

De même, on conclut de {f^,x^} =0 que les f^ sont indépendants de 

Ç^, et, en divisant f^ par x-^, pour i>l, on peut supposer f^ indé­

pendante de E1. Une transformation canonique indépendante de 

(x^,^) permet de supposer f 2

= x 2 • supposons ensuite que {f^ rg^}^0. 

Alors on peut écrire : 
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g2= a2(x,/g») £2 + b2(x',Ç") 

avec b2 indépendant de ( x ^ , ^ , ^ ) et a2 inversible. En remplaçant g2 

par a"1 g2 on obtient {f2'g2^ =1 et ^ nouveau par une transformation 

canonique indépendante de (x1,x2,^) on peut supposer g2=^2-

En recommençant ce raisonnement par rapport à f^, 1=2,...,d, 

on peut donc se ramener à la situation locale suivante : 

- Y est la sous variété de <en d'équations x1=. . . =xd=0, 

- V est define dans T <cn par les equations 

E1 = ... = Cd = gd+1(x",£")=... = g (x",£") =0 ou les g^ ne dépendant 

pas de (x^,...,x^,g^,...,Ç^). Alors V est dëfine dans T Y par les 

équations <?d+j= • • • ==^p=° ce <3ui entraîne bien que V est lisse, invo­

lutive et homogène. 

Q.E.D. 

Notons maintenant ^ V ,v 
le faisceau 

m-1OY 

tt-1©' 

D1V 
vx(0fdqfd) 

T$ (o) 
X 

D1V. 

Alors, 
D1V 

V1 ist évidemment muni d'une structure de j9^-module 

à droite. 

Lemme 1.3.7' : fqfdsads est muni d'une structure naturelle deffiTTl-mo 

dule à gauche, 

pëmonstration 

Il suffit évidemment de démontrer que l'application naturelle 

deâ3?"7l tt dans t v ^ v est injective et queQL1, t7 est invariant à 

gauche par p ^ v i • °n peut utiliser des coordonnées locales et 

supposer Y dëfine par x-. = ...=x.=0 et V définie par 

e = Cd = gd+1(x»fç») =••.=g (x",ç")=o. 

Le lemme 1.2.1. entraîne que si P appartient à 

D1V U (x1 EX + … + xa EX) lmpzsfsdqfdq 
et s'écrit : 
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P = X-. P. + . . .+ X , P _ 
1 1 d d 

les P^ appartiennent â J Ö 1 Il suffit alors de remarquer que les ope­

rateurs dans p-1 L commutent avec x1,...,xd. 

Q.E.D. 

Théorème 1.3.8. : Soit7?I un by-module coherent, 

Soit V une sous variëtë involutive lisse maximale-
-» — ^ 

ment dégénérée de T X et soit Y une sous variété de X orthogo-

nale â V , non 1-microcaractëristique pour 7ÏL le long de V. On 

a alors l'inclusion : 

cj, (^)CX (cj(îij) O T V(T*X x 
X 

Y) ) 

ou X designe l'application naturelle 

T (T*X x Y) 
X 

------> 
t ,(T*Y) 

associëe a p. 

Demonstration 

On utilisera les lemmes suivants : 

Lemme 1.3.9. : Soit ̂ LL& un SD1S^module coherent et soit Y une sous va-

riete de X orthogonale â V, non 1-microcaractëristique pour r£> . 

Alors : 

(D 4 
déf 

S5 1 

V 
lm 

V 

a «6 est un fl
1 

-module 

coherent et 

(ii) 
C1V, (LY) 

: x (ciefc: O T (T*X x Y) ) 
X 

Demonstration 

Montrons i) et ii) dans le cas où d=l . 

i) Comme c^oß) n t (T*X x y; est un ensemble analytique coni­

que de T^(T X) l'hypothèse entraîne que la restriction de A à 
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C1V (L) 
H T (T*X x Y) est propre et donc à fibre finie. Cela nous 

permet d'adapter la méthode de L20l' lemme 3.5.2. . Plaçons nous 

au voisinage de x £ (T X x Y) 0 V 
X 

En coordonnées locales on peut se ramener comme dans le lemme 

1.3.7. à Y dëfine par x^=0, et V dëfine par : 

Çl = g2 = ... = gp =0, 

ou les g^ sont indépendantes de ^^.'^l^ et x ~^xo'^o^ avec x0=0sqf' 

Eh = 1 

Le corollaire 1.3.5. entraîne alors comme dans []2Cf[ que 

11 operateur : 

xi : £ l 

est injectif et on peut donc se ramener au cas où 
3 

a 1 

D1VP 
avec 

P(x,Dx)= 
Dm1+ 

E 
o_< j <m 

A . 
3 
(x,D')D^. Remarquons que si y e V alors 

-1 * 
P (y ) 

0 V se rëduit à un seul point et on a 

LY 
D °^ v 
CD1V+D1VP 

Le thëorëme 1.3.3. permet alors d'appliquer la 

mëthode de £2oJ pour montrer que si u désigne le générateur de i& 

alors (1 fi u,...,1 fi Dm-x u) est une base de DY sur D1V 

Pour montrer ii) on peut évidemment s u p p o s e r ^ muni d'un seul 

générateur L D1V D D v/L F Comme Y est non 1-microcaractëristique pour 

il existe dans S un operateur de type Weierstrass en D , d'ordre 

M_>0 : 

P(x,Dx) D 
DS 

+ I 
o< j <M 

A (x,D') C1i 

Alors tout opérateur Q e 
D1V 

s'écrit de maniere unique : 

Q = RP + Z 
o< j <M 

Bj(x,D') 
D 

où les B. ne dépendent pas de D1 ce qui implique que KLM est engendré 
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par u,. . . , M-l D, u sur le sous anneau 
fd 1 
V 

de 
fd 

des operateurs indépen­

dants de D-^. Munissons SO de la bonne filtration : 

3ij = J9^( j)u fd 

o_< £<M 
J8 

î 
V 
: j-£)D^u 

Soit* t v le sous anneau de 
fds 

des operateurs indépendants de 

Di 
fsfds fdzsf et posons, pour j<0, M = MLKJ 

On a alors, pour tout jeZ, DL = JHFD MLV ̂x ( j ) 

Par suite Vk, Vj _> O, on a : 

(*) 
HGTQ QAZER POML 

* 0<&<M 

MP MP MLP MLUT 

Soient maintenant (x*,9) les coordonnées de T (T X ) , (y ,61) 

celles de T ,(T*Y) et soit P=(y;,ei) DT MPSZ n T (T*X x Y)) . 

Comme A est propre et QZE H TV(T X x Y) est un ensemble ana­

lytique algébrique en les fibres de TV(T*X) • V, 

X (cjäß) H T (T*X x Y) ) est un ensemble analytique et il existe une 

fonction holomorphe f (Y*,6') homogene, polynomiale en G1 f vérifiant: 

f ^o'eo} = O, f 
cj 01) f] TV(T X x Y) 

=o 

On appliquera le lemme suivant : 

Lemme 1.3.IO. : Soit 
QR 

un SB1- -module coherent muni d1 une bonne filtra 

tion QARP et soit Q PLITS d1 ordre m, tel que : 

C1V(0) 
C1V(L) 

n tv (T X x Y) 
=0 . 

Alors il existe l > O o — tel que l > l 
— o 

entraîne 

Q1 Lj 
c 
L 

'j+m£-l 
EX 

(-1: 
L 

j + £m+l 
x1L.LMP 

Demonstration 

On peut écrire : 
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fds1 
(Q) = g(x ,e) -f x1 h (x ,6) 

avec h et g holomorphes homogènes polynomiales em 0 et g nulle sur 
fds fs 

Soit N>0 tel que 
N 

g 
e ann fd 

• tv(t x) tt 
o 

tt 
c 

-1 
A-

fds 
fds 

et soit R un operateur dans 
fffdf 

d'ordre mN tel que 

fds 
4 (R) IN 

= g . 
Alors pour tout j, on a : 

( * * * ) r SG. c 1fd j+mN-1 
fdsfsfs ff 

j+mN+1 

etgf 
fs1 
(Q) 

N. .1 
=CTv 

(Q ) fd fds (r) + x-jh' . 

Soit H fds tel que fds (H)=h' . Alors N 
Q -R-x1H 

appartient ä fs 
nN-1 

+ ^ x (-1) fd 
-mN+1 

et donc 

dssssfsfqfqf 
+ xn3bgf fssfdhfdsgs +*x<-gf fds 

,mN+l fds 

et il reste a appliquer l'inclusion (*) en posant £q=N. 

Q.E.D. 

Soit maintenant Q tfSl d'ordre m>0 avec a1 (Q)=f 

Il existe donc £ >0 tel que pour l0> 0on ait : o— — o 

fsqfq fqsdddddddddddddddddddddddssfsqfqsdfsfdsfsqf 

Remarquons que pour tout k, on a : 

fdsqfsd fdsqfdsqfsddf fdsqfqfq 

car on a: fqdsfsdqfsddqfsdfqfqfqqf 

Soit maintenant fdqs le^__ (O) -module 

ffdsqsq 

fdsqfdqsgds 

Alors j est localement de type fini sugfsggfsf car c'est un quo -
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tient du 
teztz 

-module localement de type fini 
trez 

xi * j 
LPM 

Comme 
A , 

est fe1 
V 

-coherent les sous-modules tzerz sont cohérents 

et on a tre tzerrtre cv 
terzz On déduit alors de (****) et de 

(*****) que pour tout j>>0 et • , on a : 

tezreztrefsqdfsdeliaq trezrzzg+gf+df+gd+dg+ 

On a donc trouve un operateur q=q e 8 Z , tel que : 

Vj ,r tzree 

4 -
trfsqdfqzz to 

ret 
tr1tzz 

(Q)(y ,e^)^o. Par consequent (y ,e;) tzrereelia meth 

q.e.D, 

b) Supposons maintenant d>l et le théorème vrai pour d - 1. 

Alors il existe localement une sous variété Y" de codimension d - 1 

dans X contenant Y et orthogonale à V. Soient p1 et p" respective -

ment les projections : 

T*Y x Y 1 P ' T Y 1 

T Y1 x Y P" T Y 

Soit V'= p1(V D T*X x Y ) . On a : 
° y 

p" (V 0 T*Y1 x Y) = 
H o ... 

p ( V H T X x Y ) = V1 . 

D'après le a) ii) Y est non 1-microcaractëristique pour LY, 

le long de et comme Y est contenue dans Y', celle-ci est non 

1-microcaractëristique pour le long de V.L1 hypothèse de récurrence 

et 11isomorphisme (2?Y,)Y-SC^ permettent alors de conclure succes­

sivement que 3^Y est cohérent et 

tY GVHB KJ LM LPM 
0 T (T*X x Y)) 

v y 
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ce qui achève le démonstration du lemme 1.3.9. . 

Pour conclure la démonstration du théorème 1.3.8. il suffit, 

grâce au lemme précèdent, de montrer que si & est un S5^-sous module 

qui engendre 7ft alors l'image de ¿6 dans "W? est un SS}i t-sous module 

qui l'engendre. Plaçons nous au voisinage de x e V. On a un isomor-

phisme local: 

^Y+X = P 1 fqqfq\ fsqyuqd 2 Y ^ x ( o ) . 

On en déduit : 

^ Y = P * < V x % ™ 
gqq fsef fdsqdfff fsd fqdfdddddddd 

* P * [ p X % Y fqfqfq 
t Y ^ x ( o ) W o ) l 

fq15679155ddfqffffffdd 

Q.E.D. 

§4.-Variété 1-microcaractëristique pour un couple (77? ,71) de 

^ - modules cohérents 

M. Kashiwara et P. Schapira ont défini dans [_12] la variété 

microcaractéristique C(yfl,j\) d'un couple (7)7/ 9t) de *^ -modules 

cohérents. Nous définirons de manière analogue la variété 1-micro­

caractëristique de CWJ , fl ) : 

Soit A le fibre conormal à la diagonale de XxX. Alors A est 

une variété lagrangienne et on peut identifier (T (XxX)) à T(T X) 

par la première projection. Contrairement au §1., on note pour un 

<î„-module cohérent 
2\ 

7П = TRÍCorn 
*x 

m, EX 

iOXfs 

XLM-1 

où Çl désigne le faisceau des n-formes différentielles holomorphes 

sur X.M est donc ici un TX -module ä gauche. 
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Definition 1.4.1. : On appelle variété 1-microcaractëristigue de 

(Wir TV) 1 ' ensemble : 

c 1(T)1,n ) gfds 
( m à n, > • 

C'est donc un sous ensemble analytique conique ferme de 

T(T*X) qui contient C (7fl , 7\ ) . 

SoitTW un ~% x-module cohérent de support V muni d'un générateur 

u et s o i t ^ = a n n u. On dira avec [20J que 7?t est à caractéristiques 

simples pour u sur V (ou que u est un générateur simple deTTZ ) si 

l'idéal engendré par les symboles de ^ est réduit . 

Théorème 1.4.2. : Soient 171 et 7j deux ^ - modules cohérents . 

Supposons V maximalement dégénérée et 7î_ muni d'un générateur 

simple sur V. On a alors : 

gdssssssgfsdddddddfffffffffg 

Démonstration 

Soit p la codimension de V. On peut supposer V define locale-

ment par x^=. . . =x^ = £;̂  + ^= • • • =^^=0 dans T <t , au voisinage de 

E, -j_7̂° • Alors 7% est isomorphe à 

gsgs 

" V V - • •+ * X X £ + " t X I V l + - • - + , * x D p 

et on a un quasi- isomorphisme : 

gssggs gf= gsdsf 

En raisonnant par récurrence sur le nombre de générateurs de 

on peut se ramener â77J - ^ M = EX+/D. 

Munissons T (XxX) des coordonnées (x,y,Ç,n). Alors A est défi­

nie par les équations x

i

= Y i ^ ^i =" r ii ( i = 1 / • • • /n) et 

7*1 a ri -
EE X x X 

JMJMJ JIIGFRF GJJKKHGG ++++469fqfqfqq 

où (y x,•••, 
* y £ + : 

/ • • • / D ) désigne l'idéal d e ^ X x X engendré par 
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v1, ....., y1l, Dyl+1, ....., DYPgsdgfd Soit P(x,D ) un operateur dans ^ ' H Â 1 , 

d 1 ordre m, s 1 écrivant donc 

P (x, DX) Z 
o<_ | a | <m 

gddddd 

A, (x .D ) (x, D l 
a ' x 1 x. 

a l 
(X D 

Z x 

LPM KL+1 

Yl+1 
.D 

a 
, P 
x 
P 

avec A e 
a 

"S v(o) On lui associe l'opérateur : 

P (x,y,D x,D y) ED 
o<_ j a | <.m 

A (x,D ) 
a x 

^ ( x l - y i ) D x ï 

a l DYl-YlDX1 
Al 

D1 
ll + l 

DF 
L+1 

A+1 

(D 
PP 

D 
D 

A 

qui appartient a D1 Comme D commute avec D , i=l,...,n , on en 

déduit que P -P appartient a (y-^.-.y^ D 
V ̂£ + 1 

DKOP et donc P 

appartient à 
DS 

DQS 

ddSs 
Ky-L, Y A , D l + 1 , ...,D ) . 

Y 

Soit y la projection : 

T A(T*(XxX)) T (T X) 

composée des projections T A ( T (XxX)) T (T X) T v ( T X ) . 

Pour achever la démonstration on remarque que pour tout 

G e T (T (XxX)) on a par construction : 

JLPM P) (6) = a "7. (P) (y (6) ) 

Q.E.D. 
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CHAPITRE 2 

Problème de Cauchy microdiffërentiel 

§1. - Théorème de Cauchy-Kowalewska pour un operateur 

Nous rappelons d1abord la méthode de P.Schapira [19] pour rësou 

dre le problême de Cauchy pour un operateur à valeurs dans un module 

microdiffërentiel muni d'un générateur simple sur une variété lisse 

régulière . 

Soit (X ) r_ -, r une famille d'espace de Banach. On dit avec 
s s e [O 11 L 

[22] que (X ) définit une échelle d'espaces de Banach si : 

a) Vs1 <_ s, Xg s'injecte dans Xg , et la norme de cette injec­

tion est inférieure ou égale à 1. 

Soit #(xs,xs,) l'espace des applications linéaires continues 

X ^X , 
s s ' 

muni de la norme s, s' 
et soit A(x^) une fonction ho­

lomorphe dans B(0,e ) gfddqfdsqfdsqsqfsqgdsfdgfdfg à valeurs dans 

fqsdfdfq pour tout s'<s et vérifiant : 

I A(xx) 
s , s ' 

Cd 

s-s ' 

pour une constante 0 0 indépendante de s et s'. On a alors le théo­

rème de Cauchy-Kowalewska précisé abstrait : 

Théorème 2.1.1. [22'J : Soit vÇx-^) une fonction holomorphe dans 

B(Q,c) à valeurs dans , pour tout s<l. 

Alors pour tout s< 1 il existe une fonction (unique) u (x^) __ho~ 

lomorphe dans le disque ouvert B(O,6(1-s)) à valeurs dans 

X^, solution du problème de Cauchy 
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9u 
dX 

= A(x1) U (X-ĵ ) + v(x1) 

u(O) = O 

avec Ô 
o 

= inf (e , (ce) -L) . 

Soit X=(C muni des coordonnées x=(x, ,...,x ) , T X des coordon-

nëes (x,Ç) avec Ç= ( Ç _ , . . . f Ç ) et soit V la sous variété de T (C défi-

nie par les équations 5-̂ =- • - = ̂ p=0 au voisinage du point x de coor -

données x=0, fqssssqfddffffffa £ - 1 . 

n 

Soit Y l'hyperplan de <Cn d'équation x =0. Alors la variété 

V ' = p ( v r i T X x Y ) est définie dans T Y par les equations 

Ç2 £p -O . 

Soit 71= 

faf 

V 
D1+ fqb nfds D 

p 

. Le système induit *2 est ëvi -

demment isomorphe a 

dsqn 

txD2+...+tY Dp 
. Posons, pour tout j e It , 

71. 
3 

*fcx(j) 

15x(j-l) D1+... + ̂ x (j-l) Dp 
fds 

L'application naturelle Ttj >7l est une injection et on 
fqf U 

j 

fdq fsdd 

Remarquons que les operateurs D^f..., Dp opèrent à gauche sur 

TĴ j car on a pour tout P e ~^x(j) #• D^P = P + p D ^ p ] et 

[D±/P*] e "tx( j) • Par consequent TZj est muni d'une structure naturel­

le de 33^-module, donc cohérent car ?7. est évidemment 6Y(O)-cohérent. 
3 A 

L'operateur Dn étant inversible au voisinage de x (resp. de 

y = p (x ) ) on a des isomorphismes, V j , k e % 
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nj = fqsfq nk 

nY 

j 

= nY 

k 
. 

Identifions 7^ au sous faisceau de~fc>x(0) des operateurs indé-

pedants de (D,,...,D ) (c'est-à-dire, qui commutent avec x,,...,x ) . 

Soit Z la feuille de V passant par x et soit K un compact de Z* 

Pour chaque s>0 on peut donc munir 9t0(K) de deux quasi-normes: 

celle induite par la norme formelle N(K,.,s) de Boutet de Monvel et 

Krëe dans lmplm ( D ^ J ) <3U^ l'on notera Nv(K,.,s) et la norme quotient 

de N(K,.,s) que l'on notera y(K,.,s) „ 

Lemme 2.1.2. : Pour toute section u de 7L au voisinage de K, on a : 

N (K,u,s) - y(K,u,s) . 

Demonstration 

Ecrivons u=Q(x,Dx) = Q(x'DP+i' ....., DnV = e 
k^o 

fqfdq 

On a par definition 

Y(K,u,s) = inf 
fqsfd 

N (K, Q+R, s) 

où lm = kùkùùjj ............. + ZX =1 DPLMPKJ et 

N (K,u,s) DE 

k , ol , 3 

2(2n) kl 

(lal+k):(Ib|+k): 
sup 
K 

KL 
' 3x 

MP 9 
•3Ç 

3 
Q-k s 

-2k+ a + 3 
MP 

Par consequent 

Y (K,u,s) <_ Nv(K,u,s) . 

Soit maintenant RejP de symbole total r= Z 
k^o 

R-k-
Alors chaque R-k 

ainsi que toutes ses dérivées en Ep + 1, Ep ^p sont nulles sur V et 

on en déduit: 

sup 
K 

DP 
1 3x 

a 9 
MP 

3 (Q-k fR-k MP 
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sup 
K 

3 
3x 

a gfd 
*3Ç 

3 
Q-k 

si Vi £ gdsgdfsgfdg gsgf 

sup 
K 

d 
k9x 

3t 3 
3Ç' 

3 
R-k si i e gsfdgssgsgs 3.7^0 

Par consequent N(K,Q+R,s) = N(K,Q,s) + N(K,R,s) et donc 

Nv(K,u,s) £ y(K,u,s) . 

Q.E.D. 

Corollaire 2.1.3. : Soit A gsdf (O) (K) et f e 77 (K) . 

Alors N (K, Afts) << N(K,A,s) Nv(K,f/S). 

Remarque 2.1.4. : Pour tout N e U on munit 7\ Q de la quasi norme vecto 

rielle obtenue de la norme de Boutet de Monvel et Krëe (cf. q20]) que 

l'on notera encore Nv(K,.,t) et on obtient l'analogue du lemme 

2.1.2. . On notera, pour tout t>0 

X(K,t) = {f e 71q(K) N (K,f,t) < œ} 

Lemme 2.1.5. : La norme N̂ T ( K, . , t ) fait de X ( K, t ) un espace de  

Banach . 

Demonstration 

On utilisera le lemme suivant : 

Lemme 2.1.6. : Soit E un espace de Banach muni de la norme 11 11 • 

Pour tout p>O soit E(p) l'espace vectoriel des suites 

gsfd 
n e 3n U{0} 

d'elements de E vérifiant : 

gsfd Z 
n 

a 
n 

n 
P 

< oo • 

Alors E(p) est un espace de Banach par rapport a la norme 

(a 
n P 

Z 
n 

a 
n 

n 
P 

Preuve 

Soit , v 
>a 
n n>o 

une suite de Cauchy dans E(p).Alors pour chaque n 

la suite gsfgs est convergente dans E et définit donc un élément bncE. 
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Pour tout e>0 il existe vq e jn tel que pour tout n £ 1\î,v,ij>_v0 , 

fqsfq 
Z 

n=o 

a -aH 
n n Pn<e ce qui implique yv>v0 

oo 
z 

n=o 
a -b 
n n 

n ^ 
p < e et donc 

(aV) tend vers (k>n) dans E(p) . 

Q.E.D. 

Demonstrons maintenant le lemme 2.1.5. . On peut évidemment se 

ramener à N=1. Soit (fv)vejfl une suite de Cauchy dans X(K,t), avec 

f = 
v 

fds 
3<o 

f 
1 

fds Alors f 
j 

est une fonction holomorphe dans l'ouvert 

Kt/2 
= {x e T X, d(x , K) < t/2} où d designe la distance euclidienne 

dans T X. Par suite f 
1 

appartient à l'espace de Banach des fonctions 

holomorphes dans Kt/3 et continues dans Kt/3 * On applique alors le 

lemme 2.1.5. 

Q.E.D. 

Soit maintenant P un operateur dans S>v< d'ordre r et de type 

Weierstrass en D1, s'écrivant : 

(*) P (x,Dx) fd D+1 + Z 
0< a <r 
a.. < r 

A (x,D') 
a x 

fds D 
P 

fsd a 
"D 

où les operateurs A^ sont d'ordre zéro et indépendants de D^. 

Remarquons que la feuille Z' de V passant par y* est égale 

à p(T*X x Y 0 Z) 

7C 
Soit 3(p) (resp. B'(p)) le polydisque de centre x (resp.de 

centre y*) et rayon p contenu dans Z (resp.dans Z') 

Théorème 2.1.7. : Il existe p >0 et 6>0 tels que pour tout 

p<p0. si f ^ ( b ( P ) )_ et (h)=(h,,...,h ) fdsfsd T b m p T ) _ il existe 

une solution u unique appartenant à fds (B(ôp) ) du problème de 

Cauchy 

(**) 

Pu = f 

w U I .y — hj^ f • • • i 
Dl 
.r-1 

u I y = h . 
r 
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Demonstration 

On peut se ramener par des méthodes classiques à (h)=0. En 

adaptant la méthode de |22] dans le cas différentiel on peut ensuite 

se ramener au problème du premier ordre suivant: 

Soit N le cardinal de {a e 3NP, [ et | < r-1} et soit U un voisina­

ge ouvert de x* dans V. Soient A j, j=2,...,p et B des matrices NxN à 

coefficients dans "t̂  (O) (U) indépendantes de D^ et soit : 

P(x,Dx)= d1I 
P 
fq 
j=2 

A.D +B, 

où I désigne la matrice identité NxN ; sous ces hypothèses trouver 

pQ>0 et 6>0 tels que B(pQ)czU et pour p<pQ, si F appartient à 

7^(B(p))N il existe une solution unique U e ??0(B(ôp))N du problème 

( * * * ) 

r\j -> ->-
P U = F 

•5|y = ° 

Posons pour s e F0'1] et t e ]o,l] 

s 
= X(B'(s),t) = 

= {2e7ly (B1 (s) ) ,1 Nv, (B1 (s) ,G,t) <oo] 

D'après le lemme 2.1.5. les espaces Xg sont des espaces de 

Banach ; de plus, pour s'<s, on a : 

fdS fqS 

et la norme de cette injection est inférieure ou égale à un. On note­

ra t 
s 

la norme de 
fqS 

On définit ainsi une famille d'échelles de 

Banach paramétrées par t. 

Lemme 2.1.8. : 

1) Soit F (x1,x,,D") (avec d"= (D ,d ) 
D+l' n -

un élément de 

Yl0(B(s) )* et supposons 

N (B (s) ,F,t) < oo ; 

Alors l'application xl F(x,,x',dm; définit une fonction 

holomorphe de x-, pour [x.. <s à valeurs dans X 
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2) Réciproquement étant donnée une serie 

g(xx) Z 
j>o 

fcj xl avec f . e X1-
3 s 

convergeant uniformément pour |x,\<e, alors g définit un ëlë -

ment de gfd défini au voisinage de 

B ( £ , s ) = { <x,£) e V, |x1|<£/ (x1 ,Ç) e B ' (s) } 

Demonstration 

On peut supposer N=1 . 

1) Soit F (x,£)= Z 
k<o 

Fk(x1/xI ,£") le symbole total de F. 

Alors les F, sont des fonctions holomorphes dans 

gds {x e V, d(x*,B(s)) < t/2} . Posons 

G. .= 
1 
î: 

3 
dX-. 

j gsg (o,x',€") Alors les inégalités de Cauchy impliquent 

que le symbole formel < G .= Z 
k<o 

G, . 
k: 

définit un element de 
"Y 
О 
(B« (s)) 

vérifiant : 

(*) l|G.|[ 
t 
3 

N (B (s) ,F,t) 

s3 

et donc Gj appartient à X^. On déduit aussi de (*) que la série 

Z x^ G . converge uniformément dans X*', pour |x, | <s ce qui implique 
1 j s i . 

D . 

2) Supposons que : 

(**) |XX| < e 
tre 

j^o 
xl 

j f. 
3 

ts 
< co 

et soit f_.= Ztre 
k£o 

teztrz le symbole total de f . Alors la série formelle 

F (x,Ç) Z 
j>o 

xj 
Xl f.(x-, Emc) converge uniformément dans l'ouvert de V 

D ' = {(x,Ç)e V, |x |<£, d((x',£"), B'(s))<t/2} qui est un voisinage 

de B(£',S) pour tOUt £'<£. 

Soit t'<t et £'<£ . O n déduit de (**) l'existence d'une cons­

tante C£, t, telle que 
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sup 

D s ' , f 
(S 
3 

*il3 
terzz 

(-k) : 
t.-2k} 

i ce ' ,t ' 

et donc 
sup 

" s',f 
lFkl tztrztrzertr 

(-k) : 
t,-2k 

ce qui implique que F= teztezt 

k<^o 
fk 

définit une section de N0 au voisinage 

de B(e,s) . 

Q.E.D. 

Lemme 2.1.9. : Soit A une matrice NxN à coefficients dans 

"fcx (o) (B(s)) ne dependant pas de D-L. Alors : 

1) pour tout x^ avec jx^l^s 

A(x )= A(x ,x',D') 

est une matrice NxN a coefficients dans %^ (O)(B1(s)). 

2) Supposons N (B (s ) ,A, t) <°°. Alors A(x.,) définit une fonction 

holomorphe de x.. pour | x.. <s à valeurs dans 
LtXS, Xts et la 

norme de A(x, ) est majorée par une constante C uniforme en s 

et t . 

Demonstration 

1) Resulte immédiatement de 1"inégalité 

N(B'(s), A(x ,),t) £N(B(s),A,t) 

2) Soit F un élément de Xg. D'après le corollaire 2.1.3. , 

on a : 

I A(x1)F it 
's 

< N (B' (s) A(x1) ,t) lpm t 's 
< N (B (s) ,A,t F ,t 

's 

Q.E.D. 

Lemme 2.1.IO. : Soit i=2,...,p. Alors D. opère à gauche dans fq 
c 

et il existe une constante 0 0 (indépendante de t) telle 

que pour tout f eX 
s 

et pour 0<_s'<s on ait : 

D. f 
i 

t 
's 

C 

s-s ' 
f t 

's 
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Demonstration 

C'est une consequence immediate des inégalités de Cauchy car 

le symbole total de D^f est égal à Z 
ghgq 

fqf 
3x. i 

fdqf 

Q.E.D. 

Conclusion de la demonstration du théorème 2.1.7. 

Soit A(x1) = 
n 
Z 

j = 2 
A . 
3 
(x1#x',D')D. + B(x1,x' ,D' ) . 

Soit y>0 tel que B(y) soit contenue dans U; alors, d'après les 

lemmes 2.1.9. et 2.1.10. A(x^) définit une fonction holomorphe de 

x^, pour |x1|<y, ä valeurs dans ^Xsy ' Xs'y^' Pour °£s1<s<l et pour 

un t donne ne dépendant que de l'operateur P, et la norme de A(xn) 

est majorée par C 
s-s ' 

avec une constante C qui, elle aussi ne dépend 

que de P. Soit p<y et F e 7Z(B(p))N D'après le lemme 2.1.8. 1) F 

défini une fonction holomorphe pour |x.^|<p à valeurs dans X 
t1 
sp 

pour 

un t'>0 assez petit et pour tout s<1.0n peut supposer t'<t. 

On peut donc appliquer le théorème 2.1.1. . Soit 

ôQ=inf((Ce) , p ) . 

Alors il existe une fonction U (x ) holomorphe en x-. pour 

|x1|<ô(1-s), unique, à valeurs dans fqfq 
sp 

pour tout s<l,solution de 

P U = F (x ) 

u Y = O 

D'après le lemme 2.1.8. 2) U(x ) définit un élément de 7j 
N 
o 

au 

voisinage de B(ô (1-s),sp) et on peut alors poser par exemple 

Po=(Ce) -1 et 6=1/2. 

Q.E.D. 

Corollaire 2.1.11. : Il existe p >Q et S > O 6>Q tels que pour tout k. 

si f e fqfhj est définie au voisinage de B(p) et (h)e(hn,...,h ) e 

e 
fqf 

fqfq est définie au voisinage de B(ôp) il existe une solu­

tion unique appartenant à 
fqf 

(B(ôp)) de 
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Pu = f 

gfdfhfs 
'°1 
.r-1 

u Y 
= h 

r 

Demonstration 

Munissons T (Xx<C) = T (<E x<C) des coordonnées 

(x,t;Ç,x) et soit n = 
hsh 

STl = 

hsh 

x x (C 
hfs 
^ x C ^ l " 

hsd 
' X x O 

au voisinage de x^O . 

Alors 7^ est a caractéristiques simples sur la sous variété ré­

gulière V de T (XxŒ) 

V = {(x,t,£,T) £ T (Xx<E) , (x,Ç/t) e V} . 

En identifiant P a une section de hs 
h 
1 

on peut appliquer le 

théorème 2.1.7. a Y,P etfj^. Alors si u eyl^, Dt 
)-k (ußl) £ ti • Soit v 

la solution de PV=D 
.-k u ® 1, V Y gs 

-k 
[h fi 1) 

Alors comme P commute avec t et D, par l'unicité du problême 

de Cauchy. comme gs V est solution de Pw=u ® 1, w Y 
=h 1/ Dt 

gs 
v 

commute avec t et Dt et est donc de la forme w ß 1 avec w eTl^ • 

Q.E.D. 

Remarque : Le théorème 2.1.7. peut aussi être démontré grâce aux 

résultats de £2j . 

Soit maintenant X une variété analytique complexe et soit V 

une sous varieté involutive lisse conique de T X. On notera 

NMV X u 
o 

fqd 
fdsqf un 

fqq 
"X -module cohérent muni d'un générateur u 

simple sur V, et, pour k e Z, ^(k)=-^x(k)uo = 
•*y (k) 

gsfdg gsrz 

Remarquons que si P appartient à LV, O1 (P) a^(P) appartient S gr (̂ ) 

car par hypothèse I__ coincide avec l'idéal engendre dans OM 
V T X 

par 

gr(f) . On peut donc écrire P=Q+R avec R e û . (O) et Q £ ^. Si T 

appartient à ~X^(k) on aura 
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p T = [q,t] + rt mod ^£ 

et donc p t £6^(k) mod bs 

ce qui implique que 7l(k) est un j&^-module à gauche • On utilisera le 

lemme suivant dont la démonstration est laissée au soin du lecteur: 

Lemme 2.1.12. : Soit Y une hypersurface de T X orthogonale a V, f une 

equation de Y avec f homogène de degré zero et df \ ^ Q . Soit Q 

un operateur d'ordre zero tel que a (Q)=f et soit u une  

section de Tj. au voisinage de Y. 

Alors la condition "il existe une section v de nrj, avec 

u=Qm v" ne depend que de Y. 

Definition 2.1.13. : Soit u une section de % . On dit que u est nulle  

à 1'ordre m sur Y si la condition du lemme precedent est véri­

fiée . 

Proposition 2.1.14. : Supposons V régulière et soit Y une hypersur-

face de X, P un operateur dans fqsfq d'ordre m>o défini au voisina 

ge de x £ (T X x Y) H v. Supposons Y non 1-microcaractêristique 

pour P sur V en x . Alors pour tout k e 2r et toute section 

v e7l(k) au voisinage de x il existe une unique section 

u eftCk) au voisinage de x solution de Pu=v, u nulle à l'ordre 

m sur Y x T X De plus si £ désigne la feuille de V passant 

par x et si dans une carte locale de I v est définie au voi-

sinage de la boule de centre de x de rayon r il existe loca­

lement une constante 6>O ne dependant que de la carte et de 

P telle que u soit définie au voisinage de la boule de centre 

x et de rayon 6 n 

Demonstration 

Ramarquons d'abord que l'on peut supposer m>0 car si m=0 1'opé-

rateur P est inversible au voisinage de x . Si m>0, Y est orthogona­

le à V et la condition "u nulle à l'ordre m sur Y" a donc un sens. 

On peut alors supposer localement Y définie par 

1fqsfqs fqsfqsp 
avec p<n au voisinaqe de fqsq p=d™ I 

o<_j <m 
A . 
d 
(x,D' )E 

i 

1 
de 
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type Weierstrass en D-, et on applique le corollaire 2.1.11. . 

Q.E.D. 

Corollaire 2.1.15. : Supposons V lagrangienne et soit Y une hypersur 

face de T*X, P un operateur dans *fôT d'ordre m>Q défini au voisi 

nage de x e Y 0 V et Y non 1-microcaractëristique pour P le 

long de V. Alors pour tout k e Z et toute section v de TX(k) 

au voisinage de x* il existe une solution unique u e?7j(k) de 

Pu=v, u nulle â l'ordre m sur Y définie au voisinage de x*. 

Demonstration 

Supposons m>0 comme dans la proposition precedente. 

Soit ijj la projection de T X x T d sur T X: 

*(x,t,Ç,T) = (x,Ç/x) 

Identifions x à x-(x ,(0,1)) et soit V=\i) ^ (V) , 

Y=\l> (Y) et N lmpkgdsf 

Alors y\, est un module â caractéristique simples de générateur 

u ® 1 sur la variété régulière V et Y est non 1-microcaracteristi-
o 

que pour P sur V en x car Y et V sont localement définies par les 

mêmes equations que Y et V. On peut alors supposer Y définie par 

x^=0 dans un système de coordonnées locales sur T X x T d. 

D'après la proposition 2.1.14. le corollaire est vérifie avec Y , V, 

P et 7L-

Soit u l'unique solution de Pu=v ® 1 avec u nulle a l'ordre m 

sur Y. D'après l'unicité u doit commuter avec t et D et est donc de 
°o m ^ ^ ^ 

la forme u=u ® 1. De plus, si u Q 1 est égale a x, v avec v e Tt 

alors v commute avec t et D^ car x^ opère injectivement dans 7t* Par 

conséquent v est de la forme v Q 1 avec v eTj, et u=xI? v. 

Q.E.D. 

Corollaire 2.1.16. : Soit P un operateur microdiffërentiel dont le  

symbole principal a(P) s'annule exactement à l'ordre r sur V. 

Soit Y une hypersurface de X non 1-microcarctëristique pour P 
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le long de V en x e v H (t X x y) et soit v£ un 
EX 

module muni 

d'un générateur simple sur V, On a alors les isomorphismes na­

turels : 

fqs 
x/ gds ,72) 

X 

gds r 

p !x 

gfdgs 
gsg 

gsg 
gsgs '71 

X 
= O 

Demonstration 

Quitte à multiplier P par un operateur elliptique au voisinage 

de x on peut supposer que P appartient à 3d 
1 
v 

et que P n'appartient 

pas à 
X (-1) 6 

1 
' \7 Soit m l'ordre de P L'hypothèse entraîne m=r et 

on peut donc appliquer le corollaire 2.1.15. . 

Q.E.D. 

§2. - Théorème de Cauchy-Kowalewska pour les systèmes microdiffëren- 

tiels . 

On utilisera essentiellement les techniques mises au point par 

M.Kashiwara et P. Schapira dans [12] 

Soit Z une sous varëtë de X et V=T X le fibre conormal à Z pri-

vë de la section nulle. On note Cz|x^Cf* F.20! ) le faisceau des mi­

crofonctions holomorphes d'ordre fini par rapport à Z. Si, en coor­

données locales, Z est définie par x^:=... = x^=° dans un ouvert de 

(C , alors C_ j v est isomorphe à 
Zi 1 X 

•4 
X 

fqf 
Vifs 

+...+ 
ffqf 
fqffq 

fqf 
Afd f1+1 

+ . . . + 
~Xf n 

C'est donc un fqf 
X 
.-module â caractéristiques simples sur V. 

Remarquons que ce faisceau s'identifie, dans le cas oü Z est une hy-

persurface et en dehors de la section nulle, au faisceau des fonc -

tions à singularités mëromorphes ou logarithmiques sur Z modulo les 

fonctions holomorphes. 

Théorème 2.2.1. : (cf.Lemma 5.4. de [l2]). Soit7?t un u^.-module 
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coherent et soit Y une _ so us variëtë jion_ 1-microcaractëristique 

pourT/L sur V en x*e(T X x Y) 0 V, orthogonale à V. On a alors 

11isomorphisme naturel; 

ir' PCom 
gsd ™ > cz|x) X 

om 
fds (wy'czDY|Y P (x ) 

Demonstration 

Soit d la codimension de Y. On va démontrer par récurrence 

sur d : 

a) Cas d=l 

Soit (ulf...,u^j un système local de générateurs de m . 

Alors il existe P_. e ann u , j = l, . . ..., l, tels que Y soit non 1-micro-

caractëristique pour P.. sur V et le corollaire 2.1.14 implique que 

le théorème est vrai pour chaque module tezt 
tztzt 

et donc pour tzer 

tz 
tzet 

e 
i=i 

fdx tzt tz Soit Yl le noyau de la suite exacte 

Os • tztr tzyt( tyrét 
or (*) . 

On en déduit une suite exacte: 

O < ul 
y 

ét't té' O (**) 

Appliquons les foncteurs téthfayui 

tét 
tétfedsd JRîfcom. 

*y (" ,CznY|Y} 

respectivement â (*) et (**) . Soient M t x t k 
tét 

tétlhfdqds Nk et 

Lk, MKY 
y 

et Ly les modules définis de manière analogue pour 

n x . tét tét et tét 

On obtient un diagramme commutatif de suites exactes longues : 

M Lk Nk 
tétlmp 

tét 

M 
Y 

Wk 

Y 
k 

*k 

tét 
tét 

Yk+1 

Mt 
1v 

tété 
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Comme y et 0 sont injectiveset oo est un isomorphisme, y et 
o o ^ o ^ o 

donc cf> sont aussi des isomorphismes. On raisonne alors par récurren­

ce sur k. 

b) Cas d > 1 

On suppose le théorème vrai pour toute sous variété de co-

dimension infêriure â d. 

Soit Y' une telle sous variété avec 

Y C Y ' C X, Y1 orthogonale ä V. 

Alors Y1 est non 1-microcaractéristique pour Yïl sur V et Y est non 

1-microcaractêristique pour ̂ , , sur V'= T Y,nzYI* s°it p1 la pro -

jection : 

T X x Y ty'0Z Y 

L'hypothèse de récurrence implique alors les isomorphismes : 

zXTJ 

°tx 

M? 
cz IX 

x 

eXT 
% Y (<W!Y» ̂ ZflY'lY 

' P 1 (x 

t x t 1 
^ x 

M 
Y cz y|y P (x 

Q.E.D. 

On peut maintenant énoncer le théorème de Cauchy-Kowalewska 

pour un couple (TU,Tl ) de ti-modules cohérents. 

Soit Y une sous variété de X, oo la projection 

T X x Y T X et d la codimension de Y. 

Théorème 2.2.2. (cf. [12^ , théorème 3.1.) 

Soient TU et deux -modules cohérents définis dans un  

ouvert U de T X et supposons Y non 1-microcaractêristique  

pour ( Tîl,91 ) sur oo~1 (U) . On a alors 1 ' isomorphisme naturel : 

00 
-1 

IROOIII a, 
X 

M? N 
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IR^om 
EX 

M? N 
X V 

IL 

-1 
p 

"Y 

Ch. 
Y+X 

Siml 
^ X 

MLP GH 

(pour la definition de MP 
Y^X 

voir [l9f| ou [20]). 

Demonstration 

Soit x e TX x 
X 

Y et supposons VI et A non nuls en x 

on peut supposer : 

SS (W ) H p 
-1 

;P(x ) ) = {x } 

SS (Y\ ) 0 P 
-1 (p(x )) = {x } 

et on se ramené à démontrer 11isomorphisme 

OR^Com 
T>X 

( 171,11 ) 

mkoi 

- ]Rlf*Com« 
kole 

mpkiud 
y 

avec y =p(x ) . Identifions X a la diagonale de X x X par la premiè­

re projection ; on obtient les isomorphismes canoniques : 

(*) TRVCom 
^X 

(771,71 ) IRTCom. 
lmpo 

(Vi a n i C 1 ) 

^x|xxx; 

jiulph JR'flCom 
mij 

mkpi TR/'Lom 1. ko 
mlp 

Cfcy S (^) c ̂YIYxY 

* * _ 
Soit V= T (XxX). Par hypothèse, Y est non 1-microcaracteristi-^ x 

que pour /Yf̂ ® 7^ sur V. De plus YxX est orthogonale â V. 

On peut donc appliquer le théorème 2.2.1. et on en déduit 

1'isomorphisme : 

lmpoiu 

*XxX 
c m ® n CXIXxX) 

X 
15 

^ IR/f€omû 
*YxX 

mlp+4568 
Y x X ' CY I YxX pl' lmo 

où p^ désigne la projection : 

T (XxX) x 
XxX 

(Y x X) T (YxX) 

On utilise alors le lemme suivant : 
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Lemme 2.2.3. ([20]) 

Soit Tf[ un H^-module cohérent et soient Y une sous variété de X 

non caractéristique pour T(\ , Z une sous variété de Y. On a 

alors 11 isomorphisme canonique :: 

IR^Com, 
fqf 

<m, fqh X 
]F3*C oiru 

fqq 
fhgqerge 

Y' 
C-d] 

Comme Y est non caractéristique pour ftï , Y x Y est une sous 

variété de YxX non caractéristique pourTWy & 7^ et on peut 

appliquer le lemme 2.2.3. à : 

Y C - Y x Y c Y x X 

(Y identifiée à la diagonale de YxY) et on obtient les isomorphismes 

lFC$Com 
w YxX 

cm â n ) YxX' CY YxX Pl 
moiuyt 

JR^Com 
^ Y x X 

fesdmpo fezd YxX 
pl fds 

JFCâtom 
fsdf faert+123 

YxY CY YxY p (x* 
L-d] 

et on applique alors 11isomorphisme : 

daergrgefedsd 

' YxY 
^17IY â (7|Y) Cd] 

Q.E.d. 

§3. - Applications 

Le résultat suivant est l'analogue du théorème 3.3. de [l2j. On 

peut, grâce a lui, obtenir une nouvelle approche du problême de 

Cauchy ramifié (cf. [5J) . Nous ne donnerons qu'une esquisse très ra­

pide de sa démonstration . 

Théorème 2.3.1. 

Soient Y une sous variété de Xf Tf( et Tl deux ^ - modules cohë -

rents tels que Y soit non caractéristique pour 77? et 7\ . Soit 

fsq un SÔy-module cohërent__et grf un homomorphisme de 7?y dans 7^' . 
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Soit x e Y et supposons ; 

a) Vx e (T 
x o 

(Y) - {O}) A SS mfg 

l'homomorphisme induit par gfd 

gfd 

Y-*X,x 
7t gsfd 

x 
O 

8 rrn gfd 

Y,p(x" 
U - 1DY 

x 
о 

n • 

est un isomorphisme. 

b) Y est non 1-microcaractéristicme pour 

<*x 
' ir"] 

ir*' 

*>X 
m a gs 

hdgdf 
mpol sur T X-T xx 

c) pour tout i , pour toute variété analytique complexe W, pour 
tout oo e W, l'application linéaire 

hg 
fg j A 

hgf 
X 
hgf 

hgr 
hgr 

XxW (x ,0J) 

hdg 
xt, j gfh 

hgf 7L<a 
gfg 

hgf 
YxW (x ,oo) 

est un isomorphisme. 
Alors l'application naturelle 
fdfgg 

>xt J 
» x 

1+5+9+8+9 
o 

i t fds 
*>Y 

ffgfgjgfgh 
x 
O 

est un isomorphisme. 

Un procédé de démonstration de ce résultat serait le suivant: 
déduire d'abord, grâce aux résultats de jjs] et ( [20j , ch. II) 
l'existence du trianale. 

* x 

1R 7t hgf 
X T X-T X 

X 

hgf X x X 
(o,n) 

X 
hgfd 
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ou tt 1 désigne la projection t X X ; raisonner ensuite exactement 

comme dans [12^ . 

Soit maintenant Z une hypersurface lisse de X, définie locale­

ment par l'équation cf)(x)=0. On note avec fl2l Ĝ Tr, i v-r le faisceau 

^ log $ qui ne dépend ni de cf> ni de la détermination du logarithme 
X 

choisie. 

Pour r>l et pour des hypersurfaces Z^, i=l,...,r, de X on note: 

r 
gf 
i = l 

gfds < 1 

gdsgf 
le faisceau 

r 

i = l 
gfd 

1 

Lz-i ixj 

gs 
r-l 

gf 
X 

où gds gfd 
.r-l 

gf 
r 
"X 

designe l'application 

(f^ / • • • f f ) (f1/~f3_+f2/• • • 'fr-l^ * °n d^finit ainsi un 

0X- module coherent dont la varieté caractéristique coincide avec 

r 
U 

i=l 
gf 
df 

x u txx. 

On démontre alors à l'aide du théorème précédent l'analogue de 

la proposition 4.2. de [12] : 

Proposition 2.3.2. : Soient Y une sous variété de X,Z une hyper -

surface de Y, Z^(i=l,...,r) des hypersurfaces de Y transverses 

deux et à Y, telles que : 

Vi, Z . 
i 

fl Y = Z. 

SoitTftun hfd -module cohérent et supposons : 

a) SS (yt[) H P 
-1 

:tzy 
r 
U 

i = l 
t 
1-7 1 

X 

b) Y non 1-microcaracteristique pour 
gf 
X 

-1 
tt S x 

tt 
-1 
dfh 

sur 
r 
u 

i=l 
TE 

'i 
X - T X . 

X 
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Alors pour tout j , le morphisme : 

EXt j 
Dx 

(m, E 
i 

O 
1 

[Zi, X Z 

Ext i 
DY 

777 
V ' 

c9-
1 

Z, Y z 

est un isomorphisme. 

§4. - Propagation 

a) Théorème d'existence et prolongement pour un operateur 

Soit X une variété analytique complexe de dimension n et 

soit V une sous variété conique lisse involutive de T X. On notera 

Z une feuille bicaractëristique de V, 

Définition 2.4.1. : Soit fi un ouvert de Z de classe C et x e 3fi» 

On dit que 3fi est non 1-microcaractëristique pour P sur V en 

x si pour toute fonction $ de classe C telle que au voisina­

ge de x 

fi = {y e Z,<J) (y ) < 0 } , 3cf)(x ) 7* Of 

3c(> est non 1-microcaractëristique pour P sur V. 

(on a note 9fi le bord de fi) . 

Démontrons d'abord un thëorême de prolongement. Soit p la 

codimension de V. 

Theoreme 2.4.2. : Supposons V reguliere, soit^L un ^ - module cohé­

rent muni d'un générateur simple uq sur V, P un opérateur 

d'ordre m>Q dansJB^, fi un ouvert d'une feuille Z de V, de 

classe C , situe localement d'un seul cote de Sfi. Soit x e 3fi 

et supposons 9fi non 1-microcaractëristique pour P sur V en 

x . Alors, pour tout kcff, si u e TT (k) = (k) u est défini 

au voisinage de fi dans V et si P u se prolonge en une section de 

Tt(k) au voisinage de x il en sera de même de u. 

Démonstration 

L'isomorphisme H 
T E 

:T Z T (T X) x 
V 

Z permet d'adapter 
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les techniques mises au point par J.M. Bony, P.Schapira et M.Zerner 

dans le cas différentiel ( [3 j ) T^(k) remplaçant <$ê . Considérons une 
* P 

carte locale de Z en x qui l'identifie a <C muni des coordonnées 

x' (x^,..»,x^) • 

Soit 6 la conormal unitaire à fi en x . On peut alors supposer 

6=dx^ et le théorème se démontre exactement comme dans [3] à l'aide 

du théorème 2.1.14. . 

Q.E.D. 

Corollaire 2.4.3. : Même énonce que le théorème 2.3.2. mais avec 

l'hypothèse V lagrangienne remplaçant celle de V régulière. 

Démonstration 

Munissons T X x T <E des coordonnées (x,t;ç,t) au voisinage 

du point x*=(x o,0,£ o,l) où x = ( x o , Ç Q ) . Soit N= N1S ^ 

V=\p 1 ( V ) / ?2=fi x { (0,1) } = { (x, t,Ç, t) , (x,Ç) efi,t=0, x = l} 

et $=\p 1 (V) où \p désigne l'application T X x T (E T X 

\p (x, t, Ç , t ) = (x , Ç/t ) . Alors V est régulière et fi est un ouvert de 

classe C de la feuille Z de V passant par x (I s'identifie évi­

demment à V x {(0,1)}). De plus &h est non 1-microcaractëristique 

pour P en x . On peut donc appliquer le théorème 2.3.2. a Z, P, 

fflj(k) et ?î avec u de la forme u S 1. en raisonnant comme dans la 

démonstration du corollaire 2.1.11. . 

Q.E.D. 

Ennonçons maintenant le résultat essentiel de ce paragraphe. 

Théorème 2.4.4. : Soit V une sous variété lagrangienne conique lisse 

de T X, fi un ouvert de V de classe C localement situe du même 

coté de 3fi, P un operateur de D ̂  d'ordre m̂ > O et supposons 3 fi 

non 1-microcaractëristique pour P sur V. Soit 

fsqf 
8 

1 
V 

» V 
Ip et T U 

fd 
x4 fsdfd 

. On a alors : 
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i) Vk e dz 
* rv-fi RHM 

D1V 
77L/H(k) 8^ =o 

ii) JR T 
V-fi 

JLKJL 
K 

( 7*1,71) 3fi = o 

Demonstration 

On ne démontrera que ii) car i) se démontre exactement de la 

même manière. On a : 

M r V-fi 
MLPI 

*x 
•tn. m ) 

MLPIJIYT 
HUT 

(7n , 3r V-fi (7?) 

et il faut donc montrer que P définit un quasi -isomorphisme : 

]R r 
V-fi (71) 3fi 

P 
1r T 

V-fi (n) 
3fi 

ou encore que pour tout j, P définit un isomorphisme des groupes 

de cohomologie : 

MLP j 
'V-fi (ft) 3fi 

ML j 
V~fi 

LL 
3fi 

Nous dëmonstrerons d'abord les résultats préparatoires sui -

vants : 

Lemme 2.4.5. : Les faisceaux f\ (k) (et doncVfr ) vérifient le "principe 

du prolongement analytique" : soient oj cCC fi deux ouverts de V, 

fi connexe et 0)^0/ u une section de Tl(k) sur fi. Si u est nulle  

sur 03 W , u est nulle. 

Démonstration 

Par une transformation canonique locale on peut supposer 

V=T X où Z désigne 11 hyperplan de X=Œn d'équation x =0 et 1t dgfsi 

<YV(k)= czjx(k) 

kl 
lk (k) 

-?^(k)xn+ "t5c(k-l)D1+. . .+ cix(k-l)Dn_1 

ce qui identifie toute section de 7l(k) à un opérateur de 
Ex(k) 

ne 
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dependant pas de D1, . . . , Dn_-j_ / xn auqueil cas le lemme est evident. 

Q.E.D. 

Soit maintenant Z une hypersurface de X et soit y la projection 

de T X sur le fibre projectif P X. Identifions Z a P„X . 

Lemme 2.4.6. : Soit X=(C , Z={x =0} 
n 

V=T X. Alors : 

1) Si fi est un compact de V tel que la fi 

bre de fi — y (fi) est contractile, on a : 

Vj, Hj (fi, cz « ) lim 
k 

fd (fi, cz X (k) ) 

2) Si fi est un ouvert de V tel que y(fi) est un ouvert de 

Stein de Z et la fibre de y : fi y ( fi ) est contractile, on 

a : 

Vk, Vj>0, HD (fi, C fdg gf (k) ) = o. 

Démonstration 

Remarquons d'abord que l'on a des isomorphismes d'espaces vecto 

riels (sur C) : 

(*) CZ IX 
fd -1 fd 

z 
fds y 

-1 fd 
X z 

czlx<k> y 
,-1 fd 

Z V k 
y'" 
•-1 

<9> X z 

où ©"z D^l (resp. ©^[tj^) désigne le faisceau des polynômes en t (resp. 

des polynômes en t) de degré <_k à coefficients dans Oz . 

1) D'après l'hypothèse, on a : 

Vj, H3 (fi, cz ) H: (y (fi) , Ot £tj fdskl 

Z 

et Hj (fi, C i (k) ) = HJ (y (fi) , *zl>lk 
fds 

X z 

Comme y(fi) est compact on se ramène à démontrer que si fi est 

un compact de Z, on a : 
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H J ( fi , & [t] ) 
lim s 

k 
fds fi, gd t] 

k 

Considérons une résolution flasque de ^ " q u ' o n notera Oz• 

Les groupes H^Cfi/^ft^) sont donnés par la cohomologie du complexe 

r (fiA z[tJ ) 

et on remarque que si fi est compact r (fi ,(9̂  [t"} ) 
lim 
k r ( f i ^ rti k: 

2) (cf. L9j ) 

Comme y(fi) est de Stein il existe un système fondamental 

de voisinage ouverts de Stein W, o X , k e 3NJ, de y (fi) . 

Comme la fibre de y:fi • y(fi) est contractile, on a : 

Vj, HJ(fi, C z| x(k)) = H
J(y(fi), ^ z [ t ] k Q CT x| z) = 

Hj(y(fi), ^ z[t] k) 0 H
j(y(fi), ̂ | Z ) = 0 

car H J Cy(fi) , O x l ) = 0 

par un théorème de Siu. 
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En particulier les convexes de Tzx sont acycliques pour c z | x ( k ) -

Lemme 2.4.7. : Considérons comme au lemme precedent X=Œ n, 

Z={x =0} 
n V=T„X boxent fi O ^ 2 

deux convexes de V fi0 ouvert. 

M1 localement ferme dans iï m Notons 1-microcar (fi9) 1
1 adherence 

dans (E de l'ensemble des directions 6 telles qu'il existe 

x e fi2 avec (x , 0) 1-microcaractëristique pour P sur V et 

supposons que tout hyperplan réel de normale appartenant S 

1-microcar (fî ) qui coupe fi^ coupe fi^. Alors si u est une 

section de C^ j ̂  sur fi-^ et si Pu se prolongue en une section d€ 

C i sur fi^ il en sera de même de u. 

Demonstration 

On reprend un argument dû à L.Hormander (cf.£3j) en utilisant 

le lemme 2.1.5. et le corollaire 2.3.3. exactement comme dans [3^ • 

Q.E.D. 

Lemme 2.4.8. : Considérons la situation des lemmes précédents. 

Supposons 87^0 non microcaractëristique pour P sur V en  

x e V. Il existe alors un voisinage W de x dans V, a > O et 

e >0 tels que si r est un cône rëel ouvert convexe de d 7 1 dont 

le polaire est contenu dans un voisinage d'ordre a de 0 gfdfdfqfq, lmpksi  

l'on désigne par r 

x 
o 

le cone x +r avec x e w, par K et 

r +. 
X , e 
O ' 

les ensembles : 

K = r 
x 

n {Re < x ,0 >= -e} 

ko 

X , e 
r 
mpl 

n IRe < x 1,G> > -ej 

on ait pour O < e < e : 

Pour tout fi ouvert convexe dans r" 
X , e 
O ' 

dont la frontiere 
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contient K p P induit des isomorphismes des groupes de cohomolo-

gie H j 

r x 
o 
fd 
-fi 

fsd 
x , £ 
o ' 

fds X 
(k) sur eux mêmes pour tout 3 > O , k>o 

H j 

r x0 f £ 
-fi 

fds 

xo'£ 
fds X 

(k)) 

Demonstration 

Comme d'après le lemme 2.4.6. 2) les convexes sont acycliques 

pour C7»y(k)on se ramène à vérifier que P induit un isomorphisme de 

h° <n' czlx(k)) 

h° (r 
xo,e 

C Z|K (k)) 

dans lui-même. 

L1 injectivitë résulte du lemme 2.4.7. pourvu que a et W soient assez 

petits. 

Soit £'>£, fi la reunion de fi et de fds 

x . £ 
o ' 

fds 

xo,e 

On a : 

iï U fzd 
xo,e 

= rT 
x , £ 
o ' 

il n ges 

x . e o ' 

= fi 

D'après le lemme 2.4.6. on a : h1 (r+. 
xo'e 

,cz|x(k))=o et donc 

toute section de Cz|x(k)sur fi se prolonge à fi (et donc au voisinage 

de K£) modulo une section de C iJk)sur fzs 

x ,e 
Pour démontrer que P est 

surjectif il suffit alors de résoudre l'équation Pu=v au voisinage 

de K . 
£ 

Soit H =T 
£ xo,£ 

0{x £ V, < x , e > = -£ } 

Alors d'après le corollaire 2.1.15. on peut résoudre Pu=v au 

voisinage de HE et il suffit de démontrer que tout hyperplan rëel 

dont la normale ç est 1-microcar (ZS) et qui passe par xq coupe H£ . 

On raisonne alors par l'absurde comme dans [3j • 

Q.E.D. 
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Conclusion de la démonstration du théorème 2.3.4. 

Fixons des coordonnées locales au voisinage de x e ôfi qui 

identifient X à <En, Z à l'hyperplan d" équation x =0 et V à T*X. 

Conservons les notations du lemme 2.4.2. : 6 désigne la normale 

extérieure a 8fi en x , r 
Xl 

désigne 1" ouvert x.. + Y où T est un cône 

ouvert convexe de sommet zéro de <£n dont le polaire est un voisinage 

d'ordre a de 0 (pour a>0 assez petit) et x^=x +v0 avec v assez petit. 

On a : 

$ 6 
3 
V-fi 

(cz|x(k) 
x 

lim 

W3x 
H i 
AX~fi 

(w,c, 
z i X 

(k) 

ou W désigne un système fondamental des voisinage de x que l'on peut 

supposer convexes. Le lemme 2.4.5. entraîne que H o 
V-fi (cz (k) 

x 

est 

nul. Comme les convexes sont acycliques pour Cz|x la suite exacte 

longue de cohomologie relative entraîne alors les isomorphismes 

Vj 
dfs fds 

V-fi 
fdsfd kui 

X 

lim 

Wax 

H-
,i-l (wflfi,gf c 

'Z X 
(k) 

H-
j-1 (W.C 'z IX 

(k 

Prenons pour W l'ouvert r+ 

fdsd 
avec e assez petit . 

Soit 1*6 le recouvrement de wflfi par les convexes 

W 
y 

intérieur de l'enveloppe convexe 

de K et de y e 8 fi 0 i+ 

Xx, e 
(qui sont contenus dans Wflfi pour a g e 

assez petits). 

Soit %£ le recouvrement de W par les ouverts 

W 
y 

fds 
XJL, e 

On a alors V j , H-j (wflfi ,cz |x(k) tez [c (VfdL,c7.x(k)) 

fds (w, cz ) fde c (TV f cz|x.(k)) 
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où C(H,%) désigne le complexe de Cech du recouvrement fds à coefficients 

dans le faisceau - Comme pour j .̂ 1, HJ(W,C mlp )=0, on a l'isomorphis 

me : 

fdsd 

H3 (C (%, c Z I X 
(k) 

Hj [c (U, cz X 
(k) 

fds 

c (tf, cz|xCk) 

c OC, cz |x 
(k) 

D'après le lemme 2.4.8. P induit un isomorphisme du complexe 

c oc, c i ck] 

c (tt, cz|x(k; 
dans lui-même 

La première partie 
du théorème en résulte en prenant les limites inductives en v et £. 

La freuve pour Cz| #>e remène â ce cas par méthode de Schapira 

dané [2 5} . Q.E.D, 

Théorème 2.4.9. : Soit V une variété involutive régulière de T X, Z 

une feuille de V/ fi un ouvert de I, Y?un système à caractéris­

tique simples sur V de générateur u et 

fds 
fd 1 

V 
fd te 

fd 
fd 
x 

sfd fds 
avec P e sf 

fd 

On suppose 3fi de classe C , fi situe localement d'un seul 

cote de 3fi et 8fi non 1-microcaractërîstique pour P le long 

de V. 

Alors , pour tout k e 71. j > O on a 

3r f, Z-fi 
IR*ofcom 

fds 1 
X 

% , Tl(k) 'z 3fi 
o 

* rz-fi 
]R4 Ä o m 

^ X 
<fH, îl|z3 9fi 

O 

Démonstration 

La démonstration est formellement la même que celle du théorè­

me 2.4.4. et on obtient les analogues des lemmes 2.4.5. ; 2.4.7. et 

2.4.8., en remplaçant V par e, exactement par les mêmes méthodes. 

Il nous reste donc à démontrer le lemme suivant : 
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Lemme 2.4.9' 

a) Tout: point x £ V admet un voisinage U tel que si fi est un 

compact de la feuille Z passant par x et est contenu 

dans U on ait : 

V j > O, hjl (fi,U) lim v 
k 

Hj (fi, U(k) ) 

b) Tout point x £ V admet un voisinage U tel que_si_ fi est 

un ouvert d1holomorphie de la feuille Z passant par x et 

est contenu dans U, on ait : 

V j > O, Vk, HJ (fi/Ï£(k) ) = O 

Demonstration 

On peut se ramener, localement, â 

V = { (x, Ç) £ T (C 
n 

с -I • • • = ç =0} p x = (O; O , . . . , 0 , 1 ) , 

n 

fs 
X 

dfq 
Dl" + í*>x D 

On a un isomorphisme de faisceaux d'espaces 

vectoriels fdqs fd X XxX 
et, par une transformation de Legendre, 

fd 
X 

se transforme em C 
Z I XxX 

(en tant que faisceau d'espaces vectoriels) 

où Z désigne une hypersurface de XxX; on identifie alors 7£(k) ä 

Cv K (k) où y désigne la sous varieté <Ĉ  x <T 2(n-p)-l xC de XxX, munie 

des coordonnées (x',y,t) et Z désigne 1'hypersurface t=0. 

La feuille Z a alors pour équations y=t=Ç'=n=0, r=1. 

On a, pour k>0 , r 
7 y 

(k) 
Z 

& 
Z 
[tl 

gf 
r9-
Y Z 

Soit donc fi un ouvert de 

Stein de Z. Alors fi admet un système fondamental de voisinages de 

Stein dans Z, ainsi que dans y et donc : 

Vj > O, HD gfdsgd 
M : 

gfd 
y j z = o 

et il reste à remarquer que l'on a, comme dans la preuve du lemme 

2.4.6. : 

gfd gfd gdgfddgdgdgf lim 

gf 
h- (U, (9 

z u 
gfds 
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pour tout compact U dans Z 

Q.E.D. 

Soit maintenant V une sous varieté lisse, involutive, conique 

de T X. Notons X=X x (C muni des coordonnées (x,t), soient (x,t;Ç,x) 

les coordonnées de T X et soit \p l'application de ï X sur T X qui 

a (x,t;Ç,x) associe (x,Ç/t). Alors V=\p (V) est une sous varieté 

involutive régulière de T X et "fy = Tl â est un ^ - module à caracte 

ristique simples sur V muni du générateur simple u q ® 1 (cf. [19") , 

[9 ]) . On démontre alors dans [19] l'existence d'une suite exacte 

de \p klm -modules : 

(i) O • ¥ m ) 
a 

fsdfqs 
fd 

fdsqfqfq 2 fqfqfsd 
fds 

o 

où À(u)=u Q 1, y (u) t,uj, I.D ,uj) et 

v(u,v) = [t,u] - C D

t /
v l 

Si Z est la feuille de V passant par (x q,Ç o) et 

p= (x , t ; Ç , x ) e V la feuille de V passant par P s'identifie ä 

Z x U t 0 , T )} 

De plus,si 8fi est non 1-microcaractëristique pour P le long 

de V il en est de même de 9(^ (fi)) par rapport à P (identifié à un 

opérateur de fd ds 
fd 

le long de V. On obtient alors le : 

Théorème 2.4.1Q. 

Même énoncé que le théorème 2.3.8. en remplaçant l'hypothèse 

"V involutive régulière" par "V involutive". 

Démonstration 

On applique la suite exacte (i) pour nous ramener au cas où V 

est involutive régulière et on applique alors le théorème 2.4.8. . 

Q.E.D. 
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b) Théorème de propagation pour les systèmes 

Les résultats de a) peuvent être facilement généralisés 

aux systèmes . 

On supposera V involutive dans T X ; ̂ d é signera un "^-module 

muni d'un générateur simple sur V, et Z une famille bicaractéristi­

que de U. 

Théorème 2.4.11. 

SoitTTiun \ -module cohérent, fi un ouvert de Z de classe C 

situé localement du même coté de ôfi et supposons dfi non 1-micro 

caractéristique en x pour tY[_ le long de V. On a alors : 

2r T 
Z-fi 

( 2R#£om 
*x 

(Ht/M z' J ôfi 
=o 

Démonstration 

Soit tre i 1, . . . , un système local de générateurs deTy? et 

soient P. tr tre i1 
V 

i 1 , . . . , 9̂  des opérateurs vérifiant P.u.=0, 8fi non 

1-microcaractëristique pour P. sur V. SoitTri1 le *ê -module 
x fds 

i=l 

fds 
X fcxpi 

et soit 3& le noyau de la suite exacte 

O fsq fdq VA O 

On en déduit la suite exacte longue : 

t>xt j M , M r 
Z-fi (fi\ z 

fds ds 

ds 
fds ^Z-fi m 

z 

% c t j 

tx 
c m m Y 

Z-Çl m Z 
fdsds i+i 

% 
m , M r 

Z-fi 
ds 

z; 

Le résultat étant trivial pour j<0 on raisonne alors par récur­

rence sur j , en remarquant que vérifie les mêmes hypothèses que 7ïi 

et que d'après le théorème 2.4.10.1^' vérifie le théorème. 

Q.E.D. 

Théorème 2.4.12. : Soit ( 771, TL ) un couple de ov-modules cohérents 

sur un ouvert U C T X. Soit fi un ouvert de classe C de Uf 
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localement situé du même cote de 9 fi et supposons 3fi non 1-micro 

caractéristique pour Cfll, % ) . On a alors : 

JR T 
U-fi 

vxwvcxchg 
vcxl 

vxwxjmk 
3fi 

= o 

Démonstration 

Identifions X à la diagonale de X x X . 

La première projection de A=T (X x X) sur T X permet d'identifier fi 

a un ouvert de A .L'hypothèse signifie alors que la conormale à 8fi 

en x £ 3fi et non 1-microcaractëristique pour yfl & 71 sur A et on 

peut appliquer le théorème 2.4.10. avec Tfl, ® 7t* remplaçant ïjj et 

71 =c 
X I XxX 

On obtient : 

JR T 
Cfi 

' IRS^Com 
vcx 

cm,7i ) ) 3fi 

1R r 
Cfi 

JRÎH-oiru 
^XxX 

c m ® m c X XxX' 9fi 
O 

Q.E.D. 

Note : On peut donner une démonstration plus simple de théorème 

2.44 en utilisant la notion de "microsupport" d'un fais­

ceau de Kashiwara et Schapira 26] 
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