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CROCHET DE SCHOUTEN-NIJENHUIS’
ET COHOMOLOGIE
PAR

Jean-Louis KOSZUL

C’est dans sa note de 1928 sur les nombres de Betti des espaces de
groupes clos que E. CARTAN esquisse la méthode reposant sur la considéra-
tion des invariants intégraux ([1]). Dans son mémoire a la Société Polonaise
de Mathématiques en 1929 ([2]), il montre que cette méthode s’applique aux
espaces clos homogeénes et il indique alors explicitement comment construire,
dans ce cas, le complexe des formes différentielles invariantes. Le complexe
A(g’) des formes alternées sur une algébre de Lie g est un cas particulier
de cette construction. A vrai dire, dans cet article, E. CARTAN ne fait
pas explicitement mention de A(g’), car il traite les groupes comme des
espaces symétriques et s’intéresse donc aux formes différentielles qui sont
invariantes a la fois par les translations a gauche et les translations a droite,
ce qui correspond aux éléments de A(g’) invariants par le prolongement de la
représentation coadjointe. Néanmoins, on peut dire que dés 1929 une piece
essentielle de la théorie cohomologique des algébres de Lie était en place.
Cette théorie a pris la forme que nous lui connaissons en 1948 avec I’article ou
C. CHEVALLEY et S. EILENBERG définissent le complexe des formes alternées
sur une algébre de Lie g a valeurs dans un g-module. Dans ce contexte, on
trouve notamment deux extensions naturelles du complexe A(g’) qui ont un
support géométrique limpide, et que nous allons rappeler.

Soit G un groupe de Lie et soit g son algébre de Lie, identifiée a ’espace des
champs de vecteurs invariants & gauche sur G. L’algebre de fonctions C*°(G)
est un g-module et le complexe ((G) des formes différentielles extérieures
sur G s’identifie au complexe C*(G) ® A(g’) des formes alternées sur g a
valeurs dans C*°(@G). C’est une premiére extension du complexe A(g’). Si
I’on s’intéresse a la géométrie de la représentation coadjointe, on est conduit
a considérer cette fois A(g’) comme ’algébre des tenseurs contravariants
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antisymétriques invariants par translations sur ’espace vectoriel g’, c’est-a-
dire comme une sous-algébre de ’algébre C*°(g’') ® A(g’') de tous les tenseurs
contravariants antisymétriques sur g’. De ce point de vue, A(g’) est un
sous-complexe du complexe C*°(g’) ® A(g’') des formes alternées sur g’ a
valeurs dans le g-module C*°(g’) défini par 'action coadjointe. Notons que
les espaces H%(g,C*°(g’)) et H%(g,C>(g’)) interviennent par exemple dans
le probléme de la linéarisation d’une structure de Poisson (cf. [5], [14]).

Avec C*(G)®@A(g') et C°(g’')®A(g'), on a deux extensions du complexe
A(g’) de nature bien différente. Dans C*°(g’') ® A(g’) est défini le crochet
de Schouten-Nijenhuis [ , |s qui en fait une algébre de Lie graduée, les
éléments de degré p étant ceux de C*°(g') ® APT1(g’) ([9], [13]). L’opérateur
différentiel d de ce complexe est de la forme adg(w) ot w € g @ A?(g’) et
[w,w]s = 0. Ce tenseur w est la structure de Poisson standard sur g’. De
'identité de Jacobi pour [ , |s, il résulte que

d[a,b]s = [da,b]s + (—l)p_l[a,dbls

quels que soient a € C*°(g’) @ ApP(g’) et b € C*(g') ® A(g’). Par suite, le
crochet de Schouten-Nijenhuis induit un crochet dans H*(g,C*(g’)).

Soit S(g) I’algébre symétrique de g, identifiée & un sous-module de C*°(g’).
Le sous-complexe S(g') ® A(g’) est stable par le crochet de Schouten-
Nijenhuis, qui induit donc aussi un crochet dans H*(g,S(g)). Ce dernier
applique H?(g,S"(g)) x H(g, S*(g)) dans HP+9~1(g, S"t*~1(g)). En par-
ticulier, on trouve une structure d’algebre de Lie graduée dans H*(g,g).
Cette structure a été mise en évidence et utilisée par D.S. RiM dans son
travail sur les déformations des algebres de Lie filtrées ([11]). Elle comporte
une application quadratique Sq : H?(g,g) — H3(g,g) qui joue un réle im-
portant dans I’étude des déformations de ’algébre de Lie g (¢f. G. RaucH
(10]).

Toute structure de Poisson sur une variété donne de méme un complexe
muni du crochet de Schouten-Nijenhuis (¢f. LIcHNEROWICZ, [8], [15]). Dans
ce qui suit, on indique des cas ou ce crochet induit le crochet nul dans la
cohomologie. Pour ce faire, il est utile d’exprimer le crochet de Schouten-
Nijenhuis au moyen d’opérateurs différentiels d’ordre < 2 dans ’algébre des
tenseurs contravariants antisymétriques; c’est a cela que sont consacrés les
paragraphes 1 et 2.
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1. Les opérateurs différentiels dans le contexte gradué

Soit A = ®p>0 AP une algebre graduée, avec degrés dans Z, sur un corps
de caractéristiques # 2. On suppose que A est Zy commutative, c’est-a-dire
que ab = (—1)P%ba lorsque a € AP et b € AY. Soit Endk(A) I’espace vectoriel
des endormorphismes de degré k de A. Sur End(A) = @z End*(A) on

définit un crochet en posant

[D1, D3] = D1Dy — (=1)P? Dy D,
pour D; € EndP(A) et D; € End?(A). Avec ce crochet, End*(A) est une
algebre de Lie graduée.

Quels que soient p € Z et r > 0, on note DP I’espace des opérateurs
différentiels de degré p et d’ordre < r dans A. L’espace D} est I’espace,
isomorphe & AP, des endomorphismes de la forme b — ab ot a € AP. Quels
que soient p,q € Z et r,s > 0, on a

p+q p+q
DfDSqCD_*_s, [D:)ap:g]cp'r-}-s—l'

r

En particulier, si D est un opérateur différentiel d’ordre r de degré impair
k, alors D? = 1D, D] est de degré 2k et d’ordre < 2r — 1.

Comme dans le cas non gradué, on caractérise les opérateurs différentiels
d’ordre < r en associant a tout endomorphisme de A une (r + 1)-forme sur
A a valeurs dans A. Soit A Papplication linéaire de A dans A ® A définie par
A(a) =a®1—1Q® a pour tout a. On munit A ® A du produit qui en fait
une algébre Z;-commutative. Alors

A(a)A(b) = (—1)PA(b)A(a)
pour a € AP et b € A?. Pour tout r > 0, soit A" ’application linéaire de
X" A dans A ® A telle que
A"(a1® - ®a,) = Aay) ... Aay).

Pour tout endomorphisme D de A et tout entier r > 0, on notera @7, la
r-forme sur D a valeurs dans A définie par
dh(at,...,a;)=mo (D®1da)A" (a1 ® -+ ® a,),
ol m(a ®b) = ab.
Sia,b,c € A sont de degrés respectifs p,q,r, on a
(L1)  @p(a) = D(a) - D(1)a,
(1.2) ®%(a,b) = D(ab) — D(a)b — (—1)P?*D(b)a + D(1)ab,
®%,(a,b,¢) = D(abc) — D(ab)c — (—=1)P4+") D(bc)a
(1.3) — (=1)"®*9 D(ca)b + D(a)be + (—1)P4t7) D(b)ca
+ (=1)"®+9) D(¢)ab — D(1)abe.
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Pour tout r > 1, la forme ®7, s’exprime au moyen de <I>;)_l. Ainsi
(1.4) @3 (a,b,c) = ®%(a,bc) — 4 (a,b)c — (—1)7 D% (a, c)b.

Un calcul un peu laborieux donne la relation suivante :

(1.5) LEMME. — Si¢ D € End*(A) est de degré impair et st D(1) =0,
on a

> ()l 83 (a, 23, (b, ¢))

circ

= D®%(a,b,¢) — Dha(a,b,0) + Y _(—1)*l1a%,(D(a), b, ¢),

circ

ot |a|, |b|, |c| désignent respectivement les degrés de a, b, ¢ et ou Y,
indique une somme sur les permutations circulaires de a, b, c.

circ

Soit D € D¥ un opérateur différentiel d’ordre < 2, de degré impair k et
tel que D(1) = 0. On lui associe un crochet [ , |p dans A en posant

[a,b]p = (-1)?@} (a,b)

pour tout a € AP et tout b € A. Ce crochet ne dépend que de la classe de D

modulo Df. Il est de degré k, mais de degré 0 si on adopte le degré q + k sur
A?. Sia€ AP et be A9, on a

(1.6) [a,b]p = —(~1)P+R @+ b 4] .

Vis a vis du produit dans A, le comportement de ce crochet est donné par
la relation (1.4). Puisque ®%, = 0,

(1.7) [a,be]p = [a,b] pe + (—1)P+K)9b[a, c]p

pour a € AP, b € A7 et ¢ € A. Cela signifie que ’endomorphisme adp(a) :
b — [a,b]p est une Zy-dérivation de degré p + k de algébre graduée A.
Compte tenu du lemme (1.5), on a d’autre part

> (-1)\lal+R)el+R) g (b, ] p] p = —(—1)leFIFIID3, (a, b, ).

circ

Or D'identité de Jacobi pour le crochet [ , |p s’obtient en annulant le
premier membre de cette égalité. Par conséquent, une condition nécessaire
et suffisante pour que [ , |p vérifie identité de Jacobi est que l'opérateur
différentiel D? (qui est a priori d’ordre < 3) sost d’ordre < 2. Compte tenu de
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(1.6), lorsque cette condition est vérifiée, et en particulier lorsque D* = 0, le
crochet [ , |p est une structure d’algébre de Lie graduée sur ’espace gradué
D,> i AP ot AP = AP,

Compte tenu de (1.2), si D est un endomorphisme de A de degré impair
k et si D(1) = 0, alors

®%:(a,b) = D% (a,b) + 9% (D(a),b) + (~1)?@%(a, D(b)),
quels que soient a € AP et b € A. Par conséquent, si de plus D?=0,0na
(1.8) Dla,b]p = [Da,b]p + (—1)?**[a, D(b)] b,

ce qui signifie que D est une dérivation de degré k de I’algébre de Lie graduée
définie par | , |p.

Ezemple. — Soit g une algébre de Lie et soit A = A(g). L’opérateur
différentiel du complexe A(g’) est un opérateur de degré 1, d’ordre < 1
et de carré nul. Son transposé J est un opérateur différentiel dans A de
degré —1, d’ordre < 2 et de carré nul. Le crochet [ , ]5 définit donc une
structure d’algébre de Lie graduée dans A = D,>_1 AP, ot AP = APT1(g).
Sa restriction a g coincide avec le crochet de g. Cette propriété et les identités
(1.6) et (1.7) le caractérisent. Cet exemple m’a été signalé par M. DurLo. Sig
est I’algébre de Lie d’un groupe de Lie G, le crochet | , |5 est la restriction du
crochet de Schouten-Nijenhuis aux tenseurs contravariants antisymétriques
invariants par translations a gauche sur G.

2. Crochet de Schouten-Nijenhuis et connexions

On désigne par M une variété différentielle paracompacte de dimension
n et par A(M) = @,5, AP(M) l'algébre des champs de tenseurs contra-
variants antisymétriques sur M. C’est une algébre Z;-commutative graduée
engendrée par A°(M) = C®°(M) et par A!(M) qui est le module des champs
de vecteurs sur M. Le crochet de Schouten-Nijenhuis dans A(M) est une
application R-bilinéaire

[, ]s:A(M) x A(M) — A(M)

de degré —1 qui est caractérisée par les propriétés suivantes (cf. [9], [13]) :
(i) pour tout X € A'(M), endomorphisme ads(X) : u — [X,u|s est la
dérivation de Lie par rapport au champ X,
(ii) siu € AP(M) et v € AI(M), on a

[u,v]s = —(—1)(P“1)(4‘1)[v,u]s.
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(iii) si u € AP(M), ads(u) est une dérivation de degré p — 1 de ’algebre
A(M).

Avec le crochet de Schouten-Nijenhuis, I’espace gradué

ot AP(M) = APT1(M), est une algébre de Lie graduée.

On dira qu’un opérateur différentiel D dans A(M) engendre le crochet de
Schouten-Nijenhuis si D est d’ordre < 2, de degré —1,etsi[, |p =1, s,
autrement dit si

[u,v]s = (=1)?(D(uv) = D(u)v — (=1)PuD(v))

quels que soient u € AP(M) et v € A(M). D’aprés ce qu’on a vu au
paragraphe 1, puisque [ , |s vérifie Iidentité de Jacobi, si D engendre [ , |sg,
alors D? est d’ordre < 2. Dans ce paragraphe, on va voir que les opérateurs
différentiels qui engendrent [ , |s correspondent a des connexions linéaires
dans le fibré vectoriel A"T M.

Soit V une connexion linéaire dans le fibré tangent T M. Pour tout champ
de vecteurs X sur M,Y — [X,Y]-V x(Y) est un endomorphisme du module

A'(M), autrement dit un tenseur de type (1,1) sur M. On notera divy (X)
sa trace.

(2.1) LEMME. — Pour toute connexion linéaire V de torsion nulle
dans TM, il existe un opérateur différentiel Dy qui engendre [ , |s et un
seul, tel que Dy (X) = —divy(X) pour tout champ de vecteurs X sur M.

En effet, si Dy engendre [ , |g, quels que soient X,Y € A'(M), on a
[X,Y]=[X,Y]s = —(Dv(XY) - Dv(X)Y + Dy (Y)X),

donc
Dy (XY) =divy(Y)X —divy(X)Y - [X,Y].

Puisque Dy est d’ordre < 2 et de degré —1, il est déterminé par ses
restrictions & A!(M) et A%(M), et ceci prouve l'unicité. Pour montrer
I’existence de Dy, on procéde localement. Soit U un ouvert de M et soit
X1,...,X, une base du module A*(U) des champs de vecteurs sur U. Soit
aiy,...,0n la base duale dans le module des 1-formes sur U. Alors

Dy ==Y i(e)Vx,
=1
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est un opérateur différentiel de degré —1, d’ordre < 2 dans A(U), indépen-
dant du choix de la base (X;). Quels que soient X,¥ € A'(U), on a

DU(X) = _gai(VXiX) = _z_:zfai(VXXi - [X,Xi]) = ~din(X),

Dy(XY) = Dy(X)Y — XDy(Y) + Vy(X) — Vx(Y)
= Dy(X)Y — XDy(Y) - [X,Y].

Par suite, le crochet [ , | p, coincide avec le crochet de Schouten-Nijenhuis
sur (A°(U) + A'(U))?. Par recollement, on obtient un opérateur Dy dans
A(M) qui engendre [ , |s et tel que Dy(X) = —divy(X) pour tout
X € AY(M).

Soit V une connexion linéaire de torsion nulle dans T'M. Puisque Dy
engendre [ , |g, on sait que D% est d’ordre < 2. Or D% est de degré —2. Par
conséquent D% est le produit intérieur par une 2-forme différentielle sur M.
Il est facile d’expliciter cette forme au moyen du tenseur de courbure Ry de

V.On a
(2.2) D% =4(Tr Ry),

ol Tr Ry est la 2-forme sur M telle que (Tr Ry)(X,Y) = TraceRy(X,Y)
quels que soient X,Y € A1(M).

On a donc une application canonique de I’espace affine des connexions
linéaires de torsion nulle dans M dans ’ensemble des opérateurs diffé-
rentiels qui engendrent le crochet de Schouten-Nijenhuis. Cette application
est surjective. En effet, si D est un opérateur qui engendre [ , |s et si
V° est une connexion linéaire de torsion nulle dans TM, D — Dyo est un
opérateur différentiel d’ordre < 1, de degré —1. Par conséquent, D — Dyo est
un produit intérieur 7(a), ol & est une 1-forme sur M. Il existe une 1-forme
B sur M & valeurs dans le fibré End(T'M) telle que B(X) = Tracea(X)
et B(X)Y = B(Y)X quels que soient X,Y € A(M). Soit V la connexion
linéaire dans TM définie par VxY = VY — B(X)Y. Sa torsion est nulle
et D(X) = Dy(X) pour tout X € A'(M). Puisque D et Dy engendrent
[ , ]s, ceci entraine que D = Dy.

Soient maintenant V et V' deux connexions linéaires de torsion nulle dans
TM. Pour que Dy = Dy, il faut et il suffit que V et V' induisent la méme
connexion linéaire dans le fibré AT M. En effet, la relation Dy = Dy est
visiblement équivalente a divy = divy:.

En observant que toute connexion linéaire dans A"T M est induite par une
connexion linéaire dans T'M, on arrive finalement au résultat suivant.
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(2.3) PROPOSITION. — L’application V — Dy se factorise en lappli-
catton qui assocte d une connexion de torsion nulle dans TM la connexion
indutte dans AT M et une bijection canonique de l’espace affine des con-
nexions linéaires dans A"TM sur ’ensemble des opérateurs différentiels qui
engendrent le crochet de Schouten-Niyjenhuis. Dans cette bijection, les con-
nexions de courbure nulle dans AT M ont pour images les opérateurs de
carré nul.

Par exemple, si V est la connexion de Levi-Civita associée & une métrique
riemannienne sur M, Dy est de carré nul. Si M est orientable et si v est
une section sans zéro de AT M, alors v détermine une connexion plate dans
A™TM dont 'image est un opérateur de carré nul qui engendre le crochet
de Schouten-Nijenhuis.

Soit D un opérateur différentiel qui engendre le crochet de Schouten-
Nijenhuis. Pour toute p-forme différentielle w sur M, le produit intérieur
t(w) est un opérateur de degré —p et d’ordre < p, donc [D,i(w)] = Di(w) —
(—1)P4(w)D est de degré —(p + 1) et d’ordre < p+ 1. C’est donc un produit
intérieur par une (p + 1)-forme. On constate que

(2.4) Di(w) — (-1)?i(w)D = —i(dw),

ol dw est la différentielle extérieure de w. Si D’ est un autre opérateur qui
engendre le crochet [ , |g, alors D' = D + ¢(c), ol « est une 1-forme, et la
relation (2.4) montre que (D’)? = D? — i(da).

3. Le complexe associé a une structure de Poisson

Rappelons qu’une structure de Poisson sur la variété M est un 2-tenseur
contravariant antisymétrique w tel que [w, w]s = 0, ([8], [15]). On notera F,,
le sous-module du module des champs de vecteurs sur M dont les éléments
sont les 7(a)w, oll « est une 1-forme sur M. Ce module est engendré par les
champs hamiltoniens [w, f]s = i(df)w ou f € C*°(M). Comme le crochet
de deux champs hamiltoniens est hamiltonien, F,, est une sous-algébre de
Lie de A*(M). Pour tout point p € M, les valeurs en p des éléments de F,
sont les vecteurs tangents en p a la “feuille symplectique” contenant p ([14]).
Tout champ appartenant & F, est ainsi tangent aux feuilles. Lorsque le rang
de w est constant, cette propriété caractérise les éléments de F,.

Soient w une structure de Poisson sur M et D un opérateur différentiel
qui engendre le crochet de Schouten-Nijenhuis. Alors D(w) est un champ de

vecteurs sur M qui est déterminé, modulo F,,, par le tenseur w. La relation
(1.2) montre que

2[D(w),w]s = 2D?*(w)w — D*(w?).
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Par conséquent, si D? = 0, le champ D(w) est un automorphisme in-
finitésimal de la structure de Poisson. Quel que soit le choix de D, le champ
D(w) normalise le module F,. Si le rang de w est constant sur un ouvert
U de M, alors en tout point de U, le champ D(w) est tangent aux feuilles
symplectiques.

On notera d,, ’endomorphisme adg(w) de A(M). C’est une dérivation de
degré 1. Puisque

2ads(w)? = [ads(w),ads(w)] = ads([w,w]s) = 0,

on a d2, = 0. On notera H} (M) lalgébre de cohomologie du complexe
(A(M),dy). Cette cohomologie a été définie par A. LICHNEROWICZ dans (8]
sous le nom de G-cohomologie. De I’identité de Jacobi, il résulte que

du[a,b]s = [du(a),bls + (=1)""[a, du(b)]s

pour tout a € AP(M) et tout b € A(M). Le crochet de Schouten-Nijenhuis
induit donc un crochet dans HJ (M). Ce crochet est une structure d’algébre
de Lie graduée dans

H,(M) = @ 5 (M),
p2-1
ou A
HE (M) = HEFH (M)
(cf. [8]). 11 vérifie de plus la relation (1.7).

Puisque [w,w]s = 0, w est un cocycle dont la classe appartient évidem-
ment au centre de I’algébre de Lie graduée H}(M). Si D est un opérateur
qui engendre le crochet [ , |g et si D? = 0, alors (1.8),

D[w’b]s = [D(w)’b]S - [w’D(b)]S

pour tout b € A(M), donc Ddy + dyD = ads(D(w)). Cela montre que la
classe du cocycle D(w) appartient également au centre de H (M).

Soit UM) = B ,5, WP(M) l'algebre des formes différentielles extérieures
sur M et soit d la différentiation extérieure dans Q(M). A la structure de
Poisson w sur M, on associe ’opérateur

A = [i(w), d] = i(w)d — di(w)

dans Q(M). C’est un opérateur différentiel de degré —1 et d’ordre < 2. On
a visiblement

(3.1) [d,A] = dA + Ad = 0.
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Quels que soient a,b € A(M), on a [[i(a),d],?(b)] = ¢([a,b]s). Par suite
(3.2 (A i(w)] = Ai(w) — i(w)A = i([w, w]s) =0,

Des relations (3.1) et (3.2) résulte que A% = 0. On définit donc dans Q(M)

un crochet [ , |, de degré —1 qui donne une structure d’algebre de Lie
graduée dans (}(M) en posant

[, Blw = [, Bla = (=1)7 (A(ef) — Ala)B = (-1)PaA(B))

pour tout a € QP(M) = (P~1(M) et tout B € Q(M). De la relation (3.1)
résulte que pour a € QP(M) et B € Q(M), on a

dla, Blw = [de, Blw + (—1)P e, dB .

Sida=dp =0,

(o, Blw = (=1)P71d (i(w) (eB) — (i(w)a) B — a(i(w)B))

= (-1)P"1d®2 ) (o, §).

Ceci montre que | , |, tndutt le crochet nul dans H*(Q(M)) = H*(M). On
remarque que si f,g € C®°(M), on a [df, dg], = d@?(w)(df, dg) = —d{f, g} w,
ou { , }. est le crochet de Poisson relatif & w.

La structure de Poisson w détermine d’autre part un homomorphisme ~,,
de l’algébre (M )dans l’algébre A(M). Cet homomorphisme est caractérisé
par les conditions v, (f) = f pour f € Q°(M) et vy, (a) = —i(a)w pour
a € Q1(M). L’image de 7, est donc la sous-algébre de A(M) engendrée par
les fonctions et le module F,,. Quelles que soient les formes o, 3 € Q(M),
on a

(33) [y (@), Y (B)]s = Yo ([, Bw)-

Cela se démontre en vérifiant la relation lorsque « et 8 sont des fonctions
ou des 1-formes exactes. Pour tout f € Q°(M), on a

(dw7w - '7wd)(f) = dw(f) + z(df)w = 0.

Or le noyau de d,v, — Yud est une sous-algébre de (M) stable par d. Par
conséquent dyYy = Ywd. Ainsi 7, est un homomorphisme du complexe de
de Rham dans le complexe (A(M), d,,) et il induit donc un homomorphisme
H(yw) : H*(M) — Hi(M).

Le noyau de v, : Q(M) — A(M) est stable par i(w). Il existe donc
un opérateur différentiel K et un seul dans ’algébre image de v, tel que
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K~y = qwi(w). Cet opérateur est de degré —2 et d’ordre < 2. Posons
D = Kd,, — d, K. 1l résulte de (3.3) que si a, b appartiennent a 'image de
Yw et si a est de degré p, alors [a,b]s = (—1)P®% (a,b). Par conséquent, si de
plus dy,(a) = dy(b) = 0, alors [a,b]s = (—1)PT1d,, D% (a,b). Ainsi, le crochet
de Schouten-Nyenhuis induit le crochet nul dans la cohomologie du sous-
compleze v, (Q(M)) € A(M). A fortiori, le crochet induit par [ , ]s dans
H} (M) a une restriction nulle sur 'image de H(vy,,) : H*(M) — H%(M).

Supposons maintenant la structure de Poisson w de rang égal en tout point
a la dimension n = 2m de M. Alors 7, est un isomorphisme et la 2-forme
w telle que vy (w) = w est une structure symplectique sur M. Pour toute
p-forme a sur M, on a ¢(a)vy = (—1)Pyui(yw(@)), par conséquent i(w)y, =
Yw?(w) ou encore K = 7(w). On obtient donc un opérateur D qui engendre
le crochet de Schouten-Nijenhuis en posant D = #(w)d,, — dyi(w). Cette
formule est la réplique contravariante d’une formule usuelle en géométrie
kaehlérienne. Les connexions linéaires V de torsion nulle sur M telles que
Dy = D sont les connexions pour lesquelles la différentielle covariante de
la forme volume w™ est nulle. Compte tenu de ce qui a été vu plus haut
(cf. LICHNEROWICZ, (8]), H (vy) est un isomorphisme de H*(M) sur H2 (M)
et le crochet de Schouten-Nijenhuis induit le crochet nul dans H,,(M). Si
Z1,...,%om sont des coordonnées symplectiques sur un ouvert U de M et si
&= Bixi’ on a

i=m

w= Z dzidTmyq, w = 'im Eilmti

=1 1

et

dw(xi) = _€m+ia d'w(xm+i) = gia dw(&z) = O, dW(f‘m-l-i) = 0’

pour 1 < ¢ < m. Si 'on considére les z; et les £; comme des coordonnées
respectivement paires et impaires sur la supervariété (M, A(M)), on a

29 9
Dz_;afiaxi.

E. CARTAN adoptait parfois cette maniére d’écrire; on en trouve un bel
exemple dans [3].
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4. Le cas linéaire

Dans ce paragraphe, on désigne par g une algebre de Lie de dimension n
sur R et par g’ espace dual de g. On identifie g a I’espace des fonctions
linéaires sur g’ et on identifie g’ & ’espace des champs de vecteurs invariants
par translations sur g’. L’algébre A(g’') des tenseurs contravariants anti-
symétriques sur g’ est alors C*°(g') @ A(g’). Soit z;,...,z, une base de g et
£1,...,&n la base duale. On note D V'opérateur différentiel qui engendre le
crochet de Schouten-Nijenhuis dans A(g’) et qui est associé a la connexion
plate naturelle dans T'g’ (cf. §2). En considérant les z; et & comme des
coordonnées, on a

Z 9¢&; (913,

=1

On notera w la structure de Poisson standard sur g’ donnée par la théorie
de KosTANT-KIRILLOV-SOURIAU ([6], [7], [12], [15]). C’est le tenseur qui
correspond au crochet [ , |:gxg—yg.Ona

12
= 52 xuxj]fifj-

Par suite

=Y &llenmse = 3 (Tr ad(e)ér

Le champ de vecteurs D(w) est donc la forme Tr ad, considérée comme
champ de vecteurs invariant par translations sur g’. L’opérateur différentiel
d, est tel que

1,J=n 1,J=n

Z [xl’xj]& ) dw = -3z Z E [xl’z]] 616]

1,5=1 t,5=1

pour tout f € C*®(g’) et tout £ € g'. Ces formules montrent que, si ’on
considére A(g') comme algébre des formes alternées sur g a valeurs dans
C*(g'), alors quels que soient z,y,€ g, (dy(f))(z) est la dérivée de Lie de
f par rapport au champ —[w,z]s et (dy(&)(z,y) = —&([z,y]). Par suite le
compleze (A(g'),dy) est le compleze des formes alternées sur g a valeurs
dans le g-module C*°(g') défini par la représentation coadjointe. Pour tout
z € g, on notera 6(z) la dérivation de Lie par rapport au champ de vecteurs
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—|w,z]s. On a 8(z) = — ads([w, z]s) = dyi(z) + 1(z)dy ot i(z) = —adg(z)
est le produit intérieur par z dans le facteur A(g’) de A(g’). En coordonnées,

7] n

(4.1) Z[x xk] + Z & ([zi, z]) &af

1,7=1

Dans la suite, nous identifions I’algébre symétrique S(g) a la sous-algebre
de C°°(g’') formée par les fonctions polynémiales sur g’. Alors S(g) ®
A(g') est une sous-algébre de A(g') stable par d,, par les 6(z) et par
Popérateur D. C’est donc aussi une sous-algébre de Lie de A(g’) pour le
crochet de Schouten-Nijenhuis, qui induit par conséquent un crochet dans la
cohomologie du complexe (S(g) ® A(g’),dy) c’est-a-dire dans H*(g, S(g)).

(4.2) PROPOSITION. — Si g est une algébre de Lie semi-simple, le
crochet de Schouten-Nigenhuis dans S(g) @ A(g') induit le crochet nul dans

H*(g,S(g))-

Démonstration. — Si g est semi-simple, le g-module S(g) est somme
directe de la sous-algébre S(g)8, intersection des noyaux des 0(z) | S(g),
et du sous-module 6(g)S(g), somme des (z)S(g) ol z parcourt g. On sait
d’autre part que

H*(g,5(g)) = S(g)* ® H*(g,R) = S(g® ® A(g)®8.

L’algebre H*(g,S(g)) est donc engendrée par les classes des cocycles ap-
partenant & S(g)® et a A(g')®. Compte tenu de la relation (1.7), il suffit
de montrer que [u,v]s est un cobord lorsque u et v appartiennent & S(g)®
ou A(g’)®. Puisque [u,v]g = 0 lorsque u,v € A(g’), on se limitera au cas
u € SP(g)® et v € A(g’)8. Dans ce cas

[u,v]s = (=1)7 (D(wv) — D(u)v — (—1)PuD(v)) = (~1)? D(uv)

et par suite .
=n av
(—1)P[u,v]s = ;[fi,u]sgé:.

Puisque [g,g] = g, tout n € g’ est de la forme

Z € ad(2k) Z [[w, 2k]s, €k]g

et par conséquent

=2 8u
= 0(zk) =—-.
[W,U]S kzzl zk 9z Tr
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Il en résulte que [&;,u]s € 0(g)S(g) pour tout 7 et que
[u,0]s € 0(g)S(g) ® Alg')-

Puisque g est semi-simple, la cohomologie du sous-complexe 6(g)S(g)®A(g’)
est nulle et [u,v]s est donc un cobord.

On peut aussi démontrer cela par une méthode plus proche de ce qui a
été fait au §3, en s’appuyant sur une formule qui exprime D comme crochet
de d,, et d’un opérateur différentiel d’ordre 3, modulo un opérateur nul sur
S(g)® ® A(g’). Soit B la forme de Killing de g et soit z} (1 <7 < n) la base
de g telle que B(x,,x}) = b;5.

Soit
1,7,k=n
o 9 0
L= Z B([Zz,l’]], k)a (96 86
i,7,k=1 L

C’est un opérateur différentiel d’ordre < 3 et de degré —2 dans A(g’). Pour
tout z € g, soit

k=n

05 (z) = Z[x,zk]%.

k=1 k

C’est la dérivation de A(g’) nulle sur A(g’) qui coincide avec 6(z) sur C*°(g’)

(cf (4.1)).

(4.3) PROPOSITION. — Avec les notations qui précédent, on a
D= Ldy, — dyL — 2P,

ol
1,9,k

P=Y &llsn o) 54 3¢ 0" ().

1,9,k

Notons C*°(g’)® la sous-algebre des fonctions invariantes par la représen-
tation coadjointe. La proposition montre que si

a,be C® (g8 ®@A(g') etsi dy(a)=dyu(b) =0,

alors
[a,b]s = (—l)p_ldwéi(a, b),

ou p désigne le degré de a. Le crochet des classes de a et de b est donc nul et
I'opérateur L permet de donner une primitive canonique du cocycle [a,b]s.
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