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CROCHET DE SCHOUTEN-NIJENHUIS* 

ET COHOMOLOGIE 

P A R 

Jean-Louis KOSZUL 

C'est dans sa note de 1928 sur les nombres de Betti des espaces de 
groupes clos que E . CARTAN esquisse la méthode reposant sur la considéra­
tion des invariants intégraux ([1]). Dans son mémoire à la Société Polonaise 
de Mathématiques en 1929 ([2]), il montre que cette méthode s'applique aux 
espaces clos homogènes et il indique alors explicitement comment construire, 
dans ce cas, le complexe des formes différentielles invariantes. Le complexe 
A(g') des formes alternées sur une algèbre de Lie g est un cas particulier 
de cette construction. A vrai dire, dans cet article, E . CARTAN ne fait 
pas explicitement mention de A(g'), car il traite les groupes comme des 
espaces symétriques et s'intéresse donc aux formes différentielles qui sont 
invariantes à la fois par les translations à gauche et les translations à droite, 
ce qui correspond aux éléments de A(g') invariants par le prolongement de la 
représentation coadjointe. Néanmoins, on peut dire que dès 1929 une pièce 
essentielle de la théorie cohomologique des algèbres de Lie était en place. 
Cette théorie a pris la forme que nous lui connaissons en 1948 avec l'article où 
C. CHEVALLEY et S. EILENBERG définissent le complexe des formes alternées 

sur une algèbre de Lie g à valeurs dans un g-module. Dans ce contexte, on 
trouve notamment deux extensions naturelles du complexe À(g /) qui ont un 
support géométrique limpide, et que nous allons rappeler. 

Soit G un groupe de Lie et soit g son algèbre de Lie, identifiée à l'espace des 
champs de vecteurs invariants à gauche sur G. L'algèbre de fonctions C°°(G) 
est un g-module et le complexe fi (G) des formes différentielles extérieures 
sur G s'identifie au complexe C°°(G) ® A(g') des formes alternées sur g à 
valeurs dans C°°(G). C'est une première extension du complexe A(g'). Si 
l'on s'intéresse à la géométrie de la représentation coadjointe, on est conduit 
à considérer cette fois A(g') comme l'algèbre des tenseurs contravariants 
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antisymétriques invariants par translations sur l'espace vectoriel g', c'est-à-
dire comme une sous-algèbre de l'algèbre C°°(g')(8)A(g') de tous les tenseurs 
contravariants antisymétriques sur g'. De ce point de vue, A(g') est un 
sous-complexe du complexe C°°(g') <g> A(g') des formes alternées sur g' à 
valeurs dans le g-module C°°(g') défini par l'action coadjointe. Notons que 
les espaces i ï 2 ( g , C°°(g')) et i ï 2 (g , C°° (g')) interviennent par exemple dans 
le problème de la linéarisation d'une structure de Poisson (cf. [5], [14]). 

Avec C°°(G) 0À(g / ) et C°°(g') <8)A(g'), on a deux extensions du complexe 
A(g') de nature bien différente. Dans C°°(g') (£) A(g') est défini le crochet 
de Schouten-Nijenhuis [ , ]s qui en fait une algèbre de Lie graduée, les 
éléments de degré p étant ceux de C°°(g') (g) A p + 1 (g') ([9], [13]). L'opérateur 
différentiel d de ce complexe est de la forme ads(w) où w G g 0 A 2(g') et 
[w;,u?]s = 0. Ce tenseur w est la structure de Poisson standard sur g'. De 
l'identité de Jacobi pour [ , ]s, il résulte que 

d[a,b]s = [da,b]s + ( - l ) " " 1 [a, db]s 

quels que soient a E C°°(g') <g> ApP(g') et b G C°°(g') ® A(g'). Par suite, le 
crochet de Schouten-Nijenhuis induit un crochet dans iï*(g, C°°(gf)). 

Soit S (g) l'algèbre symétrique de g, identifiée à un sous-module de C°° (g'). 
Le sous-complexe S(gf) ® A(g') est stable par le crochet de Schouten-
Nijenhuis, qui induit donc aussi un crochet dans i/*(g, 5'(g)). Ce dernier 
applique # p ( g , S r (g)) X i ^ ( g , S*(g)) dans J ï ' + ^ g , S ^ ' - ^ g ) ) . En par­
ticulier, on trouve une structure d'algèbre de Lie graduée dans if*(g, g). 
Cette structure a été mise en évidence et utilisée par D.S. RIM dans son 
travail sur les déformations des algèbres de Lie filtrées ([11]). Elle comporte 
une application quadratique Sq : if 2 (g, g) —* if 3 (g, g) qui joue un rôle im­
portant dans l'étude des déformations de l'algèbre de Lie g (cf. G. RAUCH 
[10]). 

Toute structure de Poisson sur une variété donne de même un complexe 
muni du crochet de Schouten-Nijenhuis (cf. LICHNEROWICZ, [8], [15]). Dans 
ce qui suit, on indique des cas où ce crochet induit le crochet nul dans la 
cohomologie. Pour ce faire, il est utile d'exprimer le crochet de Schouten-
Nijenhuis au moyen d'opérateurs différentiels d'ordre < 2 dans l'algèbre des 
tenseurs contravariants antisymétriques; c'est à cela que sont consacrés les 
paragraphes 1 et 2. 
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1. Les opérateurs différentiels dans le contexte gradué 

Soit A = 0 p > o Ap une algèbre graduée, avec degrés dans Z, sur un corps 
de caractéristiques / 2. On suppose que A est Z 2 commutative, c'est-à-dire 
que ab — ( — l)pqba lorsque a G Ap et b G Aq. Soit Endk(A) l'espace vectoriel 
des endormorphismes de degré k de A. Sur End(^4) = ©fcez Endfc(^4) on 
définit un crochet en posant 

[Di,D2] = DiD2 - {-îyDiDr 
pour Di G End F (A) et D 2 £ End 9(A). Avec ce crochet, End*(A) est une 
algèbre de Lie graduée. 

Quels que soient p G Z et r > 0, on note i? p l'espace des opérateurs 
différentiels de degré p et d'ordre < r dans A . L'espace DQ est l'espace, 
isomorphe à A p , des endomorphismes de la forme b —• a& où a G A p . Quels 
que soient p, g G Z et r, s > 0, on a 

V?D¡ с D*+a\ [ P r

p , Z J / ] c Z J r

p + « _ 1 . 

En particulier, si D est un opérateur différentiel d'ordre r de degré impair 
fc, alors D2 = \[D,D] est de degré 2k et d'ordre < 2r - 1. 

Comme dans le cas non gradué, on caractérise les opérateurs différentiels 
d'ordre < r en associant à tout endomorphisme de A une (r + l)-forme sur 
A à valeurs dans A. Soit À l'application linéaire de A dans A® A définie par 
A(a) = a ® l — l ® a pour tout a. On munit A® A à\x produit qui en fait 
une algèbre Z2-commutative. Alors 

\{a)\{b) = {~l)pqX{b)X{a) 

pour a G Ap et 6 G i 9 . Pour tout r > 0, soit Àr l'application linéaire de 
0 r A dans A® A telle que 

A r ( a i ® • • • ® a r ) = A(ai) . . . \(ar). 

Pour tout endomorphisme D de A et tout entier r > 0, on notera $ r

D la 
r-forme sur D à valeurs dans A définie par 

$ £ > ( a i , . . . , ar) = m o (Z> ® ic /^)À r (a i ® • • • ® a r ) , 

où rafa ® 6) = a6. 

Si a, 6, c G A sont de degrés respectifs p, g, r, on a 

( i . i ) * i , (o ) = I?(a)-JD(l)o> 

(1.2) Ф1(а,Ь) : I>(o6) - D(a)b - (-\yqD(b)a + D(l)ab, 
$3D{a,b,c) D{abc) - D(ab)c - (-l)M+r)D(bc)a 

(1.3) - (-l)r(P+9)D{ca)b + D{a)bc + (-l)"(«+r)D{b)ca 
+ (-l)r(P+i)D{c)ab - D{l)abc. 
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P o u r t o u t r > 1, la forme $ r

D s ' expr ime au moyen de $ r

D

 1 . Ains i 

(1.4) * c ( a , 6 , c ) $l(a,bc) - *l(a,b)c - (-l)«*&D(a,c)b. 

U n calcul un peu l abo r i eux donne la re la t ion su ivan te : 

( 1 . 5 ) LEMME. — Si D G End* (A) est de degré impair et si D(l) — 0 ; 

on a 

circ 
(_l)|a|(|e| + l ) $ 2 ) K $ 2 ) ( 6 ) C ) ) 

= D$3

D{a,b,c)-$3

D2{a,b,c) + 
circ 

(-l)MM*3,(£>(o),6,c), 

où \a\, \b\, \c\ désignent respectivement les degrés de a, b, c et où X ĉirc 
indique une somme sur les permutations circulaires de a, b, c. 

Soit D G Z?2 un opérateur différentiel d'ordre < 2, de degré impair k et 
tel que D(l) = 0. On lui associe un crochet [ , ]D dans A en posant 

[a,b}D=(-l)p$2

D(a,b) 

pour tout a G Ap et tout b G A. Ce crochet ne dépend que de la classe de D 
modulo Di - Il est de degré fc, mais de degré 0 si on adopte le degré q -h k sur 
Aq. Si a G Ap et 6 G A 9 , on a 

(1.6) [^6]^ = - ( - 1 ) ^ ^ 1 6 ^ ] ^ . 

Vis à vis du produit dans A, le comportement de ce crochet est donné par 
la relation (1.4). Puisque = 0, 

(1.7) [a,bc]D = [a,b\Dc + (-l)(P+ f c)«6[o,c]z, 

pour a G Ap\ b G Aq et c E A. Cela signifie que l'endomorphisme ad£>(a) : 
6 —• [a, 6]£> est une Z2-dérivation de degré p + k de l'algèbre graduée A. 

Compte tenu du lemme (1.5), on a d'autre part 

cire 

(- l)( l f l l+ f c )( l c l+ f c )[o,[6,c] D ] i > = - ( - l j W + W + M ^ a . M ) . 

Or l'identité de Jacobi pour le crochet [ , ]D s'obtient en annulant le 
premier membre de cette égalité. Par conséquent, une condition nécessaire 
et suffisante pour que [ , ]D vérifie Videntité de Jacobi est que Vopérateur 
différentiel D2 (qui est a priori d'ordre < 3) soit d1 ordre < 2. Compte tenu de 
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(1 .6 ) , lorsque cette condition est vérifiée, et en particulier lorsque D2
 = 0, le 

crochet [ , ]D est une structure d'algèbre de Lie graduée sur l'espace gradué 
© p > f c > où Âp = Ap~k. 

Compte tenu de (1 .2) , si D est un endomorphisme de A de degré impair 
k et si D(l) = 0, alors 

*2

D,(a,b) = D*l(a,b) + $2

D(D(a),b) + (-l)"$i,(a, D(b)), 

quels que soient a G Ap et b G A. Par conséquent, si de plus D2 = 0, on a 

( 1 . 8 ) D[a,b]D [Da,b}D + (-lY+k[a,D(b)]D., 

ce qui signifie que D est une dérivation de degré k de l'algèbre de Lie graduée 
définie par [ , 

Exemple. — Soit g une algèbre de Lie et soit A = A(g). L'opérateur 
différentiel du complexe A(g') est un opérateur de degré 1, d'ordre < 1 
et de carré nul. Son transposé d est un opérateur différentiel dans A de 
degré —1, d'ordre < 2 et de carré nul. Le crochet [ , ]a définit donc une 
structure d'algèbre de Lie graduée dans A = 0 p > _ x A p , où AP — A p + 1 ( g ) . 
Sa restriction à g coïncide avec le crochet de g. Cette propriété et les identités 
(1.6) et (1.7) le caractérisent. Cet exemple m'a été signalé par M. DUFLO. Si g 
est l'algèbre de Lie d'un groupe de Lie G, le crochet [ , \Q est la restriction du 
crochet de Schouten-Nijenhuis aux tenseurs contravariants antisymétriques 
invariants par translations à gauche sur G. 

2. Crochet de Schouten-Nijenhuis et connexions 

On désigne par M une variété différentielle paracompacte de dimension 
n et par A(M) = 0 p > o ^ p ( ^ ) l'algèbre des champs de tenseurs contra­
variants antisymétriques sur M. C'est une algèbre Z 2-commutative graduée 
engendrée par A0 (M) = C°°(M) et par A1 (M) qui est le module des champs 
de vecteurs sur M. Le crochet de Schouten-Nijenhuis dans A(M) est une 
application R-bilinéaire 

[ , ]s : A(M) x A(M) -> A(M) 

de degré —1 qui est caractérisée par les propriétés suivantes [cf. [9], [13]) : 
(i) pour tout X G A 1 (M), l'endomorphisme ads(X) : u —• [-X",w]s est la 

dérivation de Lie par rapport au champ X, 

(ii) si u G Ap(M) et v e A*(M), on a 

[u,v]s = _ ( _ l ) ( p - l ) ( ? - l ) M s . 
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(iii) si u G A p ( A f ) , ads (w) est une dér iva t ion de degré p — 1 de l 'a lgèbre 

A ( M ) . 

Avec le c roche t de Schouten-Ni jenhuis , l 'espace g r a d u é 

Â(M) : 

p>-l 
ÂP(M) 

où A P ( M ) = A P + 1 ( M ) , est une a lgèbre de Lie g r aduée . 

On d i r a q u ' u n o p é r a t e u r différentiel D dans A(M) engendre le crochet de 

Schouten-Nijenhuis si D est d ' o rd re < 2, de degré —1, et si [ , ]JJ — [ , ] s , 

a u t r e m e n t di t si 

{u,v}s = {-l)p{D{uv) - D(u)v - (-l)vuD(v)) 

quels que soient u G AP(M) et v G v4(M). D'après ce qu'on a vu au 
paragraphe 1, puisque [ , ]s vérifie l'identité de Jacobi, si D engendre [ , ]s , 
alors D2 est d'ordre < 2. Dans ce paragraphe, on va voir que les opérateurs 
différentiels qui engendrent [ , ]s correspondent à des connexions linéaires 
dans le fibre vectoriel AnTM. 

Soit V une connexion linéaire dans le fibre tangent TM. Pour tout champ 
de vecteurs X sur M , Y —• [X, Y] — Vx{Y) est un endomorphisme du module 
AX(M), autrement dit un tenseur de type (1,1) sur M . On notera d ivv(X) 
sa trace. 

( 2 . 1 ) L E M M E . — Pour toute connexion linéaire V de torsion nulle 
dans TM, il existe un opérateur différentiel JDV gui engendre [ , ]s et un 
seul, tel que D^(X) — — d i v v ( ^ ) pour tout champ de vecteurs X sur M. 

En effet, si engendre [ , ]s , quels que soient X, Y G A1 (M), on a 

[X,Y] = [X,Y}s = ~{DV{XY) - DV(X)Y + DV{Y)X), 

donc 

DV(XY) = àiwv(Y)X - div v(X)Y - [X,Y]. 

P u i s q u e D y est d ' o rd r e < 2 et de degré —1, il est d é t e r m i n é p a r ses 

res t r i c t ions à A1 (M) et A 2 ( M ) , et ceci p rouve l 'un ic i té . P o u r m o n t r e r 

l ' ex is tence de D y , on p rocède loca lement . Soit U un ouve r t de M et soit 

X i , . . . ,Xn une base du m o d u l e Al(U) des c h a m p s de vec t eu r s sur U. Soit 

a i , . . . , a n la base dua le dans le m o d u l e des 1-formes sur U. Alors 

Dv = 
i—n 

i=l 
i(0Li)VXi 
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est un opérateur différentiel de degré —1, d'ordre < 2 dans A(U), indépen­
dant du choix de la base (X{). Quels que soient X,Y E AL{U), on a 

Du{X) 
i = n 

i= 
« , (v X i i 

i = n 

1=1 
at{VxXt-[X,X,}) = -diw(X), 

Du[XY) Du{X)Y - XDV{Y) + VY{X) - VX{Y) 
=DU(X)Y-XDU(Y)-[X,Y]. 

Par suite, le crochet [ , JDJ, coïncide avec le crochet de Schouten-Nijenhuis 
sur (A°(U) + A 1(Î7)) 2 . Par recollement, on obtient un opérateur Dy dans 
A(M) qui engendre [ , ]$ et tel que D v ( ^ ) = — divy(X) pour tout 
XEA^M). 

Soit V une connexion linéaire de torsion nulle dans TM. Puisque 
engendre [ , ]s, on sait que D\ est d'ordre < 2. Or D\ est de degré —2. Par 
conséquent J9y est le produit intérieur par une 2-forme différentielle sur M. 
Il est facile d'expliciter cette forme au moyen du tenseur de courbure i?v de 
V. On a 

(2.2) Dl =г(ТгДу), 

où TrjRv est la 2-forme sur M telle que (Tr i? v ) (X,F) = Traceiîv[X> Y) 
quels que soient X, Y G A 1 (M). 

On a donc une application canonique de l'espace affine des connexions 
linéaires de torsion nulle dans TM dans l'ensemble des opérateurs diffé­
rentiels qui engendrent le crochet de Schouten-Nijenhuis. Cette application 
est surjective. En effet, si D est un opérateur qui engendre [ , ]s et si 
V° est une connexion linéaire de torsion nulle dans TM, D — T>v° est un 
opérateur différentiel d'ordre < 1, de degré —1. Par conséquent, D — D^o est 
un produit intérieur i(a), où a est une 1-forme sur M. Il existe une 1-forme 
/3 sur M à valeurs dans le fibre End(TM) telle que (3(X) = Trace OL(X) 
et /3(X)Y = /3{Y)X quels que soient X,Y G A 1 (M). Soit V la connexion 
linéaire dans TM définie par V x ^ = V^Y — (3{X)Y. Sa torsion est nulle 
et D(X) = DT?[X) pour tout X G A1 (M). Puisque D et T>v engendrent 
[ , ]s, ceci entraîne que D — fly. 

Soient maintenant V et V deux connexions linéaires de torsion nulle dans 
TM. Pour que T>v = T>y3 il faut et il suffit que V et V induisent la même 
connexion linéaire dans le fibre À n TM. En effet, la relation Z>v = -Dy est 
visiblement équivalente à divy = divy-

En observant que toute connexion linéaire dans À n TM est induite par une 
connexion linéaire dans TM, on arrive finalement au résultat suivant. 
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( 2 . 3 ) PROPOSITION. — L'application V -> D v se factorise en l'appli­
cation qui associe à une connexion de torsion nulle dans TM la connexion 
induite dans AnTM et une bijection canonique de l'espace affine des con­
nexions linéaires dans AnTM sur l'ensemble des opérateurs différentiels qui 
engendrent le crochet de Schouten-Nijenhuis. Dans cette bijection, les con­
nexions de courbure nulle dans AnTM ont pour images les opérateurs de 
carré nul. 

Par exemple, si V est la connexion de Levi-Civita associée à une métrique 
riemannienne sur M , Dy est de carré nul. Si M est orientable et si v est 
une section sans zéro de A n T M , alors v détermine une connexion plate dans 
À n T M dont l'image est un opérateur de carré nul qui engendre le crochet 
de Schouten-Nijenhuis. 

Soit D un opérateur différentiel qui engendre le crochet de Schouten-
Nijenhuis. Pour toute p-forme différentielle LU sur M , le produit intérieur 
i(u>) est un opérateur de degré — p et d'ordre < p, donc [Z),i(u;)] = DÎ{LO) — 

{—l)pi(u)D est de degré — [p + 1) et d'ordre < p + 1. C'est donc un produit 
intérieur par une [p + l)-forme. On constate que 

(2.4) Di{u>) - {-l)pi{u)D = - z ( d w ) , 

où duj est la différentielle extérieure de LO. Si D' est un autre opérateur qui 
engendre le crochet [ , ]s, alors D' — D + i(a), où a est une 1-forme, et la 
relation (2.4) montre que (D')2 = D2 — i(da). 

3. Le complexe associé à une structure de Poisson 

Rappelons qu'une structure de Poisson sur la variété M est un 2-tenseur 
contravariant antisymétrique w tel que = 0, ([8], [15]). On notera Fw 

le sous-module du module des champs de vecteurs sur M dont les éléments 
sont les i{a)w, où a est une 1-forme sur M. Ce module est engendré par les 
champs hamiltoniens [w,/]s = i(df)w où / G C°°(M). Comme le crochet 
de deux champs hamiltoniens est hamiltonien, Fw est une sous-algèbre de 
Lie de A1 (M). Pour tout point p G M, les valeurs en p des éléments de Fw 

sont les vecteurs tangents en p à la "feuille symplectique" contenant p ([14]). 
Tout champ appartenant à Fw est ainsi tangent aux feuilles. Lorsque le rang 
de w est constant, cette propriété caractérise les éléments de Fw. 

Soient w une structure de Poisson sur M et Z) un opérateur différentiel 
qui engendre le crochet de Schouten-Nijenhuis. Alors D(w) est un champ de 
vecteurs sur M qui est déterminé, modulo Fw, par le tenseur w. La relation 
(1.2) montre que 

2[D{w)9w]s = 2D2{w)w - D2{w2). 
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Par conséquent, si D2 = 0, le champ D(w) est un automorphisme in­
finitésimal de la structure de Poisson. Quel que soit le choix de D, le champ 
D(w) normalise le module Fw. Si le rang de w est constant sur un ouvert 
U de M, alors en tout point de J7, le champ D[w) est tangent aux feuilles 
symplectiques. 

On notera dw Pendomorphisme ads(u>) de A{M). C'est une dérivation de 
degré 1. Puisque 

2ad 5(w) 2 = [ads(u>),ads(w)] — ads([w, w]s) = 0, 

on a ^ = 0. On notera H^{M) l'algèbre de cohomologie du complexe 
{A(M),dw). Cette cohomologie a été définie par A. LICHNEROWICZ dans [8] 
sous le nom de G-cohomologie. De l'identité de Jacobi, il résulte que 

dw[a,b]s = [^a) ,6]s + (- l) p -MM4&)]s 

pour tout a G AP(M) et tout b G A(M). Le crochet de Schouten-Nijenhuis 
induit donc un crochet dans H^(M). Ce crochet est une structure d'algèbre 
de Lie graduée dans 

H*JM) 
P>-1 

Hl{M), 

où 
Êr(M) = HÏ+1(M) 

[cf. [8]). Il vérifie de plus la relation (1.7). 

Puisque [w,w]s = 0, w est un cocycle dont la classe appartient évidem­
ment au centre de l'algèbre de Lie graduée H^{M). Si D est un opérateur 
qui engendre le crochet [ , }s et si D2 = 0, alors (1.8), 

D[w,b]s = [D(w),b}s -[w,D(b)]s 

pour tout b G A(M), donc Ddw + dwD = ads(D(w)). Cela montre que la 
classe du cocycle D(w) appartient également au centre de H^(M). 

Soit O(M) = 0 p > o O p ( M ) l'algèbre des formes différentielles extérieures 
sur M et soit d la différentiation extérieure dans U(M). A la structure de 
Poisson w sur M, on associe l'opérateur 

A = [i(w), d] — i[w)d — di(w) 

dans fî(M). C'est un opérateur différentiel de degré —1 et d'ordre < 2. On 
a visiblement 

(3.1) [d,A] = dA + Ad= 0. 
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Quels que soient a, 6 G A(M), on a [[i{a), d], i(b)] — i([a,b)s). Par suite 

(3.2) [A,i(w)} = Ai(w) - i(w)A = i([w,w}s) = 0. 

Des relations (3.1) et (3.2) résulte que A 2 = 0. On définit donc dans fi (M) 
un crochet [ , ] w de degré —1 qui donne une structure d'algèbre de Lie 
graduée dans fi(M) en posant 

[<X,ß]w = [<*,/?] д (-iy (A(af3) - A(a)(3 - (-l)paA((3)) 

pour tout a G fip(M) = ÛP~1(M) et tout /3 G fi(M). De la relation (3.1) 
résulte que pour a G fip(M) et /3 G fi(M), on a 

d[a, (3]w = [da, (3}w + {-îy-1 [a, d(3]w. 

Si da = d0 = 0, 

<X,ß]w (-1)р-ха(г-(№)(а/3) - {i(w)a)ß - a{i{w)ß)) 

(-1Г-ЧФ Ja,ß). 

Ceci montre que [ , } w induit le crochet nul dans H*(Q(M)) — H*(M). On 
remarque que si / , g G C°°(M), on a [d/jdflf]^ = d^w)(df,dg) = -d{f,g}w, 
où { , }w est le crochet de Poisson relatif à w. 

La structure de Poisson w détermine d'autre part un homomorphisme 7™ 
de l'algèbre fi(M)dans l'algèbre A (M). Cet homomorphisme est caractérisé 
par les conditions r)w{f) = f pour / G fi°(M) et 7™(a) = —i(a)w pour 
a G fi1 (M). L'image de 7^ est donc la sous-algèbre de A(M) engendrée par 
les fonctions et le module Fw. Quelles que soient les formes a,/3 G fi(M), 
on a 

(3.3) bw{<x),~1w{ß)]s=lw{[<X,ß]w)-

Cela se démontre en vérifiant la relation lorsque a et /3 sont des fonctions 
ou des 1-formes exactes. Pour tout / G fi°(M), on a 

{dw~fw - lwd){f) = dw{f) + i{df)w = 0. 

Or le noyau de dw~jw — ^wd est une sous-algèbre de fi (M) stable par d. Par 
conséquent dw^w = 7wd. Ainsi 7̂  est un homomorphisme du complexe de 
de Rham dans le complexe (A(M),dw) et il induit donc un homomorphisme 
H(lw):H*(M)-+HZ{M). 

Le noyau de 7^ : fi (M) —» A(M) est stable par i(w). Il existe donc 
un opérateur différentiel K et un seul dans l'algèbre image de 7^ tel que 
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K^w — 7wi(w). Cet opérateur est de degré —2 et d'ordre < 2. Posons 
D — Kdw — dwK. Il résulte de (3.3) que si a, b appartiennent à l'image de 
7W et si a est de degré p, alors [a, b]s = ( —l) p $^(a, b). Par conséquent, si de 
plus dw(a) — dw(b) = 0, alors [a, b]s — ( — l)pJtldw$

2

K{a, b). Ainsi, le crochet 
de Schouten-Nijenhuis induit le crochet nul dans la cohomologie du sous-
complexe 7 Î / ;(0(M)) C A{M). A fortiori, le crochet induit par [ , ]s dans 
H^(M) a une restriction nulle sur l'image de H(^w) : H*(M) —> if* (M). 

Supposons maintenant la structure de Poisson w de rang égal en tout point 
à la dimension n — 2m de M. Alors 7^ est un isomorphisme et la 2-forme 
oj telle que 7u>(<̂ ) = w est une structure symplectique sur M. Pour toute 
p-forme a sur M, on a i(a)^w = (—l)piwi(iw(a)), par conséquent i(uj)^/w — 
rywi(w) ou encore K — i(u). On obtient donc un opérateur D qui engendre 
le crochet de Schouten-Nijenhuis en posant D = i(to)dw — dwi(u). Cette 
formule est la réplique contravariante d'une formule usuelle en géométrie 
kaehlérienne. Les connexions linéaires V de torsion nulle sur M telles que 
D v = D sont les connexions pour lesquelles la différentielle covariante de 
la forme volume ct;m est nulle. Compte tenu de ce qui a été vu plus haut 
(cf. LICHNEROWICZ, [8]), H(iw) est un isomorphisme de H* (M) sur H* (M) 
et le crochet de Schouten-Nijenhuis induit le crochet nul dans HW(M). Si 
£iî • • • ? £2m sont des coordonnées symplectiques sur un ouvert U de M et si 

& = ¿^7' O N A 

w= 
i=m 

i=l 
dXidXm+i, W — 

i=m 

i=l 
St sm+t 

et 

£iî • • • ? £2m du){%"m-\-i) — £15 dw{Çi) = 09 dw{€m+i) — 0, 

p o u r 1 < i < m. Si l 'on considère les X{ et les £ t c o m m e des coordonnées 

r e s p e c t i v e m e n t pai res et impa i res sur la superva r i é t é ( M , A(M)), on a 

D = 

i=n 

1=1 

d d 

d& dxi 

É . C A R T A N a d o p t a i t parfois ce t t e man i è r e d ' éc r i r e ; on en t r o u v e un bel 
exemple d a n s [3]. 
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4 . L e c a s l i n é a i r e 

Dans ce paragraphe, on désigne par g une algèbre de Lie de dimension n 
sur R et par g' l'espace dual de g. On identifie g à l'espace des fonctions 
linéaires sur g' et on identifie g' à l'espace des champs de vecteurs invariants 
par translations sur g'. L'algèbre A (g') des tenseurs contravariants anti­
symétriques sur g' est alors C°°(g /) ® A(g'). Soit . . . , xn une base de g et 
£i> • • • 5 £n la base duale. On note D l'opérateur différentiel qui engendre le 
crochet de Schouten-Nijenhuis dans A(g') et qui est associé à la connexion 
plate naturelle dans Tg' [cf. § 2 ) . En considérant les X{ et £t- comme des 
coordonnées, on a 

D = 

i—n 

1=1 

d d 

d£i dxi 

On notera w la structure de Poisson standard sur g' donnée par la théorie 
de KOSTANT-KIRILLOV-SOURIAU ([6], [7], [12], [15]). C'est le tenseur qui 
correspond au crochet [ , ] : g X g —> g. On a 

w — 
1 
2 

i = n 

1=1 

d£i dxi 

Par suite 

D{w) 
i,j=n 

ij= 1 
&([zt,3i])£y 

j=n 

3 = 1 
fr ad (xi))Ei 

Le champ de vecteurs D(w) est donc la forme Tr ad, considérée comme 
champ de vecteurs invariant par translations sur g'. L'opérateur différentiel 
dw est tel que 

dw{f) 
ij=n 

i,j=l 
xi,xi]Ei dj_ 

dxj' 
dw(E)= 1 

2 

i^j—n 

î J = l 
É([zi,Xy])&£j. 

pour tout / G C°°(g /) et tout £ G g'. Ces formules montrent que, si l'on 
considère A(g') comme l'algèbre des formes alternées sur g à valeurs dans 
C°°(g'), alors quels que soient x, y, G g, (dw(f))(x) est la dérivée de Lie de 
/ par rapport au champ —[w,x]s et {dw(£){x,y) = — £([x,y]). Par suite le 
complexe (A(gf),dw) est le complexe des formes alternées sur g à valeurs 
dans le g-module C°°(g /) défini par la représentation coadjointe. Pour tout 
a; G g, on notera 9{x) la dérivation de Lie par rapport au champ de vecteurs 
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— [w, x]s- On a 6(x) — — diàs({w, x]s) = dwi(x) + ^ ( x ) ^ où i(z) = — ads(z) 
est le produit intérieur par x dans le facteur A(g') de A(g'). En coordonnées, 

(4.1) 6(x) = 
k=n 

k=l 
x,xk d 

dxk 

i,j=n 

i,j=1 

Ej([xi,x])Ei 
d 

oeJ 

Dans la suite, nous identifions l'algèbre symétrique 5 (g) à la sous-algèbre 
de C°°(g') formée par les fonctions polynômiales sur g'. Alors 5 (g) ® 
A(g') est une sous-algèbre de A[g') stable par dw, par les 0(x) et par 
l'opérateur D. C'est donc aussi une sous-algèbre de Lie de ^.(g') pour le 
crochet de Schouten-Nijenhuis, qui induit par conséquent un crochet dans la 
cohomologie du complexe (5(g) ® A(g /),rfU)) c'est-à-dire dans iï*(g, 5(g)). 

( 4 . 2 ) PROPOSITION. — Si g est une algèbre de Lie semi-simple, le 
crochet de Schouten-Nijenhuis dans S [g) ® A(g') induit le crochet nul dans 
H*(g,S(g)) 

Démonstration. — Si g est semi-simple, le g-module S (g) est somme 
directe de la sous-algèbre 5 ( g ) g , intersection des noyaux des 6(x) \ S (g), 
et du sous-module 0(g)5(g), somme des 6(x)S(g) où x parcourt g. On sait 
d'autre part que 

i T ( g , S ( g ) ) = 5 ( g ) g ® # * ( g , R ) = S ( g * ® A ( g ' ) g . 

L'algèbre H*(g, 5(g)) est donc engendrée par les classes des cocycles ap­
partenant à 5 ( g ) g et à A(g') g . Compte tenu de la relation (1.7), il suffit 
de montrer que [u, est un cobord lorsque u et v appartiennent à 5 ( g ) g 

ou A(g') g . Puisque [u, v]s — 0 lorsque u^v G A(g'), on se limitera au cas 
u G 5 p ( g ) g et v G A(g') g . Dans ce cas 

[u9v]s = ( - l ) p (D(uv) - D(u)v - {-l)puD(v)) = (-l)pD(uv) 

et par suite 

(-1)p[µ,v]S 
i=n 

1=1 
Ei,µ]S 

dv 
aEi 

Puisque [g, g] = g, tout i ) 6 g ' est de la forme 

V = 
k=n 

k=l 
Çk a.d(zk) 

k=n 

k=l 
[[w,Zk]s,Çk\s 

et par conséquent 

n,µ]S 
k=r] 

k=l 
o5ZK° du 

dxk 
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Il en résulte que [Ei,µ]sG 0(g) S (g) pour tout i et que 

K»]se«(g)S(g)®A(g'). 

Puisque g est semi-simple, la cohomologie du sous-complexe 0(g)S(g)®K(g') 
est nulle et [w,v]s e s t donc un cobord. 

On peut aussi démontrer cela par une méthode plus proche de ce qui a 
été fait au §3, en s'appuyant sur une formule qui exprime D comme crochet 
de dw et d'un opérateur différentiel d'ordre 3, modulo un opérateur nul sur 
5 (g) g <g) A(g'). Soit B la forme de Killing de g et soit x\ (1 < i < n) la base 
de g telle que B(xi,x,

J) = <5ty. 
Soit 

L = 
i,j,k=n 

«,У,А;= 1 
au*;,*;-],**) 

d d d 
dxk d£i dÇj 

C'est un opérateur différentiel d'ordre < 3 et de degré —2 dans A(gf). Pour 
tout x G g , soit 

es(x) 
k—n 

k=l 
\%, %k\ 

d 
dxk 

C'est la dérivation de A(g') nulle sur A(g') qui coïncide avec 9(x) sur C°°(gr) 
(cf. (Al)). 

(4.3) PROPOSITION. Avec les notations qui précèdent, on a 

D — Ldw — dwL — 2P, 

où 

P = 
i,j,k 

1 J>fc 
au*;,*;-],**) 

d d_ 

Hi 
O(s'j) 

Notons C°°(g / ) g la sous-algèbre des fonctions invariantes par la représen­
tation coadjointe. La proposition montre que si 

a ,6eC°°(g ') g ® A(g') et si dw(a) = dw(b) — 0, 

alors 

[a,6]s (-\y-Hw&L(a,b), 

où p désigne le degré de a. Le crochet des classes de a et de b est donc nul et 
l'opérateur L permet de donner une primitive canonique du cocycle [a, b]s-
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