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CONVERCENCE DES MARTINGALES DANS LES VARIETES
M.Emery

C - INTRODUCTION ET HNOTATIONS

Les martingales & valeurs dans unc variété ont été définies par Bismut [1] et
Meyer [11], ainsi que Darling [3]. En adoptant la ddfinition de ileyer, qui repose
sur 1'idée de Schwartz d'identifier 1l'accroissement infinitésimal d'une semimar—

tingale a un vecteur tangent du second ordre [15], nous alions présenter ici deux

types de questions. D'abord lec problémes de convergence : A quelle conditicn peut—

on affirmer que les martingales Xt 4 valeurs dans une variété riemannienne qui

ont une limite X  quand t-%° sont exactement celles dont la '"variation cuadra-—
. . . . 2 . . . .
tique riemannienne®™ lim ¥ d (XJC ,Xt ) est finie ? Quec peat—on dire d'analogue
o n

n o on+l
pour t- - ? Puis le probléme de non-confluence : Deux martingales dauns une

variété qui prennent la méme valeur & un instant T sont-clles identiquement égales
sur tout l'intervalle [0,T] , comme dans le cas des martinzales uniformément iivié—
grables & valeurs réelles ?

Faute d'apporter des réponses complétes i ces questions, nous énconcerons des

conjectures, et nous indiquerons des résultats partiels.

Wos processus seront définis sur un espace provabilisé complet (¢,F,P) muni

*
d'une( ) filtration (famille croissante ot continue A droite de sous—

(z )t;o
tribus de F, qui conticnnent tous les événements négligeables). Tous los <ioncés
seront invariants par changoment de loi (rerplacencnt de P par une autre provavi-
1ité ayant mémes Svénements négligeables), cauf pour ce qui est de la définition cdes
nartingales ; on pourrait donc ne se donner que la classe d'équivalence de P

(comme le fait Schwartz [167), et nos énoncés s'appliqueraient aux processus qui
sont des martingales pour au moins une probabilité de la classe. (En fait, la
famille des semimartingales qui sont suffisami.ent procies des martingales pour
partager leurs propriétés trajectorielles reste & définir, méme dans le cas des

processus & valeurs réelles,) Deux processus X et Y seront considérés comie

(%)

sauf dans le contre-exemple final, ol il nous faudra deux filtrations.
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Sgaux si PL3t :X%’¥Y£} = 0 (c'est 1'épalité trajectorielle, bien plus forte que
1'égalité en loi).

Les processus que nous considérerons seront tous des semimartingales continues,
4 valeurs soit réelles, scit dans unc variété V i d dimensions ( d fini). Cette

- . - oo . . N - .
vari¢te sera toujours suvposée C , et munie d'une connexion affine, elle aussci de

classe C°, qgue 1l'on suijosera saus torsion (on peut encore définir les martingales
quand la connexion c¢st tordue, mais ajouter une torsicn ne change pas les martin-
gales : le gain en généralité est illusoire).

51 X est un processus & valeurs dans V , nous ncterons Xi es coordonnées

de X dans unec carte locale clles sont définies seulement dans 1'ou-

i
(“- )léléd i

vert aléatoirce {t;O: KtG domaine de la carte} , mais ce caractére local ne présente
que des difficultés teciniques (voir Schwartz [14] ou Keyer—Stricker [13]), d'autant
plus aisées & surmontcr que nous ne considérons ici que des processus continus. Si

X est une semimartingale dans V ¢t a un tenscurdeux fois ccvariant sur V ,

Vb
on définit un procsisus réel 3 variation finic At = i} a(dXS,dXS) par AO =0

idl (%) L -1 . .
et dA = aij(Xt)d<X JX9>, dans l'ouvert aléatoire X ~(U) , U étant le domaine
v

d'une carte locale (xl) . 51 1'on préférc localiser 1l'espace V plutdt que le

o] ‘s c4z
temps, on peut se donner un atlas (dy,(x 1) et une partition de l'unité

lgigd)
o .
(e ) subordonnée au recouvrement (dy) ; on a alors
t o o i@
A = Jo Ty (x4) ag (%) a<x™ x> .
Ce processus A est noté a*X par Schwartz [15] et IXt a par Meyer [11] ; ces
0

auteurs considérent des étres a plus généraux que les tenseurs deux fois covari-

ants. La propriété suivante est tout-3-fait classique ; nous l'utiliserons souvent.

IENE 0. 8i le tenseur a ecst symétrique et de type positif (éventuellement dégé—

t
néré), le processus Jé a(dXS,dXS) est croiscant.
g . . . N PP . 1 d
Démonstration. Par localisation, on se¢ raméne & vérilier que, si X7, +e.,X sont

un processus prévisible localement

des semimartingales réelles et Glij)lgi,jgd

* . . . Ky .
( )Nous utilisons, ici et dans la suite, la convention de sommation d'Einstein.
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CONVERGENCE DES MARTINGALES DANS LES VARIETES

borné & valeurs dans les matrices symétriques de type positif, le processus

-t . o
J; Qij(s) d<X1,XJ>s est croissant. Soit R 1la racine carrée symétrique de type posi-
tif de Q ; comme l'ap lication Q ~>R est continue, R est prévisible et locale~
. " . i )
ment borné. Soit Y; la semimartingale I J; Rij(s) dXi ; le résultat découle de
J

b i3 igi
Jo Q (s) a<x > = Doy 0

Nous ferons souvent dans la suite 1'hypothése supplémentaire que V est
riemannienne, de tenseur métrique g ; la connexion sera toujours dans ce cas la
comnexion canonique (de Levi-Civita) attachée & la structure riemannienne. Si X

it
est une semimartingale dans V riemannienne, le processus croissant ijg(dxs,dxs)

sera noté <X,X> et appelé la variation quadratique de X (c'est d'ailleurs la

t
. . s 2 .
limite en probabilité, pour n tendant vers 1'infini, de I d (th,xin ), ol
i M il
- " . . n iéme e

d désigne la distance riemanienne sur V et (ti)Osi<2n la n subdivision
dyadique de l'intervalle [0,%] ).

D'autres tenseurs d.ux fois covariants que nous utiliserons seront définis &

partir d'une fonction 02 f sur la variété. Il s'agit de a = df®df (en coordon—

nées locales a, .
1]
pour u et v dans l'espace tangent TXV . Gridce & l'absence de torsion, Hessf

= D,f Djf) et de a = Hess f , défini par Hess fx(u,v)=(\7ud:f‘ , V)
est symétrique ; Ilessf cst caractérisé par Hessfx(u,u)z (fop)"(0), o @ est
"lam géodésique telle que ©(0)=x , ®(0)=u j en cocrdonnées locales, (Hess.f‘)ij
=D, .f - Fk.D f , olt les fonctions Tk. sont les symboles de Christoffel de la

i3 ijk ij

connexion.

La définition suivante, inspirée de Meyer [ll], est finalement trds proche de
celle de Darling [5] (toutcu sont bisn sdr équivalentes).

.
D.PIVITICH,. Une semimartincale X 3 valeurs dans V  est une martin-cale si, pour

2
C

toute foaction 1 de claise

¢

it
(%) - % ”[o Hess £ (2X_,dX)

ozt une martinenle locale (continue) réelle.
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T1 suffit en réalité de le vérifier en prenant pour f des fonctions coordonnées
locales ¢ X est une martingale si et seulement si chaque

\; + 1 Fjjk(xt) d<Xj,Xk>t

est une différentielle de martingale locale (dans 1'ouvert aléatoire correspondant
% la carte). On remarquera 1'ambiguité du vocabulaire : quand V = IR ou le , les
"martingales' ainsi définies sont exactement ce que 1l'on désigne d'ordinaire par

"martingales locales continues'.

Noter que, si X est une martingale dans V et f wune fonction 02 , la

t
martingsale locale réelle M—t = f(Xt) -4 j(; Hess f (d)(s,d)(s) a pour variation

it
quadratique <M'M>t =j;) (ar® df)(de,d.Xs) , car M a méme variation quadratique

que foX .

I — CONVERGENCE DES MARTINGALES QUAND + - oo

Soit X une martingale dans une variété riemannienne V . Si V=1 ou IBd‘

il est bien connu (Lenglart [10]) que les événements suivants sont égaux (modulo

existe dans IR } , { 1im X existe

les négligeables) : {<X,X>_ < o} , {tl—ygox Jim Xy

t

dans 1R } ’ {tl_i)m X‘t < oo} 3 chacun d'entre eux est essentiellement le plus gros
[>)

événement sur lequel X soit une semimartingale jusqu'd 1'infini. Notre propos est
d'étendre au cas riemannien ce typc de propriétés. Les travaux de Darling [4] et
Zheng [19] (voir aussi Meyer [12]) ont montré que, en posant

Ql

@ 22

“

(¢]

i

{ 1im X
t 2

, cxiste dans U } o,

plus grand événement sur lequel X est une semimartingale
jusqu'd 1'infini,
{<X,%> <},

{ lim X, existe dans le compactifié¢ d'Aleksandrov T de V } ’
4 toc b

on a (21 = Q2 (Zheng ; cette égalité ne nécessite qu'une connexion, et non une
structure riemannienne), Q, < (‘% (trivial) et 2 c &

Lorsque V est compacte, V =V et les quatre Qi sont égaux. Mais, on

(Darling) .

vient de le voir pour V = IR, ceci peut se produire aussi si V n'est pas compacte.
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CONVERGENCE DES MARTINGALES DANS LES VARIETES

Un probléme naturel est de chercher les variétés riemanniennes V telles que, pour
(tout ¢ et) toute martingale X (sur Q ) on ait Ql=§22=()3 .

DEFINITION. De telles variétés riemanniennes seront dites stochastiquement completes.

(Ce terme de stochastiquement compldte est parfois employé en géométrie différen—
tielle stochastique dans un sens un peu moins fort : on demande seulement que la
durée de vie avant explosion des mouvements browniens sur V soit infinie, ce qui
revient & exiger Ql=£%==$% seulement pour les martingales X qui sont des

mouvements browniens changés de temps. Nous dirons alors que V est faiblement

stochastiquement compléte.)

PROPOSITION 1.1. Toute variété riemannienne stochastiquement compldte est compléte.

Démonstration. Supposons V non compldte., Il existe une géodésique maximale @(t)
définie sur un intervalle Jr,B[ ol —ocog@<0<B<o (la non-complétude se traduit
par la finitude de B ). Soit M une martingale locale continue réelle, issue de
zéro, & valeurs dans J,B[ , telle que I = lim M, existe et soit dans RN{e,R}
(par exemple un mouvement brownien changé de tcmps de telle sorte que l'instant
dtatteinte de {@,B} soit renvoyé & 1'infini). Posons X, = @(Mt) . Puisque @

est affine de }1,8[ dans V , X est une martingale ; bien que X  n'existe pas

dans V (car i,€ P,B[ ), ona Ji,l> <o (car I, €R), donc

i TR . a2 ..
<K, X3, = ‘Jo (p(I’-AS)HZ A<l 1> = [ ]1© <a1y11>
est p.s, fini, Ainsi, pour X , P(Ql) =0 et P(Q3) =1 ; donc V n'est pas

stochastiquement compléte. O

La réciproque est fausse : On conuaft des variétés compldtes qui ne sont pas
stochastiquement compldtes, ni méme faiblement stcochastiquement complétes (voir

Debiard-Gaveau-ilazet [5]). lais on sait (Yau [18]) que si la ccurburc do Ricei de

V est minorée et si V est compldte, V ¢st faiblement stochastiquement compldte.
CONJ SCTURS 1. Toute varidtd riemancienne compldte ) courbure scctionneile minerde

o5t stochastigiomont conpldte. (Maintenant démontrée : voir 1'Addendum.)
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La minoration de la courbure sectionnelle sismifie qu'il existe un réel a
tel que, pour tout x de V et tout 2-nlan PC:TXV , la courbure scctionnelle de
V en x selon P est au moins ézale & a . Nous pensons que 1'hypothése de mino—
ration de la courbure de Ricci n'est pas suffisante, les martingales pouvant filer
4 1'infini en utilisant préférentiellement les dircctions de 1'espace selon lesquel-

les la courbure est trds négative, contrairement aux mouvements browniens, qui eux

sont isotropes.

PROPOSITION 1.2. Soit V wune variété riemannienne. On suppose qu'il existe une

2
foncticn f positive de classe C sur VY telle que

(1) f est propre : si x s'éloigne & 1'infini dans V , f(x) » o H

(ii) le pgradient de f est borné : |lgradf]| g ¢ ;

(iii) la hessienne dc f est dominée par un multiple de la forme métrique :

Hessf‘(u,u) < CI]uHZ .

Alors V est stochastiquement compléte.

REMARQUES. a) La conjecture 1 pet &tre précisée : ilous pensons que si V est
complétz et % courbure sectionnelle minorée, il existe toujours une fonction possé-
dant les propriétés ci-dessus.

b) La proposition reste vraie si la constante ¢ figurant en (ii) et (iii)
est autorisée & dépendre de x , mais avec une croissance linéaire par rapport &
f : on peut remplacer c¢ par c(l+f(x)) . Ceci peut se voir soit en modifiant la
démonstration par un arjument d'équation différentielle stochastique, soit plus
simplement en remarquant qu'alors la fonction T - Log(l+f) vérifie (ii) et (iii)
avec c¢ constant.

¢) Le résultat subsicte si la fonction f est définie seulement sur un voisi-
nage V-X de 1'infini ( K compact) ; la condition (i) : f est propre doit &tre

remplacée par (i') : 1limase réciproque d'une puitie bornée cst bornée pour que l'on

ait encorec x - o = f(x) - ., En eifet, on peut alors appliquer la prorosition A

. 2 PP . s .
une fonction €~ partout définie et égzale & f hors d'un voisinage compact de K .
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licitement supoosé Vo conpldte ; mais cela risulte

0

¢) lous n'aven

im-édiatement de (i) ot (dii).

Démonstration de la propositicn le2. 3cit X unc martincale 4 valeurs dans V .

N

Nous voulons montrer cue sur (o, = {<J(,}{>co < o} y %, existe et est dans V , Grace
2

aa théordme de Dorling: ( S O
P

. p.s.), il sufiit de le démontrer sur o 0 L24 .
1

3

Sur cet événement, f(X) converge dans 1R+ vers une limite ; il suffit (hypothdse
(1)) de vérifier que cette limitc est finie. On écrit foX = i+ A , avec K martin—

T , 't
gale locale telle que <l,i> = L[O((lf@d_f)(dqlﬂ,c‘xn) et 4 =% ,JOHessf(de,(,_;;A).

lois les deux formes cundraticues df&df et Hessf cont dominées par un multinle

de la forne métricue o { Iessf par lynoiidse ct af&af »ar

lare ar)(u,u) = {df,u)z = <gradf, u>'2 s ngadf”2 ”u”2 ).
D'aprés le lemme O, les processus ©<4,X»-<,li> et c<X,X>-A sont crois.ants.

Sur 030 Q) 4 ona donc d'une part <i,il>, < , ce qui entraine tl_;l)rgﬁli <400, ct

t

d'autre part  1im A, <+oo. Ninsi, foX, est fini. []
t 5o b

PROPUSITICN 1,.3. La conjecture 1 est vraie si la variété posséde un pdle (au sens de

Greene et iu [7]) ; dans ce cas il suffit méme que la courbure radiale scit minorée.

Démonstration. Nous allons ap;liquer la proposition précédente A la distance au pdle
(tonction p de Greene et Wu). Elle n'est pas diiférentiable au pdle, et sa ilescien—
ne n'est pas dominée par la méirique au voisinage du péle, mais la remarque c) ci-
dessus permet d'y remédier. Les propriétés (i) et (ii) sont trivialement vérifides ;
reste (iii).

Soient -a2 un minorant de la courbure radiale et V' l'espace hyperbolique
4 d dimensions, 3 courbure constante e . Le tnéordme de comparaison de Greene
et W (Théordme A page 19 de [7]) montre que Hesspx cst dominé par Hessp;,, ol
p(x) = p'(x') et ol les espaces euclidiens TV et T ,V' sont identifiés en
faisant coincider la direction radiale. En d'autres termes, pour contrdler Ilessp ,
on peut supposer la courbure sectionnelle constante et égale % —a2 « Un calcul
%, on

direct fournit alors Hessp (u,u) = acoth ap Hu* , ob u”  est la comjosante
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ortiioradiale du vecteur u . Yonc Iessp (u,u) g acoth ap Hu“ et 1l'on obtient le

résultat disird : llors d'un voisinase du péle, la condition (iii) est satisfaite. D

PROPOSITION 1,.4. La conjecturc 1 est vraie si le rayon d'injectivité n'est pas nul,

Uémonstration. Soit €>0 un réel plus petit que le rayon d'injectivité. Pour x

2( 2(x,y) (ol d est la distance riemannienne)

dans V , la fonction h(y) = r(y) = d

2 P
est C° dans 1la boule B(x,e) et y vérifie gradh=2rgradr, donc |lgradnl| g 2e,
2 . . . . Lz
-2°  est un minorant de la courbure ; voir la démonstration précédente).
Soit X une martingalec dans V ; définissons une suite croissante de temps
d'arrét por Ty =0, T = inf{'thn: d(XTn’Xt) = €} . Posons T = sup T ; sur

[[O,Too[[ on peut définir une semimartingale continue Z par

. 2 2
L‘t =ne + d (XTn’Xt) pour Tn <t g Tn+1

Si k+A eost la décomposition de Z , on peut écrire, sur l'intervalle [[Tn,Tml]],

d<ii, >, = (dh@ dh)(dX, ,dX,) s ngadh(:)(t)ll2 d<K, X>,
s, = % Uessh(d.Xt,cht) ,

Y

ol h = d2(XT ,+) , donc, en utilisant les majorations ci-dessus et le lemme O ,
n

a<dif,M> < ¢ d<X,X> ; dA g ¢ d<X,X> .

On en déduit que sur {<X,X>Do <o et X, existe dans \?} y M,I,Do existe dans IR
et AT dans RU {-oo} « Donc % , la somme des deux, existe aussi dans IRU {—co} H
= T
comme Z est positive, ZI‘ est fini et il existe un entier aléatoire N tel que
o0
e—zzT < N . On a alors ‘I‘N =c et T =oc Il s'ensuit que X reste dans la
0
boule (aléatoire) B(XO,st) , et X, ecst donc dans V . 0O

REMARQUE. Il peut se trouver que les hypothéses des propositions 1.3 et 1.4 ne soient

. ) P ) . o . u
pas satisfaites par la variété V mais le soient par son revétement universel V-~ ,

u

Cela suffit : 8i V  est stochastiquement compldte, V 1'est aussi. Soit en effet

X une martingale dans V ; notons X% un reldvement de X dans V% . Comue
. AU \ u - u
<X, K> = <X7,X7> , sur {<X,/(>°O <o} X aune limite dans V  , et donc X a une

limite dans V .,
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COROLLAIRE 1.5. Toute variété riemannienne compldte & courbure bornée est stochasti-

guement _compléte.,

Ln effet, puisque la courbure est majorée, le revétcment universel a un royon d'in-

jectivité non nul ; la remardue ci-dessus et la proposition 1.4 s'appliquent.

I1 - CONVERGENCE DES MARTINGALES QUAND t - O

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons 3 des processus (X, ) qui sont des

t70<t <o
martingiles au sens suivant : Pour tout €>C , le processus (Xa+t)tg0 est une
martinzale ordinaire (pour la filtration (§e+t)t20 bien sdr). Les instants e
figurant dons cotte définition peuvent &tre remplacés par des temps d'arrét : voir
Leyer—-Stricker [13]. Qwand V = R , les problémes de convergence pour t-0 de

ces processus ont &t¢é étudiés par Sharpe [17], Heyer-Stricker [13], Calais-Génin

[2]. Pour une telle martingale X, on ne peut pas cn général définir le crochet

<,(,X>_t de fagon adaptée ; seuls les accroissements <X'X>t - <X,X>S y gque 1l'on note
L.t sy ~ : 2
<X,‘(>; , sont donc pris en considération. De méme, si f est C,
£ R , [t X
W= r(x) - £(x)) - —EJ;Hessf(qu,dKu)

est cec que Sharpe nomme '" local martingale increment process " et Meyer-Stricker

" nartingale locale-mesure " 3 il n'existe pas toujours un processus adapté N

dont LZ soit la différence W, =N o Si X est la restriction & Jo,0 [ d'une
martingale au sens usuel sur [C,o[ , nous dirons que X est une vraie martingale 3

nous parlerons de méme de vraies semimartingalecs (dans V ou réclles).

s

Les théordmes de Zheng et Darling s'étendent sans difficulté 3 cette situation.,
Pour le voir, posons
Q' = { lim X, existe dams V}
1 to>0 b
plus petit ¢événement sur lequel X est une vraie martingale ,

nS2
1]

{ li?)<X,X>z existe et est finie} (ga ne dépend pas de t ) ,
s

ol
1]

@ = {tlg?)xt existe dans T}

com:e dans le paragraphe précédent, on a Qi = Qé c Q% c Q4 .
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- . N 7 Lo, - N .
Dimonsiration de hi = ué (la varidété n'ect pas supposde rlemanglenne).

L'inclusion Qé c Qi est trivi-le. Réciprecruencni, puisque Li est doas ¥,
=\

on peut, par conditioniement, supposer P(Qi): 1 ot 11 fwt dénontrer que X oot
une vraie martingale dans V .
I1 existe une suitc (Kn) de compacts dont les intérieurs recouvrent V et
. 2 . , P R .
tels que toute fonction C sur un voisinage de K s'Ccrive comme différence de
2 *
( ) sur K (

deux fonctions C~ , convexe:s K Aene

fet, on vérifie, & 1'aido d'une carte
normale par exemple, que tout point de V a un voisinage pos..¢dant cebtte propriété).
Par conditionnement et par arrét, on peut supposer que X prend ses valeurs dans
1'un des K_ .
n
. N s 2 . .

Soit f une foaction [ sur V ; nous allons montrer que foX est une

vraie semimartingale. Puisque f est dil'férence de deux foncticns convexes sur Kn’

on peut supposer que f elle-méme esi convexe. Le procesius réel (foX est

t )'t>o
alors une sous-martingale locale, bornée, et pourvue d'une limite pour t-0 . Clest
donc une vraie sous—martingale (théordme de convergence des surmartingales inverses),
cequi montre que foX c¢st une vraie semimartingale, ¢t X est une vraie semimar—
tingale,
' . . . 2
C'est en fait une vraie martingale, car pour f de classe C , le processus
t
f(Xt) - %~4}Hessf‘(dxa,dxs) est une vraie semimartingale et une martingale locale
s

continue sur J0,% [ , donc une vraie martingale locale. [

Ceci établit @} = QF 5 1'inclusion (€ c:s% est triviale.

Démonstration de s% c Q& . I1 suffit d'établir quc, pour f 02 4 support compact

dans V , f(Xt) converge p.Se Sur K% quand t tend vers zéro. lais f(Xt) —f(XS)

. t .t + .
se décompose en M +A  , ot li_ est une mesurc-martingale locale et ol
s s s
t o, [t . . X
A = E‘J Hessf‘(qu,qu) . Comme f est & support compact, les formes quadratiques
B s

cg - tHessf et cg + sHessf sont positives si la constante c est choisie assez

. t t . t
grande ; ccci entrafne lAsI Fa <X,X>S , cc qui montre que, sur !, A a vne
) =

*
( ) Rappelons qu'une fonction f est convexe si IHessf est de type positif.
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L. ~ . . -t o -
limite pour s-=0 . De méme, cg — df®df ecst positive, donc <L,u>s < c<K,K>Z ’
. ' R L . .
ce qui montre que sur Q3 <ki,b>_ a une limite pour s-0 , donc aus:i kg (voir

Sharpe [17]). D'ol le résultat. []

A quelle condition a-t-on ui = $% = (% ? I1 n'est plus nécessaire que V
soit compldte, contrairement au paragraphe précédent. Par exemple, si V est une
demi-droite ouverte, ou un intervalle borné, on a Q' Q' (3 Q' pour toute
martingale dans V . Par contre, quand V est le plan privé d'un point, le fait
que Qé % Q% pour les mouvements browniens issus de cc point est certainement di

au défaut de complétude de V '}

CCNJACTURE 2. Soient V  une variété riemannienne compldte & courbure sectionnelle

jorée et ing s . S ! = Q) = .
majoree et <Xt)0<t<a: une martinsale dans V , Alors Ql 92 Q%

Dans la conjecture 1, la minoration de la courbure servait A empécher les
nartingales de partir trop vite & 1l'infini (par rapport & leur horloge naturelle
d<X,X> ). Ici, nous pensons que la majoration les empéche de venir de 1'infini en
" temps " [ini. Contrairement & la conjecture 1, celle-ci pourrait méme €tre vraie
en toute généralité, sans 1l'hypothidse sur la courbure : si la courbure augmente au
voisinage de 1l'infini, la variété tend & se refermer sur elle-méme, et il semble

difficile de venir dn point & 1'infini...

PROPCSITICH 2. Sur V  ricmannicnne et compldte, on suppose qu'il existe une fonction

£ positive ot C° , propre ( (e )—0:), 3 gradient bornd ( |lgradf|l g c ) et dont

la hessienne est minorcée par un wmultiple de la forme métrique ( Hessf‘(u u) —c”u”

S, I sute martingale { S =3 =Q! .
Alors, pour toute martingel (Xt)0<t<03 dans V , on a Ql Q2 Q3
Démonstration. Il suffit de montrer gque, sur 2%r1Q4 ’ 11m f(X ) est finie. Lais
ol N

£{x,) - £(x) = xw -;;J Hess f (dX dz.) :

la majoraticn du gradient entrainc

4 t
<M = Js((lf@df)(dxu,dxu) s oKX,

o+

aonc, sur lim <M, M>

3 L

, et aussi, d'aprés Sharpe [17] Lim_ Mz existent dans
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2 . . t
IR . De méme, la minoration de la hessienne fournit f Hessf‘(qu,qu) 2 -c <X,X>.b ’
s & s

"
dono sar @), Lin snf fsnessf (4X,4X) > = o En aéfinitive, sur 300y,

llsm_>10ni‘ (f(Xt)-f(XS)) > —c0, donc 1itm_)s61p f(Xt) <+ o []

REMARQUE. La conjecture 2 peut &tre précisée : nous conjecturons qu'une telle fonc—
tion f existe dés que la courbure sectionnelle est majorée ; il semble méme
plausible qu'on puisse construire une telle f sur toute variété riemannienne

compldte.

IIT - NON-CONFLUENCE DES MARTINGALLS

Dans les deux paragraphes précédents, nous nous sommes demandé si le comporte—
ment trajectoriel des martingales dans V ressemble & celui des martingales locales
dans IR ou Dfi . Dans celui-ci, nous allons comparer les propriétés des martingales
dans une petite partie de V & celles des martingales bornées réelles. Nous nous
replagons dans les conditions de l'introduction : V est toujours munie d'une
connexion, sans €tre nécessairement riemannienne ; les processus sont indexés par

le fermé [0,o[ .

DEFINITION. Nous dirons que V posséde la propriété de non-confluence (en abrégé

et _toutes martingales X et

la PNC) si pour tout espace filtré (Q,E,P,(§+)t>0)

Y définies sur € et & valcurs dans V , cn a, pour tout temps d'arrét fini T

%?=YT DeS. = X=Y sur [0,7] .

En considérant le premier instant o X =Y et en effectuant un changement de
temps (voir [6]), on se ramdne sans peine au cas od T est constant : V a la PNC
si et seulement si pour toutes martingales X et Y telles que Xl983 = Y1983 ’
ona X=Y sur [0,19837 .

I1 est clair que IR ou IRd ne_posséde pas la PNC ; en revanche, tout ouvert
borné de IR ou :md la posséde, ainsi que certains ouverts non bornés (par exemple

les demi-droites, ou, dans le plan, les angles saillants). Il n'est pas vrai non
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s - . 5 . . \ 1
plus que toute variété compacte, ou riemannienne bornée, ait la PNC ; la sphére S~ ,

et, plus généralement, toute variété sur laquelle une géodésique a un point double,

b

fournissent des contre-—excmples.

CONJECTUR: 3. Soit V une variété munie d'une connexion sans torsion. Tout point de

V a un voisinage jouissant de la PNC.

Plus généralement, nous conjecturons que,si W est une sous-variété totale—
ment géodésique de V et x un point de W , il existe un voisinage U de X
dans V tel que, si X est une martingale dans U avec KTE W pour un temps

dtarrét fini T , tout le processus est dans W . La conjecture 3 en

(X )oggr

découlerait en prenant pour W la diagonale dans le produit VxV ,

PROPOSITION 3. a) S'il existe une fonction f positive, C2 , bornée et convexe sur

VYxV , qui vérifie f(x,y) =0 <=> x =y , alors V posséde la PNC.

b) Toute variété riemannienne bornée, convexc et 3 courbure scctionnelle néra—

tive possdde la PNC,

Dans cet énoncé, V convexe signifie que deux points quelconques de V peu=
vent étre joints par une géodésique et une seule, qui dépend de fagon C%* des deux
points.

Le point b) entrafne en particulier que la conjecture 3 est vraie pour les
variétés 3 courbure négative ; pour les variétés de Cartan-Hadamard (compldtes,
simplement connexes, & courbure négative), on obtient méme la PNC pour tout ouvert

borné, car les boules sont convexes.

Démonstration de la proposition 3, a) Soient X et Y deux martingales dans V et

Y. o Comme (X,Y) est une martingale dans VxV

T un temps d'arrét tel que XT 1

(pour la connexion produit), 2 = £(X,Y) est une sous-martingale locale réelle,
bornée car f 1'est, donc une vraie sous-martingale positive. Puisque Z_ = O ,

Z est nulle sur [[0,7]] , donc, sur cet intervalle, X =7 .
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b) I1 suffit de vérifier que le carré de la distance f(x,y) = da(x,y) satis—
fait les hypothdses du a). Seule la convexité n'est pas triviale. Comme f est C2,
il suffit de vérifier la convexité de f hors de la diagonale (car son complémen—
taire est un ouvert dense). Finalement, d étant positive, il suffit d'établir la
convexité de d hors de la diagonale. Soient donc x(t) et y(t) deux géodésiques
de V telles que x(0) # y(0) ; nous voulons montrer que la dérivée seconde en O
de t—>d(x(t),y(t)) est positive ou nulle. Le calcul de cette dérivée seconde est
classique (o'est La formule de la variation seconde de la longueur ; voir Kobayashi-
Nomizu [9] ou Klingenberg [8]). On trouve

Freunu,n + llnol? - eupnle
ot r = d(x(0),y(0)) , s est l'abscisse curviligne sur la géodésique joignant x(0)
3 y(0), T 1lavitesse de cette géodésique, et U le champ de Jacobi le long de
cette géodésique tel que U(0) = x(0) ; U(r) = y(0) . En d'autres termes, U(s)
est la vitesse pour t = O de la courbe zs(t) ainsi définie : s ——>zs(t) est la
géodésique telle que zo(t) =x(t) et zr(t) = y(t) .

Comme la courbure est négative, g(R(U,T)U,T) est positif ou nul ; 1l'inégali-
té de Schwarz donne g(vTU,T)2 < ||T||2 1|VTUH2 = ||VTUH2 , et 1'intégrale est

non négative. 0

La démonstration le montre bien, ce résultat est finalement un théoréme de
comparaison, Dans une Variété.é courbure négative, la fonction distance est plus
convexe que dans l'espace plat ﬂ#i , et les martingales n'cn ont que plus tendance
3 s'éloigner les unes des autres, Mais le rapprochement avec IRd ne peut pas &tre
poussé trop loin ; dans le cas euclidien, pour s<t , on calcule Ks connaissant

X, par la formule X = E[thgs] ; dans les variétés, méme vérifiant la PNC, la

connaissance de Xt et Fs ne suffit pas 3 déterminer Xs : il faut comnaftre en

outre toute la filtration (Zu)sgugt

Pour illustrer ceci, voici un exemple de deux martingales X et ¥ , pour des
filtrations différentes (Et) et (gt) y telles que Fo=Go , F, =0,

X2 = Y2 et cependant XO # YO . Ces deux processus sont & valeurs dans un ouvert
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arbitrairement petit U d'une variété riemannienne de dimension 2 & courbure cons=

; U

tante négative ; poscede la PNC.

remarquer gue

EXGuPLE. Soit, dans le plan hyperbolique, ABC un tri-

angle isoctle en A ; on désigne par A', B' et C!

les milieux des cOtés, pwwr J le milieu de AA' et par

I celui de B'C' . Comue la courbure est négative, un
peu de géométrie hyperbolique montre que J # I : J C‘
se trouve en fait sur le segment AT . 81 P, 4 et R

sont trois points de U +tels gue Q est le milieu de

PR, on notera 2P¢R 1tapplication affine (clest-a-
dire la péouésique) de [-1,1] dans U telle gque B
dP“H(—l’ =P , aP;R(O) =0 et ap;ﬁ(l> =R,

Soit (Lt)oétél une martingale continue 3 valeurs dans [-1,1] telle que
HO =0 et Ll = 1 ou -1 avec probabilités (,%) (par exenple Kt = Bt/l-t , of 3
est un mouvement brownien arr’t¢ an premicr instant ol iB] = 1). Donnons—nous, sur
un espace probabilisé  , deux copies indépendantes L' ot L™ de L .

Par définition, (Xt)Ogtgl sera l'image de (K{) par  asip, ;

si Xl =Cc' , <Kt)1§t§2 sera 1'image de (HéLl) par  agay, et
si Xl = 3' , <Xt)l§t§2 sera l'inage de (Lgll) Par  anpy, e
Par définition, (Yt)Ogtgl sera l'image do (Eg) DAL Apyg.

si Y, = A", (Yt)1§t§2 sera l'image do (I&%_l) par agy,. 4 ot
si Yl =4 (Yt>l§t§2 sera constammeit égal & A .

On vérifie sans peine que X et Y sont des martingales pour leurs filtra-—
tions respectives, telles que XO =1, YO =J, EO = gO est la tribu engendrée
par les évinements négligeables , et cependant

A si Mf =1
X2 = Y2 = si Ki': -1, Li = =1
C si Mf = -1, Ei =1 .
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ADDENDUM  (Septembre 1983)

Nous remercions le Professeur H. wu qui nous a fourni une démonstration de la

conjecture 1, sous la forme forte qui suit la proposition 1.2 :

THEOREME. Sur une variété riemannienne compléte & courbure sectionnelle minorée, il

existe toujours une fonction vérifiant les conditions de la proposition 1.2 (et la

variété est donc stochastiquement complite).

Démonstration de H. Wu. Choisissons a dans V et soit h(x) = d(a,x) . Le théordme
3 page 77 de " An elementary Method in the Study of nonnegative Curvature " (H. Wu,
Acta Math. 142, 1979) montre que la hessienne généralisée Ch de h est majorée
hors d'une boule de centre a . Il reste i régulariser h ; la proposition 2.3 de

" Ca)Approximations of convex, subharmonic and plurisubharmonic Functions ' (H. Wu,

Ann, scient. Ec. Norm. Sup. 12, 1979) permet d'approcher h (fonction 1-lipschitzi-

enne et (-k)-convexe hors d'un voisinage borné de a ) par une fonction f , Coo,
(1+e)-lipschitzienne et (-k-~e)-convexe loin de a , d'ou le résultat. (]
lle Enery

IRKA (Laboratoire associé au CNRS)
7 rue René Descartes
67084 Strasbourg—Cedex
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