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VOLUMES MIXTES ET SOUS-ESPACES f? DES ESPACES DE BANACH.,

ALain PAJOR

INTRODUCTION ! Cet exposé se compose de deux parties. Dans la premiére
partie, nous présenterons, en les résumant, les principaux résultats concernant

les plongements de K? ou de £  dans les espaces de Banach. Nous y dégagerons

1
les outils combinatoires qui permettent 1'extraction de bases équivalentes a la
base canonique de ZT ou de ﬁl dans le cas infini dimensionel. Dans une seconde
partie, nous développerons une méthode géométrique utilisant notamment la théorie
des volumes mixtes et qui permettra, au moyen d'un nouveau lemme combinatoire, la
construction de cubes dans une projection canonique de ''grande'" dimension, d'un

n
convexe de R .

. k
| - EXTRACTION DE BASES EQUIVALENTES A LA BASE £,

Pour tout ensemble fini A, nous noterons ]A|, le cardinal de A. Si E
et M sont des ensembles, pour toute partie I de M, nous noterons PI (sans
préciser E et M) la projection naturelle de EM sur EI.

Nous commengons par le cas infini dimensionel. Le résultat remarquable de

Rosenthal []8] est bien connu.

THEOREME 1.,- (Rosenthal [18], Dor [5] dans le cas complexe).

Soit (fn) une suite bornée d'un espace de Banach. Elle admet alors une

sous-suite de Cauchy faible ou une sous—-suite équivalente 3 la base canonique de Kl.
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A. PAJOR

Farahat Eﬂ a donné du théoréme 1, une démonstration utilisant la propriété
de Ramsey des sous-ensembles analytiques de l'ensemble des parties infinies de .
Le lemme clé ([IS] thm 2, voir également Bﬂ) est le résultat combinatoire que

1'on peut énoncer de la maniére suivante :

EMME 1.- soit scC {—l,O,lfN vérifiant la propriété suivante

Pour toute partie infinie M de W, il existe un élément s = (Si)ieN €S tel
que les ensembles {i € M ; s; = -1} et {ieM; s; = +1} soient infinis.

Alors il existe une partie infinie MO de N telle que PIS D {-I,I}I pour

toute partie finie I de M.

Pour introduire le probléme finidimensionel, prenons le cas particulier d'une

suite (fl’fZ""’fn) de n fonctions sur un ensemble T, ne prenant que les
valeurs * | et commengons par cette remarque simple : étudier les parties I de
{1,2,...,n} pour lesquelles la base (fi)iel (considérée pour la norme uniforme

. P N . I
sur T) est isométrique a la base canonique de E] |, c'est rechercher les par-

ties I pour lesquelles : pour tout choix de signes (Ei) € {—1,1}1, il existe

iel
t €T tel que fi(t) =€, pour tout i€ I.

Soit alors S wune partie de {-l,l}n ; définissons la densité de S (au
sens de [1q1) comme le plus grand cardinal des parties I de {1,2,...,n} pour
lesquelles PIS = {—I,I}I. Le lemme combinatoire suivant a &été démontré indé-
pendamment et dans des langages différents par Sauer [19], Shelah [20], Vapnik et
Cervonenkis [2 1] .
nosi |S| > z (?), alors il existe une
- i<k

I
partie I de {1,2,...,n} avec |I| >k, telle que plg = {=1,1}".

LEMME 2.- Soit sC {-1,1}

Autrement dit, si d désigne la densité de S, on a
n
Is| < ¥ (-
icd
Un calcul simple permet également de voir que si |S| > exp(an), alors
d 3 c(e)n, ou c(a) ne dépend que de «a.

Le théordme suivant s'appuie sur le lemme 2, il donne un type d'estimation

qui a été inspiré par un résultat [35] sur les ensembles de Sidon.
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VOLUMES MIXTES ET SOUS-ESPACES Zrll

THEOREME 2 .- (Milman [Hﬂ, Pisier [lﬂ). Soient (f]’fz""’fn) n fonc~-

tions sur un ensemble T, ne prenant que les valeurs * 1. Posons
~-n B . . .
M=2 E [| ; EifiHOo , alors il existe une partie I de {1,2,...,n} telle que :
e.=t] i=]

1

f.).
( 1)161
c est une constante universelle.

est isométrique & la base canonique de [JI| et 1] > ¢ Mz/n, ol

Dans une premiére version, Milman obtenait |I| 2 c MZ/nLog n, l'améliora-
tion que 1l'on énonce est due a Pisier. On notera que cette estimation est sembla-
ble a celle obtenue dans [li] pour des caractéres (ensemble de Sidon).

Abandonnant le probléme isométrique, Elton Bﬂ a démontré le résultat sui-

vant

THEOREME 3.- (Elton [6] dans le cas réel, Pajor [12] dans le cas complexe).
Pour tout & € ]O,l], il existe deux constantes c¢ = c(§) > 0 et B=B(S) >0,

telles que si (fl’fZ""’fn) sont des vecteurs de la boule unité d'un espace de
n
Banach, vérifiant 2 O Y Il Y e.£.]] > 6n, alors il existe une partie I de
e.=t1 i=1 "'
i
{1,2,...,n} telle que |I]| > cn et || Z a.f. || =8 Z |a.| pour toute suite de
—  qer *? ier *

alaires (a.). ..
scalaires ( 1)161

Ce théoréme améliore considérablement un résultat plus ancien [lﬁ]. Dans le
cas réel, 1'outil combinatoire est encore le lemme 2. On démontrait dans [li] un
lemme généralisant le lemme 2 (cas p = 1) et qui simplifie 1'argument combina-

toire dans la démonstration du théoréme 3

LEMME 3.,- (I:l 3] ). Soient n et p des entiers, n3> 1, p3>1 et
sCc{1,2,...,2P4".  si Is| > [ ) (2)]p, alors il existe une partie I de
- i<k

{1,2,...,n}, avec |I| > k et telle que : Pour toute partie J de I, il existe
si—ti >0 pour 1€ J

_ i=n _ i=n PP .
s = (Si)'=l et t (ti)i=l dans S vérifiant : { st < 0 pour ie T\J
I1 est intéressant de lire ce lemme dans le langage introduit par Rosenthal
LlS]. Le théoréme 3 apparait comme une version fini-dimensionelle du théoréme 1.
Notons A, = {(s,t) e s x 8 ; s;-ty > 0} et B, = {(s,t) e s x5 s;7t; < 0},

le lemme 3 qui représente une situation discrétisée, donne une estimation du car-
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dinal des parties I telles que (Ai’Bi)iEI

cisément, si d est le plus grand cardinal de ces parties, on a :

< [1 O]
icd

soit booléenement indépendante. Pré-

Néanmoins, si ce lemme permet de construire de '"grandes'" parties I pour
lesquelles on a tous les choix de signes, ici des différences, et donc de cons-

. I . ~ .
truire des bases Ki |, il ne permet pas de contrdler la distance a la base

sante '"'d'écartement'. Nous aborderons ce probléme dans la deuxiéme partie de cet

. I " _ < p [
canonique de El Elton Uﬂ résout ce probléme par une méthode trés intéres-—

exposé, mais d'un point de vue géométrique.

La démonstration du théoréme 3,dans le cas complexe, nécessite un nouveau
lemme combinatoire que nous annoncions dans [12]. Introduisons pour 1'énoncer

ces quelques notations

. .. -t .
Soit E wun ensemble fini et (E ,E ) wune partition de E avec

]E_I =p 31, iE+| =q > 1. On définit I : T > {-1,1}n par :
. + . - i=n n .
= . == b 2) £1<n.
(Hx)i 1 si X, € E et (Hx)1 1 si X €E , X (xl)1=1 € E, I<ign
LEMME 4,- []Z]. Avec les notations précédentes, il existe une constante
c =c(p,q) >0 telle que si S est une partie de E" qui vérifie
() = {—l,l}n, alors il existe e € E , e+ € E+ et une partie I de {1,2,...,n}

-+
tels que |I| 2 cn et PIS D{e ,e }I.

On notera que l'on peut donner de ce lemme une version infinie. La méthode
de démonstration dans le cas complexe [12], permet également de retrouver le ré-
sultat de Dor (cas complexe du théoréme 1). Signalons d'autres généralisations
du lemme 2, dans des directions diverses, par Karpovsky et Milman Dﬂ , Alon et

Milman [ﬂ, et Assouad Dﬂ.

REMARQUE : Signalons l'amélioration suivante [HJ, du théoréme 3,

qui donne également comme corollaire le théoréme 2.

THEOREME 4. - [HJ. Soient (fl’fz""’fn) n fonctions uniformément

n
bornées par | sur un ensemble T. Posons M = 2 n 2 I 2 Eifi||oo , alors il
e.=t1 i=]
i
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VOLUMES MIXTES ET SOUS-ESPACES ZT

existe une partie I de {1,2,...,n}, |I| 3¢ M2/n , telle que (f.)

). os-
17 1€l b

séde la propriété suivante : Pour tout choix de signes (Ei)iEI € {—I,I}I, il

existe s,t € T tels que pour tout 1 € I, Ifi(t)-fi(s)] > U(M/n)6 et

sign(fi(t)—fi(s)) =€ (ol ¢ et u sont des constantes universelles).

Il - VOLUMES MIXTES ET CONSTRUCTION DE CUBES,

En dualisant, le probléme d'extraction de base KE, se pose en termes de
projection et de boule Ki. En effet si (fl’fZ""’fn) sont des vecteurs de
la boule unité d'un espace de Banach réel et si T est la boule unité du dual,
on considére l'enveloppe convexe équilibrée fermée S de ((fi(t))§:? ; t €T}

c [}l,l]n. Alors la propriété

||‘Z aifii[ > c ‘Z [ai| pour toute suite (ai)iel € RI,
i€l i€l

. s I -
signifie exactement que PSS O chI,[]I.

Nous présentons dans cette partie, un point de vue géométrique sur les

n .
convexes compacts de R . Donnons auparavant quelques notations :

NOTATIONS, Nous noterons K = [}],]]m la boule unité de 22, K quand
il n'y aura pas de confusion possible. Une boule 22 de rayon a est donc un
translaté de aKm = [}a,a]m. Nous écrirons volmA, le volume m-dimensionel de
ACR" (vol A s'il n'y a pas de confusion). Si A et B sont des convexes de
R" et a,b des nombres réels, on note : aA + bB = {ax+by ; x € A et y € B}.
Rappelons que pour toute partie I de {1,2,...,n}, PI désigne la projection
naturelle de R" sur RI et pour simplifier, nous noterons P-'i la projection
de R sur R{],Z,...,n}\{i}.

Le principal résultat de cette section est le suivant

THEOREME 5.- Pour tout a € JO,1], t >0 et €€ ]0,1], il existe
¢ = c(a,t,e) > 0 tel que : Pour tout entier n > | et tout convexe compact

s de R", sc [-1,1]" et vérifiant Vol(s+tkK) > 2" (t+a)",

alors il existe une partie I de {1,2,...,n} telle que PIS contienne une

boule ZLI} de rayon a(l-£) et |I| > cn.

405



A. PAJOR

REMARQUE : On notera que si Vol § = a)®, d'aprés le théoréme de Brunn-
Minkowski, S vérifie 1'inégalité : Vol(S+tK) > 2n(t+a)n. Le cas S = [7a,a]n
montre que l'estimation a(l-€) est dans un certain sens la meilleure possible.
D'autre part, si S est en outre symétrique et si PIS contient une boule KLI|

de rayon a(l-g), alors PIS D a(l—e)[;l,ljl.

Notre point de départ est le théoréme de Minkowski sur les volumes mixtes
qui exprime que Vol(S+tK), pour t > O, est un polyndme en t de degré n.
Nous ne développerons pas ici la théorie des volumes mixtes (voir 1'exposé de
Milman [1]] dans ce méme volume). Nous noterons simplement le résultat de Minkowski
dans la situation particuliére ol nous nous plagons :

Soit S un convexe compact de Rp, on a pour tout t > O
i=n .
(Minkowski) Vol(s+tk) = ) (DV__.(S,K)t".
i=1

Les coefficients Vm(S,K) sont, par définition, les volumes mixtes de (S,K).
Si les volumes mixtes de (S,D), ol D est la boule euclidienne, sont bien connus
(formule de Steiner, voir [HJ), il ne semble pas que 1l'on se soit intéressé aux

volumes mixtes de (S,K). On a pourtant le résultat simple qui suit :

THEOREME 6,- Soit S un convexe compact de R". Pour tout ¢t > 0, on a :

n
Vol(s+ek) = ) (T vl _ pTs)2'et .
k=0 |I|=n-k "

Autrement dit V (S,K) = 2n—m( 5 Vol PIS)/(n).
—_———  'm 1) =m m m

L'outil principal dans la démonstration (par récurrence) de la formule de
Steiner est la formule de Cauchy. Nous utiliserons ici un résultat trés général
dd a Minkowski.

Soit S wun polyédre convexe de Pp, F 1'ensemble de ses faces et pour
toute face F € F, mnotons np le vecteur unitaire, normal, extérieur a la face

F du polyédre S. On a alors le résultat suivant.

EMME 5.~ (Minkowski, voir Dﬂ p. 42). Pour tout convexe C de R,

on _a :

%ig (Vol(S+tC) - Vol(S))/t = ; sup{(x,nF);xec}yoln_ (F).

FeF :
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VOLUMES MIXTES ET SOUS-ESPACES ZT

DEMONSTRATION DU THEOREME O,- Nous démontrerons le résultat par ré-

currence sur n et pour S polyédre convexe, le cas général s'obtenant par un

procédé classique de passage & la limite. Le cas n = | &tant clair, nous sup-

. . i,i=n
posons vraie la formule au rang n-1. Soit F € F et ng = (nF)i=l , on a alors,
pour tout i, 1 € i € n,

i _ -i
|nF!Voln_](F) = Vol _ P (F)

et on peut voir, pour un polyédre convexe, 1'égalité :

Y Ini|vol _ (F) = 2vol _ P (s), 1 €i<n.
F n-1 n-1
FeF

Si donc on applique le lemme 5 & C = K, on obtient :
i=n 4
Vol \(F) =2 ] Vol _ P (S).

d -
(g Vol(s+tK) _o = ] ) |
1 i=1

IIn, ]
FeF FZ

Mais puisque S et K sont des polyédres, oun a :

i=n .
d . _ -1
(G Vol(s+tK)) _ =2 ] Vol _ P (S+t K)
o i=1
t i=n .
et Vol(S+tK) - Vol(S) = 2 J ) Vol _ (P ts) +uK _p)du.
o i=1 n n
Maintenant pour tout i, | € i € n,
-i nl! Toy k Kk
Voln_](P (s) +u Kn-]) = ) ( ) Vol P S)2u,
k=0 |I|=n-k-1

i¢1
i=n -3
et 2 ] Vol (BT (S)+uK _) =

I k=1
( 7 vol  plsy2fuu®!,
i=1 k n-k

1 |1]=n-k

o~ 3

Le résultat est obtenu aprés intégration.

On déduit du théoréme 6 une estimation du volume de certaines projections

de S.
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LEMME §,- Soient SC [—l,]]n un_convexe compact, t >0 et b > 0.
Si  Vol(S+tK) > 2n(t+b)n + 2" X (g)tn_l, alors il existe une partie I de
i<k

{1,2,...,n} telle que : |I| =k et VolkPIS > (2b)k .

I T 1/m .
5 Vol P S/(n)J / . On peut voir que
: m m
lI|=m
a est une fonction décroissante de m, en outre a < 2, on obtient ainsi

DEMONSTRATION : Notoms a = [

n . . N . . .
vol(s+ek) = ) (Dap" " <" [ ey ] (Da o™
i=0 i<k i3k
d'olt : Vol(s+ek) < 2% | (D" 4 2 (ea /2)".

i<k
Le résultat découle de cette derniére inégalité.

La deuxiéme étape de notre démarche est de nature combinatoire. Nous aurons
besoin auparavant d'une estimation, en fonction du volume de A, du nombre de

points de A qui sont dans un J-réseau. On utilise le résultat simple

LEMME /.- (Blichfeldt Eﬂ). Soient A wune partie mesurable de R et m

un entier.

Si Vol(A) > m, alors il existe un point X € [O,l[n tel que A+x contienne

au moins m+l points 3 coordonnées entiéres.

DEMONSTRATION : On écrit |(a+x)n z"| = 7§ o 1,&=x), puis intégrant
z€L

sur E),l[n, on obtient f n|(A+x)ﬁ Zn|dx =

[o,1[ zzznf o, 1"

lA(z—x)dx =

= JIA(x)dx = Vol A >m. On a donc bien |(A+x) N Zn\ > m pour au moins un point
x e [o,1[".

Nous pouvons maintenant énoncer le lemme combinatoire suivant

LEMME 8.- EIZJ. Soient p un entier, p %2 et o > 0. Il existe

c=c(p,0) > 0 vérifiant la propriété suivante : Pour tout entier n > 1 et pour
toute partie S de {1,2,...,p}" telle que |S| > 2" {1 existe une partie I
de {1,2,...,n} et deux entiers distincts £ et m compris entre 1 et p
tels que : |T] 3 en et pls o {E,m}I.
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DEMONSTRATION DU THEOREME 5.- Soit S un convexe compact de R"

vérifiant les hypothéses du théoréme 5. Soit b tel que a(l-€) < b < a.
On montre d'abord qu'il existe une partie I de {1,2,...,n} telle que :

[Il =n' 2c,n et Vol PIS > (Zb)n'
l n' ’

ol ¢, ne dépend que de (a,b,t).

En effet, supposons t < 1, (on procéde de méme pour t > 1) et notons

1'inégalité :

Y < (@e/X , 1 <k <n.
i<k *

I1 est clair qu'il existe c¢ > O (dépendant de a,b,t) tel que
(t+b) > t' " C(e/e)C .

On a alors .
n,, n-i

DGO < (e+p)" .

i<cn

Pour n assez grand, n > N(a,b,t), (t+a)rl > 2(t+b)n, et on a donc

Vol(s+tK) 3 2"(t+a)™ > 2M(e+m)™ 4 2" [ (D"
i<en
La conclusion résulte alors du lemme 6 et la restriction, n > N(a,b,t)

est supprimée en diminuant au besoin la constante c, ce qui nous donne c

.
'pls.

Maintenant, I &tant déterminé, posons & = 2a(l-€) et A= &

Soit o > O tel que 2% = b/ (rappelons que b > a(l-€)) et remarquons

a(l-€)
que

] ]
Vol ,A > (b/a(1-e)™ = 2"
Appliquant le lemme 7 3 A dans RI, on en déduit 1'existence d'un point
I . . ' . p
X € [p,@] tel que B = PIS+x contienne au moins [2an.]+l points du réseau
(6Z)I. I1 est clair, pour conclure la démonstration, qu'il suffit de construire
une boule KLJ| de rayon &/2 dans une projection p'B  avec [3] = c2|I| (ot
1

an

c, ne dépend que de a,b,t,e). Or BC [—1,1+§]I et contient plus de 2

2
points du réseau (GZ)I. I1 suffit donc, en prenant 1'ordre naturel sur chaque
coordonnées, d'identifier les points du réseau (dZ)I qui sont dans [jl,|+d]I
3 1'ensemble {1,2,...,p}' (oi p ne dépend que de &, 2/8 < p< 2+ 2/8) et

d'appliquer le lemme 8.
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La démonstration est achevée en utilisant la convexité de S.

REMARQUE : Reprenant le schéma de la démonstration précédente, on peut
montrer le résultat suivant : Soit o > 0 et a > 0, il existe c¢ = c(a,a) >0
tel que si A est une partie mesurable de Rn, AC [fa,a]n et vérifie
Vol A > exp(an), alors il existe une partie I de {1,2,...,n}, un point

X € B),I[I et deux entiers distincts £ et m de Z tels que
|I] > cn et pfa + x ot,mt.
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