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L'OPERATEUR DE LAPLACE-BELTRAMI DU DEMI-PLAN
ET LES QUANTIFICATIONS LINEAIRE ET PROJECTIVE DE SL(2, R)

par André Unterberger
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0. Introduction

Deux espaces homogénes du groupe SL(2, R) sont, on le verra, susceptibles de
servir d'espaces de phase en vue de la mise en place d'un calcul des opérateurs ana-
logue 3 celui de Weyl : si G=KAN est la décomposition d'Iwasawa de ce groupe, et
si M est le sous-groupe de G réduit a %I, ce sont les espaces de classes a gauche
@ =G/M et [=G/k « Le premier peut &tre identifié au quotient de R2\-b} par
1'équivalence antipodale, sur lequel G opére linéairement : c'est également l'espace
des horicycles du demi-plan de Poincaré, Quant a II,c'est le demi-plan de Poincaré
lui-m@me, sur lequel G opére par transformations homographiques,

Sans chercher & axiomatiser de fagon précise la notion qui suit, mais pour
donner une idée de la démarche adoptée, nous appellerons quantification d'un espace
homogéne E du groupe G la donnée d'un espace de Hilbert H, d'une régle de corres-
pondance (un '"calcul des opérateurs pseudo-différentiels") entre des fonctions sur
E et des opérateurs sur H, et d'une représentation unitaire de G dans H : on suppose
que la correspondance entre les fonctions sur E (les '"symboles") et les opérateurs
sur H jouit d'une propriété de covariance a l'égard de l'action de G dans H fournie
par la représentation donnée et de l'action de G sur E attachée 3 la structure
d'espace homogéne de E, Le cas le plus connu est celui ou E = RZ\\{O}, G opérant
linéairement sur E, od H = L2( R), ol la représentation de G dans L2( R) est la
représentation métaplectique, et ol enfin la régle de correspondance est celle du
calcul de Weyl des opérateurs pseudo-différentiels : bien entendu, on a coutume
dans ce calcul de considérer les symboles comme des fonctions sur RZ plut8t que
sur Rz\\*)}, mais cela ne fait pas de différence si l'on se limite, dans un premier
temps, a des symboles de carré sommable, La propriété de covariance annoncée s'ap-
pelle dans ce cas la formule de Segal : on sait que la représentation métaplectique
de G dans Lz( R) n'est qu'une représentation projective, i.e, une représentation

"3 un nombre complexe de module un prés", d'ailleurs toujours égal ici a £1

255



A. UNTERBERGER

dans ce qui suit, nous ne considérerons que des représentations projectives, ce
qui permettra d'indexer la série discrite de représentationsde G par un paramétre
A >0 sans propriétés arithmétiques particulidres, Revenons aux espaces @ et II
définis plus haut, La quantification de ® n'est autre qu'une restriction de celle
de Weyl, les fonctions sur @ étant identifiées aux fonctions paires sur m%\io} :
il est commode de prendre pour espace de Hilbert le sous=-espace de L2( R) réduit,
au choix, aux fonctions paires ou impaires, Le demi-plan de Poincaré Il est un es-
pace hermitien symétrique : 3 ce titre, on peut le quantifier par la méthode pro-
posée par l'auteur dans [16], et développée en collaboration avec J, Unterberger,
dans le cas particulier qui nous intéresse ici, dans [17] ; l'espace de Hilbert
est un espace H, dépendant d'un paramétre A\ >0,

I1 se présente alors le fait remarquable que H% , muni de son groupe de trans-
formations unitaires, peut 8tre identifié 3 la partie impaire de LZ( R), munie du
groupe métaplectique, Disposant de deux calculs différents pour traiter des opéra-
teurs sur H% s basés sur le choix de @ ou de Il comme espace de phase, on peut cons-
truire une isométrie, possédant de nombreuses propriétés intéressantes, entre des
espaces de Hilbert de symboles de 1'un et l'autre types, On retrouvera ainsi, a la
modification prés due au choix des coordonnées linéaires sur ® (la notion 1lide de
norme symplectique est particulidrement adaptée aux situations dans lesquelles les
deux actions, linéaire et projective, du groupe G, sont étroitement mélées) des
propriétés de la transformation de Radon non-euclidienne obtenues par Helgason
([5], [6] et [7]) dans le cadre de son étude générale de la dualité des espaces
symétriques, et étudiées également par Lax et Phillips ([9] et [10]), Certains faits
recevront de la théorie de la quantification une explication i notre avis particu-
liérement satisfaisante, par exemple la raison pour laquelle 1'image de cette trans-
formation contient exactement une fonction sur quatre, De nouvelles transformations
intégrales associées 3 la transformation de Radon se présenteront également, Enfin,
rien n'oblige, dans la quantification de I, a2 se limiter 3 la valeur % du paramétre
A ¢ on ne pourra, faute de place, qu'évoquer trés bridvement dans cet article les

possibilités de généraliser le calcul de Weyl issues de cette observation,

1, Les espaces homogénes du groupe SL(2, R) ; les opérateurs de Poisson et de Radon

On désigne par Il le demi-plan droit constitué des points X = x+i§ avec x >0 :
cet espace a une structure k#hlérienne canonique dont le ds2 est x.z(dx2+d§2) et

dont on note du(X) la mesure associée x-zdx dg. Soient G = SL(2, R) le groupe des
a
c

Z) 3 coefficients réels, de déterminant 1, et g —>[g]
1'application canonique de G sur son quotient PSL(2, R) = SL(2, R)/{il}o

matrices g = (

Le groupe PSL(2, R) opére sur II par
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QUANTIFICATIONS LINEAIRE ET PROJECTIVE DE SL(2,R)

ce qui permet d'identifier Il 3 l'espace homogéne G/K = {ex, gEG} en attachant a g
le point [g](l) et en désignant par K le sous-groupe de G constitué des matrices

(cos 8/2  sin /20
ke =

, 2m <9 <2m,
-sin 6/2  cos 9/2/

Il est traditionnel également d'introduire, pour r et £ réels, les matrices

= / er/2 0 \ et n_,= 3/ ! -§\
T \o e'r/z,/ 5 \o 1/

et de désigner par N(respe MV) le sous-groupe de G constitué des matrices n

a

g
(respo ng).

Le groupe G opdére linéairement sur 'Rz puis, par restriction et passage au
quotient, il opere sur l'espace ®, quotient de RZ\{O} par la relation d'équivalence
. a h
qui confond x et =x : attachant a g = (\c 3\ la classe dans ® du vecteur
/

\

c
lerons coordonnées linéaires sur ©® les coordonnées (xl,xz) telles que

1
a
( > = g( ) , on peut identifier ® & l'espace G/py = g 5 g EG}. Nous appel-=-

(xl,xz) = -rr-%(a,c) : elles ne sont bien entendu définies qu'au changement prés de
(xl,xz) en (-xl,-xz) ; il sera utile de considérer également les coordonnées (p, (),
non ambigu&s cette fois, et qualifiées de projectives, liées aux précédentes par
les relations p = rr(x21+x§) et (= = z—zl , la premiére variant sur 'R+ et la seconde

sur la droite projective, Si g = ke a.ng, les coordonnées projectives de l'image

de g dans ® sont p = e’ et { = cotg €2 get 1'on sait que, lorsque t parcourt IR,
le point [g nt](l) parcourt un horicycle du demi-plan de Poincaré, c'est-a-dire
un cercle euclidien tangent (au point i{) 3 la droite i R, Dans 1l'identification
qui en résulte de ® avec l'espace des horicycles, les coordonnées projectives sont
trés proches de celles utilisées par Eymard ([3]) ou par Lax et Phillips ([10]).

Soit X+ \x\l = (x21 + xg)% la norme euclidienne canonique sur ‘R2 s a tout
point Y = [g] (1) de T, on attachera la norme x t—s= |x|Y définie par
1) lxly = le™x1, .
Cette formule permet d'identifier 1T & 1'ensemble des normes symplectiques sur [Rz,
en entendant par 13 toute norme se déduisant de la norme canonique par une trans-
formation linéaire de déterminant un : les généralisations & plusieurs dimensions

et au groupe symplectique de cette notion sont utiles dans le calr~ul de Weyl (voir

L =%
[14] ou [15]). Avec Y = y+iT, on peut prendre g = ( e 2,“

s , ce qui conduit
\ 0 y °

a la relation

@) 22 =y e x)? 4y oL
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1
P . o . 2 s s -3
Définition 141 : Soit x le point de ® de coordonnées linéaires (1 2

,0) et, pour
tout g € G, soit ig} la transformation de ® qui lui correspond : rappelons que l'on

note [g] la transformation de Il attachée 3 g, et que l'on a choisi 1 comme point

central de Tl, A toute fonction a continue sur I, 3 valeurs complexes, on associe la

fonction Va définie sur ®, lorsque 1'intégrale a un sens, par

wa)(fg}®)) = [ alle nJ(n)ag,

et 1'on appelle transformation de Radon la transformation V ainsi définie, A toute

fonction f continue sur ®, on associe la fonction V'f sur T définie par

% 21
v ([g)1)) = Zinj" £Cfg kg }x%)) a8,
0

*
et 1'on appelle opérateur de Poisson l'opérateur V ainsi défini,

Remarques : les opérateurs de Radon et de Poisson apparaissent ainsi comme les
opérateurs de N-normalisation et de K-normalisation sur les fonctions sur G, res-
treints aux fonctions qui sont K-invariantes ou MN-invariantes, Rappelons que, si
d est la distance sur I, on a ch d(1,X) = (2x)-1(}+x2+§2). Il en résulte que si

" >'% s et si !a(Y)|sc(ch d(1,\{))"u pour une certaine constante C >0, l'intégrale

qui définit Va a un sens et l'on a
r
|(va) Cfiega, J6)] 56 [ (eh ae™ (1+18),1™ g <0 [ (chr+ § &) e scle-r/z(ch i
R R

2 . . .
et par suite Va € L™ (®) pour la mesure naturelle sur ® qui sera précisée sous peu,

Indiquons sans détailler le calcul, pour justifier la terminologie adoptée,
que si la fonction f est écrite dans les coordonnées projectives (p,{) sur @, et si
1'on appelle (v,par exemple [3]) noyau de Poisson la fonction P définie sur le pro-
duit de Il par la droite projective par la formule

P(Y,0) =X§ﬁ)—2 X = y+i M,
y +(1-0)
on a alors

WO = [ £0E,0,0 —dc
n(1+g2)

Il reste a justifier en quoi les opérateurs de Radon et de Poisson sont formel-
lement adjoints l'un de l'autre, Avec une normalisation convenable, la mesure de
Haar dg sur SL(2, R) s'écrit e Tdr dg df si g =nga, ke (avec Y = [g](1)=er+ iE,
cela correspond a du(Y) d6) : comme elle est invariante par gi—> g-l,e"rdr dg d®
est aussi la mesure pour les coordonnées relatives a la décomposition g==k_eétr n_g;
les coordonnées projectives du point de ® correspondant sont p = e-r, (= -cotg 6/2,

d'ol dg = 2(l+§2)-1 dp dC dE, Enfin, compte tenu du lien entre les coordonnées pro-

X
jectives et linéaires sur ®, donné par les formules p = n|x|2, g= - ;% , d'ol
D, 2n(1+g2), on a dg = 2m dx1 dx2 dg si 1l'on entend par dx1 dx2 la mesure

D(xl,xz)
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QUANTIFICATIONS LINEAIRE ET PROJECTIVE DE SL(2,R)

sur ® définie par f h——>f 2 f(x) dx une fois que l'on a identifié f 3 une fonction
R

paire sur Rz'\~b }o Cela étant, soient a et f deux fonctions continues sur Il et @
respectivement, relevées en des fonctions de m@mes noms sur G, respectivement K et
M -invariante, et supposons que a vérifie 1'inégalité mentionnée plus haut avec
p>1et que f soit bornée : alors a est sommable sur Il puisque, en coordonnées
normales (r,¢) au point 1, la mesure du(Y) s'écrit sh r dr de. Si Yr——?-gY est un

relévement continu de Il = G/ dans G, on a
e —_— - 2TT -
[ "sHymawydu) = [ a@)du@) 21; j‘o £(gy ky) dB= 51; J alg) f(g) dg
i I G

compte-tenu de la K-invariance de a; également, en désignant par gx(x € RZ\\b h un
relévement borélien dans SL(2, R) de la classe de x dans ®, on obtient 1'égalité
— — 1 -
I f(x) Va(x) dx = I f(x)dx I a(g.n_ )dE = = I f(g) a(g) dg.
2 2 x E 2m
R R R G

Comme il est bien connu, la transformation de Radon consiste en l'intégration
sur les horicycles, Le noyau de Poisson vérifie l'identité P(1,() = 1, d'od il
résulte que, si l'on regarde f comme une fonction paire sur Rz\ﬁoi, n-l(wa)(l)

1

=2

est la moyenne de f sur le cercle C, centré en O de rayon 1 ° ¢ on peut vérifier

1

que n_l(wa)(Y) est la moyenne de f sur le cercle C, défini de m@me par référence

Y
4 la norme euclidienne x p-_>|x|Y sur Rz ; ainsi, la transformation de Poisson
consiste-t-elle 3 intégrer sur des ellipses centrées en O, Enfin, puisque V, comme
V*, échange les actions linéaire (sur ®) et projective (sur II) de G, ces deux
transformations échangent les fonctions sur ® qui ne dépendent que de p = nlx|2
(on écrira abusivement f = f£(p)) et les fonctions sur I qui ne dépendent que de

& = ch d(1,Y) (on écrira abusivement a = a(§)) : pour calculer Va (respo V*f) dans
ces cas, on peut dans les formules de définition se contenter de prendre g = ae

On obtient alors facilement les relations suivantes : si a = V*f, on a
1 £ 2
3) a(8) = 5= J"O £(6 + \/6°=1 cos 6) dO (621 ;

si £ =Va, on a

-k -
&) £y =p [ a(%(p +p )y dE.
R

La deuxiéme de ces formules n'est autre, d'ailleurs, que la transformation bien

connue de Harish-Chandra (voir [8]).

2, Remarques sur la quantification de Weyl

L'article [15] contient des informations plus détaillées sur certaines notions
introduites ici : quelques changements de notations ont du 8tre effectués,

. 2 . . f s . W
A tout point x de R on associe la transformation unitaire involutive o&
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A. UNTERBERGER

de LZ( R) définie par
W
(cxu)(t) = u(2x1-t) exp 4i‘rr(x1-t)x2 .

Le lien entre une fonction a sur R2 et 1'opérateur A = Op(a) sur LZ( R) de symbole

de Weyl a est donné par les formules équivalentes
_ W
=2 I a(x) o, dx et a(x) =2 Tr(o A),

La correspondance Op est une isométrie de Lz( Rz) sur l'espace des opérateurs de
Hilbert-Schmidt sur L2( R) et se prolonge en une bijection de l'espace de distri-
butions 37'( tRz) sur l'espace des opérateurs lindaires continus de E)O( R) dans
S)‘( R)e La formule de Segal exprime que si M——>N est 1*homomorphisme canonique
du groupe métaplectique sur G, on a alors M Op(a) M-l = Op(a o g'l) pour tout
a € L2( IRZ)., La fonction de Wigner de deux fonctions u et v € L2( R) est la fonc-
tion H(u,v) sur IR2 définie par (H(u,v))(x) = Z(O'ZU,V) : c'est donc le symbole de
1topérateur w > (w,v)u,

Pour tout R = r+i9 € l'I, on appelle oscillateur harmonique attaché a R 1'opé-

rateur différentiel LR sur L ( IR) dont 1e symbole est la fonction xp——>ﬂ“x\k{

avec (d'aprés [15]) HxHR [(r +p )x + 2p x 1%t x2] la comparaison avec (2)
| = =
montre que l'on a HXHR !xlk__l ou encore H(xl’XZ)HR I(xz,xl)lR. I1 convient
d'introduire également l'opérateur différentiel, dit 'de création"
-5 S 1 d

Ag = m ¥ TRt - o0 e

et la fonction 1 € L2( R) définie par
2

\hR(t) = 2% r% e-.rrRt .
La résolution spectrale de LI: est alors donnée par la formule
thu= 5 G4 ¢,
j=0
ol (wg)jzo est la base orthonormale de Lz( R) définie par \ij Gn -3 AJ \IJRQ

Soit S un autre point de I, D'aprés les résultats de [14], la fonction de
Wigner (H(Q;R xlrs))(x) stécrit 2(\1,R, q;s) exp--ZqR S(x), ou 1a forme quadrathue
se calcule comme suit : étant donné x € R", soit y EIR tel que Hx'}"k{"'HY‘E solt
minimum : alors qR’S(x) = 21'r(”x—y|lR + Hy”; - 1(-x1y2+x2y1)).
Si 1'on observe que, par définition des fonctions ‘hR et \L;S , la fonction
(H(WR,QJS ))(x) doit &tre le produit d'une fonction indépendante de x par une fonc-
tion holomorphe des variables R et S, et que par ailleurs on a (x) = n“x\\R

on obtient aisément la relation

L et e (E et
(5) qR,S(X) = s (Rx1+1 xz)(S X -i xz).
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QUANTIFICATIONS LINEAIRE ET PROJECTIVE DE SL(2,R)

Il sera nécessaire plus loin de connaltre aussi la fonction de Wigner H(\kR wS

d'aprés [15], si l'on pose a (x) n r 2(R x, =i x2) (c'est le symbole de AR), si

[\

1'on introduit la coordonnée complexe XR =T ;k sur R~ et les opérateurs dif-

férentiels j%k et f%R définis par

A g oL f[—R 5 d
=11X-—;— et = 7K, - T =
tp(R R ZHZOKR

21
1 1
on a H(wR,ws) =J (H(wR,ws)).
A l'aide de la relation
- RS — R-S
= T a + T 3. »
R 2(rs)* s 2(rs)? °
— »a L
X =y - 3
des formules m ° 1:3- = ——Ezgg et 2 Er§'= __§_3; qui en résultent, et des
®,  2(rs)? R 2(rs)?
relations Ly
- R=S 21°s
a ( V) + == a, = —(Rx+1x)—( V)
st 2(rs) s Bt T S T ris 2) = Uotg ,

2 ry ry 1
on peut vérifier que l'on a

ﬁ:z 7t(‘”‘p'z“R,s) = (‘”R""s)z("qk,s ~Dexp-2qp g -

Résumons les formules obtenues

Proposition 2,1 : soient R et S € Il, On a

_ 2(rs 5% 1 1, 3
Cgoty) = AEDD T et (4,4 = Gt

Par ailleurs on a

Hligs¥g) = 20, ¥g)exp-2q; ¢

H(‘l’é,‘l’sl) = Z(QJR}: ‘l’sl)([*qR’S-l)exp-ZqR’S,

Pour clore cette section, voici quelques remarques sur la décomposition du
calcul de Weyl en ses parties paire et impaire (les sous-espaces irréductibles de
la représentation métaplectique),

Avec ﬁ(t) = u(-t), on a les relations Z U= (c u) d'ot il résulte que
pour tout symbole a pair (i.e, vérifiant a(x) = a(-x)), ltopérateur Op(a) trans-
forme toute fonction paire (resp, impaire) en une fonction paire (resp, impaire)
nous ne considérerons pas d'autres symboles dans le reste de cet article, mais il
serait intéressant de le faire, Le symbole de 1'opérateur u U est la moitié

de la distribution de Dirac en O, et la formule de composition des symboles de Weyl
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montre que si A = Op(a), le symbole de l'opérateur u —>AlU est la fonction Eia
sur R® définie par

(6) (?a)(x) =2 fa(y) e-aiﬂ[X’YJ dy,

ott 1'on a posé [x,y] = Xy Yy FXyYqe

La transformation unitaire %2 ressemble 3 la transformation de Fourier, mais avec
la différence essentielle que l'on a 62 = I, Pour tout symbole pair a sur Rz,

on appelle partie paire-paire (resp, impaire-impaire) de a la fonction %(a+—§;a)
(resp. %(a- %;a)). On voit immédiatement que 1l'opérateur dont le symbole est la
partie paire-paire (resp, impaire-impaire) de a s'annule sur toutesles fonctions
impaires (resp., paires). En particulier, la norme dans Lz( Rz) de la partie paire~-
paire (resp, impaire-impaire) de a est la norme de Hilbert-Schmidt de la restric=-

tion de Op(a) a la partie de L2( R) constituée des fonctions paires (resp. impairesh

3, La quantification du demi=-plan de Poincaré

On ne donne ici que les définitions et résultats essentiels : plus de détails
se trouvent dans [17],

Soient A >0, et H, l'espace de Hilbert des classes (pour 1l'égalité presque

A

+ .
partout) de fonctions u mesurables sur R , a valeurs complexes, telles que

Huni = f: \u(t)lzt-}‘dt < oo,

La représentation unitaire projective gp——a-M; du groupe opposé a G dans H

A
considérée ici (elle vérifie Mg M;, =p M;'g avec P € exp 2imA Z) a une défi-
nition naturelle via la transformée de Laplace de u € Hl’ Contentons =-nous de

a
rappeler que si g = \c d) , on a
A1 0

im

(Mg w)(s) = e at+ds

-5 A
2 27 s\ M2 . 4o %
~ J; u(t)(g) (exp=2im __E__) JK(TT(St) ) dt

si ¢ >0 (JX étant la fonction de Bessel) et, si ¢ =0 et d >0
(M; u)(s) = ax-l(exP-Zin E-s)u(a-zs).

L'opérateur de Laguerre Lx au point 1 € T est l'opérateur

1
2
Moo, d o A1d
M~ ent T2 T ae T
dt
-1
sur H, ; siy = [g](1), on peut également définir 1'opérateur L; = (M;) L} M; :
cet opérateur joue ici le m@me r8le que l'oscillateur harmonique dans le calcul
(@N)

de Weyl, On définit la "symétrie de phase" ar la relation
y y P QY P
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QUANTIFICATIONS LINEAIRE ET PROJECTIVE DE SL(2,R)

) oM = exp 1mary - By,

C'est un opérateur unitaire involutif sur H,\ t on a, de fagon explicite @

=2im(s~t)M (%):/2

(8) (c;}\)u)(s) =2my j e J)\(lmy(st)%)u(t) dt
[¢]

si Y=y + iT et u €H

A'
Une fonction propre correspondant a la plus petite valeur propre % de
L; est la fonction qé)\) telle que
=% -
) aP ey = 2MI D2 (p(agyy T2 (HD/2Z (A 2me

elle jouera un r8le capital dans la suite,
1 .
Pour toute fonction a € L (Il,du), on appelle opérateur de symbole actif a
1'opérateur

(10) Q@) =2 [ atr) al® dutr)
it

sur H, : on appelle symbole passif d'un opérateur 3 trace A la fonction b sur Il
telle que b(Y) = 2 Tr(cé}\)A) pour tout Y € T, Si u et v appartiennent 2 Hy , on
appelle fonction de Wigner active de u et v, et l'on note er;{—(u,v), le symbole
actif, s'il existe, de 1l'opérateur wi—>(w,v)u ; le symbole passif de cet opé-
rateur s'appelle la fonction de Wigner passive de u et v et se note Wﬂ)‘(u,v).

Pour tout couple (X,Z) de points de Il, on pose

|

(11 8 (1) = (G2 T PH R (ZHT)

en particulier & X(Y) ch d(X,Y)s. On a alors les relations
’

(12) W a Dy = 26 P,a Py (g T
o™ My ML () (V) )
(13) Wy (e s9, ) = = (g™, ) (f’x,z) s
et .
3 X1
Ny (N, _ 2(x2)
2, 1_ _2,0% % 1
Soit =y"A = 7= -y (—2+ —nz) ol l'opérateur de Laplace-Beltrami de II ¢
oy 2

L
son spectre est [0, et l'on peut définir 1'opérateur 2' = % + i(-yzA - %)2,

ainsi que l'opérateur (borné sur LZ(H,du,) pour A >0)

(15) Ly v N .

I'( 2 )1"(2 +1)
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Le noyau de cet opérateur est la fonction k sur II X Il définie par
k(Y,Y') = 2(sh d(Y,Y'))-1 exp~-Ad(Y,Y")s Si A > 1, l'opérateur de symbole actif a

est, pour tout a € LZ(H,du), un opérateur de Hilbert=-Schmidt sur H, dont la norme

L 1y
de Hilbert=-Schmidt est (Fka,a)z; son symbole passif est la fonction b = F,a.
Considérons 1'isométrie & : Hy —’L% . ( R) définie par
3 impair

(Bu)(t) = 27% u(xe?) sgn t .

L
Sous cette isométrie, l'opérateur de Laguerre Li se transforme en la restriction
2 12 (R) de i M s OU ¥ est 1'oscillateur harmonique rappelé dans la
impair 21 1 %) L 3
section qui précédde, En conséquence, l'opérateur iclz =1i exp iﬂ(Li - 7) se
transforme en exp lZE(LV: - %) = Eﬁ'l, 1'inverse de la transformation de Fourier,

Par ailleurs, pour tout Y € I, on a

3/4 % e-2ﬂYt

(pY(%)(t) - AR ,

et les résultats de la section précédente fournissent l'importante relation
% 1 2 .
) ¢Y(2) = ¢Y o Signalons que la partie paire de L”( R) pourrait &tre identifiée de
la méme fagon & H_, , mais nous n'utiliserons pas ce fait ici,
2

Le résultat qui suit prépare des calculs de la section suivante

Proposition 341 : soient R et S € Il, et posons, pour x € Rz,

(16) Pr.s () = R%% (R x,+i xl)(§ X, =i %),
b

c'est-a-dire Pr S(xl,xz) = q S(xz,xl) si l'on fait référence 3 (5). Soient >'%
b4 H4

et a = 6;?8 , ol la fonction GR,S sur 1[I a été définie en (11), Sa transformée

de Radon Va est donnée, en coordonnées linéaires x sur @, par

1
1,
(17) Wa)y Gy = 2P ™ T - B P, (PR (Gorn?

Preuve : remarquons d'abord que le second membre de (17), compris comme détermi-
nation principale, est bien défini puisque l'on a Re pR,S(X) >0 pour tout x % 0
ainsi qu'on le vérifie aisément, Dans le cas ot R =S = 1, la formule (17) résulte
immédiatement de (4), et la covariance de la transformation V a 1'égard des actions
linéaire (sur ® ) et projective (sur II) de G montre qu'elle reste valable plus
généralement toutes les fois que R = S, Dans le cas général, soit T le milieu de

RS au sens de la géométrie du demi-plan : 1'inégalité

-1
|6R SCY)\ > (ch d(RZS )  ch d(T,Y), établie dans [17], entratne la convergence de
H

1'intégrale qui définit Va, et comme & S(Y) est une fonction holomorphe de R
’
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et de §, le prolongement analytique assure la validité de (17) dans tous les cas,

4o L'opérateur d'Euler sur R2*~b L

C'est l'opérateur 2 = - ;(x —QI + %, Sfé), dont l'adjoint formel est 1-Z et
dont le spectre est la droite % + i Ry La transformation de Fourier sur chaque
rayon relativement 3 la variable 1og|xl le transforme en l'opérateur unitairement
équivalent de multiplication par % + it sur le cylindre constitué des couples
(eie,t) € st X Re Par suite, l'identité de L2( Rz) est la limite forte, quand

e =0, du projecteur spectral E correspondant 3 la partie du spectre constituée
des points §'+ it avec € < |t| < e-l ¢ cette remarque permettra d'effectuer de
facon purement formelle des calculs sur certaines fonctions de l'opérateur d'Euler,
puisque celles que nous aurons & considérer seront bornées et inversibles lors-
qu'on les restreindra a 1'image de E o Pour tout t >0, on définit l'opérateur t?
au sens des semi=-groupes, i.e, par la relation (tzf)(x) = f(t-%x).

Pour tout \ € R, on pose "z
L T
(18) R, = (2m)* e
(5= +1)
il

Iy |

1
. i 1
la formule 2m? = lim |T(xtiy) | e? |y (c£[127, po 13)

y—#w
montre que Rk est, pour tout € >0, borné sur l'image de Ee ; en outre, il est
. 2, 2 . 1 R
borné sur L°( R") si A # - =, - %,.oo Dtaprés [127, po 91, on a, si A > - % :

o0

L t. 2=1
(19) R, = @m* fo G5, () de.
Signalons également la formule
=Z
-1 _ -1, 1z, 7t dt
(20) Ry =7 (-7+ ) sint T-.
&Y AR fo 2 Vi
5% 1
On pose T =2 ? T(z2) (T'(z- z)) soit, d'aprés une formule sur la fonction b&ta :
1
X © “Z-5
21) T=0emTE -0 [ Ry 2de s
0

. 1 . .
c'est le produit de Z - 5 par un opérateur borné sur LZ( RZ). On utilisera éga-
lement les adjoints formels R; et T obtenus en changeant Z en 1-Z,
Introduisons maintenant l'opérateur de symétrie X sur L2( RZ) 1ié a la

transformation %;,définie en (6) par

(22) K = T(1-2)(T(z)) "} 222'1§.
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I1 résulte aisément de la relation gz (1-Z)gque x=K"=x 1, que

XZXK 1o 1-Z et que KX commute avec TT o En outre, toujours par un calcul purement

formel mais utilisant cette fois la formule de duplication de la fonction gamma

ro ric+ b = 7 2" 20 rag),

on vérifie que l'opérateur T)gT-l est unitaire, involutif, et que

-1 -1 -1
23 T = = - .
(23) K R_%g,ﬂ_% n%ign%

Proposition 4,1 ¢ soit x pﬁAxl une norme symplectique sur Rz, soit £ € L2( Rz)

une fonction continue ne dépendant que de |x|, i.e, f(x) = g(n|x|2). On a

(RE)(x) = h(nlxlz) avec h(p) = p-lg(p-l). En outre les transformées de Poisson

de f et de X f coIncident,

Preuve : comme %;.commute avec l'action linéaire du groupe G sur RZ, et que la
transformation de Poisson V\:r échange les actions linéaire et projective de G, on
peut supposer que | | est la norme canonique, On a alors (Ff)(x) = 2%(x)=k(ﬁ|x|2)
ou, d'aprés la formule de transformation de Fourier des fonctions radiales, l'on a
([137, po 115)

oo

> 2 b 1 g 16 ds
k(p) = 4m Io g(m)Ht JO(‘tt(TTp)z) dt = ip Io g(1—65) J (s) s ds=4 foh(—szﬂ) Jo(s) =

@y _ I (s 2Z2-1
T(1-2)

La seconde résulte alors de (3), 3 condition d'y effectuer le changement de varia~-

La formule Jo(s) ds, analogue 3 (19), montre la premidre partie

ble involutif défini par cos = -(8 + V6 -1 cos e)'1 (8 cos 6+ V62-1).

I1 faut maintenant effectuer quelques calculs sur les fonctions de Wigner
écrites en (13) : remarquons que sur les fonctions sur @ considérées comme des
fonctions paires sur R ‘\-b}, 1'operateur Z devient = p g; dans les coordonnées

projectives (p,(), puisque \x\

Proposition 4,2 : soit & 1la fonction sur 1 telle que &(Y) = ch d(1,Y), On a

les relations

(24) w(em ™ 872 T 2[<p-i)'3/2+ /%,

(25) w@Eem T 82y - T (a- L2 - (piy?12),
et

(26) NE Gm™ 57712y = 2¢4p-1y 2P,
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1
L
étant entendu que les déterminations de (p + 1)? sont choisies dans le secteur du

plan complexe défini par |Arg z| <:E .

Preuve : d'apres la proposition 3,1, on a

=1 =3/2 L -1% 2 -
viam ey = 25 E 2y
d'olt, d'apres (21),
-l .- -3 O -1
(e = 2 Ly o [ e (o) 177 ae}
- =L = X
L'intégrale, évaluée par la méthode des résidus, vaut 2 1rrip 2[(p+i) 2=(p-i) 2],

ce qui conduit a (24) ; (25) s'obtient de fagon analogue, D'aprés (19), puis [12],
po 105 et pe 73, on a

-1 .- L > - Lo
RV (3 am ey 2 12 32 312200225 (ry ae = gpte 2P,
2 0 2

En appliquant a nouveau (21), on obtient sans difficultés la relation

16—5/2

T R%V(3(4TT)- ) = 4(-p 5% - Zl)e-ZP = 2(4p-1) e-ZP,

puis l'on observe que les opérateurs T et fy commutent,
2

Proposition 443 ¢ on a les relations

@7 L@ Py = T [y 2 (prey 2,
(28) V*T*R:; @e72Py = myt 5732

et

29) VTV (3(amy 16772y = 3¢amy 157012,

Preuve : la relation (20) et la formule

] =) 2

- = L - -i L =1
f e™P 7% sin t dt = 2% Im I e M) g 7 Im(p-i) °
0 ¢}

fournissent (27), Les relations

o [l
(30) o =(2n)-%(_21_ -2y Io e E(140y 2312 4
et o 3im

{D t-é(P'i(1+t))-3/2dt =2t (1+ip)-1

permettent d'obtenir
3im
=% -1 o 4 [

T* R-i(Ze-zp) = Re 2 ™
-3

Ng

- %(1+ip)-1 + (1+ip)'2] .
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I1 ne reste plus alors qu'a appliquer (3) et les formules de [127, p, 184, qui
définissent les fonctions de Legendre q3L1== 4}0 et ?ELZ = 1}1 pour obtenir (28),

En partant de (25), on obtient
3im
-1 §-5/2 % 4

1V (3 (4m) y = 2% g lmle 4 (- Farip) ™+ 2(t+ip) T2 (1+ip) ) ]

d'ol 1'on déduit (29) comme précédemment, en utilisant en outre l'expression inté-
grale de 43_3 = 152 .

Pour tout R fixé, les six formules des propositions 4,2 et 4,3 restent valables
si 1'on remplace &8(Y) par GR(¥3 = ch d(R,Y) et p par pp = n|x]§ ; en utilisant le
prolongement holomorphe en R, S, on voit qu'elles restent valables si l'on remplace
8 par 6R,S (voir (11)) et p par Pr,s (voir (16)), Pour gagner de la place, les
références a (24), (25), (26), (27),(28) et (29) pourront signaler, en fait, qu'il

convient d'utiliser les extensions de ces identités que nous venons d'indiquer,

5o Comparaison des quantifications linéaire et projective de Go

Proposition 5,1 ¢ lorsque R et S parcourent I, les fonctions -5é2 forment
- ’

un systéme total dans LZ(H,du) ; de plus, les fonctions TV(&Rséz) sont paires et
9

invariantes par T1<T-1.

2 . . sez s
Preuve : pour tout a € L"(T,du), l'opérateur Q(a) défini par référence & la quanti-

fication de la section 3 avec A = 3/2 est de Hilbert-Schmidt et l'on a
Q@) %P,y = [ae) Wy, 22,00y au.

La premidre partie résulte donc de (12), La formule (26) (ou plutdt son extension,

voir plus haut), la proposition 2,1 et la relation PR.g = -1 E-l montrent que
’ ’

R%Tv(égséz) est un symbole de Weyl impair-impair, se changeant en son opposé sous
b
1'action de : 1'une des relations (23) permet de conclure,
cas -1 .-5/2 . 2 2
Proposition 5,2 : Posons f = TV(3(4m) Y« Pour toute fonction a € L"( R")

R,S .S

impaire-impaire, on a

2 _ g2
I “Lz—“‘) (J”H

Nasry 5 ) 1G9 I au® aucs),
X 2w

ot les produits scalaires intervenant dans 1l'intégrale sont respectivement ceux

de LZ( R2) et _de L2( R).

Preuve : d'apreés [17], on a, pour toute fonction u € H, :
2

a2 = cem™ § ) 2 dute),
s i
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2

A l'aide de l'isométrie & de H, sur L ._(R) décrite dans la section 3, on
X impair
obtient, pour toute fonction v € L{ . (R) =
impair
2 -1 1,2
G1) vz = @Em™ [ i) 7 du®).
I

si ||la]l] est 1a norme de Hilbert-Schmidt de A = Op(a), on en déduit

A7 = @™ [ gl s = a0 f 1674, Pasmrans),
X

D'aprés les résultats de la section 2, on a

(A*‘lkl,\b;) = ‘ERZ E(x)ﬂ(tyé,w;)(x) dx

avec
H(\llé"lfsl) = 2(“’;,\]!;)(4(:}R S-l) exp-2qR g

Nous avons déja signalé que %,s = Pg-1 g1 par ailleurs 1'égalité |($_ 1, wR 1)‘
|(¢R ws)\ résulte de la proposition 2,1, En utilisant (26), on obtient alors
|2

lalP=l1a 112 = em™2 [ a6l 0P Ja,r £ _ )1 du®) duts),
mxn s-! r-1 2 g-1 -1

’
d'ol 1'on déduit la proposition 5,2 par un simple changement de variables d'inté-

gration,

3/2)

Proposition 5,3 : lorsque R et S parcourent T, les fonctlons gR S—TV((4 m-

forment un systéme total dans le sous=espace de L ( R ) constitué des fonct1ons

paires invariantes par TxT 1.

- >
Preuve : soit g € Lz( Rz) paire invariante par T X T 1. Comme %;_commute avec le
projecteur spectral Ee (section 4), on peut approcher g par une fonction h dans

1'image de ce projecteur et possédant les mémes symétries, Un calcul formel montre

reé +

Z
1 )
que f = 4(2m)* g ; h  est un symbole impair-impair : la proposition 5.2
TG -3
4 2

permet alors d'approcher f par des combinaisons linéaires des fonctlons Ry £ R.S °
’

et l'on peut appliquer a ce résultat l'opérateur (borné sur L (IR )
- -
%(Zﬂ) 2 F(% - %)(F(% + g)) 1. Par suite h est la limite dans L ( R ) de combinai-

sons linéaires de fonctions du type

=L 3 -
ﬁzm 2F%--§NF§~+§D %2Mqhsﬁ)emwh@§ ) :
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or, compte-tenu de la relation
1 -
2(z- 2)(2 exp-2pR g = 2(4pR ) exp-ZpR g2

la fonctlon que nous venons d'écrire n'est autre que R (2 exp-ZpR S) ou encore
-3/2
w(em ™ g .

Dans l'énoncé du théoréme qui suit, nous regardons l'opérateur TV comme
défini a priori sur l'eSpace des fonctionsa continues sur Il vérifiant |a| < ¢ s
pour un certain p >»2 , a valeurs dans l'espace des distributions d'ordre 1, paires
sur RZ\AO} Quant & l'opérateur v’ T , la formule (30) permet de le regarder, a
priori, comme un opérateur défini sur l'espace des fonctions g de classe C1 sur

R \\b], paires, telles que g et Zg soient bornées, a valeurs dans l'espace des

fonctions continues sur I,

Théoréme 5,1 : l'opérateur TV se prolonge en une isométrie de LZ(H,du) sur le

2, 2 2 . -1
sous-espace W de L( R”) constitué des fonctions paires invariantes par TKT ~,

L'opérateur V T se prolonge sur W en l'inverse de TV, et s'annule sur l'espace

(supplémentaire du précédent) des fonctions a € LZ(RZ) paires vérifiant Tr;T-1a=-a.

p . . . . RS 2
De plus, l'isométrie TV échange les actions projective (sur T) et linéaire (sur R")

du groupe G, et transforme 1l'opérateur —yzA - % sur Il en l'opérateur -(Z~- %)2

sur R,

Preuve @ soient fR g et g ¢ les fonctions introduites dans l'énoncé des proposi-

tions 5.2 et 5.3+ La formule (29) montre que TV est une isométrie lorsqu'on

4 . . =5/2 N
restreint cet opérateur au sous-espace engendré par les fonctions é : d'apreés
’

la proposition 5.1, TV se prolonge donc en une isométrie de L (Il,dp) sur un sous-
espace de W, La proposition 5,3 et les relations (24), (27) et (28) montrent de

méme que VT stétend en une isométrie de W sur un sous-espace de LZ(H,du).

% %

Les relations qui precedent montrent aussi que TV et V T sont inverses 1l'un de

1'autre lorsque V’ "T" est restreint & W, Le fait que v T s'annule sur les fonctions
paires vérifiant T'KT-1 a = -a est une conséquence de la proposition 4,1 et de
quelques calculs d'approximation que nous ne détaillerons pas, cette propriété
n'étant pas utilisée plus loin, Par définition, les opérateurs de Poisson et de
Radon échangent les actions linéaire et projective de G, et l'opérateur Z et ses
fonctions commutent avec l'action linéaire de G sur RZ, I1 ne reste plus qu'a

montrer que VT fait passer de =(Z- %)2 a -YZA' % . Or, d'aprés (26), on a

- = 1 -
n% fR’S = 2(4pR’S l)exp-ZpR’S = 2(2-5) (2exp ZpR’S)
et comme par ailleurs gR g = (2exp-2pR S), on voit,en utilisant la formule
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des compléments, que l'on a
18 "(%
(32) BR,s ~ & 1 fr,s

A

1
N
~

NN

. . 2
(remarquer que l'opérateur qui intervient ici est borné sur L ( Rz)). Rappelons

que l'on a
sk _ 1 _3/2 % % _ 3 _5/2
VT s = an &,s et VT s amn&k,s -+

D'aprés la relation, rappelée dans la section 3, entre les symboles actif et passif

5/2) _, 5R3/2

'
formule des compléments, on peut écrire = ZW(— - = ) tg 11(l - g ) avec
2

1 %
7' = % + i(-yzA - %)2 . On passe donc de Ve fR g &V T gr,s Par 1'opérateur
’

(8n)-1 F, o Soit { la fonction holomorphe et bornée dans un voisinage de la demi-

3 L
-1 n G
tg 5 .

des opérateurs sur H, , on a F;(3(4ﬂ)- , ou, d'aprés (15) et la
2 2

droite ]~,0] définie par {(() = %(gl’z)

D'aprés ce que nous venons de voir, on a ((Z'- %)2) V*T* = V*T(w((z - %)2), et
comme la fonction est strictement monotone sur ]-a>0], on en déduit la relation
X(-yzA - %) V*T\ =V T X( (z - —) ) pour toute fonctlon X continue et bornée sur
[0,o : en particulier on a (-yzA -1 v’ T = V T ( (z - —) ) sur le domaine du

générateur infinitésimal du groupe unitaire tr—> exp 1t(Z - -) .

Théoréme 5.2 : pour tout a € Ll(H,du), posons

f(x) = 23/2 [ a@) sin@n Hx\ﬁ - E) dp(Y).
1

N

Qn a
2 th g(-yzA - zl.)
el = Fya,a) 2 = 4m(( T )as ) ,
1.2 L (M,dp) (=y“A - P L7 (T, dp)

et l'opérateur ar——>f s'étend en une isométrie de l'espace des a € LZ(H,du)

L
tels que Fﬁ a € LZ(H,du) sur le sous=-espace de L2( Rz) constitué des symboles
2

impairs~-impairs,

. . P 2 .
Preuve : soit & 1'isométrie de Hy sur L, . décrite dans la section 3, Les
—_— 5 impair

formules (13), (14) et (26), les propositions 2.1 et 5,1 et le théoréme 5,1
montrent que le symbole impair-impair de & Q(a) é-l est la fonction

0
(RLTV a) o ( 1 é )e Par ailleurs on a
2 im

e -1 A im W
Q(IUY(Z)) 3 exp 17 Ly s
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opérateur dont le symbole de Weyl est, d'apreés [15], la fonction
im
¥y Ty
2% e exp 2im Hx\k ; on vérifie sans pelne que les partles paire-paire et
impaire-impaire de exp 21n”x|k sont e i 5 51n(— + Znﬂx‘Q) I1 en résulte que

le symbole impair-impair de & Q(a) @ est aussi f, On en déduit 1'égalité

2 2
\\f\\L2 = [IRy v aHL2< w2 <R; RIV a, TV a) ,

L(IR)
et le théordme 5,1 montre que R: R TV =TV Fy, d'ol Hf“ = (TV Fl a, TV a) 2|ﬁ
2 2 2
= (F, a, a) . La surjectivité de l'opérateur ak—~7>f resulte de 1la L)
2

L™ (T, dp)

proposition 5,2,

Remarques : le théoréme 5,2 condu1t sans peine a la formule d'inversion
=5 (= - %
2 E (%D

alyy = — ([, £G skl - T ax] .
R

T th Tr(-y A - %)
Par ailleurs, signalons que si l'on pose
g(x) = 23/2 j‘ a(yY) sin(ZNHxlﬁ + E) du(y),
1

alors g est un symbole pair-pair et l'on a

mn, 2 1 5 -1

lgl?, = om( 2T 28

Bl2 =TT 2, 1k 3 3) 5
%8 1 (1, dpy

lorsque le second membre a un sens,
Dans toutes ces formules, on peut si l'on veut remplacer partout “x|k par |x|Y

Voici une dernidre transformation intégrale du méme genre, Supposons A >0,

et soit
h(x) = &4m j a(yY) J)\(anxlé) dp(y).
1l

Alors on a

a@@) = (28 - H¥en n(?s - %)%F;\l(‘f , hGo 1, @nlx[3) a0,
R

Cela résulte de ce que le noyau de l'opérateur RXV est la fonction k sur RZX I

X .
telle que k(x,Y) = 2(2m* JA(2ﬂ|x]§) : la preuve de ce dernier fait nécessite

encore quelques calculs,
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6, Généralisations du calcul de Weyl

Proposition 6,1 : soit A € R, On définit l'opérateur 2)\ (sur la réunion pour

€ >0 des images de projecteurs spectraux Ee) par la formule
- -1 o1
33) EK—R)\T‘)\T Ry e

. 2
Alors ):)\ se prolonge en un opérateur unitaire involutif sur L2( R™) ; on a

L, = g, et I, = - g/ . De plus, pour toute fonction a € LZ(H,du.), la fonction
£t &y . ction

-5
R,TV a est invariante par 2)\ .

Preuve : le premier point se démontre formellement 3 1'aide de la formule de

duplication de la fonction gamma ; le reste résulte de (23) ou du théoréme 5.1,

Définition 6,1 : Supposons A >0, et soit A un opérateur de Hilbert-Schmidt sur

Hy ¢ rappelons que son symbole passif est la fonction b € LZ(H,du.) définie par
b(Y) =2 Tr(dé)\)A). Nous appellerons vrai symbole de A la distribution f paire sur
IR2 telle que f = R;\-iTV b : la formule (18) montre que Rx-l

(M1-Z) par un opérateur borné sur L2( IRZ).

5 est le produit de

Théoréme 6.1 : 1'application ''vrai symbole' est, pour tout A >1, une isométrie

de l'espace des opérateurs de Hilbert-Schmidt sur Hy sur le sous-espace de Lz( Rz)

constitué des fonctions paires invariantes par 2}\ .

Preuve : supposons d'abord que l'opérateur de Hilbert-Schmidt A appartienne 2

1'espace engendré par les opérateurs de rang un u,—-}(u,qcé)\)) qs()\) : ceux-ci
admettent des symboles actifs a € L (Il,du), et nous avons rappelé dans la section 3

la relation b = F)\ a, La formule (15) montre que FA est une fonction paire de
L , , x N,
(-y2A - [17)2 : dtaprés le théoréme 6,1, les opérateurs TV et V' T échangent donc

.z
F)\ et l'opérateur "z 1-Z

1"(2—) r==-

i
( 7\+ZZ+1) F(Lz-_z_ +1)

=R7\R7\.

En désignant par |HA”| la norme de Hilbert-Schmidt de A, on a

Halll? = Tr@e@)™) = Tr@@)e@) = [a@)F, D) du®) = (a,F,2) ,
it L (1, dp)
= (IV a, TV F, a) = (IV a,8; R, TV a) = Ir, v al? .
N2 g2y A 12( g2y A L2( g2y
On a par ailleurs
R,V a = s{;'l(a’; ROTV a = R»;-lTV F,a = R’;‘l v b,
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Comme les opérateurs de rang un indiqués forment un systéme total dans
1'espace des opérateurs de Hilbert-Schmidt, il ne reste plus qu'd prouver la
densité de l'image de l'application ''vrai symbole', ce qui se fait en notant
qu'un inverse de cette application est fourni, sur les fonctions paires sur IRZ
qui sont dans 1l'image du projecteur spectral Ee s par la correspondance qui a

f associe Q(V*T“ R 1 f)e

A

Remarques et conclusion : comme tous les opérateurs intervenant ici sont réels

(i,e, commutent avec la conjugaison complexe), on voit que l'on a

Tr AB = I 2 a(x) b(x) dx si A et B ont pour vrais symboles a et b, L'ap-
R
plication '"vrai symbole' est covariante 3 1'égard de la représentation de G

dans Hy rappelée dans la section 3 et de l'action habituelle de G sur les
fonctions sur MR”, La restriction A > 1 est certainement trop forte et est

liée aux méthodes employées dans [17], Dans le présent papier, une identification
convenable de LZ(IR) avec H_% @ H% a joué le r8le fondamental, D'autres
valeurs de A peuvent intervenir naturellement : ainsi, 1'étude des opérateurs

sur LZ(IRZ) qui commutent avec l'action du groupe de rotations SO(2) opérant

sur les fonctions sur IRZ suggére comme il est bien connu (transformation de

Fourier-Bessel) de décomposer Lz(iRZ) a2 l'aide des espaces H (n entier = 0).

La généralisation de [17] et du présent article au cas du groupe Sp(n, R)
n'est qu'ébauchée dans [16] : on peut s'attendre dans cette extension & un
travail assez long, mais non nécessairement & de trés grandes difficultés, Enfin,
il serait intéressant de savoir si la théorie de la quantification, développée
dans un cadre arithmétique approprié, est susceptible de compléter les méthodes
de Lax et Phillips [11] en vue de 1'étude de l'opérateur de Laplace-Beltrami
dans un domaine fondamental de SL(2,Z) : nous n'avons encore dans cette direction

que des résultats trop fragmentaires pour le dire,
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