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LES NOUVEAUX OPERATEURS DE
CALDERGN-ZYGMUND

YVES MEYER

Nous nous proposons de donner une démonstration nouvelle d'un théoréme de
G. David et J.L. Journé ([1],[4]) dont 1'énoncé est rappelé ci-dessous (théoréme 1).
Cette démonstration a 1'avantage de faire apparaitre une nouvelle algébre d'opéra-

teurs définis par des intégrales singuliéres généralisées.

1 - NOTATIONS ET ENONCE DU THEOREME FONDAMENTAL .

Commenipns par un point de vue abstrait qui permet d'éviter 1l'usage des
espaces vectoriels topologiques localement convexes comme 1l'espace ﬁ(Egl) des fonc-
tions de test de Schwartz.

Soit H un espace de Hilbert (sur le corps des réels ou des complexes),
soit < . , . >H le produit scalaire correspondant et soit V C H un sous-espace
vectoriel dense dans H qui est aussi un espace de Hilbert. Appelons < . , . >

\
le produit scalaire défini par la structure hilbertienne de V et supposons que

(1) Vv 2 <v,v>,  pour tout v € v .

Désignons par V' et H' les duaux de V et H . Tout élément £ € H' est une forme liné-
aire continue sur H et peut donc etre restreinte a V ; 4 définit alors un élément

(encore noté £) de V' . En identifiant H a H' , on a donc
(2) VCH =H'cCV!

et l'on appellera <v',v> la forme sesquilinéaire exprimant la dualité entre V' et
V et dont la restriction & H' X H est le produit scalaire dans H .

Le probléme que nous allons résoudre est du type suivant. Soit T : V—s V!
un opérateur linéaire continu. Trouver une condition suppémentaire entrainant que

T soit, en fait, la restriction a V d'un (unique) opérateur linéaire continu
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T : H—sH .

Dans 1'exemple que nous traiterons ci-dessous, une premiére condition nécessaire
vient de 1'existence d'un groupe G C £(H,H) d'isométries de H , laissant V inva-
riant.

Pour écrire cette condition nécessaire, il est commode d'associer a T 1la forme

sesquilinéaire J : V X V— @ définie par
(3) Ju,v) =< T(W,v> ,u€v ,veyv

On a donc, pour )1 €¢, Xz €aq, Ups Uys Vis Y, éléments de V

(&) J(Xlu1 + kzuz,v) = Kl J(ul,v) + Rz J(uz,v)
(5) J(u,?xlv1 + szz) = Xi J(u,vl) + ié J(u,vz)
(6) L, | < e lull, vl -

Réciproquement une forme vérifiant (4), (5) et (6) définit, de fagon unique un
opérateur linéaire continu T : V— V! par (3).
Pour revenir a notre condition nécessaire, appelons g.v 1l'action de g € G sur

v € V . Alors nous utiliserons la définition suivante.

Définition 1. On dit que T : V — V' est d'ordre O relativement a G s'il existe

une constante C = O telle que, pour tout g € G, tout u € V et tout v € V on ait

(7 l9Cg.u,a.0) | < cllull fivly, -

Revenons sur terre. Dans tout ce qui suit H sera 1'espace (canonique) Lz(Kgl;dx),
m sera un entier vérifiant m > 2n et V = Vm sera le sous-espace de 1l'espace de
Sobolev H™ composé des fonctions f € H" telles que aaf(x) (1+|xl2)m/2 € Lz(ﬂRn)
pour tout o € ]Nn tel que Ia' <m .

La structure hilbertienne de V est donnée par le produit scalaire

(8) g, = T [ 3% 3% (1+]x|H™ ax .
Ja|<m

n/2 (si o<p<1,

On vérifie sans peine que les fonctions f € V sont de classe Cm_
c*M(R™) est 1'espace des fonctions hBlderiennes d'exposant p 3 si p = 1, Cp(]Rn)
est la classe de Zygmund des fonctions f : R" —y € vérifiant If(x+y)+f(x-y)-2f(x)l

. r a
<Clyletsip+m=r ,m€ N,o<pus1,f€C si)d rec? lorsque |a|Sm). De plus
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LES NOUVEAUX OPERATEURS DE CALDERON-ZYGMUND

n -2m, .
les fonctions f € V et toutes leurs dérivées aﬁf,lﬁl<m—§-sont O(Ix] )a 1'infini.
n
L'intersection des espaces Vm est donc la classe ‘5(H2 ) de Schwartz. Enfin

2 N .
p £ € L°(R") pour la] <sm et [B] sm et, & ce titre, Vo est

f €V signifie x* d
m
invariant par la transformation de Fourier.

Le groupe G est désormais composé des transformations affines du type g.f(x) =

X-X
- , 2
6n/2f(60),6>0,x € R", opérant sur L“(R") ou sur V .
° e AR LA L 2 L
I1 est trés important d'observer que l'on a Hg.sz = Hf”z mais que G n'opere pas

isométriquement sur V .
A
Nous désignerons par V'&n V le produit tensoriel projectif de V par V : il se

@

oo} .

compose des fonctions f(x,y) = % fk(x)gk(y) telles que E ka“VHngV < + ® , Alors
o

tout opérateur linéaire continu T : V_—5V' définit canoniquement un élément du

A =€ . L., N A % n n
dual (V ® V) par le biais de la forme J associée a T. Or (V® V) € A'(R xR ) et
bid bid
la distribution correspondante s'appelle le noyau-distribution de T .

On a ainsi, si f © V, g € V sont a valeurs réelles,
J(f,9) =< T(f),g> =<K, £®g>

oi K est le noyau-distribution de T .

Nous allons désormais restreindre notre étude & un cadre défini par A. Calderdn et
A. Zygmund : celui des opérateurs linéaires continus T : V—3 V' dont le noyau-
distribution vérifie les célébres estimations de Calderén—Zygmund que nous rappelons
maintenant.

Soit () C Hflx_mn l'ensemble des couples (x,y) € Hflx Rn tels que y # x .

Définition 2 . Soit € > O , € < 1 un exposant. Nous désignerons par Fe 1'espace

vectoriel des opérateurs linéaires continus T : V — V' dont le noyau-distribution

K(x,y), restreint & l'ouvert O , est une fonction continue telle que, pour une

certaine constante C 2 O , on ait

(9) lK(x,y)] < Clx-yl—rl pour tout (x,y) € Q
V€
(10) K(x',y) - K(x,y)] <c lﬁ:fj%:g pour tout
X-y

(x,y) €Q et tout x' tel que |x-x']| < é—]x-yl

,IE
(11) |K(x,y") - K(x,y)| < ¢ -lyil—

n+g
x-y|
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1
pour tout (x,y) € Q et tout y' tel que ly-y'| < E'IX'YI .

Le probléme fondamental que nous allons résoudre est celui de savoir a quelle con-

dition un opérateur T € Fe se prolonge en un opérateur T linéaire et continu sur

2 . .
L (1{5 . Si c'est le cas, nous dirons que T est un opérateur de Calderon-Zygmund

et écrirons T € Ee . La raison de cette terminologie est que la théorie créée par
Calderdn et Zygmund s'applique & ces opérateurs.

En particulier, les opérateurs de Claderdn-Zygmund sont bornés sur Lp(BQn) pour

1 < p<+ ® , envoient Lm(nf1) dans BMO(KJB (c'est un théoréme de Peetre-Spanne-
E.M. Stein) et Hl(an) dans Ll(an) . Ici Hl(]Rn) est 1'espace de Hardy généralisé
de Stein et Weiss.

Enfin si T est un opérateur de Caldergn-Zygmund, il en est de méme de 1l'adjoint
T de 1 : L2(R") — L2(®Y .

I1 résulte de toutes ces remarques que si T est un opérateur de Calderéh—Zygmund,
alors T(1) € BMO(R") et T“(l) € BMO(R"). Ceci en appelant 1 la fonction identique-
ment égale a 1 .

Nous allons montrer que l'on peut définir T(1) et T*(l) sans se servir de la conti-
nuité de T sur L2 mais en utilisant seulement les deux hypotheéses suivantes :

T € Fs et T est d'ordre O . Désignons par W C V le sous-espace formé des fonctions

u € V vérifiant I N u(x)dx = 0 .
R

Proposition 1 . Soit T : V _3V' un opérateur d'ordre O , appartenant a FE . Soit

;s . n @, . n . , X
J la forme associée a T . Soit ¢ € H(R ) = CO(HQ ) une fonction égale a 1 en O .

Enfin pour tout € > O , posons qe(x) = g(ex). Alors, pour tout u € W , lim J(¢8,u)
el0
existe et ne dépend pas du choix de ¢ . Cette limite sera notée J(1,u) et vérifie

]J(l,u)l <cC Hu”v pour une certaine constante C .

Nous allons d'abord vérifier 1'existence de J(1,u) lorsque u a un support compact
(et u € W).

On écrit 1 =g+ hoi g€V et ol h =0 au voisinage du support de u . Alors

9.9 tend vers g dans V ce qui implique la convergence de J(@Eg,u) vers

J(g,u). En utilisant cette fois Influ(x)dx = 0 ,onécrit

J(gh,u) = [[KGx,y) ¢ () h(y) ulx) dy dx =
ff {K(x,y) - K(xo,y)} qe(y) h(y) u(x) dy dx .
Le théoréme de convergence dominée de Lebesgue s'applique (grace a (10)) a cette

derniére intégrale, si x appartient au support de u . La limite cherchée est donc
o
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II{K(x,y) - K(x_,y)} h(y)u(x) dy dx . De meme on montre 1l'existence de J(u,l ) si
o

u € W a un support compact.

Nous pouvons maintenant passer au cas général d'un support quelconque. Soit

1 = n 9(x-k) une décomposition de l'identité ou ¢ & lﬂ]Rn). On pose, si
k&Zz

£eW, £ (0 = gl () et o = [ £ () dx . Ona lakl <clk]™ et
keé;n o = o .

On utilise alors le lemme suivant (dont la preuve trés simple est laissée au lecteur).

Lemme 1. Soit, pour 1 < ps<n , e = (0,...,0,1,0,...,0). Soitm > n et (a )
2y A p —_— K
k€zz
T -m
une suite de nombres complexes vérifiant ]a l <1, la I < ,kl et z a =0 .
o Kk —_— n k
n kEZZ

Alors on peut écrire a =% {A (k+te )-A (k)} ou
k ,"p P P

l—m+n

lxp(k)] < clk k A0 et ]xp(o)l <cC .

La constante C ne dépend que de m et n .

Armés de ce lemme, on pose r (x) = A (kte ) plx-k-e ) - A (k) g(x-k) et
k,p p P p p

b

n
r (x) = Zr (x). On a T r (x) = 0 et 1'on définit g (x) = f (x) - r (x) .
K p-1 k,p ktZZn k,p k k Kk
Alors f(x) = & f (x) = Z g, (x) tandis que Ig (x)dx = a - a =0 .
X k k
kezz" kezz" ¢ K K
Enfin Hgk(x+k)Hv < Clkl_m+n et, puisque J est d'ordre O (propriété que l'on appli-
que avec x_ = k et § = 1), il vient facilement ]J(l,gk)l < C']kl-m{n . Les estima-
tions obtenues s'ajoutent si m > 2n. Nous venons de définir J(1,f) = X nJ(l,gk).
kEZZ
La vérification de J(1,f) = lim J(¢_,f) est alors immédiate et laissée au lecteur.

€i0
L'espace dual de W C V est 1l'espace quotient V'/C ou @ < V' représente les cons-

tantes. Ainsi chaque fois que T € Fe et que T est d'ordre O , on a T(1) € v'/a .
Enfin 1'adjoint T* : V—V' de T : V—5 V' est défini par la forme Jﬁ(u,v) = 3?;?:7.
Si T € F_ est d'ordre O , on a également T*(l) evr/a .

Une derniére observation est que, en appelant HI(IRn) 1'espace de Hardy généralisé
de Coifman et Weiss, on a W C Hl(mn) et donc, par dualité, BMO(R") < v'/@

Avec toutes ces notations, on a le théoreme suivant.

Théoreme 1 (G. David et J.L. Journé, 1983)

Soit T : V—3 V' un opérateur appartenant a F (voir la définition 2). Une condition

nécessaire et suffisante pour que T se prolonge en un opérateur continu sur
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H = LZ(IRr1 3dx) est que T soit d'ordre O , que T(1) &€ BMO(]Rn) et que
%
T (1) € BMO(R").

Rappelons que T est d'ordre O s'il existe une constante C 2 O tel que 1l'on ait,
-n/2 _,X-X n
/20y x € ",

5> 0, |<T(g.w),g.v >Hl < CHuHVHvHV pour tout u € V et tout v € V . La démonstra-

P . 2
pour toute isométrie g € L(L°(R™) ,L2(]Rn)) de la forme g.f(x)=6

N N N 4
tion du théoreme 1 consiste essentiellement a se ramener au cas ou T(1) =T (1) = 0.
Cette réduction se fait en introduisant l'opérateur auxiliaire de paramultiplication
2 _
(au sens de J.M. Bony) entre une fonction de L (IRn) et la fonction T(1) =f € BMO .

La multiplication ordinaire ne fournit pas un opérateur borné sur L (]Rn) .

2. LE PARAPRODUIT ET LES OPE,)RATEURS BILINEAIRES DE BASE.

Soit ¢ € C:(]Rn) = -3(]Rn) une fonction radiale, égale a 1 si l§] <1 et
égale a O si I%l > 2 . On désigne par 3 f(§) = ?(E) la valeur en § de la transformée
de Fourier de f et 1l'on définit l'operateur SJ par 8(5 ) () = (p(—s—)f(‘”:), j€ 7.
Syep " Sy et V®) = (p(—) ¢(5). Alors g(ajf)(E) = (—-—)?(é) et, pour

cette raison, les fréquences de p.f appartiennent a la couronne Cj =
J

On pose Aj

ger ;2 < [g] <u.2ly

On définit si B € BMO(R™) et £ € LZ(R™)

+0oo
1 f = S
(1) AEP) =T s, (0 65
On observe que les fréquences de S (f) appartiennent a la boule {I%Is el 23} =B..

Les fréquences du produit Sj_z(f) AJ.(B) appartiennent donc a Bj + Cj =

¢,

J +o

deux & deux disjointes. Finalement Hrc(f,B)H2 <5 (ZHS (f)A (B)Ll
-0

1 _3J 9 j v .
= {5 2‘] < IEI < 5 2‘]] et ces nouvelles couronnes C, , prises cing a cing sont
J

2,1/2

Cette derniére expression se majore en introduisant le groupe discret [' = {Z_j;j €74
puis l'espace produit ]Rnx ['. Une suite (p.) n de mesures de Radon positives

jkzz
sur ]Rn définit alors canoniquement une mesure sur ]Rnx ' et 1l'on dit que p est
une mesure de Carleson si, pour toute boule Q C ]Rrl de rayon 2™ , on a

Z p Q) < CIQI ou C est une constante. On a alors

Z J" IS_(f)I dp . < C'Hf”2 pour toute fonction f € L2(]Rn) et le théoreme céle-
ez 'm" I J 2
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bre de Fefferman et Stein reliant BMO et les mesures de Carleson s'énonce ainsi :

si B & BMO, (IA'(B)IZdX)jézz est une mesure de Carleson ([2]).
J

= 2 2 2
On a donc ¥ ”Sj_z(f) Aj(ﬁ)uz <C ”fHZ “BHBMO .

e

Le noyau-distribution Rﬁ(x,y) de 1'opérateur RB défini par Rﬁ(f) = n(f,B) vérifie

les conditions (9), (10) et (11) de la définition 2. On a méme mieux car il vient

-n-|p|-a

log 33 Ry | = cpya) By, [x-v]

BMO
. n . n
pour tout p € IN et tout q € IN .

¢
On a RB € E1 y Rﬁ(l) =B et RB(l) =0 .

On construit de méme, si y € BMO , R € E, . Finalement si T € F_ T(1) =B et
Y
i
f7(1) =y , on forme la différence L =T - R
i
L (1)

I1 reste a étudier ce dernier cas. Ce sera l'objet des paragraphes suivants.

i _
- (R) .AlorsLE&F_ ,L(1) =0 et
B Y €

o .

~ 7/ ’
3. UNE ALGEBRE D'OPERATEURS . ENONCES DES RESULTATS .

Définition 3. Nous dirons qu'un opérateur linéaire continu T : V- V' appartient a

¢
A siT € F (au_sens de la définition 2), si T(1) =0 , si T (1) =0 et si T est

d'ordre O

Lemarié a prouvé que U A_ est une algébre auto-adjointe d'opérateurs. On a un
o<ex<l
résultat un peu plus précis.

2

Théoreéme 2, El T1 et T appartiennent a Aa , alors T2°T € Aﬂ pour tout T € ]O,E[ .

1

En d'autres termes, la réunion K; des An pour 7| > € , 0< e <1, est une %i?ébre
auto-adjointe d'opérateurs. Nous montrerons ensuite que les opérateurs T € A8 sont
bornés sur Lz(Rn). Les opérateurs T € Ae peuvent alors 2tre caractérisés comme les
opérateurs T € E, qui ont la propriété supplémentaire que T : HI(H{])———a Hl(]Rn)
est continu et qu'il en est de meéme pour T : BMO(E{))———a BMO(R" ). Cette remarque
ne permet pas de démontrer que K; est une algébre puisque E; (défini de fagon simi-
laire) n'est pas une algebre.

Revenons au théoréme 2.

~
Nous allons démontrer que A(€) est une algebre en vérifiant que les opérateurs

243



Y. MEYER

o/
T € A(e) sont définis par la condition de préServer certains ensembles de fonctions
. . R 2 2 . e
(les molécules). Ensuite la continuité sur L° = L°(R") des opérateurs T € A(e)
sera une simple conséquence du lemme de Cotlar et Stein.

Soit a & ]O,l[ un exposant. Nous poserons w(x) = cd(1+]x])—n_a de sorte

que I w(x)dx = 1 et, pour tout d > 0 , w (x) = AT .
n d d
R
Définition 4. Soient d > 0 et X € R" . Nous écrirons f € B(a,d,x ) et dirons que
2olent et Nous ecrirons o) &L dirons que

f est une a-molécule, de largeur d, centrée en x si l'on a
o

(1) l[£(x)] = @, Gex )

) a
(2) [£(x)-£(x) | = %L_ {wd(x_xo) + wd(x._xo)} et
(3 J“]Rnf(x)dx =0 .

Nous pouvons faire quelques observations simples sur les molécules. Tout d'abord
la définition est faite pour 2tre invariante par translation. On aurait pu se con-
tenter de décrire les molécules centrées en O . Ensuite si f € B(a,d,0), alors
f(x) = d-ng(d—lx) ou g € B(a,1,0) et ce changement d'échelle préserve la norme L1

de la molécule.

Une autre remarque est que (1) contient deux informations.

-n . a_-n-a
Si Ix-xo] <d, [£f(x)] < cla,n) a7 et si Ix-xol =R 2d, |[f(x)] < cla,n) &R .
De meme (2) contient deux informations. Si 'x—x’] 2 d , (2) résulte simplement de
(1) et n'a donc aucun intéret. Si Ix—x'l < d , on pose ]x-xol =R . On a encore

deux cas possibles.

a
- 1
Si R 2 2d, on a |f(x")-f(x)]| s c(a,n) ]x—n’fa—J—— tandis que, si R < 2d, il vient
R

' Q
If(xv)_f(x)] < C(a,n) lii%;L— .

Avec ces notations, on a le théoréme suivant

Théoréme 3. Soit T : V—3V' un opérateur linéaire continu appartenant a Ae . Alors

pour tout couple (a,B) de deux exposants tels que € > a > B > O , il existe une

constante A = A(a,B) > O de sorte que, pour toute a-molécule f & B(a,d,xo), AT(£)

soit une B-molécule de méme largeur d et centrée en x .
—_— o

P . 2
Tout opérateur T € A5 est continu sur L tm“).

. . 2 . . 2, n
Enfin réciproquement soit T : LZ(R{])___a L (DRn) un opérateur continu sur L (IR )

et soient @ > B > O deux exposants. S'il existe une constante X > O telle que, pour

toute a-molécule f € B(a,d,xo), A T(f) € B(B,d,xo), alors T € A, pour tout e < B .
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Naturellement le théoreme 2 résulte du théoréme 3. Il suffit de prendre

N<P<ac<e

4. L'ACTION DES OPéRATEURS T € Ae SUR LES FONCTIONS LIPSCHITZIENNES.

Pour débuter nous utiliserons un lemme décrivant 1l'action de T &€ A8 sur
;. . . . . n
des bosses ?Q ; on désigne systématiquement par Q une boule (arbitraire) de IR ,

de centre xo et de rayon d et par ¢ une fonction arbitraire de V , portée par
X-x

%) de sorte que

la boule unité |x| < 1 et vérifiant ”?“V s 1 . Enfin ?Q(x) = of 3

le support de ?Q est contenu dans Q .

Lemme 2. Si T € Ae , il existe une constante C telle que pour toute fonction ?Q

du type ci-dessus, on ait HT((PQ)“co <C

On désignera par Q la boule double de Q (m&me centre xo et rayon 2d) et 1l'on écrira

X=X
o

d

~
1 = %o + X4 ou %o = 1 sur Q , ou Xo est de la forme 90( ) pour une certaine

fonction 9, (fixée) dans ﬁ(m“) et ou Xy = 0 sur Q

Par construction, on a ¢Q(y) = WQ(Y) Xo(y) et donc, en appelant K(x,y) € A'(E{%Kmn)

le noyau-distribution de T , il vient
(19 () = _fK(X,y)qJQ(y)dy = fK(x,y)[kyQ(y)—@Q(x)]xo(y)dy +
¢Q(X)IK(X,y) xo(y) dy = p(x) + q(x)
Pour le moment, toutes ces intégrales sont des distributions en x (et ne prennent
un sens que si elles sont intégrées contre une fonction de test en x).

Pour calculer la premiére intégrale p(x) nous utiliserons le lemme suivant

Lemme 3. Si T € As et si K(x,y) & b'(EJlx_mn) est le noyau-distribution de T , alors

jK(x,y)(?(y)—y(x))xo(y)dy = lim K(X,y)(¢(y)-¢(x))xo(y) dy
o * [x-y|=q
Ce lemme montrera, en particulier, que cette limite est une fonction continue et
non une distribution sauvage.
Pour le voir, on appelle 91 et Qz deux fonctions radiales de ﬁ(Bfl) telles que

)

Nous allons démontrer le lemme en prouvant que

= 91*92 =1 sur la boule unité |x] <1
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= Xy
Iﬂ(X) = J"K(x,y)(tp(y)-tp(x))xo(y)GB( 1 ) dy
tend vers O , au sens des distributions. Soit donc g(x) € B(R™) et calculons

(m = IIn(x)g(x)dx . Pour faire ce calcul, on écrit

XYy g0 X-u u-y
93( 7 ) =1 j el( 1 ) 92( T ) du

Dans. 1'intégrale I(T7), x et y appartiennent a un compact fixé par les supports de
x (y) et de g(x). Puisque O < T} < 1 , 1'intégrale fournissant 93(5-_[:]l ) peut etre
(o)

restreinte a Iul <R

Finalement on pose J(u,T)

X-u

" ”K(x,y)(&?(y)—cp(x))xo(y)g(:c) 8, ( 7

u-y,
) 92( o ) dx dy

et 1'on cherche a majorer IJ(u,ﬂ)I .
on écrit ¢(y)-¢(x) = ¢(y) - g(u) + ¢(u) - y(x) ce qui améne a écrire
J(u,n) = Jl(u,ﬂ) + Jz(u,ﬂ).

n n
on a (g(y)-g(u) ez(gﬁl ) = f 9, () Cagmy ) 92(5%1 )= f g,y 1 ez,j(ﬂﬁl )

Puisque la forme J associée a l'opérateur T est d'ordre O , il vient

\ @ .
lJl(u,ﬂ)] < CN (la fonction "parasite'" Wj(u,y) appartient a C (R®™) et n'altére
pas les estimations).

On majore de méme ,Jz(u,ﬂ)l en CT) et donc finalement lI(ﬂ)I en C'7|

Le passage de la troncation douce de 1l'intégrale, définie par 93(5}]_--}i ) & la tronca-

tion "abrupte" définie par lx-yl < T est facile. L'erreur commise est encore O(n)

Revenons au lemme 2 et aux fonctions p(x) et q(x). On a, grace au lemme 3 ,

lpGo | s [lkGe, [go(0 = g, Ix 0] ay = ¢

Pour majorer Iq(x)l, nous allons utiliser T(1) =0

Désignons par U D Q la boule ouverte lx-x ] < %; et par q(x) la restriction & U

(o]
de la distribution fK(x,y)Xo(y)dy . Soit W€ B(R") une fonction(arbitraire) portée
par Q et d'intégrale nulle. On a alors I ¥(x) q(x) dx + Ij{K(x,y)W(x)dx}xl(y) dy =
0 =1I+J .0r grace & (10) de la définition 2 , |J| < cljvl, . 11 vient
]I¢(x)g(x)dxl < CHW”l chaque fois que V¥ € ﬂ(ﬂg]) est d'intégrale nulle.

~, . |
On a donc q(x) = w + y(x) ou Hy(x)HOo < C et ou w est une constante qu'on ne peut

encore majorer.
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Pour évaluer w , on désigne par ?Q une "bosse'" assise sur Q et d'intégrale non

n .
nulle. Puisque T est d'ordre O on a ]f ?Q(x)la(x) dxl < Cd et il en résulte
lwl < C' .

Le lemme 2 est démontré.

5. ACTION DE L'OPERATEUR T $UR LES FONCTIONS LIPSCHITZIENNES (suite).

On continue & supposer que T € AE et que € > a > B > O . Il convient de
définir l'action de T sur une molécule puisque, dans un premier temps, T n'est
n - . P
définie que sur les fonctions de IR ). Nous allons généraliser légerement et

démontrer le résultat suivant.

Proposition 2. Désignons par Aa (0 < a < 1) 1'espace de Banach des classes (modulo

. o a
les constantes) de fonction continues vérifiant If(y)—f(x)ls C]y—x' pour tout

x € R" et tout y € R" . Alors tout opérateur T € Aa se prolonge en un opérateur

linéaire continu sur Aa pour O < a < € .

Nous devons d'abord définir Tf(x) puis vérifier que cette fonction g(x) appartient

a p

o n
Pour cela,écrivons 1 = E(y) + T(y) ou (x étant fixé) § € H(IR ) est égal & 1 au
voisinage de x
On définit Tf(x) = fK(x,y)[f(y)—f(x)]E(y)dy + IK(x,y)f(y)ﬂ(y)dy +
f(x) fK(x,y) €(y)dy et l'on vérifie immédiatement que cette définition ne dépend
pas du choix de §(y). En vertu du lemme 3, nous convenons de donner a la premieére
intégrale un sens naif. La seconde intégrale est, comme plus haut, un élément

[ee]
de L (U) modulo les constantes sur un certain voisinage U de x et la troisiéme a
été l'objet du lemme 2 .
Pour montrer que g(x) est, en fait, dans Aa , on appelle X et x, deux éléments de
R" et 1'on pose d = 'x -X I .

21

Les fonctions § et T sont alors choisies de la fagon suivante. On appelle Q la

boule lx—xll < 10 d et § sera une fonction ?Q ol ¢ =1 sur x| <5, ¢ =0 si

lxl 2 10 .

On revient a g(x) = Tf(x) = gl(x) + gz(x) + gj(x) gl(x) + hl(x) .

—-n+

On a Igl(x)l <C ly—xl Y gy < crd® six = X, oux =X, .
ly-x|<20d

Ensuite hl(xz) - hl(xl) =

ftK(xz,y)-K(xl,y)} (£ -£0x)) My) dy

+ (f(xz) - f(xl)) jk(xz,y)é(y)dy .
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Cette identité découle simplement de T(1) = O

On a alors, pour majorer la premiére intégrale,

-n-¢£ a

Clxz-xlls f ly-xll IY-xlla dy =C' d

y—xll 2 d

. . a
tandis que la seconde se majore grace au lemme 2 en C" d

6. ACTION DE T € A_ SUR LES MOLECULES m(x) € Bla,d,x ) LORSQUE O < a < &

Nous savons déja que f(x) = (Tm)(x) € Aa(Eln) et notre programme de travail
sera de
- majorer |f(x)l lorsque ]x-xol <d
- majorer lf(x)l lorsque Ix-xol 2 d
- majorer |f(x') - f(x) lorsque Ix-xol <10d et |x-x'| <d
- majorer |f(x') - £(x)| lorsque lx-xol 210 d et |x-x'| < d

- calculer If(x)dx

Nous dirons pour alléger 1'écriture qu'une fonction ¢ € ﬁ(m") est adaptée a une
X- . , .
boule ]x-a, < r si ¢ est de la forme ?o(—;;b ou § est une fonction fixée une fois
o

pour toutes dans la démonstration, Wo(x) =1 si |x] s1/2 et @o(x) =0si|x] 21

On pourra supposer @0 radiale.

- Majoration de [f(x) | si ]x—xo] <D

on écrit 1 = €(y) + T(y) o E(y) est adaptée a ly—xol <10 d et 1'0n a

£(x) = [Ke,Im(y -mG)] §(y) dy + [KGx,y)m(y)N(y)dy + mGx) [Kx,y)5(y) dy =
fl(x) + fz(x) + fj(X) . On a

a
£ (x| <c |x-y| ™" JESY dy < cd "
1

[x-y| s 114 a®
If (x)l < C I dalx _y|—2n—a dy < C!' a
2 o
IxO-y] > 5d
et enfin, grace au lemme 2, |f3(x)l < C]m(x)' <cra™®
- Majoration de |f(x) | Ei.]x-xol = d
On pose alors ]x-xol = R et on utilise une partition 1 = I(y) + J(y) + K(y) ou

I(y) € -B(an) est adaptée a lx—y, < R/2 et ou J(y) est adaptée a ]xo—y] < R/2
De sorte que K(y) est nulle si |x-y| < R/& ou ]xo-y' < R/4
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on a donc m(y) = m(y) I(y) + m(y) J(y) + m(y) K(y) = ml(y) + mz(y) + m3(y) . On a

a a
-y !
lm (y)l < C a_ et Im (y")-m (y)l < C JQLJL—L— si ’y'-y’ < d . La fonction m_(y)
1 n+a 1 1 n+a 3
R R
e
n'a pas un support compact mais vérifie lmj(y)ls C = et est portée par
lyx_|
o
q
ly-xol 2 R/L . On a donc ljmj(y)dy] sC— . Puisqu'une inégalité analogue est
R
a4
vraie pour my , il reste ]Imz(y)dyl < Cc" = car l'intégrale d'une molécule est
R
nulle.

On emploie une seconde décomposition de 1'identité 1 = u(y) + v(y) ol u & ﬁ(mn)
est adaptée & la boule |y-x| < d

On a T mz(x) = fK(x,y) [ml(y)—mz(x)3 u(y) dy + ml(x) fK(x,y)u(y)dy +

JK(X,y)mz(y)v(y)dy =y, 0y, (0 y3(x)

a a
On a donc ,y (x)l < C f lx—yl~n li:ll— dy < C! d . En ce qui concerne
1 X-yl < d R R

yz(x), on applique le lemme 2 et l'on a |Y2(x)l <C ]ml(x)l .

Finalement on majore brutalement

da

[0
- R d
py lx—y, ndy =C log — —— < C(a,B)

n+a
d R

d
ol sc = B
R d R
E s ’x—yls R

pour tout B < «
Ve a T = |K =
nons en a mz(x) I (X,y)mz(y)dy

J{K(x,y)-K(x,xo)} m, (y)dy K(x,x ) Imz(y) dy = 6, (x) + 62(X)

On a, sur le support de mz(y), Ix -yl < R/2 et ]x—y' 2 R/4 . Il vient donc
o

v |
e . Or lmz(y)l <

R ]y—x

da

]K(x,y)-K(x,xo)l < C ]n+a
o

et 1'on intégre sur ly—x ISR.
o

I1 vient, puisque O < a < €, lbl(x)l <cC .La majoration de léz(x)] vient de

n+a
a a o
d -n d

,Imz(y)dyl <cC ;; . I1 reste ,Tm3(x)lg C j , [x-v] ——— dyscC

-x|2R/2 Ix—yln+a R
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en observant que, sur le support de m3 B Ix—yl et ,xo—yl sont du méme ordre de

grandeur,

- Régularité de f(x) loin de x
o

Puisque 1l'on souhaite démontrer que f(x) est une molécule, on peut se limiter au
calcul de |f(x')-f(x)]| lorsque ]x'-xl =6<4d et lx—xol =R 2104

On écrit 1 = &(y) + N(y) ou § € H(R") est adaptée a la boule ly-x| < 10 &

on a (Tm) (x) = jK(x,y)m(y)dy =

[KGIn()-mG)] 8 dy + K, ym(N(y)dy + m(x) [K(x,y)§(y)dy = p(x)+q(x)

en appelant q(x) la somme des deux derniéres intégrales. On a |p(x)l <

a a
c I lx-yl-n —zi%l— dy < C! 6+ et 1'on majore de meme lp(x')],
|x-y|<108 R R

On a ensuite, puisque T(1) = 0 , q(x) - q(x') =

I{K(x,y)-K(x',y)} [m(y)-m(x)] M(y)dy + (m(x)-m(x')) IK(x',y)g(y) dy

a
La seconde intégrale se majore en C grace au lemme 2
La premiere se majore en
€ -n-¢ € €
cs | ly-x|™"% |m(y)-m(x) |ay = cb I ...dy + Cb cdy = 3
o< |y-x| os|y-x|sa as|y-x|
a a
- £ Q=€ -n-
Pour majorer J  , on utilise lm(y)—m(x)l < c XX et J.<C 8767 5 RT"%- ¢ 5
1 Rn+a 1 n+o
L'inégalité utilisée n'est pas valable si, par exemple, y est proche de x . On
. N €
éerit done J, S J; ¢+ J, ol J, =C 8 —iﬂizﬁig-dy et
asly-x| |y—x|
€ -n-¢
J, =¢ ) |m(x)|j ly-x| dy
ds|y-x
a
Des calculs explicites trés simples donnent finalement J_ < C e et
a R
J, sC
n+a
b R

- Régularité prés de x
o

On suppose, cette fois, lx-x'] < 6 et Ix—xo| <10 d avec § £ d . On reprend la
la partition 1 = §(y) + N(y) ou § est adaptée a la boule Iy—xl <10 6§

On a donc (Tm)(x) = fK(x,y)(m(y)-m(X)ﬁ(y) dy + m(x)Jk(X,y)§(y) dy +
JK(x,y)m(y)ﬂ(y)dy = p(x) + q(x) ol p(x) désigne la premiére intégrale.

-n-a

Comme plus haut, ]p(x)l <cs¥a et de méme pour ]p(x')]. On a ensuite
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a(x)-q(x') = I(K(X,y)—K(X',y)) (m(y)-m(x))N(y) dy + (m(x)-m(x'))J'K(x',y)%(y)dy .

€
N , . L. )
La premiere intégrale se majore en écrivant lK(x,y)—K(x',y)l < C —

[x-y|

a
(puisque lx—x']s 5 et ly—xl 25 8) et |m(y)-m(x)| <c izi%i— . La seconde se traite
d

comme plus haut.

.J"Tm(x)dx:o car T (1) =0 .

, ’ 2
7. LA CONTINUITE DES OPERATEURS T € A8 SUR L (Bqn) .

Nous allons d'abord vérifier que certains opérateurs T : S(R") __9.3'(mn)

admettent une décomposition de Littlevood-Paley.

Lemme 4. Soit T : 3(mn)._+ ﬁ'(m") un opérateur linéaire continu. Soit K(x,y) le

noyau distribution de T et supposons qu'il existe un nombre réel 6 > O tel que la

restriction de K(x,y) a 1'ouvert Ix-yl > 1 soit une fonction continue vérifiant

kx| = clx-y]™® .

Alors, avec les notations du §2 ,

(1) T=1Y Ta. .

Cela revient & vérifier que si u € H(R") et v € A(R™), on a

+oo
T <TA. u,v> =< Tu,v> .
-00 J
En fait, le probléme vient de la partie de la somme ou j—>» -o ,
i
On doit montrer que 1lim < T S, u,v > =0 ., 0r <T S, u,v > =<3S, u, T'v > et
jamco 3 N 3
3
T v coincide, hors d'un certain ensemble compact, avec une fonction continue qui
- s PR . jin j . .
est o(|x]| e) a 1'infini. Par ailleurs (Sju)(x) = oY fy(ZJ(x-y))u(y)dy et il suffit

donc de calculer la limite pour chaque fonction individuelle ZJH?(ZJ(X—X )).
o

L'intégrale contre cette fonction tend vers la moyenne (a 1'infini) de T%v , c'est
a dire vers O .

On peut observer qu'il existe des opérateurs linéaires continus T :.ﬁ(mn)_aﬁ'(nf)
pour lesquels la conclusion du lemme 4 est fausse. C'est la cas, par exemple,

pour l'opérateur défini par le noyau-distribution K(x,y) = ¢(x) ou ¢ € BSR") est
fixée. On a alors T Aj = 0 pour tout j & 7z .

Rappelons 1l'énoncé du lemme de Cotlar et Stein.
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Lemme 5. Soient H un espace de Hilbert, Tj : H —3 H des opérateurs linéaires

¢
continus indexés par j € 2, Tj leurs adjoints et w : ZZ -—)[O,+°°[ une fonction

telle que pour tout j € Z et tout k € Z on ait ||T-§ Tk|| < w(j-k) et HTJ,T-::st(j—k).

+00 . +
Supposons que % Aw(j) = 0 < + © , Alors pour tout x € H , la série T Tj(x) conver-
-0 +0o -0

ge dans H et l'opérateur T = T Tj ainsi défini vérifie HTH <0 .

-

Nous allons vérifier que pour tout opérateur T € Ae , le lemme de Cotlar et Stein
+
stapplique a la décomposition T = £ T p. . Pour cela, nous aurons besoin d'une
J
-0

version concreéte du lemme 5 .

Lemme 6. Soient Tj(x,y) des fonctions continues sur R X R , indéxées par j € Z ,

et telles qu'il existe un exposant f > O de sorte que, pour une certaine constante

C on ait

@ 1y < cow ey o () 23" (23w et w(w) - (1+]u]y PP
3 7,61 G | 2 cleex]® 2P ey v 0 o))
(&) ]Tj(x,y')-Tj(x,y)] < C]y'-ylB sz{wj(x—y) + wj(x—}")}

pour tout x € ]Rn , tout x' € ]:Rn , tout y € IRn et tout y' € ]Rn

(5) ‘y N T . (x,y) dy = O pour tout x € R" et
R J

(6) J" T (x,y) dx = O pour tout y € r"
r' I

Alors, en appelant Tj 1'opérateur défini par le noyau T . (x,y), le lemme de Cotlar
J

+0o
s'applique a T T, .

Ceci s'obtient exactement comme dans l'application historique du lemme de Cotlar a
la continuité de la transformation de Hilbert.

On appelle Aj’k(x,y) = J'T,(u,x) Tk(u,y) du le noyau de T-S(_- Tk et 1'on vérifie que
SdER 815kl

I]Aj ,k(x,y) |ay < cz et que lej,k(x,y) |ax < c2 . Cela permet de con-

Lp(]Rn) —’Lp(]Rn) (1 £ p €+ ®© ne dépasse pas

¥
clure que la norme de Tj Tk

coPli=xl d

"
et 1'on raisonne de méme pour Tj Tk .

Revenons aux opérateurs TAj et appelons Tj(x,y) le noyau-distribution de TAJ, . Alors
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Tj(x,y) = JK(x,u)Xj(u-y) du

g

en appelant Kj E4A(Hfﬁ la fonction dont la transformée de Fourier est W(—; ). La
fonction V¥ est définie au paragraphe 2 . :

La fonction u _a,kj(u-y) est (& une constante pres, inéépendante de j et y, de nor-
malisation) une molécule, centrée en y , de largeur 2—3 .

Il existe donc une constante y > O telle que x—y Tj(x,y) soit une molécule centrée
en y et de largeur 2_3 .

Cela rend compte des propriétés (2) et (3) dans le lemme 6 . On a, en appelant Vy

le gradient prés par rapport a la variable y ,
VyTj(X,y) = - J‘K(x,U) V)xj(u—y)du

et 1l'on vérifie sans peine que 27J UA.(u-y) est (& une constante de normalisation
J

prés) une molécule centrée en y et de largeur 27 | Cela donne (L) .

La propriété (5) est une partie de la définition d'une molécule. En ce qui concerne

(6), une preuve purement formelle consisterait a écrire
(7) T.(x,y)dy =T.(1) =T 4.(1) =T(0) =0
I]Rn gy J 83

Pour que ce formalisme devienne une démonstration, nous utiliserons le lemme suivant

Lemme 7. Soit T : ﬁ(nfl)__;.B'Lm") un opérateur linéaire continu dont le noyau-

distribution, restreint a4 1l'ouvert (3 de la définition 2 , est une fonction K(x,y)

s PRI -n
continue sur ( et verifiant IK(x,y)} < C]x—y] . Alors pour toute fonction

f € b(n{B , d'intégrale nulle, on a f n{j nK(x,u)f(u-y)du}dy = 0 au sens des
R R
distributions.

C'est & dire que 1'on a, pour toute fonction ¢ € SRy,

lim {jIK(x,u)y(x)f(u—y)du dx}dy = 0
Rt [y |<R
au sens usuel.
La preuve est immédiate et laissée au lecteur.
Naturellement le lemme 7 est faux en général ce qui montre que (7) n'a aucun sens.
Un contre~exemple consiste & prendre tout simplement n = 1 et K(x,y) = 1 si y < x,
K(x,y) =0 siy>x . x

Alors I nK(x,u)f(u—y)du f f(u-y)du = F(x-y) ou F € A(R) est la primitive de f
R -

I
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nulle a 1'infini. La conclusion du lemme serait que 1'intégrale de F est nulle ce

qui est faux en général.

Iy

Pour revenir a Tj , on a donc, pour ¢ € ﬁ(m"),

I
@]

8 T. d d
(8) I{jv(x) J(x,y) x} dy
Grace a (2), on peut appliquer le théoréme de Fubini et il vient immédiatement

ITj(x,y)dy = 0 presque-partout (et donc partout car il s'agit d'une fonction conti-

nue de x , grace a (3)).

8. LA RECIPROQUE DU THEOREME 3.

. 2
L'hypothese se compose de deux parties : la continuité de T sur L et
l'action de T sur les molécules. La premiere assertion a seulement pour but de

too
permettre d'écrire T = ¥ Tp. et n'importe quelle autre propriété de T (par exem-
J
Q0

ple les hypothéses du lemme 4) entrainant cette décomposition peut remplacer la
continuité de T sur L2 . L'avantage du choix de notre hypothése est qu'elle est
stable par composition. Une fois T ainsi décomposé, on appelle Tj(x,y) le noyau-
distribution de TAj et 1'on sait que x — Tj(x,y) est une molécule de largeur 2_j,
centrée en y .

+oo

On pose, sur () C R x Rn, K(x,y) = & Tj(x,y). La convergence est immédiate et les

-0
estimations sur la taille et la régularité du noyau le sont également.

On peut alors appliquer le lemme 7 et on a I Tj(x,y)dy = 0 pour tout x € ]Rn et

+©

tout j € Z . Finalement £ T (x,y) converge au sens des distributions de ﬁ'(]Rnx ]Rn)
J

-0

3
vers K(x,y) et 1'on a T(1) =T (1)=0 .
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