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SUR LES OPERATEURS p—-SOMMANTS ET p-RADONIFIANTS POUR p < 1

par Gilles PISIER

INTRODUCTION.

Dans sa théorie des applications radonifiantes exposée dans [10] L. Schwartz
montre que si 1 £ p < « , tout opérateur p-sommant u : X > Y entre espaces de
Banach est un opérateur p-radonifiant & valeurs dans (Y", o(Y",Y')). Si Y est
réflexif, u est p-radonifiant (4 valeurs dans Y). De plus, si X posséde la
propriété d'approximation métrique, le résultat s'étend au cas p < 1 . La question
de la suppression de 1'hypothése d'approximation est restée ouverte depuis. L'objet
de cet article est de construire des contre-exemples. On construira une surjection
Q: 2~ 22 d'un Banach Z sur 12 qui est p-sommante, mais n'est pas p-radoni-
fiante, avec O < p < 1 . On peut définir par analogie avec la quasi-norme p-som-
mante ﬂp la qu;si—norme p-radonifiante Rp(u) d'un opérateur u : X > Y . Soit
alors u : X - Qn . La propriété d'idéal et le fait que RP(IdQZ) ~ \i montrent

n
que

(1) R (u) £ C va 7 _(u)
P P

ot C est une constante ne dépendant que de p . On montrera que cette inégalité
(1) ne peut pas &tre améliorée. Il existe, pour tout entier n , une surjection

Q_  d'un Banach 2 sur 22 telle que
n n n
>
RP(QH) =) vﬁ'ﬂp(Qn)
ot § > 0 est une constante indépendante de n

Rappelons quelques définitions :
On dit qu'un opérateur u : X > Y est p-sommant (0 < p < ®©) s'il existe une

constante C telle que V n V LYERREFTN €X

A

@ @ | ux PY'P < ¢ sup (2] g(xi)lp)'/p leex |lg]sn

On note ﬂp(u) la plus petite constante vérifiant (2). Cette notion a été introduite
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par Pietsch. cf. [7] . Une probabilité cylindrique A sur X est dite "de type p"
au sens de [10] si les formes lindaires continues sur X sont dans LP relative-
ment & A et si l'application linéaire associée T : X' = 1P est un opérateur
borné.

Un opérateur u : X > Y est dit p-radonifiant a valeurs dans (Y",o(Y",Y'))
si pour toute probabilité cylindrique X de type p sur X , 1'image u(l) est

de Radon sur (Y",0(Y",Y')) et telle que
P
[P sy <o
Y"

On montre alors qu'il existe une constante C telle que, pour toute A comme

ci-dessus
3 <f I yIP a) @' P<g
s (([1E P a0 e extie s 1)

On notera R _(u) 1la plus petite constante vérifiant (3).
On notera l'analogie entre (2) et (3).
Dans le cas 1 £ p < o , on sait (cf. [10] exposé n° 11) que ces deux notions

coincident, et 1'on a
(4) ﬁp(u) = Rp(u) pour tout u p-sommant de X dans Y .

De plus si p > 1 , ou bien si Y est réflexif, on montre (en utilisant le
théoréme de Phillips) que les mesures images u()\) sont de Radon sur Y lui-méme,
pour toute )\ de type p sur X . Dans ce cas on dit simplement que u est
p-radonifiant.

Schwartz a montré dans [ 10] que si X a la propriété d'approximation métrique,
le résultat précédent (4) s'étend au cas O < p < 1 .

Notre principal résultat (qui suit) montre que 1'on ne peut pas supprimer

1'hypothése d'approximation en général.

THEOREME 1. Soit O < p < 1 . Il existe un espace de Banach séparable X et

. . . t, .
un plongement isomorphique i : 22 + X tel que i X'~ 22 soit p-sommant,

ainsi qu'un espace de probabilité (Q,P) et un opérateur borné T : X LP(QJP)

. . . . 2 .
tels que T,1 soit un isomorphisme de £ sur son image.

Note : On pourrait aisément modifier la construction pour faire de i wun plonge-

ment isométrique. Le théordme 1 est démontré aprés 1'énoncé du lemme 6.

Montrons tout d'abord que le théoréme 1 conduit bien au contre—exemple annoncé.

Pour cela, on rappelle qu'un opérateur T : Z - 1P est dit borné pour 1l'ordre
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OPERATEURS p-SOMMANTS et p-RADONIFIANTS POUR p < |

si l'ensemble K ={Tz | z € Z ||z || £ 1} est borné pour 1'ordre dans P, clest-

a-dire s'il existe @ dans P tel que
f <o vVEfE€EK.

L'exemple suivant nous sera utile : supposons que Z = 22 , soit (en) la base
. 2 . . . . P
canonique de ¢ et soit fn = Ten . On voit aisément que T est borné pour

1'ordre ssi
(220 £ 152 e

Notons que si p £ 2
e lfnl2)1/2 l% 2 (2 {|fn|\§)'/2

Par conséquent, si inf || fn”p >0 , l'opérateur T n'est pas borné pour 1l'ordre.
n
Le rapport entre '"p-radonifiant" et "borné pour 1'ordre" est décrit par le

lemme suivant, qui est connu (cf. [10] ou [4]).

LEMME 2. Soit u : X > Y p-radonifiant a valeurs dans (Y",o0(Y",Y')) et soit

. s t
T:Xx' »1P un opérateur a valeurs dans un espace P , alors T, u : Y' > P

est borné pour l'ordre. De plus, on a

(5) | sup [Tou®| | <R (W [T
EEY! P P
el <1

Note : La borne supérieure dans (5) est prise au sens du treillis P

Démonstration : Supposons que P = LP(M,Z,m) pour un espace mesuré (M,I,m). Si

m est une mesure finie, le lemme résulte de [10].

Le cas général en résulte aisément : on se restreint 2 des parties de mesure
finie et on écrit la norme LP comme la borne supérieure des normes des restric-
tions.

On a alors 1l'exemple annoncé

2 t. PR .
PROPOSITION 3. L'opérateur i du théoréme 1 (qui est p-sommant) n'est pas

p-radonifiant.

Démonstration : La seule difficulté consiste & remplacer T : X — Lp par une
extension T : X" - Lp . Comme Lé = {0} , on ne peut pas utiliser la bitranspo-
sition. On s'en tire néanmoins en utilisant les ultraproduits. En effet, on sait
qu'il existe un ultrafiltre % sur un ensemble I tel que 1'ultrapuissance

‘. s I . . s PR
associée, que l'on notera X = X /%', contienne X" isométriquement. Plus précisé-
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ment, notons j : X > X le plongement canonique qui envoie un élément x de X

sur la classe modulo % de la famille telle que x, =x pour tout i

&5 er
Notons j1 : X > X" le plongement canonique.

On peut choisir 27 de telle sorte qu'il existe un plongement isométrique
j2 : X" > R tel que j2j1 = j . Il s'agit du principe dit de "réflexivité locale"
tel qu'il est formulé par/§Fern dans [11]

On considére alors LP = Lp(QJP)I/Z/.
7N

p P e

On note h : L" » L le plongement canonique (isométrique). Soit T:x-1F
1'opérateur obEFnu a partir de T par ultrapuissance. On a évidemment fj = hT .
On sait que ip est un espace LP abstrait (cf. [91), ce qui signifie qu'il est
isométrique, avec sa structure d'ordre, a un espace LP(M,Z,m) sur un espace
mesuré.

Supposons par l'absurde que ti soit p-radonifiant (noter que 12 étant

réflexif, il n'y a pas lieu de considérer ti a valeurs dans un bidual).D'apres

le lemme 2, il en résulte que le composé sz tti
tt. ] P
22 Lyoxn 2,5 —L¢P
A . , i . ott. .. A, tt. _ a..
doit étre borné pour l'ordre dans L° . Mais i=j,1 donc T_]2 i=Tji,

A N, tt. .
et comme Tj = hT , on a TJZ i = hTi

. coA . . . . 2
Donc hTi doit &tre borné pour 1l'ordre, or hTi est un isomorphisme de £
sur son image, en particulier inf || hTi(en)“ >0 , ce qui lui interdit (d'apreés
n
les remarques précédant le lemme 2) d'@tre borné pour l'ordre. Cette contradiction

termine la démonstration.
Pour démontrer le théoréme 1, les deux lemmes suivants sont essentiels.

LEMME 4. Soit X wun espace de Banach.

Soit (Dn,un) une suite d'espaces de probabilités et soit A L‘(pn) > X une

suite d'opérateurs tels que H Vo H < 1 pour tout n.

Soit 0<p<q<r<w,avec p < 1 . On suppose qu'il existe C 21 et K >0
tels que : ¥ n 20 v Ee€EXx'

KC

.

I

(s

gt

Vo &l ) “aer & lhage

, r P t c as s
Alors, 1'opérateur u, : X' > L (uo) défini par uog = vog (considéré comme

élément de Lr(uo)) est p-sommant.

=@

. Notons simple-

Démonstration : Soit © dans ]0,1[ déterminé par = lég +

1
q

ment H tvn & .

. t
au lieu de H vy E'Er(u y
On a par Holder n
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-0 [§]
o gl s k™ S D700 Sy I

Soit a = exp(-an) , avec a > O & préciser ultérieurement. On pose
nel 1
bo=c 0k 170 soit
n
t
Ae Tl el
_ t
et B = néo n n I Vn+1 £ ”P ’
On a
t 0 t 1-6
A= néo %n ” Yo+ & ”r (bn ” Vn+ & Hp)

soit par Holder

t 6 ,1-6
A (L a || v gl B
n20
. t a t
Mais T oa || v gl ce” T a | v g |
20 B n+1 T 130 n+1 n+1 T
< e A,
d'ou
A< @08 don 1700 déduit
A< exp(?gg) B =C'B avec C' = exp(%gg) .

Finalement, on a

fu,ell=1" v el sascs

IA

] P t P 1/P
¢ (néo (anbn) ” Vn+ & IE)

d'ou 1'on tire immédiatement

T@)sc (z @ab)PP

p o >0 0O
I1 reste seulement & choisir a > O assez grand pour que Z(anbn)p < o, 1'opéra-
teur ug est alors p-sommant.

C.Q.F.D.

Remarque : Le lemme précédent est une variante sur des idées apparues dans [5].
Nous utiliserons dans toute la suite les notations suivantes : Soit D = {—1,+1PN
muni de la probabilité uniforme que 1'on notera u dans toute la suite. Soit

€ :D » {-1,+1} la n-iéme coordonnée et soit R < L1(u) le sous-espace engendré
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par les fonctions {En | n€eN, n>o0} .
Nous aurons besoin des inégalités classiques de Khintchine. Pour tout
0 < p < », il existe des constantes Ap >0 et Bp telles que, pour toute suite

(an) dans 12 on a :

2,1/2 2.1/2
2, la B! 5

slZa e Hp < Bp(Z fo 1)

Ces inégalités montrent que toutes les normes Lp(u) sont équivalentes sur R ,

pour 0 < p < ® , Les meilleures constantes Ap et B_ sont calculées dans [3].

LEMME 5. Soit O < p < 1.

Il existe une constante C = C(p) ne dépendant que de p , avec la propriété

suivante : Quel que soit l'espace mesuré (Do,uo) , tout opérateur

u: R~ Lp(DO,u ) admet une extension u : L!(u) - Lp(D0 X D,uo X u) telle que
° telle que

I u i

suivant est commutatif

174N

1 ’ . 3 . . . .
C lju || . Précisément, on entend ici par "extension" que le diagramme

~

ey =5 to %D x )
o (e}

4\/ T k

R — % 1P ,u)
o (o]

ot k est le plongement isométrique naturel identifiant Lp(p ) avec 1'espace
ot o) 2VEC - espace

des fonctions de Lp(p0 X p) qui ne dépendent que de la premiére coordonnée du

produit DO x D .

Ce résultat est tiré de [€]. Nous incluons la preuve pour la commodité du lecteur.

Démonstration : Soit £ dans Lp(uo) et g dans LP(u) , on note f ®g la

fonction définie sur DO x D par { f®g (wo,w) = f(wo) g (w)
[ v wy C DO V wé€ D . De sorte que kf = f® 1.

La démonstration est basée sur une inégalité de Burkholder sur la variation quadra-
tique des martingales. Soit &% la tribu triviale et ggg la tribu engendrée par

{81,.
dans L'(u) vers f . De plus, on a (cf. [2] ) pour tout p < 1

..,en} . On sait que, pour tout f dans L1(p) la suite fn =& f converge

12)1/21

ARG SN

(6) ez |

ot B est une constantce ne dépendant que de p

Notons que fn - f IS ) ol ¢%_

n-1 0 ‘n-1
D'autre part, on a trivialement

1 est une fonction J{;1—mesurable.

1/2

A

ol @ o

2
D

2 .
(1 ¥ (a) €L |z o ule) “Lp(llo)
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OPERATEURS p-SOMMANTS et p-RADONIFIANTS POUR p < I

On peut alors poser

(® WO = IuE oo,

D'aprés (6) et (7) on a, pour tous k < m

-1
2,1/2
Iz we @o yllsliull ¢z fo B

k<ngm n=k

seollulllie, -5 0,

ce qui prouve que la série du second membre de (8) est convergente dans Lp(uo X p),

et que 1'on a
Faeey [l <8 [hu LI E

L'opérateur U vérifie alors évidemment la propriété annoncée.
C.Q.F.D.
Pour démontrer le théoreme 1, nous aurons besoin d'une construction explicite
de certaines extensions d'espaces de Banach. Soient E,B deux espaces de Banach.
Soit S wun sous-espace fermé de B . Soit u : S > E un opérateur tel que
lullsn<t

On consideére l'espace B @ E muni de la norme
YVbEB Ve€E I wee) [ =lIp |+ 1ell.

Soit T = {(s,-us) | s € S} .

On pose E1=B@E/T‘.
Soit 1T:B®E—>E1
teur j : E > E1 défini par je = m(0,e) pour tout e dans E est un plonge-

ment isométrique.

la surjection canonique. Il est facile de voir que 1'opéra-

De méme, 1l'opérateur 9 : B~ E1 défini par b = m(b,0) est de norme 1 et

le diagramme

B—2 E,
(*) U Tj
S—25E

est évidemment commutatif.
Cette construction a déja été mise a profit pour construire des espaces de
N v
Banach X tels que X@X = X ® X et ne possédant pas la propriété d'approxima-

tion. cf. [8].
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Nous dirons que (E1,j,g) sont associés a (E,u,S,B) . Cette extension E1

de E a un caracteére de minimalité pour le diagramme (*). Voir[1] pour plus de

détails. Nous aurons besoin ici de 1'observation suivante :

Soit 0 < p < 1 et soit s tel que % = %—+-é .

Soit ¢ : B ~» P et Y : E~> P des opérateurs tels que Yu = w[s .

B~—~—>p

E//
JT

S >E
u

&

<

On suppose que H [0} H <6 ” V] ” .

Alors il existe un opérateur w : E, > LP étendant Y (i.e. tel que

1 v,

&
[

tel que @: = , et vérifiant

(9 1T < a+shH'/e

Posons en effet, pour x = m(b,e) dans E1

Ux = ¢b + Ve

Cette définition ne dépend que de x et non du choix de (b,e) .

. ~~ ~,
On a évidemment Yu =@ et Yj =1y .

De plus
~ P pPy1/p
10 1L s Chep [0+ ] el »)
sl o P +1el PP daou par Holder
< s, 1/s

Toll a6 dbl+llel,

soit finalement !@%||p slw fja o+ 63)1/S | x || , ce qui établit (9) .

Le lemme suivant est le point central de la démonstration du théoréme 1.

LEMME 6. Soit q tel que 1 < q< 2.

I1 existe une constante K , une suite d'espaces de Banach (Xn) , une suite de

n
1 s f oz .
Vn : Lo(u) > Xn et Tn : Xn - Lp(Dn+1,pn+1) vérifiant les propriétés suivantes :

plongements isométriques jn : X > Xr1+1 , et deux suites d'opérateurs

() x_ =1l , v est 1'identité de L' et T :L'G) > PO, est

1'injection naturelle.

! ew s, =2

Gi) flr,, s +8 0
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OPERATEURS p-SOMMANTS et p-RADONIFIANTS POUR p < I

t 1.1, 1 comme précédemment.
- P 1 s
. Vo p o3 C kT N
De plus, Tn+1 est une extension de Tn , c'est-a-dire Tn+1 Jn nin ou
ko: Lp(Dn+1) > Lp(Dn+1 X D) est le plongement décrit précédemment (cf. lemme 5).
(iii) || v, [l €1 pour tout n 20 .

(iv) V &€ Xé+1

t +1 t
l "

v &l

G vn) I3 ||2 <K 2 - y

Le théoreme 1 est une conséquence immédiate du lemme 6. En effet, soit X = U Xn

la complétion de la réunion des (Xn) . On peut supposer pour simplifier que
Xn est une suite ?roissante de sous-espaces de X dont la réunion est dense.
Soit alors Vo :L (u) > X 1'opérateur Vn considéré comme a valeurs dans X
D'aprés (iv) ci-dessus, les hypothéses du lemme 4 sont satisfaites avec r = 2,
C = 2. Il en résulte que uy =_£tvo : X' > Lz(u) ,(ot J : Lm(u) > Lz(u) est
1'injection naturelle)est un opérateur p-sommant.

Considérons alors R < L1(p) = XO <X . Soit B : R~> X 1'inclusion corres-
pondante. On a B = Vo Y ol y: R~ L1(u) est 1'injection n;turelle. On sa;t
d'aprés les inégalités de Khintchine que R est isomorphe a £~ . Soit o : & - R
un isomorphisme.

Posons 1 = Ba : 22 > X .

Il est clair que 1 induit un isomorphisme de 22 sur 1(22) .

Montrons que b est p-sommant.

Cela résulte de la factorisation tB =0 u ot Q : Lz(p) -+ R' est la
transposée de l'injection de R dans Lz(u), qui est bornée d'aprés les inégalités
de Khintchine. Il en résulte que tB et donc ti est p-sommant.

D'aprés la propriété (ii) on a

i=n+1 s
S | (1+cSi)
i=1

1/s

I, | I, -

S e e s s . . ey 2 .
Comme le produit infini (1 + Gi) converge, il existe par densité un opérateur

. N . RPN .
borné T : X - Lp(ﬂw,u ) qui étend To au sens de la commutativité du diagramme

NS 7

f ~
v T | k
X P ()

o K :Lp(u) -> LP(JN) est 1'opérateur identifiant Lp(u) avec le sous-espace
de LP(JN) formé des fonctions ne dépendant que de la premiére coordonnée sur ﬂN.

L'opérateur T , 8 coincide avec Kk T | d'od T , 1 = K 23 o et
o

R IR
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d'aprés les inégalités de Khintchine To]R est un isomorphisme, donc T , i
. . . . 2 . . . .
induit un isomorphisme de & sur T 1(22) . Cela termine la démonstration du

théoréme 1 . Reste a compléter la

Démonstration du lemme 6 : La démonstration se fait par récurrence.

1 X ©¢...c insi . ce .
Supposons construits YO Xn ainsi que VO,V ,Vn et TO, ,Tn

e
Soit J : Lz(u) > L1(p) 1'injection naturelle. Comme L°(u) est isométrique
a 22 , 11 est isomorphe 2 R d'aprés les inégalités de Khintchine. Soit

S :R~> Lz(u) un isomorphisme tel que || S | <1 | 57! || < A;' .

On considere 1'opérateur
u: R~>X
n

défini par u =n Vn J S, ou n sera précisé ultérieurement O < n < 1 .

Notons que H u H £ n <1 . 0n peut donc appliquer la construction décrite ci-des-
sus. On trouve alffs u? espace Xn+1 , un plongement 1soTetr1que iy Xn - Xn+1
et un opérateur u : L (u) > X associés a (Xn,u,R,L (1)) , tels que

UIR = jnu et H u H <1
On pose alors Vg “ U d'ot || Vn+1 || <1

D'aprés le lemme 5, 1'opérateur

n+1

Tu ¢ R »\Lp(u )

. . 1 +2
admet une extension en un opérateur ¢ :L (u) ~>-Lp(pn )

tel que [[ofl sc (T wlscnlrT |.

Soit Y : Xn > Lp(un+2) 1'opérateur Tn considéré comme a valeurs dans Lp(pn+2),
i.e. Y = kn Tn :

oma [[ =]t [, donc

lo <6 |v || avec &6 =c¢n .

D'aprés les remarques précédant le lemme 6, il existe un opérateur
n+2

. P s\ 1/s .
Tn+1 : Xn+1 - LY (u ) tel que ” Tn+1 H <1 +8) H Tn H et étendant Tn R
Al —-—h=d3 =
c'est-a-dire tel que Tn+1|X kn Tn .
n
On choisit § = 2—n_1, d'ot n = C—_1 2_!1_1
Revenons maintenant au rapport entre Vn et Vn+1 tel qu'il est décrit au
point (iv).
. =~ f
Puisque Vn+1 u , on a pour tout §& dans Xn+1
t t ~
ISV € = ST
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\Y
n+1

L1(u)

U
nv
R —— 12 —= 1y —2 X

Xn+1

1
. . 1 N
L'injection Yy : R » L1(p) se factorise en R —— L3 (u)—=> L (u) ou B est
J A B

1
1'injection naturelle de LY dans L1 .

N t t. t,.
pov | Fv S5 oe = G v e,
t,.
-G, v, D
sIsTh G, v T e
= n n '
mais jn Vn J s = %‘Jn u = %':|R = % Vn+1Y ou y: R~ L1(u) est 1'injection
naturelle.
D'ou
t,. -1 1 t
” (Jn Vn) 13 ”2 < A1 'ﬁ H (Vn+1 Y) £ HR'
mais Y = BA comme ci-dessus, d'ou
t t_t
| v & D s Ta S S, e I
. . t
soit simplement < || A || | Ve £ Hq .

On a donc finalement

t . -1 +1 t
15 Gy v el s &) e2™ a[fu,, &l

n+1 q °

Comme H A ” < Aq' A;1 d'aprés les inégalités de Khintchine, on a le résultat

annoncé (i.e. le point (iv) a 1'ordre n+1) avec

Pour finir, notons un corollaire du théoreéeme 1.

COROLLAIRE 7 : Soit En le sous-espace de Qz engendré par les n premiers

vecteurs de base.

Soit in : En + X 1la restriction de l'opérateur 1 du théoréme 1 3 E

IA
a

Il existe une constante C' indépendante de n telle que : 7 (ti )
q P n

Vi

. . t. 1
mais aussi R _(7i ) 2 =,
—_— p n C

La démonstration est tout-a-fait similaire a ce qui préceéde.
Remarque : La démonstration précédente montre méme que la norme quasi-p-nucléaire

de in est bornée indépendamment de n . On en déduit qu'il existe un opérateur
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. . R 2 . ces
quasi p-nucléaire pour p < 1 a valeurs dans §& qui n'est pas p-radonifiant.
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