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Le lemme de Cotlar et Stein 

, 2 

et la continuité L des operateurs 

définis par des intégrales singulières 

Yves MEYER 

Soit, avec les notations usuelles, T : £(TRn ) ^^'(]Rn) un opérateur liné­

aire continu. Un théorème célèbre de L. Schwartz nous apprend qu'il existe une 

distribution unique K € Jfr} ( IRn X IRn) , appelée le noyau-distribution de T et telle 

que < Tf,g> = < K,fC3>g>. Nous avons noté < . , .> la forme bi linéaire de dualité entre 

distributions et fonctions de test. 

Un problème fondamental est la recherche de conditions nécessaires et 

suffisantes portant sur le noyau-distribution K(x,y) de T et entraînant la continui-

, 2 

te L de T : c'est a dire l'existence d'une constante C ^ 0 telle que 

i|T(f)j| < C ||f|| , en posan t | | f j | = ( J | f ( x ) | 2 d x ) 1 / 2 . 
IR" 

Cette question est beaucoup trop vaste pour recevoir une réponse satisfai­

sante autre que tautologique. Nous allons structurer ce problème en introduisant 

des conditions supplémentaires, définies par A,P. Calderô'n et A. Zygmund, et portant 

sur la nature de la singularité de K(x,y) au voisinage de la diagonale de ]Rnx JRU \ 

A = [(x>y) ^ ]R^n ; y = x} et Q = {(x,y) € IR^n ; y x] est l'ouvert complémentaire. 

La condition de Calderon-Zygmund décrit la restriction à Q de la distribution 

K(x,y) 6 (!Rnx ]Rn ) : 

il existe un exposant e > 0 , e ^ 1 et une constante C ^ 0 tels que la restric­

tion à Q de la distribution K(x,y) soit une fonction continue vérifiant les proprié­

tés (1), ( 2 ) et_ ( 3 ) suivantes 

(1) |K(x,y) I < C | x - y r n pour tout (x,y) 6 Q 

( 2 ) 

x ' tel que x-x ' 

|K(x',y) - K(x,y)| < C|x-x» |e|x-yrn"e pour tout (x,y) t Q et tout 

gg 1 

2 
x-y 

( 3 ) |K(x,y)-K(x,y') | £ C|y-y' |e|x-yrn-e pour tout (x ,y) t Q et tout 

y1 tel que y-y1 
1 

2 
x-y 
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Définition 1 . Un opérateur linéaire continu T : ̂ (]R ) ).-£'(]R ) est appelé un 

opérateur de Calderon-Zygmund si le noyau-distribution K(x,y) de_ T vérifie (•***) je_t 
2 n 

si T est continu sur L (]R ) . 

Avant de poursuivre la discussion, donnons des exemples d'opérateurs de Calderon-

Zygmund. 

Soit a(x,|) t S° (]Rnx ]Rn ) un symbole vérifiant 
1 ,0 

la 
a 

x 
o ( x , 5 ) | h <w=* ( 1 + | S | ) ' a , L'opérateur pseudo-différentiel correspondant 

a(x,D) = T est défini par T (el5-X) gg 0 (x ,S)ei5-X . Alors T est un opérateur de 

Calderon-Zygmund. 

Un second exemple est celui des opérateurs para-différentiels de J.M. Bony. Rappelons 

que ces opérateurs sont définis à l'aide de symboles a(x.C) t S° . (]Rnx ]Rn ) , c'est-
1,1 

à-dire vérifiant 
<<^$ 

<wvv, ô 
.3 
X 

a(x.S) <> c 
ww,;=* fi - I S l ) 

(3 :!ù a 
et ayant la propriété supplé­

mentaire suivante : il existe une constante r ^ 0 , r < 1 telle que, pour tout 

§ € JR1 , la transformée de Fourier de la fonction x —» c(x,|) soit portée par la 

boule < r |§| . Ceci, en appelant 7] la variable duale de x . 

Un troisième exemple, dû à A.P. Calderon, se situe "au-delà des opérateurs pseudo-

différentiels". On désigne par A : ]R—>]Rn une fonction lipschitzienne : 

|A(t)-A(s)| ^ c|t-s| pour t o u t t € JR et t ou t s € JR et, s i F t C°(JR1 ) , on pose 

K(x,y) = F 
rA(x)-A(y) 

x-y 
1 

x-y 
si x / y , x € ]R , y £ ]R . Ce noyau est impair et véri­

fie (1), (2) et (3) avec £ = 1 . Il permet de définir la distribution v.p.K(x,y) par 
2 

le procédé usuel et un opérateur T : J& . La continuité de T sur L (IR ) est 

aujourd'hui établie après plus de quinze ans d'efforts (C3]). 

Les opérateurs de Calderon et les nouveaux opérateurs que nous allons construire 

remplacent les opérateurs pseudo-différentiels classiques lorsque l'absence de ré­

gularité ne permet pas d'utiliser ces derniers (ClOj). 

L'importance des opérateurs de Caldero'n-Zygmund vient de ce que les méthodes de 

variable réelle de A.P. Calderon, A. Zygmund et de leurs élèves peuvent être appli­

quées et conduisent aux estimations L^ClR11) , 1 < p < + 00 . 

Plus précisément, pour tout e > 0, on désigne par T l'opérateur dont le noyau-
distribution est K (x,y) = K(x,y) H 

|x-y |:>qs e } 
et l'on pose T.tf(x) sup T f(x) . 

e>0 

Alors, si T est un opérateur de Calderon-Zygmund, : L^(]Rn) > LP(lRn) est 

borné lorsque 1 < p < 00 . Les cas limites p = l ou p = + <» donnent lieu aux deux 

résultats suivants : T est continu de L^"(]Rn) dans L^-faible, T est continu de 

l'espace H^(]Rn) de Stein et Weiss (défini ci-dessous) dans L~*"(]Rn) et, de même, T 
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LE LEMME DE COTLAR ET STEIN ET LA CONTINUITÉ L2 DES OPÉRATEURS... 

est continu de L°°(3Rn) dans BMO ( IRn ) . 

La continuité L des opérateurs continus T : JR ) >-#'(]R ) dont le noyau vérifie 

("/'«•) est restée, jusqu'aujourd'hui, une propriété mystérieuse. 

Pour étudier ce dernier problème, M. Cotlar et E.M. Stein ont inventé le lemme de 

"presque-orthogonalité" suivant (souvent appelé lemme de Cotlar). 

1. Le lemme de Cotlar 

lemme 1. Soient H un espace de Hilbert, T. : H H des opérateurs linéaires 
^ J 

continus indexés par j 6 2Z , T . leurs adjoints et ou : ZZ —*-[o,+ao[ une fonction  

telle que pour tout j € ZZ et tout k t ZZ on ai t 

„T* Tk|| < cu(j-k) et ||T. T J j | < aj(j-k). 

Supposons que 

+ 00 

— 00 

tu(j) = a < + °° . Alors, pour tout entier m ^ 1 , on a 

m 

-m 

T II < a . 

Pour le voir, on appelle S la somme 

m 

-m 

T . et 1 'on a ||s||2 ils si puis, pour tout 

entier N ^ 1 I N 
2N 

||(s"s) ¡1 s i £ ... 2 E 

xc xx <:!! !!^$ 

T. T. ...T T I 
J 1 l;:!z yop= ^ùùxw 

En groupant les termes de deux en deux en paires (j ,k ) , on majore cette norme par 
q q 

W(j -k )w(j -k )...gy(j -k ) . En groupant les termes de deux en deux en paires 
1 1 2 2 3Nî In 

(k ,j ) , on majore la même norme par 
q q+i 

w(o) * < v v - - W ( K N - r V w ( 0) 

La moyenne géométrique entre ces deux estimations donne 

Vw(0) W j -k ) L^ ( JR1
 ) h(j -k ) En sommant par rapport à k^ , puis j ,... 

. , M 2N-1 
puis k^ , on obtient a . Il reste a sommer cette estimation par rapport a j^ : 

on obtient (2m+l) w(o) 
2N-1 
0" dont la racine 2N-ieme tend vers G lorsque m étant 

fixé, N tend vers l'infini. 

Citons Charles Fefferman ([8]) "When neither the Plancherel theorem nor Cotlar's 
2 

lemma applies, L -boundedness of singular operators presents very hard problems, 

each of which must (so far) be dealt with on its own terms Both Carleson's 

convergence theorem and the Caldero'n-Coifman-Meyer results are stated purely in 
2 2 

terms of L , but, at least as far as we know today, purely L methods are not 
2 

strong enough for the proofs...In any event, our understanding of L boundedness 

of variable-coefficient operators is still rudimentary" . 
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2 . Le théorème de Guy David et Jean-Lin Journé. 

David et Journé viennent de résoudre complètement le problème, suggéré dans les 

quelques lignes de C. Fefferman que nous venons de citer, de déterminer les noyaux-

distribution K(x,y) des opérateurs de Calderon-Zygmund. C'est-à-dire que ces auteurs 

ont découvert la condition nécessaire et suffisante (iHfr) entraînant la continuité 

\? d'un opérateur T : JRU ) » ( ]Rn ) dont le noyau-distribution K(x,y) vérifie 

De plus et, contrairement à ce que pensait C. Fefferman, ceci peut se faire en uti­

lisant la voie royale : le lemme de Cotlar. 
2 

Par ailleurs, comme l'écrivait C. Fefferman, le problème de la continuité L des 

opérateurs intégraux singuliers (c'est-à-dire des opérateurs dont le noyau vérifie 

2 
(-*) ) nous force à sortir de l'espace L et à introduire l'espace BMO de John et 

Nirenberg . 

Rappelons qu ' une ( classe de) fonction b : TRU ^ (E appartient à BMOdR11) si b est 

localement integrable et s'il existe une constante C > O telle que, pour toute 

boule B cz IRn , de volume | B | > 0 , il existe une constante y(B) telle que 

1 
b 

B 

|D(X)-y(B) |dx <; C . 

Le r51e joué par BMO dans l'étude des opérateurs de Calderon-Zygmund est expliqué 

par le théorème suivant de Fefferman et Stein : tout opérateur de Calderon-Zygmund 
oo n , n 

T est continu de L (]R ) dans BM0(]R ) . Désignons par 1 la fonction constante égale 

à 1 sur IRn . Si T est un opérateur de Calderon-Zygmund, T(l) appartient donc à 

BM0(]Rn) . 

Lemme 2. Soit T : Jfr( JRU ) > -#' (IRn ) un opérateur linéaire continu dont le noyau-

distribution vérifie la propriété (#). Alors T(l) peut être canoniquement définie 

comme une forme linéaire continue sur le sous-espace £ (]Rn) c -^(IR1 ) des fonctions 
o 

de test <p telles que J <p(x)dx = 0 . 

En effet soit ( p ^ ; . ^ e t l = a + | 3 o ù a € . # et a = 1 au voisinage du support de (p. 

Alors < T(ot) ,(p > a un sens par hypothèse. Pour définir < T((3) ,cp > on appelle 

: -#(]Rn) yfi1 (JRU ) le transposé de T : < T* u,v > = < u ,Tv > si u et v appar­

tiennent à . Alors on observe que la distribution T ' ( (p) , restreinte au complémen­

taire du support de (p, est en fait une fonction continue et 0(|x| n C) à l'infini. 

L'intégrale < P ,T ((p) > = J(3 (x) (T (p) (x) dx est donc absolument convergente. 

Rappelons maintenant la définition de l'espace H"^(lRn) de Stein et Weiss. Un atome 
oo n 

a(x) est une fonction de L (TR ) , dont le support est contenu dans une boule B , de 

volume | B | , telle que ||a|£ -r~|~ et d'intégrale nulle. 

L'espace H^(3Rn) est par définition le sous-espace de L^ (JR1 ) défini comme l'ensemble 

des fonctions f(x) admettant (au moins) une décomposition 
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f(x) =• 
CO 

0 

A a (x) où les a (x) sont des atomes et 
le le le 

00 

o 
к < + œ . La norme de f dans 

1 . n 
H ( IR ) est la borne inférieure des sommes 

CO 

0 

w<^$ correspondantes. 

1 n 

Un théorème célèbre de Fefferman et Stein est que cet espace H ( IR ) est également 

l'ensemble des fonctions f t L^(]Rn) telles que R. f 6 L"^(jRn) pour 1 < j < n .Les 
transformations de Riesz R. sont D. 

J 3 

f( J<R )—} 
où D . 

J 
- i 

ô 

J 

et où ^ est le Lapla-

c i en usuel. 

« , nN 1 , n. 
Enfin & \ IR ) c H ( JR ) est un sous-espace dense. 

Quelques autres notations sont nécessaires à l'énoncé du théorème 1 . Nous désignons 

par G le groupe des isomorphi smes de È^JR*"^ de la forme (g(p)(x) = xc 
,x-u 

<<; 
ô > 0 , 

n 
U t J R 

Définition 2. Une application linéaire continue T : J&( JR ) — } (IR™) est d'ordre 

0 si pour toute partie bornée 3 a JR™ ) , il existe une constante C telle qu e 

pour tout g € G défini à l'aide du couple {u,bï , toute fonction cp̂  t fi et toute 

fonction (p € /? , on ait 

(4) L<<^ ( JR1<< )L<JR <c( JR )—} 

On vérifie sans peine que l'existence d'une constante C ^ 0 telle que 

||t ( e^^ *X) || <. C pour tout 5 £ entraîne que T est d'ordre 0 . Un opérateur 

d'ordre 0 n'est pas nécessairement continu sur {JRU) mais tout opérateur continu 

sur L2(]Rn) est automatiquement d'ordre 0 . Enfin il existe des opérateurs de 

Calderon-Zygmund (donc des opérateurs d'ordre 0) tels que T(l) n'appartienne pas à 

L ( I R ) 

Dans l'énoncé qui suit, T : Jfr{jRn) —y^'(]Rn) est le transposé de T : le noyau dis-

tribution de T est K (x,y) = K(y,x) si K(x,y) est le noyau-distribution de T . 

Théorème 1 (David et Journé, Janvier 1 9 8 3 ) . 

Soit T : £{JR ) >^'(]Rn)un opérateur linéaire continu dont le noyau-distribution 

K(x,y) vérifie (-*) . Alors les propriétés (5) etv z<fgà)=*rggbxww sont équivalentes 

(5) 
2, n, 2, n 

T : L (IR ) ^ L (JR ) est continu 
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iHtr 

T(l) € BMO(]R ) 

Tir(l) t BMO(]Rn) 

T est d'ordre 0 

Il peut sembler lamentable que la condition comporte trois propriétés. Nous 

allons, dans la preuve du théorème 1 donnée au paragraphe suivant, vérifier que ces 

trois conditions sont indépendantes : deux parmi ces trois n'entraînent pas la troi­

sième. Nous montrerons également que les deux fonctions (3 = T(l) et y - T (1) sont 

en fait deux fonctions arbitraires de BMO(JRn) . Cette affirmation, qui sera prouvée, 

est d'ailleurs le point de départ de la preuve du théorème 1 . Il existe, en effet, 

pour tout couple ((3 ,v) t BMO(]Rn)X BM0(3Rn) , un opérateur de Calderon-Zygmund hfa . 

tel que L(a . ( 1 ) = |3 , L. .(1) = y . 
\P ,y) (P >Y> T 

Une fois L//5 » construit, le lemme de Cotlar s'appliquera à la différence T-L/rt » . 

3. Le schéma de la preuve du théorème 1. 

L'idée de base est de créer de nouveaux produits entre fonctions permettant, par 

exemple, de multiplier une fonction de (JR1) par une fonction de BMO(]Rn) et d'ob-
2, nN 

tenir encore une fonction de L (TR ) . La multiplication usuelle ne convient pas mais 

une des formes de la "para-multiplication" de J.M. Bony fournit l'opération désirée. 

Soit cp € ^)(]Rn) une fonction radiale dont la transformée de Fourier (p vaut 1 sur 

la boule ||| <. 1 et 0 hors de la boule |$| £ 2 . Posons, si k € ZZ , 

<p^(x) = (p(2kx) et soit : L^ (JRU ) — y L^ ( JR1 ) l'opérateur de convolution avec 

(p̂  . On pose = ~ ^k * ̂ "'"ors ^e MParaPr°duit" JC(U,V) entre deux fonctions 

u Ç b(lRn) , v G />(]Rn) est défini par 

(6) 7l(u,v) = 
l:ù 

-00 

( JR )—}ddL^ ( JR1 

Cette opération possède les propriétés suivantes 

(7) \ \ ^ \ \ 2 . c H J L ^ ( J R 1 ) L ^ ( H B m 

(8) si v G BMO est fixée, l'opérateur T : L (JRU) > L (JRU ) défini par T (f) = 
v v 

71 (f ,v) est un opérateur de Calderon-Zygmund 

(9) JC(1 ,v) = v . 

Pour démontrer le théorème 1 , on pose |3 = T(l) et y = T ( 1 ) . On forme alors 
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L/o \ = 7t(.,(3) + (7c(v,.)) . Cet opérateur L,0 est une copie-conforme de T car 
(p,y) vp,y) 

L/0 x (1) = (3 , (L,„ n) (1) = y et L/(5 % est un opérateur de Calderon-Zygmund. 
(P ,v) (P ,v) T (P >y) 

On désigne par R la différence T - L,0 . . 
(p ,y) 

Nous savons que R(l) = R (1) = 0 et que le noyau-distribution R(x,y) de R vérifie 

(•><") . Nous devons prouver la continuité de l'opérateur R sur L^(lRn) . 

Elle résulte du lemme de Cotlar. On décompose en effet R en 

(10) R = 
+ 00 

_00 
s k R Ak + 

+ C0 

fw 
\ R s k 

+ 00 

d< 

\ R \ • 

Il est alors remarquable que le lemme de Cotlar s'applique à chacune des trois séries 

du membre de droite de (10). 

Pour formuler géométriquement ce que nous venons de faire, désignons par 

E l'espace vectoriel des opérateurs de Calderon-Zygmund et par A c: E le sous-espace  

des opérateurs T € E tels que T(l) = T (1) = 0 . 

(Jne belle observation de Pierre-Gilles Lemarié est que E n'est pas une algèbre mais 

que A en est une. C'est d'ailleurs une des raisons pour laquelle le lemme de 

Cotlar s'applique à l'algèbre (auto-adjointe) A . Finalement la démonstration précé­

dente consiste à construire 1'isomorphisme 

(11) E =- A © BM0(]Rn) 9 BM0(]Rn) 

décrivant explicitement la structure des opérateurs de Calderon-Zygmund. 

4. Applications du théorème 1. 

A la lumière du théorème 1, les recherches que R. Coifman et moi avons menées depuis 

1974 paraissent singulièrement maladroites et naïves. Revenons aux noyaux L (x,y) = 
k -k-1 2 , 

(A(x)-A(y)) (x-y) , définis sur ]R \ A, à l'aide d'une fonction lipschitzienne 

A : ]R—>Œ . Ces noyaux^ introduits par A.P. Calderon sont antisymétriques et véri­

fient (•N*) . Les noyaux-distribution correspondants v.p. L (x,y) définissent des opé-
2 k 

rateurs X : J^(]R) >-#'(]R). La continuité L de X est immédiate en utilisant le 
k k 

théorème 1 . En effet X est la transformation de Hilbert. Si X est continu alors 
o k 

la continuité de X . s'obtiendra en montrant que X „(1) £ BMO . En effet tout 
k+1 k+1 

noyau antisymétrique vérifiant (•#) conduit à un opérateur d'ordre 0 . 

Finalement X (1) = X (A') £ BMO d'après l'hypothèse de récurrence et le théorème 
k+1 k 

de Fefferman-Stein . 

Donc tous les X sont bornés sur L (JR) et ce raisonnement conduit à l'estimation 
k 

| | X j J | < C | | A!||^ où C > 1 est une constante absolue. En fait nous savons aujourd'hui 
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([4]) que xww)$ £ CQ(l+k) ||A'|| 
f 

'co 

Nous allons utiliser le théorème 1 pour construire de nouvelles actions holomorphes, 
00 n 2 n 

commutant avec les translations et les dilatations, de L (IR ) sur L (TR ) . Dans tout 

ce qui suit b € L (]Rn) ou f 6 L^(lRn) prennent des valeurs réelles ou complexes. 
2 n 2 n 

Désignons par G = £(L (]R ) , L (JR )) l'algèbre des opérateurs linéaires continus, 

munie de la topologie forte des opérateurs (que nous noterons "1^) . Rappelons qu'une 

suite T. € G converge au sens de ^ si , pour toute fonction f € \? , T.(f) converge 

2 
dans L (pour la norme). Appelons G le groupe des isomorphismes g : 
L2(3Rnï_+L2(]Rnl de la forme (g(p)(x) = g 

,x-u 

ô 
r 2 

if t L , et Q le groupe des auto-

morphismes intérieurs associés de G , de la forme T|—^g Tg 
-1 

g € G . 

Désignons par (Se Q la sous-algèbre des opérateurs de multiplication ponctuelle par 

les fonctions mesurables et bornées b t L (IR ) . 

Les nouveaux opérateurs que nous allons construire sont définis par le programme 

suivant. Soit r > 0 , fr CT Q la boule |] b ^ r munie de la topologie . 

On cherche à analyser puis à synthétiser les applications F : p^j—> Q , continues 

lorsque Y et G sont munies de la topologie , holomorphes et commutant avec 

1'action de Q . 

r 00 

On observe que, si T est l'operateur de multiplication ponctuelle par b t L , 

alors g Tg ^ est l'opérateur de multiplication ponctuelle par gb . La dernière 

condition sur F s'écrit F(gb) = gF(b)g ^ ; ou encore F(gb)£gfj = gF(b)£fj, en 

notant F(b)[f] l'action de F(b) sur f € L2(lRn) . 

Ces actions holomorphes s'analysent à l'aide d'opérateurs multilinéaires 

(12) 
oo n co n 00 n 

T : L (B ) X L (K ) X . . . X L ]R ) > G 
k 

commutant avec l'action de Q et continues pour la topologie forte des opérateurs. 

Nos actions holomorphes s' écrivent finalement 

(13) F(b) = 

oo 

o 

T (b,...,b) 

pour un choix convenable d'opérateurs multilinéaires . Le drame est que notre 

savoir s'arrête là. Nous ne savons pas synthétiser les . 

La seule chose dont nous soyons capables à l'heure actuelle est de donner des exem­

ples de tels opérateurs multilinéaires. Ces exemples sont tous construits à l'aide 

du théorème 1 . Voici la recette. On appelle ^ t L"̂ (]Rni> une fonction d'intégrale 

nulle, telle que |*J>(x)| <. c|x|~n+1 si |x| < 1 et |v|/(x) | £ C |x|"m pour tout entier 
m 

m > 1 et tout |x| S: 1 .On suppose les conditions analogues sur 7 ^ : | ^^(x) | <. 

c|x| n sur la boule unité et | 7̂ ̂  (x) | ̂  C |x| m sur le complémentaire. On pose 
m 
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(x) = t~n vj/(x/t) et l'on appelle : L,2 (JR1) ^ \? ( JRU ) l'opérateur de convolu­

tion avec . 

Soit 0"(§) t C (JR ) une fonction nulle en 0 et admettant a l'infini un développe­

ment asymptotique en symboles homogènes 

(14) a(i)<<p^$$$w< + 0 , ( 5 ) + a o(!) +... 
ddO$$$<<< -1<<<rghn^$ -¿1 

On désigne, pour tout t > 0 , par S : L (JRU) > \? (JRU) l'opérateur dont le symbole 

est a(t|) et par S l'opérateur de symbole G (§) . 
oo O 

Si b1>*-,»bk ^ L°°(lRn>) et si B , . . . ,B^ : L2 (JRn)—>L2 (JRU) sont les opérateurs de 

multiplication ponctuelle correspondants on forme 

( 1 5 ) L^ ( JR1 )^d<<,;^$ 
00 

0 

Q B. S . . .B S 
t 1 t k t 

dt 

t 

Pour étudier on appelle l'opérateur de symbole exp(-t |||2) et (b^ , . . . ,b^) 

l'opérateur défini par ( 1 5 ) lorsque le dernier S est remplacé par F" . Pour relier 

*J I n ^ ^ 
à , on appelle vj/ £ L (JR ) une fonction ayant les mêmes propriétés que ^ et 

Q l'opérateur associé par la règle définissant Q . Si L £ Q , | | L || £ 1 et si 
t ,œ ~ 1 dt . 

L dépend mesurablement de t , alors Q L Q — appartient a G . Cette obser-
t J Q t t t t 

vation banale résulte de l'inégalité P j|Q f|| £ C ||f|| , f € L (JR ) . 
^ Q t 2 t 2 

Alors T + T S = P Q C) + T B S avec L = B S . . .B . Cette remar-
k k < » J ^ t t t t k - 1 k oo t 1 t k 

~J 
que ramène l'étude de T à celle de T „ et de T 

k k - 1 k 

On utilise alors le théorème suivant 

Théorème 2 (Journé, Mars 1 9 8 3 ) . 

L ' opérateur est un opérateur de Calderon-Zygmund et ||T^|| ^ C^jj b . ,[| b || 

où C = C(n ,^,a) De plus le noyau-distribution Tk(x,y) de vérifie 

(16) 
|x-y |^2|x-x» | 

TR(x' ,y)-T (x,y) |dy <, C. 
gg 

o b l co 
gb 

oo 

Dans cet énoncé, tout ce qui touche aux noyaux se vérifie directement (sans récur-

rence) . La continuité de T et de T sur L s'obtient alors à l'aide du théorème 1 , 

par récurrence sur k . L'opérateur T 
o 

est, par définition 
00 

0 
Qt 

dt 

t 
; c'est un 

opérateur de convolution dont le symbole 
.00 

lo 
*(ts) 

dt 

t 
appartient a L ( ]R ) . 

123 



Y. MEYER 

On a ensuite à calculer T (1) = T „ (b ) . La continuité de T „ sur L fait partie 
k k-1 k k-1 

de l'hypothèse de récurrence. Le théorème de Fefferman et Stein (C8j) utilise seu-
2 

lement la continuité de T, . sur L et (16) pour T . .On conclut que T, . (b )t BMO. 
k-1 k-1 k-1 k 

On a (T ) (1) = 0 et la propriété d'ordre 0 de T, est immédiate. Les détails se 
k k 

trouvent dans C9j• Les applications du théorème 2 à la conjecture de Kato et aux 

équations aux dérivées partielles ont été principalement développées par E. Fabes, 

D. Jerison, C. Kenig et leurs élèves [6], [7j et [lOj . 

Y.MEYER 

Ecole Polytechnique 
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France 
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