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TRANSFORMATIONS CANONIQUES ET SPECIALISATION 

POUR LES $$-MODULES FILTRES 

(*) 
G. Laumon 

0. Introduction. 

Ce travail, est le résultat de mes efforts pour comprendre cer
tains travaux de Brylinski, Kashiwara, Laurent,... En tant que tel, il 
ne présente pas de résultats nouveaux. 

Je me place résolument dans le cadre algébrique et j'essaie dans 
la mesure du possible de rendre plus "naturelles" un certain nombre de 
constructions : transformations canoniques à la Brylinski, spécialisa
tion d'un -̂Module, microlocalisation et deuxième microlocalisation 
(il s'agit là, bien entendu, d'un point de vue personnel). 

Le plan de cet exposé est le suivant. 

Au numéro 2, je rappelle et complète les résultats de finitude 
"non caractéristiques" pour les -̂Modules filtrés. 

Le numéro 3 est consacré au résultat de Brylinski pour les trans
formations canoniques d'origine géométrique. 

Au numéro 4, j'explicite les liens "bien connus" entre déformation 
au cône normal le long d'une sous-variété et filtration de l'Anneau & 
par l'ordre d'annulation le long de cette sous-variété. 

Les résultats du numéro 4 rendent "naturelle" la notion de défor
mation au cône normal le long d'une sous-variété d'un -̂Module fil
tré ; c'est ce que j'explique au numéro 5. 

Au numéro 6, je présente ma façon de voir la deuxième microloca
lisation de Laurent, tout au moins sa partie algébrique. 

(*) Equipe de recherche associée au CNRS n° 653 
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%-MODULES FILTRÉS 

Les numéros 7 et 8 font le lien avec le point de vue local qui 
précède et le point de vue microlocal, en particulier, pour ce qui con
cerne la définition de l'ordre d'une section d'un $-Module holonome 
le long d'une sous-variété. 

Dans le numéro 9, j'indique un certain nombre de questions que, 
soit par manque de courage soit surtout par manque de compréhension, 
je n'ai pas abordées. 

Dans un appendice, je donne une construction algébrique des opéra
teurs microdifférentiels formels ; cette construction est due essen
tiellement à Gabber. 

Je tiens à remercier tout particulièrement Ofer Gabber, Luc 
Illusie et Yves Laurent qui m'ont aidé à corriger certaines erreurs et 
à surmonter un bon nombre d'obstacles. Je remercie aussi très chaleu
reusement Madame Bonnardel pour la frappe du manuscrit. 
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G. LAUMON 

1. Notations. 

On désigne par k un corps de caractéristique zéro ; le mot 
"variété" signifiera toujours "k-schéma séparé, de type fini et lisse" 
et un morphisme (de variétés) sera toujours un k-morphisme séparé. 

Pour toute variété X , on notera d : X ^ la fonction loca-
dx leiaent constante dimension de X/k , co - Q. . le & -Module inver-X A/ K X 

sible dualisant de X/k , le & -Module localement libre de rang 
X X 

d^ des champs de vecteurs sur X (dual de Q^/^ ET 

ïïx : T*X = V(^x) > X 

le fibre cotangent de X/k . 

A tout morphisme f : X >- Y , on associera le diagramme usuel de 
"l'application cotangente" 

(1.1) 

77 
X 

* F * T X - T Y)^ X —jf > X 

f f 

T*Y Y 

(F est l'application cotangente à f , le carré est cartésien et 

77 
T*YXyX = 7 ( fV Y ) — ^ X ) ; 

on notera en outre d,. = dv-cL_of la fonction localement constante 

dimension relative de X sur Y et ^/Y = ̂ -1 ̂ Y0-1 ̂  ̂  f-1& X̂ le 

(̂ -Module inversible dualisant relatif de f . 

Pour toute variété X , on notera ($x,Qx,i .) l'Anneau des opéra-
teurs différentiels linéaires sur X relativement à k , muni de sa 
filtration canonique par l'ordre des opérateurs ; on a 

( V * V x = g r *x ; 

on se reportera à [19] 4 pour la définition des catégories MFqcon X 
A Fqcoh (V' D•K V h ^ X 1 ' ^parf'V' ^çarf'V' DbFparfV(*x' 6t d6S 
foncteurs "oubli de la filtration" et gr . 
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2. Images inverses et directes d'un complexe de &-Modules filtrés par  
un morphisme de variétés. 

A tout morphisme f :X *Y , Kashiwara (cf. [ll]4, [l2]4) 

associe un (& ,f "̂ Ĵ-bi-Module 

Qx --> Y = Ox Of-1QY f-1QY 

et un (f 1

v̂, v̂)-bi-Module 
Y .X. 

& = f 1(& ^ WYo-1)of-1QY wx 

et des foncteurs "image inverse" 

(2.1) LLf* : D U Y ) * D(flx) 

uf*N = Qx --> Y Of-1QY f-1 N 

et "image directe" 

(2.2) 
Jf 

D(^x) ^ D(fly) 

, S' Rf* (QY <-- x OQx W) 

Ces deux foncteurs admettent une variante filtrée (cf. [l9l5 pour 
\ ; pour u.f* , on procède de la même façon, en filtrant successive-

f -i 
ment les foncteurs f et 

Qx --> y Of-1QY (-)). 

Plus précisément, on a les résultats suivants : 

Construction 2.3.1. Pour tout morphisme de variétés f : X —> Y , il  
existe un foncteur 

^ 8 D b Fqcoh (V — D b Fqcoh (V 

tel que les carrés de foncteurs ci-dessous "commutent" ̂  : 

» k W V ^ D b w * x > 

Dqcoh (V UF* Dacoh (V 

(1) i.e. commute à un isomorphisme canonique près. 
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G. LAUMON 

où les flèches verticales sont des flèches d'oubli de la filtration, et 

DbF — — ^DbF ,(fiv) 
qcoh Y qcoh X 

gr gr 
v F ILf v Ъ * "h 

D Л & т О ^ D * ) 
qcohv T Y qcohv T X 

De plus, pour tout morphisme g : Y —^ Z , on a un isomorphisme cano
nique de foncteurs 

Mgof)* — iLf*ou.g* : DbF ^DbF . 
qcoh Z qcoh X 

avec la condition de cocycle usuelle. 
Construction 2.3.2. Pour tout morphisme de variétés f : X Y , .il 
existe un foncteur 

[ : DbF ^DbF 
J f qcoh X qcoh Y 

tel que les carrés de foncteurs ci-dessous "commutent" : 

DbF ^ f > DbF 
qcoh X qcoh Y 

1 e 1 

D b (& ) àË > n b (& ) 
qcoh^X; qcoh^Y; 

où les flèches verticales sont les flèches d'oubli de la filtration, et 

DbFqcoh X 
Of DbF _ 

qcoh Y 

gr gr 

D$c6h(6T«X) 

Rf*(F*(-)OQT*YXYXTT*fwx/Y) 

í c o h í V Y * 

De plus, pour tout morphisme g : Y ^ Z , on a un isomorphisme cano
nique de foncteurs 

ĝof \ K ' 
DbF _ (A ) * DbF _ (fl ) 

qcoh X qcohv Z 
avec la condition de cocycle usuelle. 
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Compte-tenu de [19] (4.4.3) et des théorèmes de finitude pour les 
(̂ -Modules, on obtient alors les énoncés de finitude pour les 
-̂Modules filtrés : 

Proposition 2.4.1. Pour tout morphisme f : X * Y et pour tout 

(</*,/[) € ob ̂ Fparf^Y^ tels que 

F|f 1(Supp gr cT) (2) 

soit propre (i.e. fini ici puisque F est affine), on a 

LLf*(jr „IC ) € ob DbFparfUx) . 

* b 
En particulier, si f est lisse, nf envoie D Fparf^Y^ dans 
DbF . 

parf X 
Proposition 2.4.2. Pour tout morphisme f : X • Y et pour tout 
(M'rtM,:) £ ob DbF^ .(&__) tels que î pan A. 

f If 1(Supp grcii") (2) 

soit propre, on a 

\ (Л-,л:)€оь DbFparf(ûY) . 

En particulier, si f est propre, ̂  envoie Dt>Fparf̂ x̂  dans 

DbF • parf Y 

Compte-tenu de [l9] 5.7.2 et [l9l (4.4.4), ces propositions impli
quent les énoncés de finitude de Kashiwara pour les -̂Modules : 

Corollaire 2.5.1. Pour tout morphisme f : X * Y et pour tout 
cT € ob Dbarf Uy) tels que 

FlrMcar dTl) (3) 

soit propre (i.e. fini ici puisque F est affine), on a 

LLfV € ob Db 
parf X 

et 

Icar LLfV' I <= F(f 1( Icar dT I ) ) (3) 

( 2 ) b 
Par définition, le support d'un objet de Dparf^T^' Pour un sché-

ma T , est la réunion des supports de ses faisceaux de cohomologie. 
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G. LAUMON 

En particulier, si f est lisse, tif * envoie D bp a rf^y) dans  

Dparf<V-

Corollaire 2.5.2. Pour tout morphisme f : X —> Y et pour tout 
d£ £ ob Dp a r f(^ x) tels que 

flF-McaroTl) ( 3 ) 

soit propre, on a 

$ M' € ob D £ a r f ( V 

et 

|car(̂  M c f(F~1( IcarU") I ) ) ( 3 ) . 
Jf 

En particulier, si f est propre, \ envoie D b ( ) dans 
«J ̂  part x 

parf Y 

2.6. En général, il n'y a pas d'adjonction naturelle entre les fonc
teurs \ et u.f* , même à un décalage près : en effet, \ joue le 

f * rôle d'un foncteur image directe ordinaire, alors que nf (-)[d̂ J 
joue le rôle d'un foncteur image inverse extraordinaire (c'est tout au 
moins le cas si on se limite aux -̂Modules holonomes). Cependant pour 
f lisse (resp. f propre), on s'attend à ce qu'il existe des flèches 
d'adjonction, sur Dq C Oh^^' 

(2.6.1) 
id — ^ ^ u.f*(-)[-a f] 

u.f* \ (-)[-d.l — * id 

(resp. 

(2.6.2) 
id » LLf* [ (")[d J 

^ lLf*(-)[df] * id) . 

( 3 ) 
Pour dl' € ob Dbparf(&x)' ICarW)l désigne la réunion des supports 
des cycles caractéristiques des faisceaux de cohomologie #n(ci<r), n £ 2\ 
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On s'attend de plus à ce que ces flèches d'adjonction admettent des 
variantes filtrées qui induisent par passage aux gradués les composés 
de flèche d'adjonction usuelles, sur Dq C 0^(QT*) 

(2.6.3) 
id * Rf ̂ F^LLÎ* 

F#nf Rf*F
# y id 

(resp. 

(2.6.4) 
id • F̂ f ' Rf #F* 

[Rf̂ F̂ F̂ f1 > id) 

(on a F fini (resp. f propre)). 

Pour obtenir de telles flèches d'adjonction filtrées, il suffit 
de définir des flèches filtrées 

(2.6.5) 
f & ® & ["-dl r *Y Y«— X fl„ *X —* Y L fJ 

X 

*X-*Y Of-1QY QY<-X^ df ] ~**X 

(resp. 

(2.6.6) 
&x —"*x — Y 3 r \ f ~ W y « _ _ x[d f3 

&x —"*x — Y 3r\ f~Wy«__ x[df3 
dans une catégorie dérivée convenable de ($,&)-bi-Modules filtrés 
induisant les flèches d'adjonction (2.6.3) (resp. (2.6.4)) évaluées 
sur &T* . 

J'avoue n'avoir eu ni le courage, ni les idées assez claires 
pour définir (2.6.5) (resp. (2.6.6)) ; comme la littérature est sur ce 
point étrangement muette (même si on néglige dans un premier temps les 
filtrations), la question de l'existence de telles flèches reste 
ouverte. 
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3. Transformations canoniques à la Brylinski. 

3.0. Soient X , Y , Z trois variétés et 

i : Z «—* XX Y 
k 

une immersion fermée ; on note 

(3.0.1) 

Z 

y li \ P y 

X * XX. Y > Y 
prx k pry 

les projections canoniques et on considère le foncteur 

(3.0.2) ^1 Y 
PY 

U.p* : D b ^D b _ ) 
qcoh X qcoh Y 

et sa variante filtrée, notée encore <ï> , 

(3.0.3) *x|y = 

PY 
np* : DbF ,U V) * DbF . 
^X qcoh X qcoh Yy 

A (3.0.1), on peut associer le diagramme 

(3.0.4) 

qX 
T¡(XXkY) 

qY 
rX rY 

T X X z 
Ä 

T Y Xy. 

PX X f*YXY Z 

TX T*Z TY 

où (px,PX^ et ^Py'pY^ sont associés à p x et p y respectivement 
comme en (1.1) et où le carré est cartésien et provient de la suite 
exacte de fibres sur Z 

0 >• T*(XXkY) * i*T*(XXkY) > T*Z v 0 

(T*(XXkY) = T*XXkT*Y). 

On notera encore 

(3.0.5) 
? = V ° R X = V ° R Y : TZ ( X Xk Y ) Z 
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la projection canonique. 
Lemme 3.0.6. C°T*(XXkY) P Z/ X ÔT*(XXkY) 'Ч/г 
Preuve de 3.0.6. On a la suite exacte 

0 ---> N ---> i*A1Xxk Y/k ---> A1z/k --> 0 

et T*(XXĵ Y) =V(cfv), donc 
WT*(XXkY) - P # ( ^ ® S detWT")) 

= p*(woz wZ OQZ i*w-1Xxk Y) 

d'où la conclusion. 

3.1. Le résultat principal de ce numéro est le suivant : 

Théorème 3.1.1. Le carré de foncteurs 

DbF , 
qcoh X 

XI Y - DbF . 
qcoh Y 

gr gr 

Dqcoh(4^X) 

RqY* (uq*X)öT*(xxkY) P*w
Z / Y 

Dqcoh(ÖT-Y) 

est "commutatif". 

3.1.2. En particulier, soient T*X , V yc T*Y et VCT*(XXkY) 
des ouverts tels que 

v = q x

1(v x) = q Y

1(v y) 

et que 

q x| V:V — , V X et qy|v : V * V y 

sont des isomorphismes ; notons 

(3.1.2.1) 9 i : V V 
XIY X Y 

11isomorphisme composé (qy|V)o(q^|v)
 1 et posons 

(3.1.2.2) \ \ Y = (qYlv)*(p\üz/Y|v) ; 
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alors on déduit immédiatement de 3.1.1 le : 
Corollaire 3.1.2.3. Le carré de foncteurs 

DbF , (flv) qcoh4 X 
Ф i X Y DbF 

qcoh4 Y 
gr(-)lvx gr(-)lvY 

D (Ö ) qcohv V/ X 

(QX|Y)*(-)OqVY wX|Y 

D $ c o h ( V 
est "commutatif". 

Remarque 3.1.2.4. (9 . ) (-)<g> 
OVY 

co i XlY est une équivalence de catégorie 
de quasi-inverse (9 Y l x).(-) 3 

OVY 

X i 
Y X 

obtenue en permuttant X et Y 

( 9 Y I X = ( 9 X ! Y ) - 1 et lemme 3.0.6, compte-tenu du fait que WM*v et 
1 x toT*Y sont triviaux) . 

3.1.3. Prouvons 3.1.1. Compte-tenu de 2.3.1 et 2.3.2, il suffit de 
montrer que la flèche de changement de base 

u.PyRPx* * (RrY*nrx 

relative au carré cartésien du diagramme (3.0.4) est un isomorphisme de 
foncteurs de ^ ( V x ^ z 1 danS Dqcoh(ÔT*Y >C 7) ; POUr Cela' 11 
suffit, d'après |_SGA 6J IV 3.1.0, de montrer que T X X Z et T Y ^ Z 
sont tor-indépendants sur T*Z ; ce dernier point résulte du lemme 
suivant : 

Lemme 3.1.3.1. Soit 

X' - J — X 
f If 

a 
S1 * S 

un carré cartésien de schémas séparés, de type fini sur un corps k . 
Supposons que : 

(i) X,S,S', X1 sont lisses sur k , purement de dimensions  
dX ' dS ' dS' ' dx' respectivement, 

(ii) a x - a x . = a s - d s . . 
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Alors, X et S1 sont tor-indépendants sur S . 

Preuve de 3.1.3.1. En factorisant rv par son graphe, on se ramène à 
montrer 3.1.3.1 dans les deux cas suivants : & est lisse et » est 
une immersion fermée. Le cas "& lisse" est trivial. Supposons donc 
que est une immersion fermée ; puisque S et S' sont lisses sur 
k , « est une immersion régulière ; le problème étant local sur S , 
on peut supposer que S est affine et que S1 est définie dans S 
par une suite régulière ; vu l'hypothèse (ii) et la lissité de X sur 
k , cette suite régulière induit sur X une suite régulière défi
nissant X' dans X ; on peut donc appliquer [SGA ôl VII (1.2.2) pour 
n=0 , d'où la conclusion. 

3.2. Comme application de 3.1.1, nous allons retrouver par voie algé
brique un résultat de Brylinski sur les transformations canoniques 
(cf. [ô] 2.7). 

Si T est une variété, on notera Z(T) le groupe des cycles 
algébriques de T . Pour toute variété X et tout & -Module cohérent 
JUL , le cycle caractéristique de Ji , CarU) £ Z(T X), est le cycle 
associé au S * -Module cohérent gr dl , pour n'importe quelle filtra-i x 
tion 5mI°Iez de ^ avec (ttt,Jè^) € ob M Fp a rf^ x) (le support de 
Car(^), |Car(c#)|, est le support de gr dl et les multiplicités de 
Car (otó) sont les longueurs de gr Jl aux points génériques de son 
support) ; on fera attention au fait que Car : Mp a rf(& x) Z(T*X) 
n'est pas additive. 

Reprenons les notations de 3.0 et 3.1.2 ; 9x|y: VX ->VY induit 

un isomorphisme (̂ x¡Ŷ * : Z^VX^ *" z^Vy^ * Alors' le résultat [6J 2.7 
de Brylinski est le suivant : 

Théorème 3.2.1. Si U¿ est un & -Module cohérent tel que 
—______ x 

qYlqx

1( IcarU) I ) 

soit propre, alors, pour tout n € , on a dans Z(VY) 

Car(^n( x̂¡Y(ci¿)))|vY = " 
(8x|y)#(Car(iií)|vx) 

0 si n^O 

si n = 0 

et, en particulier. 
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|Car(ìin( x̂|Ya)))! c T*Y-VY , 

pour tout n^O . 

Remarque 3.2.2. Si p est lisse et p est propre, 
* * Y 

q y : T (XXĵ Y) * T Y est propre. 

Preuve de 3.2.1. Choisissons une filtration (Mi)iEZ de Ul> telle que 
(JL,tU.) soit un objet de MF ,(j5v) (cf. ¡19] 5.7.2) et soit x paru a 

(cT ,</:) = <pv,vwf^. ) 
1 A 1 jl X 

D'après 3.1.1, on a (Jf ' , Jf: ) £ ob DbF a r f ( ^ Y ^
 e t' cl ' a P r e s 3.1.2, on a 

(gr«T")lvY= (9x|Y)*((gr ̂ )!v x)^ \ Ì Y , 
V Y 

i.e. 

>in(gr oT ) |vy = 
(ex|Y).((g^r(j)ivx)V ^xlY 

Y 

si n = 0 

0 si n ? 0 . 

Il nous reste à démontrer que, pour tout n€ % , on a 

tfn(gr of) I v Y - gr ìf
ng-,/:) I v Y 

Faute d'avoir démontré la dégénérescence de la suite spectrale asso
ciée à un objet de D Fpart .p(&vY) (cf. [l9] (3.5.5)), nous utiliserons 
la t-structure de coeur AFqcoh i_($ X,„) introduite sur D Fqcoh -.(̂ XJ en 
[l9]3 : chaque H^W.JTi:) est dans AFpart .(& x ) (cf. ("l9l (4.4.3)) et 
admet une suite spectrale qui dégénère (cf. I19J 4.3.1). Les suites 
exactes courtes de &T*Y-Modules cohérents 

0—* U°(gr H?(cT ,cJT )) Un(gr «T ) —* 34"1(gr iff1^,/:)) —* 0 

(cf. [l9] preuve de 4.2.5) montrent alors que 

U^igr H?(jr\tjr))|vY = 0 

pour (i,n) 7̂  (0,0) et (-1,1), de sorte que, pour tout n , la 
suite spectrale 

E^(a?wr ,^)) lvy 

dégénère en r = 1 et donc que, pour tout n , 
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a°(gr H?(«ir,<,^))|vY - gr H° (JT , ) | Vy 

et 
K""1 (gr H^W ,JT±) ) |vY = 0 . 

La conclusion s'obtient alors par regroupement de toutes ces informa
tions . 

3.3. Gardons toujours les notations de 3.0 et 3.1.2 et supposons de 
plus p et p propres et lisses, de sorte que L̂-l̂R et 3̂  i b b b b Y|A envoient D _ et D F ^ dans D - et D F - . 

parf parf parf parf 
Soit M _(jav,Vv) la catégorie quotient de M .p(&v) par la parr a A. parr A 

sous-catégorie épaisse formée des & -Modules cohérents tels que 
x. 

iCar№) I n vx = 0 ; 

par symétrie, on a une catégorie analogue Wparf^y,VY^ Pour Y • 
D'après 3.2.1 et 3.2.2, on a des foncteurs 

Mparf(W —*Mparf(*Y'V' A — »Ö(4x|Y(Ji)) 

Mparf(W —*Mparf(*Y'V' A — »Ö(4x|Y(Ji)) 

Le lecteur courageux qui aura résolu nos perplexités de 2.6, 
déduira de 3.2.1 et 3.2.2 le théorème de Brylinski suivant (cf. Tel 
2.8) : 

Théorème 3.3.1. Les foncteurs ci-dessus sont des équivalences de caté

gories quasi-inverses l'une de l'autre entre Mparf^x'VX^ — 

parfv Y Y 

69 



G. LAUMON 

4. Déformation au cône normal et filtration de & par l'ordre d'annu
lation le long d'une sous-variété. 

4.0. On considère dans tout ce numéro une variété X et une sous-
variété fermée i : Y c—* X définie par un & -Idéal ^ . 

x 
On note t une indéterminée sur & et on considère la _ x 

©[tJ-Algèbre quasi-cohérente (*) 

(4.0.1) 
jEZ 

£ jt j c & [t,t X] 

(avec p = & v pour tout j Vo) ; son spectre 

(4.0.2) P 

X =Spec(o g-jtj) 
Je* \ 

X Xk^k = sPec(ô

x[tl) 
"X 1 

A1

k 

l ^ r x 

X 

est un XX^A^-schéma affine, appelé la déformation au cône normal de 
Y f 1> X et introduit par Baum, Fulton et Macpherson (cf. [il I 5) et 
Verdier (cf. [2l] §2) ; son appellation est justifiée par les faits 
suivants : q est plat, r induit un G -isomorphisme de q 1(G , ) ^ m, K m, K 
sur XX G , q" (0) est canoniquement isomorphe au cône normal de K m, k. 
Yc X 

(4.0.3) 

T X = Spec 
jEZ 

g-j/g-j+1) 

P0 
Y = Spec(©x/^) X 

et r admet une section au-dessus de Yx A1 
k k 

14.0.4) s : YXkA1k -> X 

telle que s = s|YX. { o} s'identifie à la section nulle du cône o K 
normal. On a donc un diagramme commutatif à carrés cartésiens : 

(*) cf. D. Rees.- A-transforms of ideals and a theorem on multiplici
ties of ideals, Proc. of the Cambridge Phil. Soc, vol. 57 (1961) 
pp. 8-17. 
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(4.0.5) 

YX. <Б . 
n к m,k Y \ 4 Y 

i X id s s s 
о 

XX. G . к m, к 
г q-1(Gm,k) ß X a TYX 

q q q 0 РГ<Б m, к 
Gm,k 4 (о) 

En coordonnées locales X = {(x,y)}, Y = {y} = {x=o}, 
X = {(x,y,t)}, T^X = { (y;x)}, on a 

(4.0.6) r(x,y,t) = ((t.x,y),t) 

(bien entendu x et y sont des n-uples pour n = â -dy et 
n = dy respectivement). 

4.1. Pour Y «-i-* X comme en 4.0, Kashiwara a introduit une nouvelle 
filtration croissante, indexée par 2? , de $ x , 

V.SV = (P ^ & |p(£Z
K) c^k jVk€X 

définie par 

(4.1.1) V.SV = (P ^ & |p(£ZK) c^ k j , Vk€ z> 
3 A 

(cf. [l3] ; Kashiwara la note plutôt F~3& ) . 

En coordonnées locales, X= i((x,y)}, Y = {y} = {x=o} , on a 

(4.1.2) VjQX = 
|cvTHßk<j 

a«,ß,y(y) 
^ 9 a*! 
ô x o I y xJ 

Lemme 4.1.3 (i) Chague VjQx est un sous-®„-Module quasi-cohérent de 
3 A A 

& (à gauche et à droite). 
A 
(ii) La filtration est séparée et exhaustive. 

A 

(iii) Pour tous j1,j2^Z' , on a 

V. _i.V. ß_c v. ô v Dx X 3 2 X 3l+32 X 

avec égalité si J^*J2 ̂ ° * 

(iv) Pour tout j € , on a 

V x ^ " 3 - v o V * x , j 
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(v) On a & x c V q& x . 

Preuve. (iv) résulte de la description en coordonnées locales (4.1.2) 
de V.$ . Les autres assertions sont soit triviales soit conséquences 3 
de (iv). 

4.2. Considérons alors la &X [t]-Algèbre quasi-cohérente (à gauche et 
A 

à droite) 

(4.2.1) 
jEZ 

VjQX.tj C QX[t,t-1] 

(t commutant aux sections locales de & ). Cette & [tl-Algèbre 
A X 

opère sur 

jEZ 
r 3 ^ = P*^ 

de manière évidente et s'interprète naturellement comme l'Algèbre des 
opérateurs différentiels de p/s^, relatifs à k[tl ; autrement dit, 

A 

on a canoniquement : 

(4.2.2) 
jEZ 

v j V t J = P* SX/A1 ' 

où ®x/jp^ est la (̂ -Algèbre des opérateurs différentiels sur X 

relatifs à , via la projection q : X » /Â  . 

Tout comme & x , ̂ y^l est muni de la filtration par l'ordre des 

opérateurs, 

— 0 = *x/t£.-i QX X/Al,o X/A!,i x/^k 

et on a en fait 

(4.2.3) 
jEZ 

(VjQX^^QX,i).tj = p*QX/A1k,i 

pour tout i € 2" . 

Par restriction à T^(C x , on obtient l'identification canonique 

(4.2.4) gr flv 

7V 
dfn j£^ 

( v j V v j - i V = l*^\x 

(on a 

9 t \ 
j£^ 

V.&__.tj)/t. ( © v.&v.t
j) 
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et 

«Ч/А* = № " 1 ( e K / A l / t - * K/A¿ ) = \ ¿ • 

De plus, la filtration par l'ordre des opérateurs sur £ induit sur 
grv & v une filtration 

— o = (g-*^)! c (9 r V jVo c ( g r V^x }i c g r ^ x 

avec 

(4.2.5) (g-%). 
jEZ •vj»xn*x.i)/(vj-i*xn*x.i) 

et cette filtration coïncide avec la filtration induite par (4.2.3) ; 
par suite, on a canoniquement 

(4.2.6) (grv*x). = i . P 0 / V X / i * 

pour tout i £ 2? . 

Passant aux gradués associés, on déduit des identifications cano
niques (4.2.3) et (4.2.6) les identifications canoniques suivantes 

(4.2.7) 
iEZ jEZ > / x n * x , i » / ( V x n V i - i ) ] t J

 = P ^ * V ( X / ^ ) ' 

OÙ 

(4.2.8) S : T*(5_/A£) ^ X 

~ 1 
est le fibre cotangent relatif de q : X * Â . , et 
(4.2.9) gr gr V^ x = i.P0A^T-(TYX) 

où 

(4.2.10) C0Q : T*(TyX) r TyX 

est la fibre en "t=0" de w , i.e. la projection canonique du fibre 
tangent de TyX (\ = rrrr x) . 

Remarque 4.2.11. La filtration V.&x de & x induit une filtration 
V.gr&v sur gr , avec 

A A 
V. gr S x = 

jEZ 
; \ i n v A 1 / ( f i x , i - i n v i V 
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et il est facile de vérifier que 

grVgr & x = gr gr
V& x , 

en tant que &̂ r-Algèbres bigraduées (en i et j). 

En coordonnées locales, X = {(x,y)}, Y = {y} = {x=o), 
X = {(x,y,t)} et T X = (y;x)}, on a 

(4.2.12) 
jEZ 

: v A n V i ) t ] = I «I + [71 U 
I »! - 131 \<j 

a*,?,y ( y ) ô yxVti} 
y x J 

et 

(4.2.13) X/Ak,i 
l oi I + 17 | (i 

ba,y (x,y,t) y X-

l'identification (4.2.3) étant donnée par 

(4.2.14) aa,,B,y(Y) a V a V 
У X 

aa,,B,y ( Y )^ TJ+l ßl-!«l a r a « 
л ух 

( x i—* t. x et à r i—* t
 1. à~ ; j + | M - | » I >/ 0} . 

X X 

4.3. On considérera aussi la © [t]-Algèbre quasi-cohérente (à gauche 
et à droite) 

(4.3.1) 
jEZ 

Qx,j tj C QX[t,t-41] 

on notera & x la & x x _l"Algèbre quasi-cohérente (à gauche et à 
k x 

droite) caractérisée par 

(4.3.2) p rx* Bx jEZ *x.j
 t J • 

L1inclusion 

jEZ 
QX,tj C 

jEZ 
v . * x t3 

(cf. 4.1.3 (iv) et (v)) induit un homomorphisme 

(4.3.3) r-1BX ---> QX/Ak 

B x admet une filtration 

— О = 8^X,-1 C Bx.o CBx,1 с—с ß x 

définie par 
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(4.3.4) Prx*ßx,i jEZ 
(*x,j n*x.i ,- t J 

et l'homomorphisme (4.3.3) envoie r" l f ô

x ± dans ^x/^f± ' i-
e- est 

filtré. Passant au spectre du gradué, (4.3.3) induit un XX^A^-
morphisme : on a un carré commutatif de morphismes de variétés 

(4.3.5) 

t

#(3ç/aJ) ^ x 

p ^ r 

Spec(gr ßx) - ^ X X k ^ . 

4.4. Faisons le lien entre nos constructions géométriques et celles 
utilisés par Laurent dans sa deuxième microlocalisation (cf. [loi, [17] 
et [îsl). 

Pour Y C X comme en 4.0, on dispose aussi du conormal à Y dans 
X , TyXcT*X ; l'immersion fermée i' : TÇX C—^ T*X est définie par un 
£_* -Idéal 2' et on peut lui associer sa déformation au cône normal 
(cf. 4.0) 

(4.4.1) 

T*X = Spec 
jEZ 

g'-j tj) 

r'=(p',q') 

T*XxkAk1 

Le résultat clé est alors le suivant : 

Proposition 4.4.2. Il existe des isomorphismes canoniques 
Q : T̂ X T*(X/Â ) et cp s T * X X ^ Spec(Bx) vérifiant les con
ditions suivantes : 

(i) le carré 

T*X 6 y T*(xa£) 

r , l ! p 

T*XX^ — S p e c ( g r ß ) 

est commutatif, 

(ii) uîoQ : T*X • X est le morphisme de fonctorialité de la déforma
tion au cône normal pour 71^ : (TÇX ̂ —»- T*X) • (Y <-̂ -* X) , 
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(iii) 77OCP : T*X)<k^ ^ X X k est la projection canonique flf X id . 
x 

Preuve. Partons du diagramme commutatif 

© ( © VgrJ ) tj *gr ̂ Jt,!'1] 
ĵ Z i ^ 3 1 X X 

© ( © gr.&J t3 —2 , g r û [t] 
j£Z î Z 1 'v X 

ix<j 

où p* est l'inclusion induite par (4.3.3) (si II j , on a 
& v . c & c v.fl__ et donc X,i-1 X,i 3 X 

gr J v = V .gr = ^ 1 X i X ( v / x n \ i ) / ( v / x n s x , i - i > » 

ou v est l'inclusion naturelle et ou 3 (resp. CD ) envoie P. . tJ 

sur j t-> , pour P. . £ V .gr.âv et tout i,j (resp. P. . £ gr . &_r 

1/1 1 et tout 1^3) ; y et cp sont clairement mjectives, de plus, <P 
est surjective est donc un isomorphisme. 

D'autre part, TÏXJ ' c <? X^ T* X = gr & x est un idéal et 

'*x*p;$T*x = © (ffx*P')
 j tj C gr &x[t,t

 X] ; 

il reste donc à voir que 

© (TTxJ
1) jt j = Im(9*) c g r flx[tft

 X] . 

ce qui résulte aussitôt du lemme suivant : 

Lemme 4.4.3. Pour tout entier n )/ 0 , (IT G ' ) n est un gr Idéal 

gradué et sa composante de degré i coïncide avec n9
r-j_^x C gri^X * 

Preuve. Nous nous limiterons au cas n= 1 et nous travaillerons en 
coordonnées locales, X = {(x,y)}, Y = {y} = (x=o}, T*X = { (x,y; §,T] )}, 
TY-pt = { (y;§)} ={x = T] = o} 7 soit P £ &X,1 . d'image cr(P) dans gr Jv1 X, 
on a en écritures locales 

P = 
I cv|+Ty Ki 

ac,P,y(^) là x â Y * 

et 

or(P) = 
l « № l = i 

a« fP fy (y ) T 1 x 1 7 
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alors cr(P) s'annule sur iÇx c: T*X si et seulement si aff Q Q(y)
 = 0 

pour tout cy avec 1 «| = i , donc si et seulement si a R v(y) ̂  0 
implique ^ i-1 (cette inégalité est automatique pour 
\<y\ i i-l car |P| )/0) ; par suite, cr(P) s'annule sur T̂ X C T*X si 
et seulement si P £ V. & , ce qui, pour n = 1 , est la conclusion 

1 — X X 
demandée. 

Par restriction à "t=0", on obtient un triangle commutatif 

(4.4.4) 

9 0 

т т* (т*х) — - — т * (т^х) 

(1) х (2) 
r*XXY TYX 

où (1) a pour composantes r̂  et C&o9)o et où (2) a pour composantes 
(cp_1op) et W . o o 

En coordonnées locales, X = {(x,y)}, Y = {y; = ix=0;, 
T^X = {(x,y;§,71)}, TÇX = ((y;5)} = {x=il=o}, X = {(x,y,t)}, 
T*X = { (x,y, §,~,t)} et T*(X/A£) = { (x,y,t;C,T])}, on a 

(4.4.5) 

6(x,y, §fTf,t) = (x,y,t;5,ri) 
r'(x,y, §,Ti,t) = ((t.x,y;?,t.̂ ),t) 
tüoG(3c,y,§,̂ ,t) = (x,y,t) 

cp"1op(x,y,t;C,Tl) = ( (t.x,y;C,t.T]),t) 

et, avec T̂ C = {(y;x)}, T*(TyX) = { (x,y ; Ç , TI ) } et 
T T . ( T - X ) { (y,5;̂ ,x)} on a 

(4.4.6) 
Ö (yi§;^,x) = (x,y;§,~) 

( D ( y J ; ^ , x ) = ((y;S),(y;x)) 
(2) (x,Y;C,ti) = ((y;C), (y;x)) 

4.5. Les graduations ou bigraduations apparues sur les Algèbres intro
duites précédemment se traduisent sur les spectres de ces Algèbres par 
des actions de G , ou (G , X, (E , , que nous allons maintenant m, K. m, k. .K m, .K 
expliciter. 

(4.5.1) m, k 
v ^ Q 1 

opère sur X Ih^ de telle sorte que : 
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(i) l'action sur a1k est l'action naturelle, 

(ii) X X est G m k~équivariant pour 1 ' action triviale sur X , 

(iii) l'action de Gm, k . induite sur TTrX c x est l'inverse de 
l'action usuelle de Gm, k . sur le fibre vectoriel TTrX *Y , 

(iv) en coordonnées locales, X = {x,y}, Y = {y} = {x=o}, X = {(x,y,t)} 
et G^ k = , cette action est donnée par 

[x.(x,y,t) = (p. 1.x,y,̂ x.t) . 

(4.5.2) G m k X k G.m k opère sur T*(X/Â ) de telle sorte que : 

(i) l'action du premier facteur est l'action usuelle de G . sur le 
fibre vectoriel T*(X/&k) * X , 

(ii) l'action du second facteur est l'action cotangente à l'action 
(4.5.1), 

(iii) en coordonnées locales, X = {(x,y)}, Y = {y} = {x=o}, 
T*(X/A?;) = { (x,y,t;C ,ti )) et G , X. G . = {(X,M0), cette action est K m, K K m, K 
donnée par 

(\,\i>) . (xfyft;C#-n) =
 1X/y,U't;Xp.CfX'n) -

(4.5.3) G m k X k G^ k opère sur T*(TyX) via l'action induite par 
(4.5.2) ; en particulier, en coordonnées locales, f€i p ïï> Qm*/m v\ 

* O O 1 \ 1 -̂J-X ) 
V est de bidegré (i,j), i.e. est dans gr.gr.& , si et seulement si i j X 

f(p« 1.xfy;Xp.C rX-n ) = X ^ f (x,y;C ) . 

(4.5.4) G T X. G , opère sur T*X de telle sorte que : m, K K m, K 
(i) l'action du premier facteur est induite par fonctorialité de la 
déformation au cône normal de l'action de Gm, k . sur (Ti.tx c—> T*X) 
qui est l'action usuelle de Gm,k . sur le fibre vectoriel T X **X , 

(ii) l'action du second facteur est celle décrite en (4.5.1) mais pour 
X remplacé par T*X , 

(iii) en coordonnées locales, X = {(x,y)}, Y = (y) = {x=o}, 
T*X = { (x,y, 5,T|, t ) } et Gm, k. k . X. Gm. Je = {(X,^)}, cette action est 
donnée par 

(X,\i) . (x,y, 5,̂ ,t) = (MJ"
1.x,y,X§,X .u- 1.cn,M'.t) . 
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(4.5.5) G . X. G . m. k k m, k opère sur T

T y x
( T * x ) via 1'action induite par 

(4.5.4). 

On fera alors attention au fait que Ô (resp. 0 ) n'est pas 
G . x. (B . -equivariant pour les actions décrites ci-dessus mais que m,k k m,k - -y \ 
6 (resp. 3 ) échange l'action de (X,j~0 sur T X (resp. T_*V(T X) ) 

avec celle de (Xw- ,n) sur T (X/Â ) (resp. T (TyX)). De plus, si 
(X,̂ ) o-oère sur T_*__(T*X) via (4.5.5), (Xii"1,̂ ) opère sur T*(TL_X) lyX Y 
via (4.5.3), X opère sur le fibre TyX > Y de manière usuelle et 
M- opère sur le fibre T̂ X * Y par l'inverse de l'opération 
usuelle, alors le triangle (4.4.4) est G , X. G . -èquivariant. 

J m,k k m,k M 

4.6. Scient S une variété (cf. 1) et E S un fibre vectoriel, 
ïï 1 

de dual E1 *• 3 ; rappelons la definition de 1 1 isomorphisme canonique 
(cf. [bl ; M. Kashiwara et P. Schapira, Microlocal Study of Sheaves I, 
5.1.3, Université Paris-Nord (1983)) 

(4.5.1) T*E' -^T*E 

On a E = VJ{<5) et E' = ), pour un & -Module localement 
libre de rang fini S et pour â = Hgrru (d>,&0), de sorte que 

"s 
(4.6.2) тг*$ = Sym¿ (в) et 77;s = sym: (Sv) . 

b ŝ 
L'Algèbre de Weyl de E , Ib , est par définition la © -Algèbre 

quasi-cohérente à gauche et à droite 

(4.6.3) \ = 77*^E = Diffk(Syî (̂<î)) ; 

elle est munie d'une filtration 

(4.6.4) ° = Ê,-l C *E,o C \,1 C toE 
et d'une graduation 

(4.6.5) toE = 
jEZ 4

j 

par des sous-ôg-Modules quasi-cohérents à droite et à gauche, définies 
par 

lSE,i = ff**E,i 
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et 

4 {p€ toE]p.Sym^ (3) Symn-j^ (3) 
OS 

Vn € ̂ } ; 

de plus, ces deux structures sont compatibles au sens où 

(4.6.6) wE,i jEZ <toEn,J,E.i: 

pour tous i £ % . 

L'opérateur d'Euler de E est la section globale 

(4.6.7) e u € R ( E F * E / S ) = R ( S F I R ^ E / 3 ) c r ( S . f f # * E ) c H S , ^ ) 

correspondant à idE via la bijection canonique 

Hom ( E/ E) - Honu ( f f = R(E,7r*c£v) 
S E 

et 11isomorphisme canonique ^^/3 ~ TT*£'• On vérifie aussitôt que 

(4.6.8) tojji = {P ̂  la 1 [p,eu] = j.p} , 

que les flèches canoniques S *• 77 et #V * iï ̂? induisent des 
isomorphismes 

(4.6.9) CY : la 1 H lu 
E E,o 

(4.6.10) 
V 1 

P : S 13 n ̂  E E, 1 

et que 1'on a une suite exacte 

(4.6.11) о —+ s ®л sv 

"s 
i¿° n i» 
E E, 1 

--->TS---> 0 

où y(e^ev) = cv(e).P(ev) ; on remarque en outre que u£ n b n'est 
HI h, 1 

autre que 1'espace des dérivations relatives à k et graduées de 
Sym̂  (S), i.e. l'espace des k-endomorphismes gradués 

S 
D = © 

n>/0 
D : Sym* (S) = @ Syim? (S) S , 

11 &S n>/0 
espace qui s'identifie à l'espace des couples (D : , D : #̂ ) , où 
D q est une k-dérivation de & g et D 1 un k-endomorphisme de S 
vérifiant 

D1(a.e) = a.D (e) + D (a).e 
l 1 o 
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pour tous a € & s , e € £ (Dn pour n >/2 est uniquement déterminé par 

Di et V -

On a alors le résultat suivant : 

Proposition 4.6.12. Il existe un unique isomorphisme de ^̂ -Algèbres 

3 : toE ̂  Ü,E, 

dit de Fourier ayant les propriétés suivantes : 

(i) pour tous i,j £ % , 

3< t oE n t oE.i ) = toË'nVfi-j 

(ii) 3o(y = 0 • o e et 3oß = a ' , où e : £ 5 est 1 ' isomorphisme 
canonique, i.e. est défini par e(e)(ev) = -ev(e) {cy1 et sont 
bien entendu les isomorphismes (4.6.9) et (4.6.10) pour E v). 

(iii ) 3<d0,Di) = (d;,d1), OU D' = D o o et où 

D^(ev)(e) = -e

v(Dx(e)) +DQ(e
v(e)) , 

pour tous e € S , ev € 8* (une section de lO°H ^ étant identifiée à 
un couple (D ,D̂ ) comme ci-dessus et idem pour E 1). 

Corollaire 4.6.13. 3 induit un isomorphisme, noté encore 3 , de  
fibres vectoriels sur S 

3 : T*E1 T*E ; 

de plus, si cr et cr ' sont les sections nulles de E et E1 res
pectivement, 3 identifie T*,£Ŝ (E') et T* Ŝ̂ (E) aux sections  
nulles de T*E et T*E' respectivement. 

En coordonnées locales, S = (s), E = {(s,x)l, E1 = ((s,x')l, on a 

3(x) = -a x , 3(ôx) = x' 

et 

3 ( s ) = s 3(a s) = a s , 

de sorte que, pour T*E = {(s,x;C7,§)} et T*E' = { {s,xl;J,1* )} , on a 

3(s,x' ;<?,§') = (s,4';a,x' ) 
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4.7. Donnons maintenant une autre description de Qq . 

Rappelons la définition de 11isomorphisme hamiltonien (cf. [io] 
Ch. VII) : le crochet de Poisson, 

{ , } : gr & x ® k gr & x ^ gr & x , 

est défini par k-bilinéarité à partir de 

{(7i(P),orj(Q)} = cri+j__1([p,Q] ) , 

pour tous P £ & x ^ et Q ̂ x . , où ak : k grk^X est la pro~ 
jection canonique ; il existe alors un unique isomorphisme de 
gr $ -Module 

x 
H* :"gr * A ^ Û e r k ( g r V ' 

X 
tel que 

H*(df)(g) = {f,g} , 

pour tous f,g£gr & , et 11isomorphisme hamiltonien est l'isomor-
x -

phisme de fibres vectoriels sur T X , 
(4.7.1) H : T*(T*X) T(T*X) , 

induit par H* . 

Pour Y c—>X comme en 4.0, (4.7.1) induit un isomorphisme (cf. 
[16] 2.9) 

(4.7.2) 

T*(T*X)X T* X T*X *»T*(T£X) 

H? H} 

T(T*X)X T* X T^X ~ T T* X(T*X) 

entre quotients de fibres vectoriels sur iÇx . En coordonnées locales, 
X = {(x,y)}, Y = {y} = {x=0}, T*X = { (x,y;§,T])}, iÇx = {(y;§)} = 
{X=T1=0}, T*(lÇx) = { (y,§;7i,x' )} et T^fT^X) = { (y, § rn, x) } , on a 

(4.7.3) H(y,5;Ti,x' ) = (y,£;-x' ,-n) . 

Alors, on a : 
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Lemme 4.7.4. Le composé 

9 
T*ClÇx) -ZlU T ^ T ' X ) —2+ T^TyX) 

n'est autre 3 pour (E * S) = (T̂ C * Y) (cf. 4.6.13). 

Preuve. En coordonnées locales, on a 

(-H) (y,Ç;-n,x' ) = (y,§;x\-'n) 

9Q(y, §;x',-n) = (-x
1 ,y;S,Ti) = (y,-x,;T],S) 

d'où le lemme. 
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5. Déformation au cône normal d'un &-Module filtré. 

5.0. Après les longs préparatifs géométriques du numéro 4, nous sommes 
en mesure d'aborder la construction du spécialisé d'un $X -Module 
filtré. Nous gardons dans ce numéro les notations et les hypothèses du 
numéro 4. 

Soit (nlhtdt?.) un objet de MF , (£LJ , on introduit une nouvelle i J qcoh X 
filtration croissante, indexée par 7Z , associée à Y c — X , 

C v Ji> C v d C V cl¿ r Cci¿ , 
-1 o 1 

en posant 

(5.0.1) VjM = 
k+Kj V x A ; 

on a trivialement : 

Lemme 5.0.2. La filtration V.ĉ  de dù a les propriétés suivantes : 

(i) chaque V3. M est un sous-®v -Module quasi-cohérent de di , 

(ii) pour tout j € ^ , CTTJC V_.*& et en particulier V.Jl est  
exhaustive, 

(iii) pour tous j ,j 2 € ̂  , on a 

D l x 32 x D l + 3 2 

Remarques 5.0.3 (a) V.JJ> n'est pas séparée en général. 

(b) Si cii. = 0 pour i i i et si c#. = & . . pour i )/ i , 
1 O 1 X,L —1.̂  

on a 

VjC/¿ 

¿1 

i=i 
o 

Vi f lx^i 

(c) Si Mf )„,£, est une famille de sous-® -Modules quasi-
cohérents de Jl et si (j^Kc, est une famille d'entiers de même 
ensemble d'indices, la filtration de M 

<V£a 
Vj-jaQx.Na)jEZ 

est du type V.cíí pour (Mi)iEZ définie par 

84 



^-MODULES FILTRÉS 

MI = 
aEA 

ex.i-V*» 

car 

k+Kj 
Vi .fi . . 
W x , i - ] e 

3-3« X 

pour tout CY € A . 

Alors, © V.^.t3 est un © V.t3-Module quasi-cohérent et 
jÉ* 3 3 * 

donc il existe un unique ^/^1-Module quasi-cohérent 

Df = Df^Ott,^) 

tel que 

(5.0.4) p^Dfy|x(c^,X) = 
jEZ 

V.Jkt11 

D 

et que l'on appellera la déformation au cône normal de (ctt#ciî )-

On peut encore interpréter comme suit la construction de 
Df̂ i M?. ) : à {dl,(JL.), on associe le B -Module quasi-cohérent Y IX 1 1 X 
caractérisé par 

(5.0.5) prX*N = 
jEZ 

Mj.tJ 

(cf. (4.3.2)), alors, on a : 

Lemme 5.0.6. Df^j^-^/^) est l'image de la flèche d'adjonction 

X/A1k ) 
r" l ßx 

r"V) •3 3* X/A1k r"lßx r"V) 

(cf. (4.0.5) et (4.3.3)). 

Preuve. Il suffit de remarquer que 
jEZ 

V.^.tj est 1'image de la 

flèche "multiplication" 

jEZ 
v.&x.t

3) ® 

jEZ 
s x , r t J ) j6z 

di..tj) M[t,t-1] 

Corollaire 5.0.7. Si (M,Mi) ̂ ob MFpart ,(fiv)x, Df_Y|ix i v{Jt,oU>.i ) est 
&^/^-cohérent. 
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Preuve. Si №,tl ) ̂  ob MF ^(^J, <№ est B -cohérent, donc i parf X X 
Qx/A1k 

r-1Bx 
r-1N est &~^l-cohérent et Df est un quotient quasi-

cohérent de ce dernier module. 

Remarques 5.0.8 (a) Df est aussi l'unique quotient q-plat de 

Qx/A1k r-1Bx 
r JT qui coïncide avec Qx/A1k vr-1Bx r"V au-dessus de 

X-TyX (cf. [EGA IVJ 2.8.1). 

(b) Même pour S= & , dl?. = & v pour i )/0 , <Â. = 0 pour i (o , 
X X X ^ 1 

Dfv|Y(tit,4) n'est pas égal à &̂ /M1 ® -, r~ &V : ce produit tenso-
Y | X 1 _ X / A k r"1» 

riel contient en général de la t-torsion qu'il faut tuer pour obtenir 
Df ; d'autre part, pour n ) 0 , les 

Torn"lex(V^'r"V) 

sont entièrement de t-torsion. 

(c) Vu le lemme 5.0.6, il est clair que le foncteur 

Df Y| x : MFqcoft̂ x̂  * Mqcoh^X/A^ n 'a aucune Propriété d'exactitude 

raisonnable. 

Définition 5.0.9. Le spécialisé le long de Y «—>• X de 
{xiL,M>^) € ob MFqcoh^x^ est le & T -̂Module quasi-cohérent 

Sp = SpY|x(r.^, î) = ot*DfY\x(M,,cU±) 

(cf. (4.0.5)). 

On a bien entendu 

(5.0.10) i*P0*Spy|xU,X ) = gr A 

en tant que i*po.*TYX 
(= grv»x 

-Module et il résulte de 5.0.7 que 

SPY|X(M,Mi) est & m -cohérent pour U>,ci4. ) € ob MF (̂ô-J . i-y-̂- i parr x 

5.1. Toujours pour №,ci ) £ ob MFqcoh^x)' nous allons voir que 
DfYjx(ĉ ,ci/>̂ ) et Sp Y| x№,^) sont canoniquement munis de structure de 
-̂Module filtré. 
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Pour cela, posons, pour tous i,j€ Z , 

(5.1.1) (v jot) i = 
V V 1 

j1+j2^j 

jiQxAQx,i) (Mj2 A Mi2) 

on vérifie facilement : 

Lemme 5.1.2 (i) Pour tous i,j £ Z , (V.M . est un sous-& -Module 3 i A 
quasi-cohérent de Jl . 

(ii) Pour tous i,j£^ , on a 

(VjC )̂i c v Jl>n Jl± , 

et, en particulier, si ^ = 0 dès que i ( i Q , on a aussi (V^M^ = 0 
dès que i ̂  i . 

(iii) Pour tous i,j£^ , on a 

jEZ 
(Vj,t^) i = M± 

et 
j'EZ 

(Vj,t^)i = VjM± 

(iv) Pour tous il' i2' jl' j2 € 2 on a 

( vj 1*x
n*x fi 1

) V. di). 
J2 X2 

(V 
Dl J2 11 x2 

On munit alors Df Y I Xi (M,Mi)= Df de la filtration (Df.1).1^ Za 
définie par 

(5.1.3) p̂ Df. = 
jEZ 

V S)±.t
3 ; 

il résulte aussitôt de 5.1.2 que (Df,Df̂ ) est un objet de 
№qcoh^^X/#^ * Le -*-emme 5.0.6 admet alors la variante filtrée suivante 
Lemme 5.1.4. (Df,Dfi) est la coimage dans MF 

qcoh 
Qx/Aik de la 

flèche d'adjonction 

(vj1*x
n*xfi1

) 

r" 1 ( Bx' Bx.i ) 

r 1(cr,tVi) 

B*B* (vj1*x
n*xfi1

) 

r _ 1 ( Bx' Bx.i ) 

r 1(cr,tVi) 

(cf. (4.0.5) et (4.3.4)), où e*\ est défini par 
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^ X* i 
jEZ 

[jr. n jr. ) ,tJ  

1 1 

pour tout i £ Z . 

Preuve. Compte-tenu de 5.0.6, le lemme résulte de la définition de 
(Vjdi)̂  et de celle du produit tensoriel filtré. 

Corollaire 5.1.5. En tant que ®T* ( ) ~ M O Ç^ U^- E > $r D^y| x̂ ''̂ i ̂  es^~  

un quotient de 

9̂ r* "(prT̂ .x) *gr oft 

(cf. (4.4.1) et 4.4.2) ; en particulier, si ,ti ) ̂  ob MF 4r(̂ v) » 
i part x (Df,Df±) est un objet de MF 

parf 
x/a1K 

Preuve du corollaire. D'après 5.1.4, gr Df est un quotient de 

gr QX/A1k 
r Xgr ß x 

r" gr Jf en tant que gr QX/A1k -Module et, avec les 

notations 4.4.2, on a 

gr xlT = ̂ ^#(prT#x)*gr'ü 

en tant que gr B -Module ; d'où la conclusion, compte-tenu de 4.4.2. 
.A. 

Sur Sp = Spv|x Wé/C&.i ) = cv̂ Df̂ i v(̂ ,0i. ) , la filtration (Dfi)iEZ 
définie ci-dessus induit une filtration (Sp.).c„ et on a 

*i î̂ Z 
(5.1,6) i „P Sp. 

jEZ 
:Vj0t)i/(Vj-1^n (Vjo(i)i) 

(Sp,Sp̂ ) est un objet de MF qcoh (QTYX) 

Notons 

(5.1.7) ?*{X/ß£) -T*(T YX) «JL T*(3Ç/aJ) ̂  T*(TYX) 

les inclusions, déduites de a , p par le changement de base 
*~/l\ ~ . , 

T (X/A,) * X ; le lemme suivant resuite aussitôt des definitions et 
de 5.1.5 : 

Lemme 5.1.8. En tant que ÔT*(iyO -Module, 
gr SpY|x (M,Mi) est un 

quotient de 

â*gr D^lx^'^i' 
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en particulier, si (M,Mi) € ob MF r f (*>x), (Sp,Spi) est un objet de 

MPparf(*X/<)-

5.2. On peut aussi déformer au cône normal les (̂ -Modules quasi-
cohérents (cf. [2l] 6.2) et en particulier déformer le &T̂ x-Module 
quasi-cohérent grS au cône normal de i' : iÇx c—> T*X . La construc
tion est la suivante : notons 

(5.2.1) T*X- T T* X(T*X) ^ T*X £-» T^tT^X) 

les inclusions (9 induit un isomorphisme entre les diagrammes (5.2.1) 
et (5.1.7)), alors, la déformation au cône normal de grJH est le 
&T^-Module quasi-cohérent. 

(5.2.2) ôf = ô f

T* x| T* x(gr M) , 

image de la flèche d'adjonction 

r'*(prT.x)*gr^ — ß;ß'*r'*(prT,x)*gr dl ; 

on vérifie immédiatement que 

(5.2.3) r^ôfT^|T*x(<^r M 

jEZ 
g'-j grM tj 

en tant que &T̂ x[tl-Module (cf. 4.4). Ce &T^-Module est q'-plat, 
i.e. sans t-torsion 7 de plus, si gr oU> est -cohérent, de sup-
port |Car(ĉ )l , àf est $ ~-cohérent de support la déformation au  
cône normal de lCar(ĉ )l , i.e. l'adhérence dans T X de 

ß •~1r,"1(prT^x; 
_1(ICarOU)I) . 

Le specialise de gr le long de iÇx <±~* T x est le 

T 
T*X 

(T*X) -Module quasi-cohérent 

(5.2.4) CTp = apT£x|T*X(<^r M a'"ôfT-x|T-x (^r^) • 

Si gr est &T̂ x-cohérent, de support lcar(cWl , crp est 

& T jT#x̂ -cohérent, de support le cône normal C T (I Car(M I ) de 

IcarW)! le long de T̂ X , i.e. l'intersection avec TTYx(T*X) de la 

déformation au cône normal de |car(ot6)|. 
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Lemme 5.2.4. On a des épimorphismes canoniques de QT*(X/Ak1)-Modules 

8#r ' *(prT^x) *gr A •—gr Dfy| ̂ d^dL) • Mf T*x| T* x(g^) 

Preuve. Compte-tenu de la définition de ôf , il suffit de remarquer 
que le premier de ces quotients, défini en 5.1.5, est un isomorphisme 
au-dessus de T*(X/i^) - T*(TyX) . 

Par restriction à "t=0", on a donc le diagramme d1 épimorphismes 
de ^ T * ( T x̂ -Modules suivant 

(5.2.5) 

eo.r¿*i'VrJl 

â*gr DfY\x(<M,,M±) gr SpYlx(S,S±) 

Ôo*6fT*xlT*X
(9r A ) 

diagramme qui établit un premier lien entre Q ôf i (gr^) que 
-ITX I 1. X 

l'on comprend bien géométriquement et gr Spy j xidH, dl^ ) que l'on com
prend beaucoup moins. Le but du numéro suivant est de préciser ce lien. 
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6. Les bifiltrations (r, s) d'un fi-Module filtré. 

6.0. On garde les hypothèses et notations de 4 et 5 ; de plus, on note 
S l'ensemble des couples (r,s) de l'un des types suivants 

(i) r, s £ Q U {oo} et 1 ̂  S ̂  r ̂  co , 

(ii) r £ Q U {co} r > 1 et s = . , 

(iii) r = . et s £ Q , s >/ 1 . 

Pour chaque couple (r,s)€s , on munit Z'XZ d'une relation d'ordre, 
notée it X et définie comme suit : si (r,s) est de type (i), on (r, s) 
pose 

(6.0.1) (i' ,j') < (r,s) (i, j) 
j'ij 

i ' -i 
1-r 

et 
i'-i \< (1-s) (j'-j) 

et, si (r,s) est de type (ii) ou (iii), on pose 

(6.0.2) (i' ,j') (r, .) (i, j) 

j'i j i'-i 
1-r 

avec 

inégalité stricte 
si i' > i 

(6.0.3) (i' ,j') '(.,s) (i, j) 

i'-i \< (1-s) (j'-j) avec 
inégalité stricte 

si r > j 

(comme d'habitude, on écrira "(i',j') (/\ r, s / X (i,j)" à la place de 
" (i',j') 4~( \ (i/j) et (i',j') ̂  (i,j)". Géométriquement, on a 

\ r, S ) 
(i',j') <(( \ (i/j) si et seulement si (i',j') est dans la partie v r, S ) 
hachurée du plan ci-dessous : 

type (i) 

pente- 1 1-s 

pente 1 
1-r 

type (ii) 

pente 1 
1-r 

type (iii) 

pente 1 
1-s 
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Pour tout couple (r,s) € S , on pose alors 

(6.0.4) 4f's)- v 
(i',j') (r,s) ( i'^ 

( vj«V sx,i' ) C S x 

on a trivialement : 

Lemme 6.0.5 (i) Chaque X[I,DJ est un sous-® -Module quasi-cohérent X 
(à gauche et à droite) de x 
(ii) Pour tout 4f's)- v (r,s) (i,j). on a Krr:-S} • i 

x[i1,31J x[i,j] 

(iii) 
i, jEZ 

4F's)-i (o) et 
i, j€z x[i,:-l •x 

(iv) Pour tous (i,j1) (i2,j2) dans 1x % , on a 

4 f ' s ) - v 4 f ' s ) - 1 xLi1+i2,:1+i2J 

(v) X x[o,oJ 

Par suite, si l'on pose, pour tout (i,j). 

(6.0.6) 4f's)- v &{f'.s).i 
(i1,j1) (r,s)(I'3) 

4f'S) • 1 

et 

(6.0.7) ^ ( r ' S \ q x 
i, jtZ 

4f's)- v 

( r s ) 
on voit que gr ' & x est une ©̂ -Algèbre quasi-cohérente (bigraduéejl 

On vérifie en outre que, pour tout (i,j), on a 

(6.0.8) x[i,jJ Vx n"x,i 

que, pour tous r,r',s,s' ̂  QU {oo} avec 1 ̂  s ̂  s ' (r'^r^°° et pour 
tout (i, j), on a 

(6.0.9) xLi,:J 4f-s)-i x[i,jJ 
et que, pour tout (r,s) £ £ et tout (i,j), on a 

(6.0.10) X[i,jJ X[I,DJ Si r 7̂  . , 

(6.0.11) x[i,j] 4f-s)-i si s . . 

92 



^-MODULES FILTRÉS 

Le lemme facile suivant est cependant essentiel pour ce qui va 

suivre. 

Lemme 6.0.12. gr ("' 1 ,» x 
s'identifie canoniquement à 

gr gr & x i p co & ̂  
(TYX) 

et, pour tout (r,s) e z les inclusions 

canoniques ci-dessus induisent un isomorphisme de ^-Algèbres quasi-

cohérentes bigraduées 

gr(oo,1)Qx gr ( r' s )» x ; 

en particulier, gr ( r' s )s x est commutative. 

Preuve. On a encore 

gr (r,s) 
[i,j]GX 

V .fi H fi j X X,i 
(V .fi n fi .)n 1 j X X,i' 

( i i ' V (r,s) (i,j) 
(Vj1 Qx A AX,i) 

soit encore 

gr (r,s) 
[i,j]GX 

V .fi H fi 
j X X,i 

( v

j-iV
l sx,i , + (Vx" sx,i-i ) 

puisque, pour (i1,j1) <(r,s) (i,j) on a i ^ i-1 ou J1 < j-1 

6.1. Soit (uft,̂ ) un objet de M F ^ l ^ ) ; pour tout (r,s)£2 et 
tout ( i, j ) £ 2? X Z , on pose 

(6.1.1) M(r,s) 
[i,j] (i',j') ((r,s) ( i'^ 

(VjĈ )i ci Jl, 

où (vj(^)i est défini en (5.0.1) ; on a trivialement : 

Lemme 6.1.2 (i) Chaque M(r,s) 
[i,j] 

est un sous-® -Module quasi-cohérent 
X de JUL . 

(ii) Pour tous (i1,j1) (r, s) (i, j), on a otóf
r's). -, M(r,s) 

[i,j] 

(iii) 
i, ĵ S 

M(r,s) = M 
[i,j] 

(iv) Pour tous (i1,j1), (i2,j2) dans ZXZ , on a 

x[i1,:1J 4
r's). ! 

[i2,j2] 
Lll+12':,l+32J 
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Par suite, si l'on définit gr(r,s) M 
[i,j] 

et ( r, s ) i. gr 06 de manière 
v ( r s ) analogue a (6.0.6) et (6.0.7), on voit que gr ' dl est un 

( r s ) 
gr ' & -Module quasi-cohérent, qui compte-tenu de 6.0.12, induit un 

» ~ ( r s ) 
^TM T̂ C) ""Module cîuasi~coherent gr ' c/6 caractérisé par (6.1.3) gr ( r' SU i,p0^0^gr 

( r ' s U 

en tant que gr ( r' s )ß x (= i.P0."0.V(Txx) 
-Module. 

On vérifie en outre que, pour tout (i,j), on a 

(6.1.4) MLi, 3-1 ( v j ^ ) i 

et que les inclusions (6.0.9), (6.0.10) et (6.0.11) valent tout aussi 
bien pour il à la place de & et induisent, pour r,s^Q , avec 
lis (r , le diagramme commutatif de ^ T * ( T x̂ -Modules suivant : 

(6.1.5) 

gr(oo,1)S gr(°°'SU gr ( 0 O' rU • gr(oo,.)dl 

gr(s,1k g~r(r'sU g r ( r " U 

gr ( s , 1k gr( "s)M> 

gr(s,1k 
Lemme 6.1.6 (i) Toutes les flèches de (6.1.5) sont des épimorphismes, 

<~ ( r s ) ~ ( r ' s ' ) tout comme la flèche canonique gr ' M? > gr ' dl pour 
r, r1 , s, s ' £ Q avec l^sis 1 ^r'is . 

(ii) Pour r ̂ QU {co}, r)l , et s^Q , s )/l , on a 

gr ( r' 'U = lim g r ( r , S W 
s —*r 
s <r et 

gr( -'SU = lim gr ( r' sU 

r / s 
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(iii) Le diagramme d'épimorphismes (cf. (6.1.5)) 

gr(.,1)M <---gr(oo,1)M -----> gr(oo,.)M 

s'identifie canoniquement au diagramme 

9o*ÔfT*x|T*X(<^r M ' a*gr Dfy|x(ctt,cJL) • gr SPY^W,^) 

défini en (5.2.5). 

Preuve. On a encore, pour tous i,j € z , 

gr(r,sM 
[i,j] 

(vj!^)i 

( v j ! ^ ) i

n 

:il'3i> (r.8) ( i'^ 
(v. M 

et, en particulier, 

gr(r,sM 
[i,j] 

( v a o i 

(v._1̂ ).+ ((v jA) i l lJA i_ 1) 

OU 

grf:;^ 
(v.ttè)i/((v.J4)in Jt ) 

(vj_1ctt)i/((vj_1Jt)in Ji±_1 

avec 
(V.cW)i 

(v j,ii) irf 
Im 

(V 0i) i 

(vj!^)i-1 

Mi 
Mi-1 

"[TA]* 
(v aa± 

(v j_ 1^) i + (v j t^) i_ 1 

ou 

g r g ; 5 V 
v.tft) i/(v.ot)i_1 

(Vj_1^)i/(Vj_1cii)i_1 

et 

gr(r,sM 
[i,j] 

vjM)i 
{vjM±-i/{ (vj^i-i vj_ic^) 

OU 

gr(r,sM 
[i,j] 

(v j Dw i/((v.aè) in v.^M 
{vjM±-i/{(vj^i-i vj_ic^) 

d'où la conclusion. 
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Corollaire 6.1.7. Si (dU>,Jul>. ) £ ob MF , 
1 part x 

chaque gr ( r' sU . 

(r,s) £ 2 , est cohérent sur ^ Т * ( Т X) et, pour tout r € Q U {00} , r > 1 
( resp. tout s c Q , s // 1 ) , il existe s £ Q , 1 4 s \ r ( resp. 
r^QU{oo} r r)s) tel que la flèche canonique 

gr(R"'SK — gr(-'sU) 

(resp. gr(R"'SK — gr(-'SU) 

soit un isomorphisme,pour tout s'ÉQrï[s,r[ (resp. tout 
r' € (QU {oo})n ]s,rl). 

6.2. Etudions en particulier les gr°^ ( r s ) dl pour 

bÂ,Jl±) = (ô

x/îl > ̂ x , ^ 3 n j9X,i) ) P°Ur un \"Idéal (à gauche) 5 . 
Dans ce cas particulier, on vérifie facilement que 

V.sU = Vi v/(^
nViJ 

J J ̂  J A 

et que 

(v.di). = ( v ^ n s ^ ^ / o n V j * x n * X f i ) 

pour tous i, j £ ̂  , de sorte que 

(6.2.1) gr(r,s) 
[i,j] 

X[i,j]' (3 n 
Q(r,s) 
[i,j] 

pour tous ( r, s ) £ £ et (i, j) ̂  ZXZ . 

Définition 6.2.2. Pour tout (r, s) £ 2 , on dira qu'une section locale 
P de & admet un symbole (r,s) s'il existe (i,j)€^X2T tel que 

gr Q(r,s) 
[i,j] (ii. jx) <(r,s) (i,j) QX[I 1 ,D 1 J 

s'il en est ainsi, on appellera (i,j) le bidegré (r,s) de P et 

on appellera symbole (r,s) de P 1'image, notée a ( r s )' (P), de P 

^ 9rfcfo x

 c gr ( r' S )^ x = i ^ ^ A . d v ) • Pour tout (r,s)€z 

et pour tout -Idéal à gauche i) , on notera cr ( r s )(3 ) le 

gr( r s ) ' & -Idéal engendré par les symboles (r,s) des sections locales 
( r s ) de ÎJ qui veulent bien en admettre un (le gr ' ^ -Idéal engendré x 

par la famille vide de sections locales de gr^r,S^&x est {o} i). 
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Il résulte aussitôt de (6.2.1) et de la définition ci-dessus que : 

Lemme 6.2.3. Pour tout fi -Idéal à gauche {J et pour tout ( r, s ) £ Z , 
X 

on a 
gr ( r ' s )0i=gr { r' s )&/a i r' s )0) . 

X 

avec (M,Mi) = (Qx/J, Qx,i/(JCQx,i)) 

6.3. Pour tous (r,s)£2 et (i# j) ̂  ZT2 , on note s[i'j^ c R 2 l e 

secteur formé des (i',j')£lR2 vérifiant (i',j') s) (i,j)(cf-
(6.0.1), (6.0.2) et (6.0.3)). 

Définition 6.3.1. Pour P une section locale de fi , on appellera 
polygone de Newton de P et on notera N(P) la frontière dans R2 
de l'intersection des Sî '̂ i pour les (r,s)££, (i,j)^Z2 tels que 

L 11 JJ 

P admette un symbole (r,s) de bidegré (i,j). 
Le lecteur vérifiera sans peine les propriétés suivantes des 

symboles (r,s) et du polygone de Newton : 

Lemme 6.3.2 (i) Pour toute section locale P de fi , P^O , N(P) est 
un polygone concave, à sommets dans NX^cR2 et à un nombre fini 
£ +2 , £ )/ 0 , de côtés de pentes 

O = k > k, >...> kn )kn_L1 = -CO 
O 1 c c+1 

avec k-. , . . .,kp ̂  Q 

(ii) Une section locale P^ 0 de fix admet un symbole (r,s)£2 , 
avec r et s ̂  . , si et seulement si il existe X£{o,l,...,£} tel  
que 

kX+l 
1 
1-s 

1 
1-r 

et alors le bidegre de cr (r s )' (P) est le sommet de N(P) commun aux  
côtés de pentes k̂  , k^+1 . 

(iii) Une section locale P^O de fi admet toujours un symbole 
(r,.)€£ (resp. (.,s)£S) et le bidegré de cr(r,')(P) (resp. de 
cr( s )( P) ) est le sommet de N( P) commun aux côtés de pentes k̂  , 
k x + 1 avec 
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kX+l 
1 
1-r 

kx 

(resp. kX+l 
1 
1-s c k x). 

(iv) Pour toute section locale P^O de fix , de polygone de Newton 
N(P) de pentes ^ \ ) \ = 0 g + 1 et pour tous r,s^QU{oo} et tout 
X € {0,1, . . ., £} avec 

kX+l « 
1 
1-s 

1 
1-r 

< kA 

on a 

cr(r's)(p) = air,-](P) = Of(-'s)(P) 

= o X ( p) 
(r ) 

a k (P) 
( • . SX ) 

a ( P ) R 

où 

rx = 1-
kX 

et sx = 1-
1 

kX+l 

(tous les symboles ci-dessus étant bien définis). 

On a aussi facilement : 

Lemme 6.3.3. Si. P et Q sont deux sections locales de fi , P et 
Q/0 , pour tous (r,s)££ , PQ admet un symbole (r,s) si et  
seulement si P et Q en admettent un et on a alors 

tf(r'S)(P.Q) a(r's)(P).CT(r's)(Q) ; 

en particulier, cr ̂  r ' S ̂  (fix-P) = {o} si P n'admet pas de symbole 

(r,s) et a(r,s)(fix.P) = gr
( r , s )fi x.a

( r , s )(P) si P en admet un. 
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1. Le point de vue microlocal. 

7.0. On garde les notations et les hypothèses des numéros 4 et 5. On a 
vu comment Kashiwara associe à i : Y c—* X une filtration (Vj&x) 
de . On va maintenant décrire la filtration (V .8 ) .r de 8 que 
Kashiwara et Oshima (cf. [l5J) associe à i' : T̂ X c—* T*X . 

Sur T*X , on dispose de l'Anneau filtré {8x,8 x,i), microlocalisé 
(formel) de l'Anneau filtré {êx ,^ x,i) au sens algébrique (cf. A.3.4); 
on notera [8x,8 x,i.) la restriction de cet Anneau filtré à 

(7.0.1) 

T*X = T*X-or (x) r X> T*X 

TT 
X 

TTx 

X 

où a : X T*X est la section nulle ; on a des isomorphismes cano-
A 

niques 

(7.0.2) 

(Wi) — crx1(V^i) 

( W i ) — c rx 1 (V^i ) 

et une flèche de recollement 

(7.0.3) (Qx, Qx,oi) -> o-1 yx*(Sx,Sx,i). 

Posons, pour tout j £ 

(7.0.4)' V X i+k4j 
5 . .77"1 

X,i X ( V x » 

(7.0.4)" 3 x 
i+Hj 

TT-1 
x 

(vkQx •*x,i 

de sorte que 

K X' j X; 

(*x'Vx) 

® -i 
TT X 

X :ûx'sx,i: 

TT-1 (Qx,VjQx) 
x 

et 

( V v j V TT-1 
x 

(*x'Vx ) 

ffx (*X'*X,i} 

{8 ,8 .) K x' x,i' 
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et que VieX? (resp. V'.'cSvX) est une filtration croissante de sX par 
des sous-# -Modules quasi-cohérents à gauche (resp. à droite). X / o 

Lemme 7.0.5 (i) Pour tout j € % , on a 

VjsX 
< ,x.i- f fx 1 (Vx ) si j >/0 

jiiiO 
C? . .ïï""1! 
X,i X 

v. 
3-1 X 

si j<0 

et 

vj 5x = 

ffx1(Vx>-*x.j si j >/0 

jlïlo 
ffx1(vj-iV-*x.i si j < 0 

(ii) Pour tout j£ ̂  , on a V'.cJ = V'!5 3 X j X 

Preuve. La partie (i) résulte aussitôt des égalités 

V x = *x,k-Vx = V x J x , k ' pour k )/ 0 

et 

X,i X,o X K Xf±
J TT 1 (fi . ) .S X v X,i; X,o pour i )/ 0 . 

Pour la partie (ii), remarquons tout d'abord que 

5 x , i - T x 1 ( V x n V i ' 
5x,i-Tx1(VxnVi' 

pour tout j € s (si P€X, J « Q € TTX X(VO û v Xn J8X, 1y . ), on a [P,Q] €X J(S 
d'autre part, 1 € v fiv

n fiv - ) . Comme V fi H fi engendre la 
O X X, 1 O X X, 1 

©̂ -Algèbre v

0 & x ' on en déduit que 
S . .7r"1(V fi ) X,j X ^ o X; ffX1(VoV^X,j 

pour tout j £ % . Il ne reste plus qu'à démontrer l'assertion (ii) 
pour j i 0 : sur la section nulle, on a 

<rx1(vj*x> v / x = CTx1(vjV 

puisque °x1(*x.i> = 0 si i <0 et x v x,o; x on aura donc 

terminé si l'on montre de plus que, sur T*X , on a 

100 



%-MODVLES FILTRÉS 

vj*x 'x,j-'x1(voV et V".à 3 X x K o xJ x, : 1 

or, ces deux dernières égalités résultent aussitôt de l'égalité 
À . = i . .t^W^ • •) pour i)/j et des inclusions 
X,i X,j X X,i-3 
& . ..V. c V &^ et V. . • c V L , d'où le lemme. 
X,i-] D-i X o X 3-1 X X,î-u o X 

On posera alors 

(7.0.6) Vj*X = Vj*X = Vj*X 

de sorte que 

— c v_^x c VocSx c V±SX c — c Sx 

est une filtration croissante de $A par des sous-£A, O -Modules quasi-
cohérents (à gauche et à droite) qui vérifie clairement les propriétés 
suivantes : 

Lemme 7.0.7 (i) Pour tout j £ , on a c£v . c V , de sorte que 
A, 3 D x 

V.cS est exhaustive, et les isomorphismes canoniques (7.0.2) induisent x 
des isomorphismes 

V 77 V j X X* j X 
et 

V A ^ °x V x • 

(ii) Pour tous j ̂, j 2 £ , on a 

V x ' V x 
v. . . <SV 

avec égalité sur T*X quelque soient ,J1, j2 et avec égalité sur 

T*X tout entier pour J2/J2 ^ 0 * 
(iii) Pour tout j £ , on a 

v^xl T x - Tyx = <$x\ T x - TÇX . 

En coordonnées locales, X = {(x,y)} et Y = {y} = {x=o} , on a 

(7.0.8) v .S 
x B,Y>0 *x,j+|ß| 

XBe Y 
Y ß77>0 X^x,j+ M ' 

pour tout j £ . 
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Remarque 7.0.9. Kashiwara et Oshima ([l5]) définissent, sur T*X , 
pour A = T*X , comme la sous-# -Algèbre engendrée par x X, o 

où <J 1 : # x 1 — ^
 g rl^X ** ̂ T*X 6St le symt>ole Principal de 

degré 1 et où '̂ est le Q^^-Idêal définissant T^X^T*X ; en 
fait, on a (cf. 4.4.3) 

SA CSX, 
Q1-1(j') 

O-1(j') 
1 

Äx,o-ffx •'x
1(vj2V'x,i2

) (vjV. c Vxn^x,i 

de sorte que V

Q ^ X

 = #a e t 3 u e' pour tout j€ % , V\$x = c Â(j), avec 
les notations de loc. cit. 

Pour tous i,j£ ZT , posons 

(7.0.10)' (VjSx)''i 
i1+i2s<i 

j1+j2^j 

x.:1 x,i1 •'x 1 ( vj 2V'x,i 2

) 

et 

(7.0.10)" (VjSx)''i 
i1+i2s<i 

j1+j2^j 

TT-1 
X 

•'x1(vj2V'x,i2

) 

v x,jx x /i 1

; ' 

on a clairement 

X,u A X,i (V .S ) ! c v .S n £ 
1 ] X;i j X X,i 

X,u A X,i ( v j V . c Vx n^x,i 

et en fait : 

Lemme 7.0.11. Pour tout j £ H , on a 

(Vx>î Vxn*x,i 
(Vx>î 

Preuve. Les égalités ci-dessus sont triviales sur T*X-lÇx , sur T̂ X 
et, pour j , sur T*X tout entier. Il reste donc à les vérifier, 
pour i / 3 , sur TyX . On se ramené alors facilement au cas ou j = 0 
(en un point de T̂ X , il existe toujours une équation locale de Y , 
x , en l'image de ce point dans X , telle que & x soit inversible 
dans #x) et alors il suffit de montrer, par exemple pour la seconde 
égalité, que 
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O X X , I î Ti "x
1 

W * X , i ' > \ i - i ' 

ce dernier point résulte facilement de l'écriture en coordonnées 
locales (7.0.8). 
7.1. Rappelons que l'on a attaché à Y c—*X le diagramme commutatif 
suivant 

(7.1.1) 

Px X + T*(X/A¿) 

p' /г" /р \ S3 
' * i ч> ' Т XX^Í^ Spec(gr ßx) X 

prT*X V г/ 

Т X 
prX 

Xxk A1k 

77 
X р г х / p 

^ X 
Considérons sur T*(X/Â ) l'Anneau filtré (íX/RÍ'AX>l,i)' 

microlocalisé (formel) de <V#v¿'<W,i : au sens algébrique (cf. 

A.3.4). Le monomorphisme d'Anneaux (filtrés) i 3 x .x[t,t-] 

induit par microlocalisation un monomorphisme d'Anneaux (filtrés) 

SX/A1 
K 

x k m,k m,k 

et donc un monomorphisme d'Anneaux (filtrés) 

(7.1.2) ^ r t x / 4 (prT* x).* Xv e ./G . 
к m, к7 m, к 

(rappelons que l'on a le diagramme commutatif 
Т*ХХ. (Б . к m, к 

ß ' * — г Т X 
И 

Т * ( X X (Б . /G - ) к m, к' т,к 
ß Т*(Х/?ф 

w I со 
XX <Б . « • X 

к т, к 
D'autre part, considérons l'Anneau filtré (© V.# .t-1 , 

j 3 X 

© (V.5 H 5 .).t̂ ) sur X . On a clairement les inclusions d'Anneaux 
j J A A, 1 
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filtrés 

(7.1.3) © V.£ .t3 

j 3 X 

QX[t,t-1] 'prT*x'^XX. <G . /G . 
k m,k' m, k 

((prT*x)*S G /G , 
k m,k m,k 

est le sous-Anneau 

lim lim 
i n 

QX,i[t,t-1] QX,i-n[t,t-1] 
j 

QX.tj) 

Lemme 7.1.4 (i) L'inclusion (7.1.3) se factorise, via (7.1.2), en un  
monomorphisme d'Anneaux filtrés 

(7.1.4.1) (© V.£.tj 

j 3 X © 
j 
<Vx n*x.i>- t J ) p;e _1 <Vxn*x.i>-tJ) 

(ii) Le monomorphisme (7.1.4.1) est strict, son but est complet (au 
sens ind-pro, cf. A.1.0) et il identifie p̂ G au complété 

A / A k 
( ind-pro) de © V .S^.t3 . 

j J X 
Preuve. (i) La flèche canonique ^ ^^^l ^ ̂ x/A,1 induit, via 
-1 -1̂ -1 k V" 
^X ̂ * ^ P*̂  60 ' un morphisme (d'Anneaux filtrés) 

(7.1.4.2) «x^ V x - t J ) P*Q-1SX/A1K 

d'autre part, sur Spec(gr B ), on dispose du microlocalisé (C ,C .) 
X X X, 1 

(au sens algébrique) de (B ,B .) (cf. A.3.3) et, par fonctorialité 
X X, 1 

de la microlocalisation, d'un morphisme P-1CX --> SX/A1K 

ce dernier morphisme induit, via (pr ) ̂cp"1

 P ; R - 1CP 1 = piQ~1

p-
1 , 

un morphisme 

(P r

T* x

} 

* X 
P*Q-1SX/A1K 

enfin, on a clairement un morphisme 

rx,RTJ (prT*X)*Q-1CX 

et, donc, par composition, un morphisme (d'Anneaux filtrés) 

(7.1.4.3) r x , R T J P*Q-1SX/A1K 
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Par construction, (7.1.4.2) et (7.1.4.3) coïncident sur 
ïï 1 (® & ..t-̂ ), de sorte que l'on peut considérer leur produit tenso-
A j A, J 

riel filtré au-dessus de ce dernier Anneau ; comme ce produit tensoriel 
filtré admet comme quotient strict la source de (7.1.4.1) (cf. (7.0.6) 
et (7.0.11)), on a gagné pour (i). 

Pour la partie (ii), on remarque tout d'abord que (7.1.4.1) est 
strict car (7.1.3) l'est ; cela étant, pour montrer que (7.1.4.1) 
induit un isomorphisme par passage aux complétés (ind-pro), il suffit 
de montrer que (7.1.4.1) induit un isomorphisme 

(7.1.4.4) gr(© V.â^.t3) 
3 3 x 

gr Pl9~\//hl 

par passage aux gradués ; on sait déjà que (7.1.4.4) est un monomor
phisme ; d'autre part, pour montrer que le but de (7.1.4.1) est com
plet (ind-pro), il suffit de montrer que l'application canonique 

(7.1.4.5) gr P^" 1^! P^"1^!gr sX/Ak 

est un isomorphisme ; il est clair que (7.1.4.5) est injective ; donc, 
pour achever la preuve du lemme, il reste à montrer que le composé de 
(7.1.4.4) et (7.1.4.5) est un épimorphisme. Or gr(© V.S .t3) est un 

j : 
quotient de 

gr(© <S t3) 
j A' J V 1 gr(e ß tj) 

TTX gr & x 

et il reste à montrer que ce dernier produit tensoriel s'envoie surjec-
tivement sur p̂ 6 gr ̂ /^1 ' ce c3ue nous laissons au lecteur (cf. 4.4). 

Corollaire 7.1.5. La flèche (7.1.4.1) induit un isomorphisme du com
plété (au sens ind-pro) de (grV£ ,(grV# ).) sur 

i'p' e""1 ÖO/TYX =
 Ä

TYX ' 

Remarque 7.1.6. Kashiwara et Kawai (cf. [14] 1.5.1) notent et l'Algè-
— 1 V •* •# bre i1 gr t?x sur TyX et l'identifient, localement sur TÇx à 

Diff(Vw

T*x/T*x^
 7 de notre P°int de vue, c'est (7.1.5), conjugué au 

fait que 

Ö O / T Y X =
 Ä

T Y X ' 
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qui jouera le rôle de l'identification ci-dessus. 

7.2. Soit de plus {db,dbi.) € ob MFqcoh ,(&vX), on peut lui attacher : 

- sa déformation au cône normal pour Y c—• X , i.e. 

(DfyjxUfCtti)fDfYjx(Oè,c î)i) dans №
q c o h ( ^ / A l ) et le microlocalisé 

au sens algébrique de (Df,Df. ) (cf. A.3.2) que l'on notera 

(DVf,Df.)€ob MF q c o h(5 X / Al) 

- son microlocalisé au sens algébrique (cf. A.3.2), 
(i,i.)ëobMF (5X). 

De la même manière qu'à (dlrJh1.) on associe des filtrations V J .JJ, 
et (VjĈ )̂  , à (dl,JJ^), on associe des filtrations 

(7.2.1) VjM 
k+iij k X i 

(7.2.2) (v jjl) i 

i l + I 2 U 

j1+j24j 

( vj/x n d rx f i l' 
(i. n I 

D2 X2 

et on a alors 

Lemme 7 .2 .3 . Pour (JJ,,JJ,. ) € ob MF ) , on dispose d'un monomorphis-
î qcon A. 

me de Modules filtrés au-dessus de (7 .1 .4 .1) , 
(7.2.3.1) (e v.i.tj 

j 3 

®(V.ĉ V) . .tj) 
j 3 1 

P;e
 1(Df/Dfi) 

De plus, si (Jb,dJ,. ) € ob MF ce monomorphisme est strict, son x parr x -, v 

but est complet (au sens ind-pro) et (7.2.3.1) identifie (Df) 
V -Î 

au complété ( ind-pro) de © V.ci£.tJ . 
j 3 

Corollaire 7.2.4. Pour W4.Mi ) ̂  ob MFparr (QX)la flèche (7.2.3.1) 
induit un isomorphisme du complété ( ind-pro) de (gr iil,(gr ifi)i.) sur 
ilPJUÉ}-1 (Sp,Sp. ), ou (Sp,Sp.) est le microlocalisé au sens algébri-
* O •* O 1 1 ~~~——————————————— 

gue (cf. A.3.2) de (Spy| X(J1> ) , Spy| x(dl,cJl± ) ± ) . 
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8. B-fonctions locales et microlocales. 

8.0. La proposition suivante est due à Bjork (cf. [4]) : 

Proposition 8.0.1. Soient x £ Y x , {JL,Jl.1) un objet de MFpart ̂(*>vx) 
et n Q un entier. Alors, si 

Ext n fi 
X,x 

^ix'*X,x) = ° 

pour tout n ( n Q , on a aussi 

Ext n 
gr 

vfi 
X,x 

( g r X ' g r X , x = 0 

pour tout n ( n o 

En particulier, si l'on suppose de plus holonome, SpY | ) 
est encore un fim -Module holonome. TyX 

Remarque 8.0.2. Un résultat similaire (cf. [18] 1.4.2) permet de mon
trer que, pour (ditM>-) £ ob MF ^(^v) , avec JL holonome, la dimension 

1 part x 
des supports des g r ( R " W et gr("s)cii; ( r £ IL , °°[n (D u{oo} t 

s£ [L,°°[nQ) dans T^T^X) sont au plus dim X ; en fait, comme les 
supports des gr̂ r,sili> sont tous involutifs (cf. [l6]), les supports 

~ ( r ) ~ ( s ) de gr ' ' JUL et gr Jl sont lagrangiens. 

8.1. Dans (grVoQX)1 P L v 1 

^o* T̂ X, 1 
on dispose de l'opérateur d1Euler 

eu (cf. (4.6.7)) ; on définit alors, pour {JL,<&. ) £ ob MF 
— X 1 qcoh X 
(8.1.1) Eu £ End 

v 
SpY|x№,(%) ) 

comme suit : 

P .Eu -^o*— gr VCA —»- grV(^ 
envoie © m. sur © (eu+j).m, (que p Eu soit grVfi -linéaire 

j D j D °* X 
résulte aussitôt de (4.6.8)). 

D'après Bernstein, on a (cf. [2]) : 

Proposition 8.1.2. Pour tout fi -Module holonome 9 , End 
TyX 

(y) 

est un k-vectoriel de dimension finie. 
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Par suite, pour (dl,dL-i) £ ob MFpart(Qx) avec dl holonome, il 
résulte de 8.0.1 et 8.1.2 que End„ (Sp i tii,A. ) ) est un 

k-vectoriel de dimension finie et donc qu'il existe <p(s) £k[sl, 
unitaire, avec <P(Eu) =0 . On en déduit aussitôt le résultat suivant : 

Proposition 8.1.3. Soient (Ji-J. i) ̂ ob MFparr .p(&vX) / avec dL holonome, 
et T| un point de X . Alors, 1 ' ensemble des <P(s) £ kl_sJ tels qu'il  
existe U voisinage ouvert de Zariski de r\ dans X , avec 
Y = UH {"TJ"} lisse sur k et 

cp(Eu) = 0 dans End 
TYU 

SPY|U(M,Mi) 

est un idéal de k[sl non réduit à 0. 

Définition 8.1.4. Pour {dL, Jl̂  ) et t\ comme en 8.1.3, on appelle 
B-fonction locale de (JJb,JL̂ ) en t] et on note b^ ( s ; {dl, dl̂ ) ) ou  
simplement t> ( s ) le générateur uni ta i re de 1'idéal considéré en 
8 .1 .3 . 

8.2. Pour Ycx et ( U J . ) ^ ob M F ^ ^ y , notons ( Sp y | x(01>,Mi) , 
SpY |x(ci£ ,dl̂  ) ^ ) le microlocalisé (au sens algébrique) de ( Sp y | ^{di,dl^ ) , 
Sp \ {dl, M>. ) . ) . L'opérateur Eu (cf. (8.1.1)) induit un opérateur 

(8.2.1) Eu € End 
TYX 

spY\x{S,dl±) ) 

et si, pour un <P(s) £ k[s], <P(Eu) =0 , on a aussi <P(Eu) = 0 . 

D'autre part, eu vit aussi dans r(T*X,grVSx) r(X,grV& ) et. 
s i {dl>tM>̂) est le microlocalisé (au sens algébrique de {dL,dî ), on 
dispose encore de 

(8.2.2) Eu £ End (grVJI) gr d x 

qui envoie © m. sur © (eu+j).m. . 
j 3 j 3 

On vérifie alors facilement que la flèche canonique, induite par 
(7.2.3.1), 

VX gr di i'*Po-1 SPY|X (M,Mi) 

commute aux operateurs Eu (8.2.1) et (8.2.2) et, il résulte de 
7.2.4 que, pour {dhidl^) parfait, on a cp(Eu) = o sur gr VvJl si et 
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seulement si on a <P(Eu) =0 sur i'p* 9"1Sp . ^o* o ^ 
De plus, 1'isomorphisme (cf. (4.4.4)) 

9 : 
o 

T T. X(T*X) T*(TYX) 

envoie la section nulle iÇx de T^^fT^X) sur le conormal iÇtT̂ X) 

à la section nulle Y de ll̂X et, si t\ est un point générique de 
Y , si 6 ' est le point générique de au-dessus de r\ et si 6 
est le point générique de T^T^) au-dessus de r\ , on a 0 (6 ' ) =6 
et le lemme suivant : 

Lemme 8.2.3. Pour (it, S. ) £ ob MF .p($v) , avec dl holonome, on a 
i parr x 

9 (p'~1(ô'))n o o Car(Spy|xU,^i) ) I c {6} 

et la flèche canonique 

(P'o*Qo-1(SP))S, (sp)6 

est un isomorphisme. 

Preuve. Pour tout fermé Zc T̂ X , homogène pour l'action naturelle de 
G . sur TlJt > Y , on a 
m, k ï 

0o ( po 1 ( ô ' ) ) n T^TyXjcfo} 

(si Z c: T x est homogène, le symbole principal du champ d1Euler du 
fibre T̂ X * Y , vu comme fonction sur T (T^X), s'annule sur 
T*(TyX)). 

Regroupant toutes les informations dégagées ci-dessus, on 
obtient : 

Proposition 8.2.4. Soient {dlrS. ) € ob MF ,-($,J , avec di holonome, 1 _— i parf X -—  
et ô 1 un point de T X , d ' image T] dans X , tel que {"F1"} soit 
un fermé lagrangien de T*X . Alors, les deux sous-ensembles de k[s] 
ci-dessous coïncident et sont des idéaux de k[s] , contenant 
b^ ( s ; (Jl ,dl^)) et donc non réduit à 0 : 

- l'ensemble des cp(s) € k[s] tel qu'il existe un voisinage  
ouvert de Zariski U de T) avec Y = { T] } lisse sur k et 

cp ( Eu ) = 0 dans End. 
TyU,ô 

(SPY|U(^,G^I) ) 
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où ô est le point générique de Ty(TYU), 

" l'ensemble des 9(s) £ k[s1 tel qu'il existe un voisinage  
ouvert de Zariski U de T] avec Y = UH {~r}} lisse sur k et 

cp ( Eu) = 0 dans End grVSU,S ((gr
Vjl)ô, ) 

où (VjQU)jEZ est la filtration V relative à U 

Définition 8.2.5. Pour (Jl,dJL̂ ) et ô 1 comme en 8.2.4, on appelle 
B-fonction microlocale de idJLtdt,̂ ) en ô' et on note b^ , ( s ; (Jh, JL. ) ) , 
ou simplement b ^ , ( s ) , le générateur uni ta i re de l ' idéal de k[s] 
considéré en 8.2.4. 

On a, d'après 8.2.4, 

(8.2.6) bô . (s; (dt,JL±) ) Ib^fs; ) 

pour ô1 dans T*X d'image r\ dans X . 

Remarque 8.2.7. Si QEVoSxC sX?1 est un relèvement (local) de eu , 
on a donc 

b ô. (©). (vQi) 6 (v_ 1i) 6 . 

pour idLrdL-) € ob MF .p(&v)/ avec dL holonome, pour Y c x et pour i ^ ̂  parr A ^ ^ 
ô' un point générique de T^Xc T X ; d'autre part, si d est la codi-
mension de Y dans X en l'image r\ de ô',6=-6-^ vérifie les 
conditions (1.5.3) à (1.5.8) de [14] 1-5 et donc b&.(-s-|) n'est 
autre que la B-fonction b(s,VQ(ii) définie dans [14] 1-5.2. On remar
quera de plus que le décalage de ^ est précisément le décalage 
qu'utilise Brylinski dans sa définition conjecturale de la filtration 
de Hodge d'un & -Module RS ([7]). 

X 

8.3. Soient Yc x comme précédemment, ô1 un point générique de T̂ X 
d ' image TJ dans X et di un & -Module holonome. 

A 

Définition 8.3.1. L'ordre en 6' d'une section m de dL^ est le  
sous-ensemble fini 

ord̂ ,(m) c k 

constitué par l'ensemble des racines de la B-fonction microlocale 
, (s^y.m^y ^.m) ), où U est un voisinage ouvert de Zariski arbi-
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traire de TI dans X tel que m^di(U). 

9. Quelques questions. 

9.1. Laurent démontre par voie analytique (cf. [lô] 3.1.12 et [l8l) 
~ ( r s ) 

que les supports des gr ' di , pour (dl>,J&^) € ob M Fp a rf^x^ * 
6.1), sont tous involutifs et que ceux des gr^r,*\ii et gr^"/S\^ , 
pour dh> holonome, sont lagrangiens. Peut-on démontrer ces résultats 
par voie algébrique (cf. la preuve de 11involutivité des caractéris
tiques de Gabber [9] et 8.0.1) ? Le cas de gr'°°,1U a été traité par 
T. Monteiro. 

9.2. Peut-on traduire, pour dii,^. ) € ob MF A&v) avec holonome, 
1 parr x 

la notion de régularité de dl le long de T*X au point générique 6' 
* 1 ~ de TÇX en terme de platitude sur /A^ du support de gr Dfy| x(dL, dl^ ) 

(cf. 5.1) au point générique de T*( T YX) c T* ( lyO ? (cf. [l6] 3.1.7). 

9.3. Ayant choisi une section de k > k/Z' et utilisant la notion 
d'ordre d'une section d'un fi -Module holonome donnée en 8.3.1, on 

X 

peut définir une filtration globale canonique d'un fi^-Module holo
nome RS (cf. [7] 1.2.2 et [14] 5.1.11) ; il est prouvé par voie 
analytique que cette filtration est une bonne filtration (cf. [14] 
5.1.11) et Gabber (cf. son exposé dans cette conférence) a fourni 
l'ingrédient essentiel pour une preuve algébrique ; cependant cette 
preuve algébrique reste à écrire. 

9.4. Si (dhtdk.1 ) £ MFparr(Qx) , avec JlL holonome RS , est-il vrai que, 
pour tout YCX , le support de gr DfvivU,cil.Mi ) dans T* (X/A,1K ) est 
plat sur A1K? Si oui, pour dJb holonome RS , existe-t-il une bonne 
filtration (dh^^j_£<% (style la filtration canonique, cf. 9.3) telle 
que, pour Y^X , gr D fy j ̂  (dL, dh^ ) soit en fait déjà plat sur (A^ , 
i.e. sans t-torsion ? (la filtration pouvant éventuellement dépendre 
de Y) . 
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Appendice. Construction algébrique du faisceau des opérateurs micro-
différentiels formels. 

A.O. Dans sa preuve de 1'involutivité des caractéristiques (cf. [9] 4), 
O. Gabber constiruit une variante algébrique de la fibre en un point de 
T*X-T\*X du faisceau d'anneaux 8 /8 . En fait, la construction X X, o x, — z 
de O. Gabber se faisceautise et fournit, pour chaque i£ 1 , n£ IN , 
une variante algébrique du faisceau abélien 8 ./8 . . Passant à 

X| 1 X, 1—n 
la limite projective sur n , puis à la limite inductive sur i , on 
obtient ainsi une variante algébrique de (8 ,8 .). 

X X, 1 
Dans cet appendice, j'explicite cette construction dans un cadre 

plus général, dégagé par M. Raynaud (cf. son exposé au groupe de tra
vail sur les fi-Modules, Orsay, 1982-83). O. Gabber a par ailleurs 
exposé dans cette conférence une construction similaire, mais condui
sant à une variante algébrique de "8 non homogène". 

A.l. Anneaux filtrés et modules filtrés (cf. [20j I, [3] §2, [5] 
chapitre III,...). 

A.1.0. Un anneau filtré (A,AJ est un anneau A , unitaire, non 
nécessairement commutatif, muni d'une filtration croissante, indexée 
par Z , (A^)^^ , par des sous-groupes additifs, telle que 1 £ A q et 
A i ' A j C Ài+j ' pour tous I?Jez Z' ; un ( A, A^ ) -module filtré (à gauche) 
(M,M̂ ) est un A-module (à gauche) M , muni d'une filtration crois
sante, indexée par Z , (M̂ ) ̂  , par des sous-groupes additifs, telle 
que A^.MjCiM +̂j , pour tous i,j^Z . 

Soit (A,Â ) un anneau filtré, le séparé-complété ind-pro de 
(A,Â ) est l'anneau filtré (A,Â ) défini comme suit : pour chaque 
i £ % , A^ est le groupe additif 

A. = lim A./A. 1 « r î-n n 

i.e. le séparé-complété usuel de A^ muni de la filtration décrois

sante Âi_n̂ nG|N ' les inclusi°ns Ai c A j ' Pour î -J ' induisent des 
homomorphismes A^ Aj formant un système inductif, le groupe 
additif sous-jacent à l'anneau A est 
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A = lim Âi 

les flèches de transition de ce système inductif sont clairement in-
jectives, ce qui nous permet d'identifier Ai à son image canonique 
dans A ; les flèches de multiplication A^ x A.. — + Ai+j (i/j^^) 
induisent des flèches Ai. XAj. Â+3. . . et une multiplication sur A . 
Un anneau filtré (A,Â ) est dit séparé-complet ind-pro s'il est 
canoniquement isomorphe à son séparé-complété ind-pro, i.e. si 
A = U Ai. et si chaque Ai. est séparé-complet au sens usuel pour la 

i£z 
filtration (A. ) CnkT ; bien entendu, pour un tel anneau, on a i-n N̂ QST ^ 
H A. = {01 . Ces notions s'étendent immédiatement aux modules fil-
i£2T 1 

trés sur (A,A.j ) . Dans la suite de cet appendice, on dira simplement  
complété et complet à la place de séparé-complété ind-pro et de séparé- 
complet ind-pro. 

Soit (M,M̂ ) un module filtré sur un anneau filtré (A,Â ) ; la 
filtration (M.).£_ de M est dite bonne s'il existe une famille 
finie (mx)\£A d'éléments de M qui engendrent le A-module M 
et une famille d'entiers d\)\£A ayant même ensemble d'indices 
telles que 

M. 
aea 

A. . . NU 

2.-2.x X 
pOUr tOUt i £ % ; 

supposons que la filtration de A est exhaustive, alors 
deux bonnes filtrations (M1.)1̂ /à 1.r— , (M!).£±S-w sur un même A-module 
sont comparables, i.e. il existe r,s£ ̂  tels que c: M^ +^ , 
M^CZM^ + s pour tout i £ Z' ; un A-module de type fini admet des 
bonnes filtrations. 

Le gradué d'un anneau filtré (A,Â ) est l'anneau Z'-gradué 
unitaire 

gr.A : 

i£zr 
gr±A 

iEZ 
A./A. , i î-l 

( 1 £ grQA et gr̂ A.grjAc= gr +̂jA , pour tous i,j£5?) et le gradué  
d ' un ( A, Â  ) -module filtré (M, ) est le gr. A-module gradué (à 
gauche) 

gr.M = 
iEZ 

gr̂ M = 
iEZ 

M./M. . i' 1-1 

(g^A.gr jMc gri+jM , pour tous i, j€ ; on note gr A (resp. gr M) 
l'anneau (resp. le module) non gradué sous-jacent à gr.A (resp. 
gr.M) . 

113 



G. LAUMON 

Proposition A.1.1. Soient (A,Â ) un anneau filtré complet et ( M , ) 
un (A,Â )-module filtré. Considérons les conditions suivantes : 

(i) (M.).r„ est une bonne filtration 
1 1 ̂- ai 

(ii) U M. = M et gr M est un gr A-module de type fini. 
î Z 1 

Alors (i) = > (ii) et ((ii) et H M. = 0) => (i) . De plus, si 
^ î Z 1 

on a (i) et si gr M est de présentation finie sur gr A , on a 
H M. = 0 . En particulier, si gr A est noethérien (à gauche), 
alors on a ( i ) 4 = > ( ( ii ) et PI M. = 0 ) et sous ses conditions équi-

±£z 1 

valentes, ( M , ) est complet et M est de type fini sur A . 

Corollaire A.1.1.1. Si (A,Â ) est un anneau filtré complet et si 
gr A est noethérien, à gauche et à droite, il en est de même de A 

o 
et de A . Corollaire A.1.1.2. Si (A,Â ) est un anneau filtré complet, avec 
gr A noethérien (à gauche) , s_i 0 > M' *• M > M" 0 est une 
suite exacte de A-modules et si (M.).a est une bonne filtration  
de M , alors M' est fermé dans M , (M! = M' H M. ) . ̂  est une bonne  
filtration de M' et (MV = IVL/M^ ) est une bonne filtration de M". 

Corollaire A.1.1.3. Si (A,Â ) * (B,B̂ ) est un homomorphisme d'an
neaux filtrés complets à gradués gr A , gr B noethériens (à gauche 
et à droite) et si gr f : gr A > gr B est plat (à gauche, resp. à 
droite ) , il en est de même de f : A B . 

De plus, si gr f : gr A * gr B est plat (à droite) et si 
(M,JVL) est un (A, A^ ) -module filtré, à filtration exhaustive, la  
flèche canonigue gr ^ ̂ gr M ^gr(B^ M) (où B® M est filtré 

par ( B ^ A M ) 1 

j+kii 
Im(B.® M^); est un isomorphisme. 

A. 1.2. Soit (A,A^) un anneau filtré et soit A[V,V _ 1] l'anneau des 
polynômes de Laurent en une variable V sur A , gradué par le degré 
en V (deg(v) = l et a.V=v.a , pour tout a £ A) et on note A. le 
sous-anneau gradué de AI^V^""1] suivant : 

A. = 
iEZ 

A^.V1 C A[V,V 1 ] 

V est donc un élément central et non diviseur de zéro dans A , de 
degré 1 dans A. ; à tout (A,Â )-module filtré ( M , ) , on associe 
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alors le A.-module gradué 

M. 
iEZ 

M. .v1 c M® A[V, v -1] i A 

v est encore non diviseur de zéro dans M. et le foncteur 
(M,M̂ ) i M. est une équivalence de catégories entre la catégorie 
des (A,Â )-modules filtrés, à filtration exhaustive, et la catégorie 
des A.-modules gradués avec v non diviseur de zéro. 

Pour (A,Â ) un anneau filtré et tout entier n )/l , on notera 
A. n l'anneau gradué A./v A. et l'image de v dans A. ; les 
A. forment un système projectif d'anneaux gradués 

(A.1.2.1) >;r A. ̂  n + 1 ^ — * , n ;t> —' , 1 9r.A 

et lim A. = A. , pour tout i£ Z , et A = lim lim A. , avec 
n ̂  i n 

Âi

 c—* Ai+i ' (a

n̂

 1 * ̂ vnan^ 7 de même' Pour (M,Mi) un (A,Ai)-
module filtré et pour tout entier n )/ 1 , on notera M,n. le A.,n 
module gradué M./v M. * les M. n forment, en un sens évident, un 
système projectif de modules gradués sur le système projectif d'an
neaux (A. 1.2.1) , 

(A.1.2.2) >:r — 'n+1 —* , n * >y — • , 1 9r.M 

et lim M. = M. , pour tout i t "S , et M <— —i,n i n 
lim lim 
i n 

M. 
-i,n 

avec 

M. « * M. ; x ) i—• ( v x ) 
n n n 

Lemme A. 1.2.3 (i) Pour tout module filtré (M,M̂ ) sur un anneau  
filtré (A,A.), le système projectif (A.1.2.2) vérifie : 

(a) M 
~" , n 

M 
,n+l 

on M n+1-* ,n+] pour tout n X 1 

(b) si x € M 
— —*,n+l 

pour un n *)/ 1 et si v . _ .x = 0 n+1 dans 

— •, n+1 alors x a pour image 0 dans M# ^ 

(ii) La donnée d'un anneau filtré complet (A,Â ) est équivalente  
aux données d'un système projectif d'anneaux gradués (A.1.2.1) et, 
pour chaque n )/ 1 , d'un élément central de degré 1 de A. n , 
ces données étant assujetties aux conditions suivantes : 

(a) pour tout n )/ 1 , v a pour image v dans A. , 
n+1 n JL f n (b) pour tout n )/1 , A# A - -i, — • , n+1' ' n 

Vn+l-« ,n+l 
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(c) si a^A , pour un n )/1 , et si v ...a=0 dans — — * r n+i n+1 
A# n+1 , alors a a pour image 0 dans A. n . 

(iii) Si, (A,Â ) est un anneau filtré complet, la catégorie des 
(A,Â )-modules complets est équivalente à la catégorie des systèmes  
projectifs de modules gradués sur le système projectif d'anneaux 
(A.1.2.1) qui vérifient les conditions (a) et (b) de (i). 
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A.2. Localisation dans les anneaux filtrés. 

A.2.0. Soient A un anneau (unitaire, non nécessairement commutatif) 

et S c A une partie multiplicative ; un anneau de fractions de A à 

dénominateurs dans S (à gauche et à droite) est un homomorphisme 

d'anneaux <P : A — A 1 vérifiant les conditions suivantes : 

(a) si s^S , cp(s) est inversible dans A', 

(3) tout élément de A1 est de la forme <p(s) lcP(a) et de la 

forme cp(b)cp(t)_1 pour a,b^A et s,t^S , 

(y) si cp(a) = 0 / pour un a £ A , il existe s,t^S tels que 

sa = 0 et at = 0 . 

Une telle paire vérifie automatiquement la propriété universelle 

suivante : 

(ô) pour tout homomorphisme d'anneaux f : A B tel que f(s) 

soit inversible dans B pour tout s € S , il existe un unique homo

morphisme d'anneaux f : A' —> B tel que f = f'ocp . 

En particulier, si cp : A • A' existe, <P est unique à unique 

isomorphisme près. 

Les propositions suivantes sont démontrées dans [5] II §2, exer

cice 22 et [8] 3.6. 

Proposition A.2.1. Si Sc A est une partie multiplicative d'un  

anneau A et si, pour tous s € s et a € A , il existe n € IN tel que 

ad(s)n(a)=0 (ad( s ) (a) = sa-as ) , alors A admet un anneau de frac

tions à dénominateurs dans S . 

Proposition A.2.2. Si S c A est une partie multiplicative d'un  

anneau A et si cp : A — • A' est un anneau de fractions de A à 

dénominateurs dans S , cp est plat (à gauche et à droite) . 

A.2.3. Soient (A,A^) un anneau filtré complet, à gradué gr.A 

commutatif, et S^gr.A une partie multiplicative formée d'éléments 

homogènes. Pour tout n )/1 , on note S^c A# ^ la partie multiplica

tive formée des éléments homogènes de A. qui relève les éléments 

(homogènes) de S cgr.A= A, et on note S C A la partie multipli-

cative formée des éléments s£ A tels qu'il existe i£ % avec 
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s £ A. et s d'image dans S par la projection canonique 

A. • gr . A 
i ^ i Pour tout entier n )/1 et tout st , on a ad(s)n=0 sur 
A. (gr.A est commutatif), donc A. admet un anneau de fractions à , n , n 
dénominateurs dans , qui est gradué car est formée d'éléments 
homogènes (cf. A.2.1), notons le cp ,n : A ,n — A 1 ,n ; les cp• ,n 
forment un système projectif (cf. A.2.1 (b)), 

(A.2.3.1) 

-----> A.,n+1 ----> A.,n ---->---->> A.,1 = gr.A 

Л + 1 1 ф п У

Ф 1 

^ — • . n+1 — • . n ^ ^ Al 1 = S~1gr#A 

Lemme A.2.3.2. Le système projectif d'anneaux gradués des A\ ci-
/ n 

dessus et la collection des cp ( v ) = v1 , vérifient les conditions n n n 
(a), (b) et (c) de A.1.2.3 (ii). 

On notera (A1,A|) l'anneau filtré complet associé au système 
(A' ,v') (cf. A.1.2.3 (ii)), de sorte que A ! = lim A ! et 

A' = lim lim A'. , avec A! c—> A! . 1 , (a
1) l—(v'a 1) ; on a un •—* 4 _ i#n i i+l n n n 

homomorphisme naturel d'anneaux filtrés cp : (A,Â ) —> (A',A|) qui a 
les propriétés suivantes : 

Proposition A.2.3.3 (i) cp : (A,A.) • (A' ,A'. ) induit par passage au 
gradue la flèche canonique gr.A *•-1 Ŝ  gr.A = gr.A' . 

(ii) Si, s^S , cp(s) est inversible dans A'. 

(iii) Pour tout morphisme d'anneaux filtrés complets f : (A, A^) —KB, B̂ ) 
tel que, pour tout n £ % et tout s^SH {A -h ^ , f(s) soit inver
sible dans B d1 inverse f(s)~1^B__n , il existe un unique morphisme  
d'anneaux filtrés f : (A' ,A|) — • (B,B̂ ) tel que f = f'ocp . 

Remarque A.2.3.4. Si (A,A^) est un anneau filtré complet et si 
a € A. , pour un i £ Z , a une image dans gr.A inversible dans gr.A, 

— 1 
alors a est inversible dans A , d'inverse a € A__̂  . 
Corollaire A.2.3.4. Supposons de plus gr A noethérien, alors  

on a 

(i) gr A', A' et A1 sont noethériens, à gauche et à droite. 

(ii) cp : A * A ' est plat, à gauche et à droite. 
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On appellera cp : ( A, A^ ) — * (A
1,A|) l'anneau filtré de fractions 

de (A/Â ) relatif à S^gr.A et on le notera encore 
cp : (A, A. ) * (A,A. ) Q . 

La construction précédente marche tout aussi bien pour les 
(A,Â )-modules filtrés complets et permet d'associer à tout (A,A^)-
module filtré complet (M,IVL ) un (A1 ,A| ) -module filtré complet 
(M',IVM) muni d'une flèche canonique cp : (M,IVL) —*- (M1 ,Mj) de 
( A, A^ )-modules filtrés vérifiant des propriétés analogues à A.2.3.3 (i) 
et (iii). 

Lemme A.2.3.5. Le (A',A!)-module filtré complet (M',M|) est cano-
niquement isomorphe au complété du (A1,A!)-module filtré 

( A ,' Ai , 0(A fA i)
( M' Mi ) (A' ÂM, (A

,®AM)i)l avec, pour tout i £ ̂  , 

(Al®AM)i = 
j+kii 

Im(A'j O Mk). 

Corollaire A.2.3.6. Si l'on suppose de plus que gr A est noethérien 
et que (M^) est une bonne filtration, il en est de 
même de (M!).r— et en fait (M',M!) est canoniquement isomorphe à 
(A''Ai)®(A,A.)(M'Mi) 

On appellera cp : (M,) —> (M1 ,M|) le localisé filtré de 
(M,jyL ) relatif à S1 gr.A et on le notera encore 
cp : (M,M. ) > (M,M. ) Q . 

i i s 1 
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A. 3 . Microlocalisation algébrique. 

A.3.0. Soit R. = ® R- un anneau gradué commutatif, à degrés posi-

tifs (I£R q et R^ .R_. c: R +̂_. , Vi,j6(N) ; on note R l'anneau (non 
gradué) sous-jacent à R. et on pose X = Spec(RO), V = Spec(R) et 
P = Proj(R.) ; on a alors un diagramme commutatif canonique 

(A.3.0.1) 

V « » V-s(X) = V —^—^ P 

P 
s 

'X* 
p 

où p* : R >• R et s* : R • R sont respectivement l'inclusion et 
o o n

 L 

l'augmentation canonique (cf. [EGA IIJ 8.3). 

On notera e : V — * V le morphisme d'espaces topologiques défini 
comme suit : ensemblistement, V =V et e est l'identité ; la topo
logie de V est celle engendrée par la base d'ouverts ÌD(f) i f £ R , 
f homogène) , où D(f) = (t?£Spec(R) ! f % Pi ; e est bien une applica
tion continue. Il est clair que la projection p se factorise par s 
en p' : V *> X , que, pour s' = £os , V = V'-s' (X) c—+• V est un 
ouvert de V' (V est la réunion des D(f) pour f£ R , f homogène 
de degré ) 0) et que q se factorise par ê : V >• V' en 
q' : V' • P . 

Pour tout espace topologique T , notons Ouv(T) la catégorie des 
ouverts, alors le foncteur continu (cf. [SGA 4] III), 

e 1:0uv(V) • Ouv(V) 

admet un adjoint à gauche e. , tel que, pour tout U£ ob Ouv(V), 
£ 1e.(U) soit le saturé de U pour l'action naturelle de G sur 

m, X 
V . Plus précisément, on a un isomorphisme de schémas au-dessus de X , 

M : G V X V m,X X G „ X__ V m,X X 

* R — 11 r 
tel que pr^n = pr1 et (p^on) : R . * R.[t#t J envoie f t R 
sur f.t~ , et 

e 1e.(U) pr2oM*opr2"
L(U) 
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Lemme A. 3.0.2. Le foncteur e . : Ouv(V) * Ouv(V ) est lui aussi con
tinu. Par suite, pour tout faisceau 3' sur V et tout 
U^ob Ouv(V), on a (e~13;,)(U) = 3'(e.(U)) et la flèche d'adjonction 
3' — y e*£_13' est un isomorphisme. 

Preuve. Le seul point non trivial à vérifier est que, pour 

U1,U2 € ob Ouv(V) , on a e . ( U± ) H e . ( U2 ) c e . ( ui n U2 ) ; or, si v^V est 

tel que pr^lv) n |i (pr^1 (U^ )) ^ 0 (i=l,2), on a aussi 

pr21(v)n m- (pr~1(U1) ) H uttpr"1^)) ^ 0 par irréductibilité de 
pr21(v) -^-^ (Em v , d'où la conclusion. 

Lemme A. 3.0.3. Pour tout faisceau 31 sur V, la flèche canonique 

P;3' — s' V 

( P; — P;s;s' 1 = s- x) est un isomorphisme. 

Preuve. Pour x^X , les p'_1(U), U voisinage ouvert de x dans X, 
forment un système cofinal de voisinages de s'(x) dans V, d'où 
1'énoncé. 

Corollaire A.3.0.4. Pour tout faisceau 3' sur V', la flèche cano

nique 

p e H* * s' V 

/ "I "I -1 .-lx 
(P*e * P*s*s £ = s ) 

est un isomorphisme. 

On munira V du faisceau d'anneaux © , = e , de sorte que, 
pour f£ R , f homogène, on a r(D(f),&v.) = S^R , où 

Les applications continues e , s', p', q' se pro
longent naturellement en des morphismes d'espaces annelés 
( : 1 * E *&,7 est 1 ' identité,...). 
H V * V 

Lemme A.3.0.5 (i) Le faisceau & , admet une décomposition canonique 

к . = © KM) 
iEZ 

en somme directe de p' -Modules sur V, qui en fait une 
-1 , p' & -Algèbre graduée. x 

(ii) Pour tout i < 0 , p;&v. (i) s'"1^. (i) = 0 et, pour tout 

i )/0 , p;&v,(i) s ' _ 1 & v l (i) est le ^-Module quasi-cohérent 

121 



G. LAUMON 

associé au R -module R. . o i 
(iii) Le morphisme d'adjonction 

q'-1q'*O*V, ---->OV, 

est un isomorphisme de faisceaux d'anneaux gradués, la graduation de  
la source étant induite par la graduation canonique 

q'*O*V, = OV, 
iEZ 

®p(i) 

et la graduation du but étant induite par la graduation de OV de la 
partie (i). 

Preuve. Si f £ R , f homogène, S^.R est canoniquement gradué et on 
définit & ,(i) par 

r(D(f)f&v,(i)) = (S f

1.R) i 

A.3.1. Dans toute la suite (A,Â ) désignera un anneau filtré véri
fiant les propriétés suivantes : 

(i) A I = 0 si i < 0 et 
i£^ 

A^=A , de sorte que (A,Â ) est 

complet (au sens ind-pro). 

(ii) gr.A est commutatif, de sorte que A Q est commutatif. 

Ces propriétés assurent que A admet un anneau de fractions (à 
droite et à gauche) relativement à toute partie multiplicative S de 

r -1 -1 -1 -1 ° 
A et que, pour tout ic 2? , S A. = A.S dans S A = AS (on a, o a j r o i i o o o 
pour tout s € A q , ad(s)

n=0 sur Aj_/Aj__n et donc ad(s) 1 + 1 = 0 sur 
A± ; cf. [8] 3.6). 

Posons X = Spec(A ) ; il existe alors une $ -Algèbre quasi-
O X 

cohérente (à gauche et à droite) uk , munie d'une filtration croissan
te, indexée par , {$. ).r , par des sous-ô -Modules quasi-cohérents 
(à gauche et à droite), telle que, pour tout a Q£ A q , on ait : 

r(D(aQ),ft) S^A a o 
AS" 1 

a o 

r(D(ao),0fi) a i o 
A.S 
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quelque soi t i € % (d ( a ) = { P £ xl a f P) et S = { a m | m £ n} c a ) ; o o a o o o 
bien entendu, on a t . = 0 pour L i 0 , & = &v , * . c ¿1 , U t . = t 

o X l l + 1 i€^ 1 

et Ê. .Jt.czt. . . , pour tous Z' . On défini t <#. et &. comme 
en a .1 .2 . 

On utilisera librement les notations de a.3.0 pour R .=gr . a , 
R q =A q , de sorte que V = Spec(gr a ) , P = Proj(gr .a) , . 

Pour tout ent ier n ^1 , notons B' le faisceau d'anneaux gra-
dues associé au préfaisceau 

D(f) «—^A^n(f) 

sur la base d'ouverts de V formée des D(f), f^gr.A , f homogène, 
où A' (f) est l'anneau de fractions de A à dénominateurs dans — , n — , n 
S (f), avec S (f) = { f™!m € N> C g r.A (cf. A.2.3). 

Lemme A. 3 .1.1. Pour tout entier n )/ 1 et tout f € gr . A , f homogène  
la flèche canonique 

Al (f) r(D(f),£: ) 
, n , n 

est un isomorphisme d'anneaux gradués. 

Preuve. On recopie la démonstration de [EGA il 1.3.7. 

Les B' (n)/l) forment clairement un système projectif , n 
d'Anneaux gradués sur V, muni d'un isomorphisme canonique 

(A.,n)n -----> P'*((B'.,n)n) 

de tels systèmes, et la section centrale Vn de j$r. n de degré 1, 
induit une section centrale v' de B ' de degré 1, via l'isomor-

n — *, n ^ 
phisme ci-dessus ; (B' ) et les v' vérifient les conditions * — * , n n n 
A. 1.2.3 (ii) (a), (b), (c) et donc définissent un Anneau filtré com
plet (B',B.!) sur V ; d'après A.3.1.1, on a, pour tout f^gr.A , 
f homogène, un isomorphisme canonique 
(A.3.1.2) ( A ' V s (f) r(D(f),(B',Bp) 

d'anneaux filtrés complets et on a un isomorphisme canonique 

(A.3.1.3) (A,Ai) ---> P'*(B',B'i) 

d'Anneaux filtrés sur X 
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Définition A.3.1.4. On appellera microlocalisé de (A,A.) ou de 
l'Anneau filtré ( 8 1 ,8 ! ) sur V1 et l'Anneau filtré 
— 1 1 (8,8̂ ) = e ( 8 ' , 81 ) sur V , munis des morphismes canoniques 

(A,Ai) 

cp' : p* 1(cf ,ct. ) (B ' , B ! ) 

et 

cp : p* 1(cf ,ct. ) ̂ (B,Bi) 

(cp1 provient par adjonction de (A.3.1.3) et cp = e ĉp 1 ) . 

Remarque A.3.1.5. Tout comme (A.3.1.3), les flèches canoniques 

(à.à±) > p*(B,B±) 

№,£±) s' 1(B' ,B[) 

(&,tj ) s 1(B,Bi) 

sont des isomorphismes (cf. A.3.0.2, A.3.0.3 et A.3.0.4). 

Proposition A. 3 .1. 6 (i) L1 isomorphisme canonique gr & ~^-*> p'^^, pro
vient via p^ d'un isomorphisme d'Anneaux gradués 

î Z 
O\ : gr.B' &v, 

iEZ V<i> 

(ii) Pour tout point v de V , b € v ~ ^î_i v est inversible dans 

fô^ 0\ (b) l'est dans ô , (et réciproquement, pour gr A 

intègre). 

(iii) Si. f : p1 1(<fb,&^) • (C',C|) est un homomorphisme d'Anneaux 

filtrés complets (au sens ind-pro) sur V tel que, pour tous v^V 

et a € # . , x - ot. 1 . / v , avec cr. (cp'(a)) inversible dans , 

on ait f (a ) inversible dans C ' d ' inverse f ( a) ~" £ C 1 . , alors il 
V , ~X'Vq 

existe un unique homomorphisme d'Anneaux filtrés (B',B|) ^ » (C1,C|) 

sur V tel que f = gorp . 

Preuve. Voir A.2.3.3. 

Corollaire A.3.1.7. Supposons de plus gr A noethérien, alors on a : 

(i) Ov , B^ et B' sont des Anneaux cohérents, noethériens (à 
gauche et à droite) (cf. [l4] 1.1.1), 

(ii) cp' : p,_1̂ r *B' est plat (à gauche et à droite) . 
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Preuve. Voir A.2.3.4. 

Remarque A.3.1.8. Sous les hypothèses du corollaire, & V , B q et B 
sont aussi des Anneaux cohérents et cp : p ̂  — • B est plat (pour 
U € ob Ouv(V) et pour 3' , Q' des faisceaux sur V, la donnée d'un 
morphisme ( e 1 ) l U (e 1Q ' ) 1 U équivaut à la donnée d'un morphis
me 3'|E.(U) • É}'|e.(U) et le noyau du premier est la restriction à 
U de e - 1 du noyau du second, cf. A.3.0.2). 

A.3.2. Fixons (A,Â ) comme en A.3.1 et soit (M,M. ) un (A,A^)-
module filtré (à gauche) vérifiant M. = 0 pour i ii 0 et UIEZ Mi. = M, 

de sorte que (M,M.. ) est complet (au sens ind-pro). 

Sur X = Spec(A ), il existe alors un (t/1.)-Module filtré o i 
quasi-cohérent {Jl,JL.) (chaque S. , ainsi que S , est & -quasi-
cohérent) tel que 

T(D(a J , W . ) ) o i (s V s 1m. 
o o 

pour tout a € A ^ o o 
La construction de (B',B_p s'adapte aussitôt à {<Jl,JiL^) et 

fournit un (B',B^)-Module filtré complet (au sens ind-pro) W#JTp 
tel que 

T(D(f),/:(n) = sn(f)-1M.,n 

pour tout n )/1 et tout f £ gr.A , f homogène, muni d'un isomorphis
me canonique 

(A.3.2.1) (M,Mi) --> P'* (N',N'i) 

au-dessus de (A.3.1.3). 

Définition A.3.2.2. On appellera microlocalisé de (M,M.. ) ou de 
(M,M>±) le (B ' ,B|)-Module filtré (oT,^) et le ( B, B ) -Module 
filtré / cV\ ) = £~1 (</ ' /<F\ ) f munis des morphismes canoniques 

cp' : p l _ 1№,l) — ^ (dr,cT) 
et 

cp : p 1(Jl,M>±) > W,UT±) 
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au-dessus des cp1 et cp de A.3.1.4 (cp1 provient par adjonction de 
(A.3.2.1) et cp = e"

1cp' ) . 

Remarque A.3.2.3. Tout comme (A.3.2.1) les flèches canoniques 

(dL,,U±) —* p*(ciT,/i) 

(dL,,U±) —* s 1(ciT,/i) 

(dL,,U±) — * s 1(ciT,/i) 

sont des isomorphismes. 

Proposition A. 3.2.4 (i) cp' induit un isomorphisme de gr. B 1 ( &v, ) -
Modules gradués 

gr.B'® 
p ' gr .* 

P' 1gr.Jl gr./' 

et un isomorphisme de ^-Modules 

gr Ms e *gr N = OV OE-1Ov' gr <T , 

où grc/lè est le -Module guasi-cohérent tel que p̂ gr<i£ = gr Mo . 

(ii) Le (B ' ,B j ) -Module filtré (tr,|!) est canoniquement isomorphe  
au complété (ind-pro) du (B ' ,B|)-Module filtré 

(B ' , B ! )<8 
P' 1{&.*±) 

p' 1(A>,cU,±) ; 

de plus, si gr M est de présentation finie sur gr A , de sorte que 
(M^)^£^ est une bonne filtration (cf. A.1.1), le produit tensoriel  
ci-dessus est déjà complet (au sens ind-pro) et coïncide donc avec 
(JT ,JT\) (et idem sans les '). 

Preuve. Voir A.2.3.5 et A.2.3.6. 

Proposition A.3.2.5. Supposons de plus gr A noethérien et gr M de  
type fini sur gr A alors № est un B1-Module cohérent et chaque 
ĉj_ est un B -̂ gr A-Module cohérent (et idem sans les ' ) . 

A.3.3. Les constructions de A.3.1 sont clairement fonctorielles en 
(A,AJ et se globalisent sur un schéma X qui n'est plus supposé 
nécessairement affine (X est un schéma, (A,Ai)une ©X -Algèbre 
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fi l trée quasi-cohérente à gauche et à droite, avec dto = ©x , et. Ai= 0 
pour i^O , v#. c & , U ̂ . = £ , $ . . # . c c# , pour tous i , j £ 2" et ^ i î+l i l ' 1 3 i+j J 

gr # commutative 7 V = Spec(gr tf ), P = Proj(gr.tt), . . . ) . 

A.3.4. L'exemple type sera pour nous le suivant. Soient S un schéma 
de caractéristique nulle et f : X — • S un S-schéma 
lisse, de type fini 7 la &X -Algèbre riltree (A,Ai)est alors 

^X/S ' ̂X/S i' des opérateurs différentiels relatifs à S) et 

V = T*(X/S) = ̂ ((^/ S)
V ) est le fibre cotangent, relatif à S , de X7 

le microlocalisé algébrique (B,B̂ ) de (l,|r.) est appelé dans ce 
cas l'Anneau filtré des opérateurs microdifférentiels sur X relatifs 
à S et noté 

(SX/S , SX/S,i) 
(il s'agit d'opérateurs microdifférentiels formels, i.e. sans condi
tions de convergence au sens analytique du terme). 
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