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TRANSFORMATIONS CANOMNIQUES ET SPéCIALISATION

POUR LES J-MODULE3 FILTRES

(%)

G. Laumon

0. Introduction.

Ce travail est le résultat de mes efforts pour comprendre cer-
tains travaux de Brylinski, Kashiwara, Laurent,... En tant que tel, il

ne présente pas de résultats nouveaux.

Je me place résolument dans le cadre algébrique et j'essaie dans
la mesure du possible de rendre plus "naturelles" un certain nombre de
constructions : transformations canoniques a la Brylinski, spécialisa-
tion d'un 8-Module, microlocalisation et deuxiéme microlocalisation

(il s'agit 13a, bien entendu, d'un point de vue personnel).
Le plan de cet exposé est le suivant.

Au numéro 2, je rappelle et compléte les résultats de finitude

"non caractéristiques" pour les &8-Modules filtrés.

Le numéro 3 est consacré au résultat de Brylinski pour les trans-

formations canoniques d'origine géométrique.

Au numéro 4, j'explicite les liens "bien connus" entre déformation
au cdne normal le long d'une sous-variété et filtration de 1'Anneau &

par l'ordre d'annulation le long de cette sous-variété.

Les résultats du numéro 4 rendent "naturelle" la notion de défor-
mation au cdne normal le long d'une sous-variété d'un $-Module fil-

tré ; c'est ce que j'explique au numéro 5.

Au numéro 6, je présente ma fagon de voir la deuxiéme microloca-

lisation de Laurent, tout au moins sa partie algébrique.

(*) Equipe de recherche associée au CNRS n° 653
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%-MODULES FILTRES

Les numéros 7 et 8 font le lien avec le point de vue local qgui
précéde et le point de vue microlocal, en particulier, pour ce qui con-
cerne la définition de 1l'ordre d'une section d'un 8-Module holonome

le long d'une sous-variété.

Dans le numéro 9, j'indigue un certain norbre de questions due,
soit par manque de courage soit surtout par manque de compréhension,

je n'ai pas abordées.

Dans un appendice, je donne une construction algébrique des opéra-
teurs microdifférentiels formels ; cette construction est due essen-
tiellement a Gabber.

Je tiens a remercier tout particuliérement Ofer Gabber, Luc
Illusie et Yves Laurent qui m'ont aidé & corriger certaines erreurs et
a surmonter un bon nombre d'obstacles. Je remercie aussi trés chaleu-

reusement Madame Bonnardel pour la frappe du manuscrit.
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G. LAUMON

1. Notations.

On désigne par k un corps de caractéristique zéro ; le mot
"variété" signifiera toujours "k-schéma séparé, de type fini et lisse"

et un morphisme (de variétés) sera toujours un k-morphisme séparé.

Pour toute variété X , on notera d,:X —> Z la fonction loca-

X 7
a
lement constante dimension de X/k , «_, = Q X le 6,-Module inver-
X K/k X
sible dualisant de X/k , %k le @X-Module localement libre de rang
1
dX des champs de vecteurs sur X (dual de QX/k) et

*
WX:TX—-W(%’X) — X

le fibré cotangent de X/k .

A tout morphisme f:X —> Y , on associera le diagramme usuel de

"l1l'application cotangente" P
X
) 4’_\
T X e—— T Y’XY.X —_—F> X
£
(1.1) 7:‘1 lf
T
Y —X sy

(F est l'application cotangente & £ , le carré est cartésien et

m
T*YQX = w(f*%’Y) —£5 %) ;

on notera en outre df = dX-—dYof la fonction localement constante

. . . -1, d-1
Y = 53} —_ w
dimension relative de X sur Y et “&/Y £ (wY )3 £ lGY y le

@X—Module inversible dualisant relatif de f .

Pour toute variété X , on notera (8,8 ) 1l'Anneau des opéra-

X'"7X,1
teurs différentiels linéaires sur X relativement & k , muni de sa

filtration canonique par 1l'ordre des opérateurs ; on a
(”X)*GT*X = gr NX 7

on se reportera a (1914 pour la définition des catégories MF (8,),
gcoh ' X
AF _($ P (8,), AF ©
gcoh "X parf ' "X’’ parf

), D Fqcoh(ﬁx)' MF (SX), D Fparf(ﬁx) et des
foncteurs "oubli de la filtration" et gr .
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2. Images inverses et directes d'un complexe de 8-Modules filtrés par

un _morphisme de variétés.

A tout morphisme f:X —> Y , Kashiwara (cf. [11]4, [12]4)
associe un (Sx,f—lﬂY)—bi—Module

-1
= R -
Sy v =% f1®Yf Sy
-1 .
et un (f Sy,ﬂx)—bl—Module
-1 ®=1
= py ) & __
Sy x = F T8y Tty IFp-1g @y
Y Y
et des foncteurs "image inverse"
*
(2.1) wf : D(AQY) —)D(AQX)

L

*ne =1 pe
wEWT =8y ®f—1'®Y £

et "image directe"

(2.2) Sf : D(8,) —> D(8y)

Sfou,' = RE,(8

w
J  db”)
Y «— X SX

Ces deux foncteurs admettent une variante filtrée (cf. [19]5 pour

* N N .
; pour wf , on procede de la méme fagon, en filtrant successive-

£
ment les foncteurs f_l et 8 (=)).

L
X —> Y ®f-1asY

Plus précisément, on a les résultats suivants

Construction 2.3.1. Pour tout morphisme de variétés f:X — Y , il

existe un foncteur

L£%: DPF (8,) — DPF (9

qcoh gcoh )

X
(1)

tel que les carrés de foncteurs ci-dessous "commutent"

*
b uf b
Fqcoh(sY) b Fqcoh(ﬁx)

! |

*
uf b
(SY) choh(ﬂx)

D

b
choh

(1)

i.e. commute & un isomorphisme canonique prés.
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G. LAUMON

ou les fléches verticales sont des fléches d'oubli de la filtration, et

*
b wf b '
D Fqcoh(‘gy) ————— D F (8,)

gqcoh' X

gNr[ [gr
F*uf*

Db (8, %) —-———)Db (@T

gcoh "T'Y gcoh *X)

De plus, pour tout morphisme g:Y — Z , On a un isomorphisme cano-

nique de foncteurs

(8_) —> DPF

Fqcoh Z qcoh(AD

u(gof)* B uf*oug* :Db )

X

avec la condition de cocycle usuelle.

Construction 2.3.2. Pour tout morphisme de variétés f:X — Y , i

existe un foncteur

Sf : Dqucoh(;&X) — Dqucoh(’@Y)
tel que les carrés de foncteurs c%:dessous "commutent" (1)
Dqucoh(SX) __;lﬁ__, Dqucoh(@Y)
1 \
S v
Dgcoh(ﬂx) —i Dgcoh(SY)

ou les fléches verticales sont les fléches d'oubli de la filtration, et

be o

b

D Fqcoh(mx) D Fqcoh(’gY)
é‘“r l - * ® * l évr
RE, (F"(-)® T2 )

T'Y X, X
DP (6, %y) DP  (6%,)
gcoh' "T7X gqcoh' " T'Y

De plus, pour tout morphisme g:Y —> Z , on a un isomorphisme cano-

nique de foncteurs

}

avec la condition de cocycle usuelle.

b

b
xSoS:DF (8,) —> D'F (8,)
gof g vf gcoh "X gcoh '~ Z
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Compte-tenu de [19] (4.4.3) et des théorémes de finitude pour les
6-Modules, on obtient alors les énoncés de finitude pour les

8-Modules filtrés

Proposition 2.4.1. Pour tout morphisme f:X —> Y et pour tout

. . Jo)
(W ,Jl’i) €ob D Fparf('\gY) tels gue

F\E_I(Supp gr o) (2)

soit propre (i.e. fini ici puisque F est affine), on a

* o ine b
2 2 6
wf (N ,Ji) ob D Fparf(‘\gx)
En particulier, si f est lisse, L£f*  envoie DbF (8,,) dans
5 i — - parf Y —
D°F (8,) .
parf "X
Proposition 2.4.2. Pour tout morphisme f:X —> Y et pour tout
b

§ . - e
(vhb ”’ui) ob D Fparf('\gx) tels gue

f\F_l(Supp gr db*) (2)

soit propre, on a

¢ b
- - E s
Sf (™ ,db;) € ob D Fparf(sY)
En particulier, si f est progre,g envoie DbF (8,,) dans
= £ - parf "X
b
D Fparf(s ).

Compte-tenu de [19] 5.7.2 et [19] (4.4.4), ces propositions impli-

quent les énoncés de finitude de Kashiwara pour les 8-Modules

Corollaire 2.5.1. Pour tout morphisme f:X —> Y et pour tout

b
€
& € ob Dparf(ﬂY) tels que

FlF Y (lcar w°1) (3)

soit propre (i.e. fini ici puisque F est affine), on a

b

*
T €
wf o ob Dparf(SX)
et
lcar we*#'| < F(E 1 (lcar & 1)) (3
(2) P P . . b ,
ar définition, le support d'un objet de Dparf(GT)’ pour un sché-

ma T , est la réunion des supports de ses faisceaux de cohomologie.
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. . . . * . b
En particulier, si f est lisse, uf envoie Dparf(QY) dans
b
parf(ﬁ ).

Corollaire 2.5.2. Pour tout morphisme f:X —> Y et pour tout

b € ob Dparf(&X) tels gque

Elrl(lcar a-]) ¥

soit propre, on _a

. b
g o’ € ob Dparf(QY)

lcar(| @)l c B (lcarw 1)) 37,
£

En particulier, si f est propre, S envoie Db (8,) dans
= £ parf "X —_
D> (8.

parf

2.6. En général, il n'y a pas d'adjonction naturelle entre les fonc-

teurs et wf’ , méme A un décalage prés : en effet, joue le
£ .

rdle d'un foncteur image directe ordinaire, alors que uf*(—)[df]
joue le rdle d'un foncteur image inverse extraordinaire (c'est tout au
moins le cas si on se limite aux ®-Modules holonomes). Cependant pour

f 1lisse (resp. £ propre), on s'attend & ce gu'il existe des fléches

. . . b
d'adjonction, sur qcoh(ﬁ)'
ia — | g (-)[-a,]
(2.6.1) £
uf*g (-)[-a.) —> ia
£
(resp.
id —» uf” S (-)la,]
(2.6.2) £
S u.f*(—)[df] — id)
f
(3) Pour ub" € ob Dparf(S ), lcar*)| désigne la réunion des supports

des cycles caractéristiques des faisceaux de cohomologie H™(d"), n€ 7.
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On s'attend de plus a ce que ces fléches d'adjonction admettent des
variantes filtrées qui induisent par passage aux gradués les composés

N . . . b
de fléche d'adjonction usuelles, sur choh(GT*)

- | -
id —> RE,F FuE”

(2.6.3) = ]

F,uf REF —> id
(resp.

. =l _= _ %

id — F,E'RE,F
(2.6.4)

- -l
RE,F'F,E° — id)
(ona F fini (resp. £ propre)).

Pour obtenir de telles fléches d'adjonction filtrées, il suffit

de définir des fléches filtrées

- IR

o) £, — 0, %X 8y, yl-ag]
"

S5 — v ®f'1ﬁy Sy — x['df] — 5%
(resp.

8, — 5.1, £ lRe,S la.]
(2.6.6) X X—v “£ e, Py e— xt9

RE, By x %x o plag — )

dans une catégorie dérivée convenable de (8,8)-bi-Modules filtrés
induisant les fléches d'adjonction (2.6.3) (resp. (2.6.4)) évaluées
sur ®T* .

J'avoue n'avoir eu ni le courage, ni les idées assez claires
pour définir (2.6.5) (resp. (2.6.6)) ; comme la littérature est sur ce
point étrangement muette (méme si on néglige dans un premier temps les
filtrations), la question de 1l'existence de telles fléches reste

ouverte.
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3. Transformations canoniques a la Brylinski.

3.0. Soient X,Y,Z +trois variétés et
:ZL—-)XXkY

une immersion fermée ; on note

(3.0.1) Py r\'i Py

X+—— XX Y ——>Y

prX k er

les projections canoniques et on considére le foncteur

_ ¢ * b b '

(3.0.2) <IJX|Y - S LPy * choh(ﬂ ) _—e'choh(SY)
Py

et sa variante filtrée, notée encore @ ,

_ ¢ * b b \
(3.0.3) ®X1Y = S Lpy D Fqcoh (8 ) —> D Fqcoh(&Y) .

A (3.0.1), on peut associer le diagramme
XX Y)

(3.0.4) TXX Z 3\
ou (PX,pX) et (PY,pY) sont associés a Py et Py respectivement

comme en (1.1) et ou le carré est cartésien et provient de la suite
exacte de fibrés sur 2z

0 —rT;(XX Y) — i'7*(xX Y) —> T¥2 — 0

k k
* * *
(T (xka) =T XX TY).
On notera encore
*
(3.0.5) p = ory =1 orY:TZ(XXkY) —_ 7
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la projection canonique.

* *
Lemme 3.0.5. &« = pw 2y oW .
- Tz(xka) Z/X Co* (x % Y) z/Y
Z k
Preuve de 3.0.6. On a la suite exacte

L *#l 1
0 — o — i QXXkYVk ——»—Qz/k — 0

et T;(XXKY) = V@), donc
= p"(w, By det ("))

z
% (w By Wy B i*"l)
z

W *
TZ(XXkY)

ey,
Z Z SZ X Xk Y

d'ou la conclusion.

3.1. Le résultat princimal de ce numéro est le suivant

Théoréme 3.1.1. Le carré de foncteurs

&
b “xly b
b Fqcoh(ﬂx) b Fqcoh(ﬂY)
gr | * o *, l 8
v Ray (vay(=)%g Py py)
* TO(XX_Y)
p° (6, %) Z LS > pP (6 %,)
qcoh' T™X gqcoh” "T'Y

est "commutatif".

3.1.2. En particulier, soient VXCIT*X , VYCZT*Y et VCZT;(X>ﬁ<Y)

des ouverts tels que

V= azt(vy) = agt(vy)

et gque

qxlv:v—>v et qY\v:v——>v

X Y

sont des isomorphismes ; notons

(3.1.2.1) BXIY:VX—-»VY

1'isomorphisme composé (qYIV)o(qX\V)_l et posons

(3.1.2.2) Ely = (qYlv)*(p*wZ/Ylv) ;
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alors on déduit immédiatement de 3.1.1 le :

Corollaire 3.1.2.3. Le carré de foncteurs

ad
b x|y b
b Fqcoh(ﬁx) D Fqcoh( Y)
gr(-)|v o gr(-)lv
X J. Oy y) ()% By l Y
pP (8, ) v pP (o, )
qcoh VX qcoh VY

est "commutatif".

Remarque 3.1.2.4. (eX\Y)*(_)®® %X\Y est une équivalence de catégorie
V.

YN
1 ~1 -)® @) >
de quasi-inverse (SY]X)*( ) o, y|x Obtenue en permuttant X et Y
X
- -1 : y
(SY\X'_(exiY) et lemme 3.0.6, compte-tenu du fait que (w_« et

T X
Wpxy SONt triviaux) .

3.1.3. Prouvons 3.1.1. Compte-tenu de 2.3.1 et 2.3.2, il suffit de
montrer que la fleche de changement de base

* *
uPYRPX* ——+>RrY*urX

relative au carré cartésien du diagramme (3.0.4) est un isomorphisme de

b b .
foncteurs de choh(GT*X>< Z) dans choh(GT*Yx&.Z) ; pour cela, il
suffit, d'apreés [SGA 6] IV 3.1.0, de montrer que T*X>%(Z et T%[XYZ

sont tor-indépendants sur T*Z ; ce dernier point résulte du lemme
suivant :

Lemme 3.1.3.1. Soit

B

X' ———> X

f'l lf

s! = S

un_carré cartésien de schémas séparés, de type fini sur un corps k

.

Supposons_que :

(i) X,S,8', X' sont lisses sur k , purement de dimensions
dx, dS' dS" dx. respectivement,

(ii) dy - dy, = dg-dg, -
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Alors, X et S' sont tor-indépendants sur S .

Preuve de 3.1.3.1. En factorisant « par son graphe, on se raméne a
montrer 3.1.3.1 dans les deux cas suivants : @ est lisse et & est
une immersion fermée. Le cas "o lisse" est trivial. Supposons donc
que @ est une immersion fermée ; puisque S et S' sont lisses sur
k , ® est une immersion réguliére ; le probléme étant local sur S ,
on peut supposer que S est affine et que S' est définie dans S
par une suite réguliére ; vu l'hypothése (ii) et la lissité de X sur
k , cette suite réguliére induit sur X une suite réguliére défi-
nissant X' dans X ; on peut donc appliquer [SGA 6] VII (1.2.2) pour

n=0 , d'ou la conclusion.

3.2. Comme application de 3.1.1, nous allons retrouver par voie algé-
brique un résultat de Brylinski sur les transformations canoniques
(c£. [6] 2.7).

Si T est une variété, on notera 2Z(T) le groupe des cycles
algébriques de T . Pour toute variété X et tout 3X—Module cohérent

db, le cycle caractéristique de b , Car(h) € zZ(T*X), est le cycle

associé au ST*X—Module cohérent gr db , pour n'importe quelle filtra-
i db, A, ) €
tion Qui)iEZ de b avec (M,Ml) ob MFparf

Car(d), lcCar(d)|, est le support de grdl et les multiplicités de

(SX) (le support de

Car(d) sont les longueurs de gr. aux points génériques de son

support) ; on fera attention au fait que Car :Mparf(ﬂx) — 2(T"X)
n'est pas additive.
Reprenons les notations de 3.0 et 3.1.2 ; QXIY :Vx ——e-VY induit

un isomorphisme ( : Z(V,) ——»—Z(VY). Alors, le résultat [6] 2.7

Ixiy)* X
de Brylinski est le suivant :

Théoréme 3.2.1. Si W est un SX—Module cohérent tel gque

qqu;l(1Car(d)|)

soit propre, alors, pour tout n€ Z , on a dans Z(VY)

{(GXIY)*(Car(déHVX) si n=0

Car(ﬁn(éxx

@) vy =

0 si n#oO

et, en particulier,

67



G. LAUMON

W))) ! < tiv-v.

lcar (3™ (@ v

x|y

pour tout n#o0

Remargque 3.2.2. Si Py est lisse et Py, est propre,
* *.
dy * TZ(XXkY) -—> T'Y est propre.

Preuve de 3.2.1. Choisissons une filtration QMi)iCZ de di telle que

G%,ﬂi) soit un objet de MFparf(SX) (cf. [19] 5.7.2) et soit

W d) = @ ()

D'aprés 3.1.1, ona (W ,4;)€ob DPF (8,) et, d'aprés 3.1.2, on a

parf
o~ . _ ~ oy, ~
(gr of )1VY = (84 Y)*((grmk)\VX)®®v xly -
Y
i.e.
o (O )< (67 ) V)3 Zypy st a=o
WG o) vy = Y

O si n#O
Il nous reste a démontrer que, pour tout n€Z , on a
¥lgT £ lvy = §r ¥, ) vy

Faute d'avoir démontré la dégénérescence de la suite spectrale asso-

ciée a un objet de Dprarf(ﬁY) (cf. [19] (3.5.5)), nous utiliserons
la t-structure de coeur AFqcoh(SX) introduite sur DbF (@X) en
N e e r
H ¥ ’ . 39 - i . .
[19]3 chaque #_ (4 Wi) est dans AFparf( X) (cf _19] (4.4.3)) et

admet une suite spectrale qui dégénére (cf. f19] 4.3.1). Les suites

exactes courtes de 6 -Modules cohérents

T*Y

0 — ¥%(gr ¥R, u;)) — ¥(Gr &) — ¥ NG ¥R ,d)) — 0

(cf. [191 preuve de 4.2.5) montrent alors que
i,~ 0N e . _
B (9T HoW o)) v, = 0

pour (i,n) # (0,0) et (-1,1), de sorte que, pour tout n , la
suite spectrale

B, w ) v

T i Y

dégénére en r=1 et donc que, pour tout n ,
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O~ SN e e ~ &% WOy e
¥O(Gr Wi, ) vy = gr ¥C W, vy,
et
-1,~ N, e pe _
BTG B, vy =0 .

La conclusion s'obtient alors par regroupement de toutes ces informa-

tions.

3.3. Gardons toujours les notations de 3.0 et 3.1.2 et supposons de

i (o]
plus Py et Py propges et lisses, ge sorte que 2y et TY x
envoient Dparf et D Fparf dans Dparf et D Fparf .
Soit Mp rf(;S)X,VX) la catégorie quotient de Mparf(ﬂx) par la
sous—catégorie épaisse formée des SX—Modules cohérents tels que

fcar(b) | n Ve =0 ;

par symétrie, on a une catégorie analogue (S VY) pour Y .

parf
D'aprés 3.2.1 et 3.2.2, on a des foncteurs

(ﬂ V)—»M

(o)
arf(gY'VY)' b —s Y (qulY(bu’))

Mparf

l\parf(ﬂ V ) —>

Moare Sy Vi) o & — ¥O(8  0)

Le lecteur courageux qui aura résolu nos perplexités de 2.6,
déduira de 3.2.1 et 3.2.2 le théoréme de Brylinski suivant (cf. [6]
2.8) :

Théoréme 3.3.1. Les foncteurs ci-dessus sont des éguivalences de caté-

ories quasi-invers ! ! M !
dgo qua inverses l'une de 1'autre entre “parf(SX'VX) et

Mparf(sY’VY)'
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4. Déformation au cbne normal et filtration de #® par 1'ordre d'annu-

lation le long d'une sous-variété.

4.0. On considére dans tout ce numéro une variété X et une sous-

variété fermée 1i:Y “— X définie par un GX—Idéal g .

On note t wune indéterminée sur 6 et on considére 1la

X
GX[t]—Algébre quasi-cohérente (*)
o g-3,.3 -1
(4.0.1) o g ¢d ce lt,t
€7 X
J
(avec (7_] = @x pour tout j ¥O0) ; son spectre

Spec( @ Q—th)
jez

<
]

a

(4.0.2) o) XxkA]i = Spec(@x[t]) ————»A]i

pr,1
By

est un XxkA]i—schéma affine, appelé la déformation au cbne normal de
Y <1y X et introduit par Baum, Fulton et Macpherson (cf. [l] I5) et
Verdier (cf. [21] §2) ; son appellation est justifiée par les faits

suivants : g est gl>lat, r induit un Gm’k-isomorphisme de q_l(Gm’k)
sur XX Gm,k , 94 (0) est canoniquement isomorphe au cdne normal de

YcX

T,X = Spec( ® g'j/g'jﬂ)
i€z

Y
(4.0.3) lpo
Y = Spec(@x/y) S

Ju—

et r admet une section au-dessus de YxkAk
1 ~
14.0.4) s : YXkAk —s X

telle que s, = s|Y><k {0} s'identifie & la section nulle du cbne

normal. On a donc un diagramme commutatif a carrés cartésiens :

(*) cf. D. Rees.- A-transforms of ideals and a theorem on multiplici-
ties of ideals, Proc. of the Cambridge Phil. Soc., vol. 57 (1961)
pp. 8-17.
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ixid s[ s so[
(4.0.5) 6 . & gl ) s X o
-0- X><k m,k q m,k Yx
o | o e
G
o — & — {0
Gm,k Ak 0

En coordonnées locales X = {(x,y)}, Y = {y} = {x=0},
X = {(x.y.t)}, T,x = {(y;%)}, on a

(4.0.6) r(X,y.t) = ((£.%,7),t)

(bien entendu x et y sont des n-uples pour n = dX—dY et

n= dY respectivement) .

4.1. Pour Y “*> X comme en 4.0, Kashiwara a introduit une nouvelle

filtration croissante, indéxée par Z , de AS)X ,

_—— { ‘ c 0 Ceee
V_8y V8, S V8 < 8y

définie par

(4.1.1) V.;&)\,=‘[P5-\9X|P(gk)cgk_j,\ik€z}

(c£. [13] ; Kashiwara la note plutdt F_JAS)X).

En coordonnées locales, X = {(x,y)}, ¥ = {y} = {x=0}, on a

(4.1.2) V.8 ={

Yy 8 |«
a (y)d, x" 3 .
X MaTo eIy Ry Y x}

Lemme 4.1.3 (i) Chaque Vj‘@‘c est un sous—@X—Module guasi-cohérent de

SX (a_gauche et a droite).

(ii) La filtration V.AQX est séparée et exhaustive.

(iii) Pour tous jl,jZEZ , on a

V. 8_.V. 8 C V. . 8
Jl X 32X jl+32X

avec égqalité si ii-3, Y0

(iv) Pour tout J€Z , on a
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i [ .
(v) On _a @X Voﬂx

Preuve. (iv) résulte de la description en coordonnées locales (4.1.2)
de VjQX . Les autres assertions sont soit triviales soit conséquences
de (iv).

4.2. Considérons alors la @X[t]—Algébre quasi-cohérente (& gauche et

a droite)

(4.2.1) o v, .t) - sx[t,t'll
i€z
(t commutant aux sections locales de SX). Cette @X[t]—Algébre

opére sur

® g7ed = pLoy

ez
de maniére évidente et s'interpréte naturellement comme 1'Algébre des
opérateurs différentiels de p*@i relatifs a k[t] ; autrement dit,

on a canonigquement :

(4.2.2)

Mm D

8 .¢d =
Vil .t

pQN 1
z 3 X/

J
ou ﬂXAAi est la @i—Algébre des opérateurs différentiels sur X
relatifs a Ai , via la projection g:X —> Aﬁ .
Tout comme DX , SXAA& est muni de la filtration par 1l'ordre des

opérateurs,

—_— = - ~ = O~ c e ~
© l93’(/1«%,-1 < %% &X/A%,o 1,1 T QX/A%
et on a en fait
D N . j =
(4.2.3) i€z (Vjsx Sx,i) -t p*ﬁkﬁﬂi,l '

pour tout i€2Z .

Par restriction a Tyxffi , on obtient 1l'identification canonique

\Y%

(4.2.4) gr EX = _? (Vjﬁx/vj_lﬁx) = l*po*ﬂT X
€7z Y

(on a
\Y% _ o~ j 3j
gr 8 = (92 V.8,.t?) /. (9 v.B_.t”)
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et

* _ -1 ~ —
o ﬁ%/A% = o (ﬂi/Ai/t.EX/A;) STYX)

De plus, la filtration par 1l'ordre des opérateurs sur 8, induit sur
P4y

gryﬂx une filtration
\% \Y% \Y% \Y%
—_—— = C - 3 M= \
0 (gr ﬂx)l (gr SX)O < (gr &X)l gr 8,
avec

\Y%
! = O n n
(4.2.5) (gr &X)i séq (VjﬁX SX'i)/(vj_lﬂX Bx,i)

et cette filtration coincide avec la filtration induite par (4.2.3) ;

par suite, on a canoniquement

\4 iy
(4.2.6) (gr ﬂx)i = l*po*ﬂTYX,i ,

pour tout i€ 7 .

Passant aux gradués associés, on déduit des identifications cano-

niques (4.2.3) et (4.2.6) les identifications canoniques suivantes

(4.2.7) & o [(v.s N8, /(.8 N8, . e = PO w1y s
icz ez X TX, 1 X TX,i-1 *x T*(X/Ak)

ou

(4.2.8) o TN RAD) — X

est le fibré cotangent relatif de g : X ——e-Ai , et

\Y = %
(4.2.9) gr gr'd, = l*po*'['o*@T*(TYX)
ou
~ *
(4.2.10) Wt T TyX) —> TyX

est la fibre en "t=0" de ® , i.e. la projection canonique du fibré

tangent de TYX (ﬁo==ﬂT X).
Y

Remarque 4.2.11. La filtration V.@X de SX induit une filtration

V.grSX sur gr & avec

X ’

. = D (8, .NV, . NV,
vj gr 8y iem (sx'l vj@x)/(ﬂxll_l VJSX) .
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et 11 est facile de vérifier que
\Y% _ \Y%
gr gr SX = gr gr SX ’
en tant que GX—Algébres bigraduées (en i et j).

En coordonnées locales, X = {(x,y)}, v = {y} = {x=0},
= {(X,v,t)} et TyX = {y:%)}, on a

y
(4.2.12) @ (V.80 8, )t L (V)2 s<at
ez 3 X TXd \al;lgl Py ’}
fel=181¢5
et
(4.2.13) .= b, . (x c)aalt
g O s

l'identification (4.2.3) étant donnée par

¥ By 3 P +lsl-lalyy
(4.2.14) ao,'B'y(y)ayx 3t s——>aH,B,y(y) Y aN
(x —> t.X et 3, h—»-t‘l.aﬁ : 3+ 180 =1l ¥ o).

4.3. On considérera aussi la ®X[t]-Algébre quasi-cohérente (a gauche

et & droite)

(4.3.1) o By e) s [e, 7]
i€z
on notera @, la ®X>ﬁ<A%_Algébre quasi-cohérente (& gauche et a
droite) caractérisée par
(4.3.2) pr, B, = © 8 . £J

L'inclusion

® §_ . tic @ v.g I

jez X, ] jEZ X
(cf. 4.1.3 (iv) et (v)) induit un homomorphisme
-1
(4.3.3) r ﬁx ——»—&i/ 1 .
BX admet une filtration
R = C Camm=C
0 dB'X,-l < n?)X,O aEX,l BX

définie par
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= ® (8, .NS .).tj

(4.3.4) pry By, i jez X,j “X,i
. . . -1 .
et 1'homomorphisme (4.3.3) envoie «r @X,i dans %/A%,i , i.e. est

filtré. Passant au spectre du gradué, (4.3.3) induit un XXkA]l{—

morphisme : on a un carré commutatif de morphismes de variétés

T"(%/A]i) 0%
(4.3.5) ,ol lr

T 1
Spec(gr BX) — XX B .

4.4. Faisons le lien entre nos constructions géométriques et celles
utilisés par Laurent dans sa deuxiéme microlocalisation (cf. [16], [17]
et [18]).

Pour YSX comme en 4.0, on dispose aussi du conormal & Y dans

X ., T;XC T"X ; l'immersion fermée i' : T;X 5> T"X est définie par un
1

@T*Y—Idéal g' et on peut lui associer sa déformation au cbne normal
(cf. 4.0)
/:_J = .
T'X = Spec( ® g' 7 tJ)
i€z
(4.4.1) 1r'=(p',q')

* 1
X X .
T X kmk
Le résultat clé est alors le suivant :

Proposition 4.4.2. Il existe des isomorphismes canonigques
¥, ~ w0~ , 1 * 1
f:T —_ t : d rifi -
X T (X/Ak) et ©:TXX A > Spec(ﬁsx) vérifiant les con
ditions suivantes :

(i)  le carré

°¥, 0

¥ T*(S’c/A]i)

. |

1 P
X By —— Spec(gr BX)

o]

*

T

i

est commutatif,

~
(ii) Wof:T"Xx —> X est le morphisme de fonctorialité de la déforma-

)
tion au cdne normal pour 7Tx: (T;X <, T*X) — (Y P X),
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Cas * 1 1 . . s . -
(iidi) Mo =T XXkAk -——»XxkAk est la projection canonigque 7TXX id .

Preuve. Partons du diagramme commutatif
. 9*
P (D V.gr.@x) tJ —> gr Sx[t,t_l]
i€z i€z *

*

@ (D griﬁv) tJ ——2——»-gr BY[t]
i€z i€z < ;
i3

ol p* est l'inclusion induite par (4.3.3) (si i{3j , on a

. C . C .
ﬂx,l—l ﬂX,l VJ@X et donc

griQX = ngriﬂX = (VjQer@X ) /(vL.s, N8, ))

s 1 J X .l\.pi—l

LY . . . * . ]

ou v est l'inclusion naturelle et ou O (resp. 9,) envoie Pi 3 £J
j-i ¢ . L4 €4

sur Pi,j t , pour Pi,j ngrisX et tout i,j (resp. Pi,j griﬁ

et tout i<3) ; 8" et ©° sont clairement injectives, de plus, o*

7
N

est surjective et donc un isomorphismne.

D'autre part, T ) = gr 8 est un idéal et

v C
X-K-g TX* T*X X
R \ -1
TxaPipax = 9 (M7 T el e gr oo Lo
il reste donc a voir que
-3 3 = a* s -1
? (1,777t = m(8") = gr Sx[t,t 1,

ce qui résulte aussitdt du lemme suivant :

Lemme 4.4.3. Pour tout entier n 70 , (Wx*g‘)n est un gr 8_-Idéal

< griﬁx.

v
P4y
gradué et sa composante de degré i coincide avec Vi_ngri:DX

Preuve. Nous nous limiterons au cas n=1 et nous travaillerons en
coordonnées locales, X = {(x,y)}, ¥ = {y} = {x=0}, T7x = {(x,y:8,7)},
*.
= . = = = . 4 € i [ .
T X {(y:8)} {x=n=0} ; soit P QX,l d'image 0©(P) dans grlﬂ
on a en écritures locales

PIRINC
P = a (y)aix 2
\N%g;;l<i o,B,Y yo oUx

| %;; " a, s y(y)nyxﬁéa ;
& v|=i P
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alors o(P) s'annule sur T;X c T"X si et seulement si a (y)
%,0,0

pour tout o avec 'e| =i , donc si et seulement si a, s 7/(y) # 0
ror

implique le|-|81<i-1 (cette inégalité est automatique pour

lel {i-1 car |B! %0) ; par suite, ¢(P) s'annule sur T;X c 1'% si

et seulement si PE'Vl 1QX , ce qui, pour n=1 , est la conclusion

demandée.

Par restriction a "t=0", on obtient un triangle commutatif

%

* (T"x) —~—> 7" (T

(4.4.4) (1\ /

TYXXYTYX
ou (1) a pour composantes ré et (woe)o et ol (2) a pour composantes
-1
w
(e op)o et W

En coordonnées locales, X = {(x,v)}, ¥ = {y} = {x=0},
™x = {(x,y;&,n)}, T YX )} = {x=m=0}, X = {(X,y,t)},
> ~ ~
T'x = {(X,y, 8.7, t)} et T (X/Ak = {(%,y,t:¢,m)}, on a

9(§IYI§I?{It) = (f;{,y,t:g,rﬁ)
(4.4.5) \r'(?{,y,g,?{,t) = ((t.?{,y;g,t.’ﬁ),t)

wos(:‘vi:y, gr"?'rrt)
"-P_lop(ﬁry"t?Q ITI)

(%,y.t)
((t.%,y:C,t.n),t)

et, avec TYX = {(yfr;{)}l T*(TYX) = {(§,Y7C,ﬂ)} et
T (T°X) = {(v,5:7,%)}, on a

TYX
0, (v, &M% = (Ryr&, M)
(4.4.6) (1) (v, &:%,%) = ((y:5), (y5%)
(2) (Ry:C,m) = ((y:0), (y:%)

4.5. Les graduations ou bigraduations apparues sur les Algébres intro-
duites précédemment se traduisent sur les spectres de ces Algébres par
des actions de Gm,k ou GmJ<kam,k , que nous allons maintenant
expliciter.

N o2 1
(4.5.1) Gm,k opere sur X —Se-Ak de telle sorte que
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(1) l'action sur mé est l'action naturelle,
(ii) X B> x est Gm k—équivariant pour l'action triviale sur X ,
’

G induite sur T, X ¢ X est l'inverse de
m, k Y

l'action usuelle de G sur le fibré vectoriel TYX —_—Y ,
m,k

(iv) en coordonnées locales, X = {x,y}, ¥ = {y} = {x=0}, X = {(X,y,t)}

(iii) 1l'action de

et G ., = {1}, cette action est donnée par
r

bo(X,yet) = (LR yseet) .

N * 2 1
Gm,k>ﬁ;Gm,k opére sur T (X/Ak) de telle sorte que :
(i) l'action du premier facteur est l'action usuelle de Gm x Ssur le
~/ ~ ’
fibré vectoriel T*(XAAi) —_— X,
(ii) 1'action du second facteur est l'action cotangente a 1l'action

(4.5.1),

(iii) en coordonnées locales, X = {(x,y)}, Y = {y} = {x=0},
T*(ﬁﬁAi) = {(X,y,t:C,m)} et @ = {(\,u)}, cette action est

donnée par

m, k ¥k Cm, x

) (X,y,t:6,m) = (u_l’i,y,ut;xug,m)

N * . ' . . .
(4.5.3) Gm,k)ﬁ<Gm,k opére sur T (TYX) via l'action induite par

(4.5.2) ; en particulier, en coordonnées locales, f€ i*po*wo*GT*(TYX)
Vh

8% si et seulement si

est de bidegré (i,3j), i.e. est dans gr,gr

-1

flo™7 X,y ul, ) = kiujf(%,y;c.ﬂ) .

(4.5.4) @ opére sur T'X de telle sorte que :

m, k% Cm, x
(1) l'action du premier facteur est induite par fonctorialité de la
déformation au cbne normal de 1l'action de Gm . sur (T;X —s 7%%)
r
qui est l'action usuelle de Gm x Ssur le fibré vectoriel T 'X — X ,
’
(ii) 1l'action du second facteur est celle décrite en (4.5.1) mais pour

X remplacé par T*X ,

(iii) en coordonnées locales, X = {(x,y)}, ¥ = {y} = {x=0},
™% = {(X,y, 8,7, t)} et G

donnée par

mJ(kam,k = {(\,e)}, cette action est

-1

) (Fy, 8,70 = G L%y g™t e .
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opére sur T, * (T"%) wvia l'action induite par

Ty*

-
(4.5.5) Gm,kxk a;m’k

(4.5.4).

On fera alors attention au fait que & (resp. 90) n'est pas

—-égquivariant pour les actions décritegupi—dessus mais que

*
T;X(T X))

* 1 * : .

,u) sur T (X/Ak) (resp. T (TYX)). De plus, si
(T*%) via (4.5.5), (w™t

G X G
m,k "k m,k X
0 (resp. 90) échange l'action de (A,u) sur T X (resp. T

avec celle de (Xu—l

(A,4) onere sur T, « ,) opére sur T (T,X)
B TYX Y
via (4.5.3), A opére cur le fibré T;X — Y de maniére usuelle et

L omére sur le fibré T, X — Y par 1'inverse de 1'opération
usuelle, alors le triangle (4.4.4) est G P>< G -éguivariant.
N

m, k m,k

4.56. Soient 5 une variété (cf. 1) et E —» S un fibré vectoriel,

1
1

de dual E' —— 3 ; rappelcns la définition de 1'isomorphisme canonique
(cf. [6] ; M. Kashiwara et P. 3chapira, Microlocal Study of Sheaves I,
5.1.3, Université Paris-Nord (1983))

(4.5.1) T'E' = T°E .
Ona E=Wd48) et E' = V(8 ), pour un @S—Module localement
libre de rang fini & et pour 6" = Hom (6,@8), de sorte que
®s
. . v
(4.6.2) W*SE = Symgn(d) et ﬂ;@E, = Sym; (87)
3 S
L'Algébre de Weyl de E , wE , est par définition la GS—Algébre

quasi-cohérente a gauche et a droite
(4.6.3) bo = T8, = Diffk(Syméo(ﬁ)) ;
elle est munie d'une filtration

.6, = U c c U Cm——C U
(4.6.4) 0 Vg, 1 “E, o e c W
et d'une graduation
(4.6.5) b= @ uwl,

i€z
par des sous-6g-Modules quasi-cohérents a droite et & gauche, définies
par
s =
g, 1 N*SE,l
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et

8) Symg‘j(s) , Ynfz)

wl = {PCuw_|P.Sym
E ﬂ
S 3

E

@D

de plus, ces deux structures sont compatibles au sens ou
(4.6.6) W] o= & (wjﬁu: ) ,
jGZ E E, 1

pour tous 1i€Z .

L'opérateur d'Euler de E est la section globale

(4.6.7)  eu€T(ES, o) = D(s,m,%y ,0) © TS m,2p) = T(S,up 1)

correspondant a idE via la bijection caronique

Hom, (E,E) = Hom, (7°6,06_) = I'(E,7"8")
S @E E
* ¥

et 1'isomorphisme canonique %E/” =~ & . On vérifie aussitdt que
Pl

(4.6.8) w) = {p€w_ '[p,eul = 3.9} ,
E E
que les fléches canoniques & ——»—ﬂ*@s et 6V——e»v*%E induisent des
isomorphismes
(4.6.9) o 8 —N—r‘uj—lﬂ‘do
E E,o
(4.6.10) 5.6 = ulny
E E,1
et que 1l'on a une suite exacte
(4.6.11) 0—382, ¢ Lsulny, = 2. —o
S E E,1 S
ol Y(e®e") = a(e).B{e"V) ; on remarque en outre que kSN W n'est

E E,1
autre que 1l'espace des dérivations relatives & k et graduées de

SymG (), i.e. 1l'espace des k-endomorphismes gradués
S

D = na;/O D_ Symés(é') = neglo Symgs(cs) °,
espace qui s'identifie a 1'espace des couples (Do: G§S' D, : 49), ou
Do est une k-dérivation de Gs et Dl un k-endomorphisme de &
vérifiant

D,(a.e) = a.Dl(e)-FDO(a).e

1 (
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pour tous a¢€ S e€g (Dn pour n 2 est uniquement déterminé par

D, et DO) .

On a alors le résultat suivant :

Proposition 4.6.12. Il existe un unigque isomorphisme de GS—Alqébres

Tl — W

E E| ’

dit de Fourier avant les propriétés suivantes :

(i) pour tous i,j€ 2z,
in = w-Jin
3 (g wE,i) W wE.,i_j

\ ~s vv . .
(ii) Joa = B'oe et FoB=0a' , ou €:8 — 8 est 1'isomorphisme

canonique, i.e. est défini par e(e)(e”) = -e“(e) (o' et B' sont

bien entendu les isomorphismes (4.6.9) et (4.6.10) pour E').

(iii) 3(D_,D;) = (D.,D}), od D!=D_ et ol
' v = o’ \%
Di(e")(e) = -e (D (e)) +D (e (e)) .,
pour tous e€§ , e €48" (une section de wgﬂ We g étant identifiée a
’

un couple (Do'Dl) comme ci-dessus et idem pour E').

Corollaire 4.6.13. ¥ induit un isomorphisme, noté encore & , de

fibrés vectoriels sur S

F:T*E' = T°E ;

de plus, si O et ©¢' sont les sections nulles de E et E' res-

pectivement, ¥ identifie T;.(S)(E') et T;(S)(E) aux sections
nulles de T E et T"E' respectivement.

En coordonnées locales, S = {s}, E = {(s,x)}, E' = {(s,x")}, on a
F(x) = —ax, , E(BX) = x'
et
0“(5) = s ’ d(as) = as ’
* *
de sorte que, pour T E = {(s,x;0,8)} et T E' = {(s,x';0,§')}, on a

3(s,x';0,8') = (s,-§';0,x")
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4.7. Donnons maintenant une autre description de 90

Rappelons la définition de l'isomorphisme hamiltonien (cf. [10]
Ch. VII) : le crochet de Poisson,

: R
{,} gr SX x 9% SX — gr sx B
est défini par k-bilinéarité a partir de

{ci(P),oj(Q)} = (le,0l) ,

Ii+4-1

I ou T :lek — grk;DX est la pro-

jection canonique ; il existe alors un unique isomorphisme de

S €
pour tous P Sx,i et Q QX

gr SX—Module

H" : Ql

gr ﬂX/k —> Sery (gr 8,)

tel que
u*(af) (g) = {£,9} ,

pour tous f,g€gr @X . et 1'isomorphisme hamiltonien est 1'isomor-—

phisme de fibrés vectoriels sur T X ,
(4.7.1) H: T(T"X) = T(T™x) ,
induit par u*

Pour Y &> X comme en 4.0, (4.7.1) induit un isomorphisme (cf.
[16] 2.9)

T*(T*x)xT* % ————»-T*(T;x)

XY
(4.7.2) Hk Hk
TUT X)X ey TyX = Tox (T7X)
Y
entre quotients de fibrés vectoriels sur T'X . En coordonnées locales,

X = {(x,y)}, Yy = {y} = {x=0}, T'X = {(x,y:8,71)}, T;X = {(y:8)} =
{x=n=0}, T*(T;x) = {(y,&:m,x")} et TT;X(T*X) = {(y,£:7,%)}, on a

(4-7'3) H(y,g;n,x') = (Y,§7—X',TI)

Alors, on a :
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Lemme 4.7.4. Le composé

T (TyX) =, TT;X(T*X) —2> T (1yX)

n'est autre & pour

(E —>8) = (TYX —>Y) (cf. 4.6.13).

Preuve. En coordonnées locales, on a

("H)(YI€7T]1X|) (YI'S-?X',—T])

Go(y,i:x' =)

(—XlIYI.gIn) = (Y,—X'7ﬂ,§)

d'ol le lemme.
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5. Déformation au cbdne normal d'un $8-Module filtré.

5.0. Aprés les longs préparatifs géométriques du numéro 4, nous sommes
en mesure d'aborder la ccnstruction du spécialisé d'un &X—Module
filtré. Nous gardons dans ce numéro les notations et les hypcothéses du

numéro 4.

Soit &%’ﬂi) un objet de MFqcoh(ﬂx)' on introduit une nouvelle

filtration croissante, indéxée par Z , associée & Y <> X ,
——=C V_dbS V b < V_ db === db,
-1 () 1
en posant
(5.0.1) V.db = v, 8, b, ;
J k+i\;j kX 1
on a trivialement :

Lemme 5.0.2. La filtration V.d de db a les propriétés suivantes :

(i) chaque deé est un sous-6_-Module guasi-cohérent de .,

X
(ii) pour tout Jj€Z ,cdeIde et en particulier V.di est

exhaustive,
(iii) pour tous jl,jz€ Z , on_a

V. 8_ .V, 8, < v, ..
133 X 3, X 1113,

Remarques 5.0.3 (a) V. n'est pas séparée en général.

(b) si m£==o pour i (10 et si b, = ﬂxli_il.wil pour 1>/1l
on a
il
V.db = V. .8 b, .
o
(c) 8i (W)

wlatn est une famille de sous—@X—Modules quasi-

cohérents de db et si est une famille d'entiers de méme

(ju)QEA
ensemble d'indices, la filtration de db

V. . 8.9 .
(égg =34 X WE)JEZ

est du type V.dl pour &“1)162 définie par
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car

V,8_,.8 =V. . 8
k§§% KX "X, i~ J J=Jg X

pour tout «o€A .
Alors, ® V.l.t? est un @ V.8 .tJ-Module quasi-cohérent et

j€z jez I X
donc il existe un unique &X/ 1-Module gquasi-cohérent

Df = Dfy | Ghidiy)
tel que

= & V.bt]
(5.0.4) lx(‘ﬂ’ JL ) sz debt

et que 1l'on appellera la déformation au cbne normal de Qu,di).

On peut encore interpréter comme suit la construction de
leM & ) = a (#,ﬂi), on associe le @, -Module quasi-cohérent
caracterlse par

(5.0.5) pr, # = @ db, .3
X* jEZ
(cf. (4.3.2)), alors, on a

Lemme 5.0.6. Df. v QM,Mi) est 1'image de la fléche d'adjonction

S§AA1 ® 1 r J —> B 3 -1 r—lw)

19
- X//A
r ﬁX r BX

(cf. (4.0.5) et (4.3.3)).

Preuve. Il suffit de remarquer que D v.dhtd est 1'image de la

i€z
fléche "multiplication"
(& v .t) 8 C(® db..td) —w[e, 7] .
j€z 3 (easjtj)ﬁzj

ez X
Corollaire 5.0.7. Si Qu,di)é ob MFparf(QX)' DfY\x&M,wﬁ) est
9,
%/Ak

-cohérent.
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Preuve. Si Qu,Mi)G ob MF (SX), & est B_-cohérent, donc

X
-1
® _ ’ . L
QX/PI r_lﬁ r & est &i/ﬁl cohérent et Df est un quotient quasi

parf

cohérent de ce dernier module.

Remarques 5.0.8 (a) Df est aussi 1'unique quotient g-plat de

=1 . . -1
8y, 1 ® r “# qui coincide avec 8y, 1 @ r "4’ au-dessus de
X/By r—1ﬁx X//Ak r—lﬁx
X-T X (cf. [Eea 1v] 2.8.1).

(b) Méme pour b= @X , Jéi = 6, pour i »0 , JLi=O pour ifo,
) N -1 .
U ' ~ Q H -
DleXhu,ﬂi) n'est pas égal a ﬂxﬁﬁi r_lﬁ r & : ce produit tenso
riel contient en général de la t-torsion “qu'il faut tuer pour obtenir

Df ; d'autre part, pour n>O0 , les

-1
r BX(

-1
Torn 8 29 ()r)

X/A]i

sont entiérement de t~torsion.

(c) Vu le lemme 5.0.6, il est clair que le foncteur

DfYIX : MF (8,)

. cs s oy .
qeoh O n'a aucune proprieteée d'exactitude

N choh(@iﬁmi)

raisonnable.

Définition 5.0.9. Le spécialisé le long de Y «—— X de

€ _ L
(ﬂ"wa) ob MFqcoh(SX) est le BTYX Module gquasi-cohérent
*
Sp = Slex((llz,Jéi) = o DleX(ou,azi)
(cf. (4.0.5)).
On a bien entendu
(5.0.10) ip_SPy |Gy dy) = grdh
T #Po # Py | x W rdy
en tant que i p 8. (= grvﬂx)—Module et il résulte de 5.0.7 que
Y
. - & .)€ S.).
SpY\XQM,ﬂi) est BTYX cohérent pour Q%,Mi) ob MFparf(QX)

. j BRS
5.1. Toujours pour &u,wi) ob MFqcoh

DfY\XQM,Mi) et SleXG%'%i) sont canoniquement munis de structure de
8-Module filtré.

(SX), nous allons voir que
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Pour cela, posons, pour tous i,j€ z ,

(5.1.1) (Vb = . ?\i (vjlsxn ‘gx,il)'“”’jzn A, )
1 72
3,%3,¢3
on vérifie facilement
Lemme 5.1.2 (i) Pour tous 1i,j€Z, (deé)i est un sous—GX—Module
quasi-cohérent de .

(ii) Pour tous i,3€Z , on a

(Vjcw)i c ijm aéi ,

et, en particulier, si uU)i=O dés que i ¢ io , on a aussi (VjVU;)i=O
dés que i <io

(iii) Pour tous i,j€Z , on a

1]

U V.dh), =db, et U (Vadh) ., Vb .
jiez ( j’d"' i i = ieq ji J
(iv) Pour tous il,iz,jl,jze Z , on a

n
(Vy 8,0 8y 4

) RECRCIRE By,

V. . .
2 3%y T,

On munit alors DleX(dL,déi) = Df de la filtration (Dfi)iEZ’
définie par
(5.1.3) p,DE, = © (V.d),.t) ;

i j€z 374
il résulte aussitdt de 5.1.2 que (Df,Dfi) est un objet de
MFqcoh('\g'X/Ai)' Le lemme 5.0.6 admet alors la variante filtrée suivante

Lemme 5.1.4. (Df,Dfi) est la coimage dans MF de 1la

gcoh ( S?C/Ai )
fléche d'adijonction

-1
( lllgN 1 -) ® r (df!#-)
Ag%/Ak X/LAk,l r_l(ﬁx'@x i) i

— 8,8 [ (8y

-1
/A]](-,B?{/A-}]{li) ®r—l(0’3 r (Owrwi)]

x'Bx, i)

(cf. (4.0.5) et (4.3.4)), ou c)f'i est défini par
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pro . = © (W.Nd).t3
X% 1 i€z J i

pour tout 1i€7Z .
Preuve. Compte-tenu de 5.0.6, le lemme résulte de la définition de
Vch;)i et de celle du produit tensoriel filtré.

i .1.5. 6 ~ - , g ylb,
Corollaire 5.1.5. En tant que T*(X/Ai) Module, gr DfYEX(ﬂ'ﬂl) est

un_guotient de

e*r'*(prT*X)*é} olb

(cf. (4.4.1) et 4.4.2) ; en particulier, si Qu”ui)é ob MF
(Df,Dfi) est un objet de MF

(8,

parf
parf<&§/Ai)

Preuve du corollaire. D'aprés 5.1.4, gr Df est un quotient de

gr sN/Al ® _ r_lgrw‘ en tant que gr &X/Al—Module et, avec les
r “gr @X k
notations 4.4.2, on a
* o~
gr & = ﬂ*@*(prT*X) gr J

en tant que gr @X—Module ; d'ou la conclusion, compte-tenu de 4.4.2.

* . .
Sur Sp = SpY\XQ%,%i) = o Dlextﬂ,dﬁ), la filtration (Dfi)iez

définie ci-dessus induit une filtration (Spi)iEZ et on a

(5.1.6) i,p,,Sp; = ;22 (V) 3 /(V_ b0 (Vb))
(Sp,Spi) est un objet de MFqcoh(ﬂTYX)'
Notons
¥ o~ 1 * B_ ¥~ 1 EL *
(5.1.7) T (X/Ak) - T (TYX) > T (X/Ak) e T (TYX)

les inclusions, déduites de & , B par le changement de base
T*(§/Aé) —> X ; le lemme suivant résulte aussitdt des définitions et
de 5.1.5

. . - ’ ’ . A= L
Lemme 5.1.8. En tant que GT*(TYX -Module, gr Spy | x (db,dbs) est un

quotient de

&'gr D \dedL) ;
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. ler, si _ ) .
en particulier, si G%,&i)e ob MFparf(ﬂx), (Sp,Spl) est _un obijet de

MFparf(&XAAi)'

5.2. On peut aussi déformer au cBne normal les 6-Modules quasi-
cohérents (cf. [21] 6.2) et en particulier déformer le @T*X—Module
quasi-cohérent grdb au cdne normal de 1i': T;X —— T"X . La construc-
tion est la suivante : notons

~
*

* B . a' *
(5.2.1) T X—TTgx(T X) <> T X<——-‘TT§X(T X)
les inclusions (6 induit un isomorphisme entre les diagrammes (5.2.1)

et (5.1.7)), alors, la déformation au cbne normal de drd est le

@T;k-Module quasi-cohérent,

(5.2.2) SF = 6fT§X\T*X(gr )

image de la fléche d'adjonction

*

r' (prT*X)*gioM -—»~B;B‘*r'*(

* ~
prT*X) gr b ;
on vérifie immédiatement que

(groal) = © g'“j gr b 3

* *

Tyx| T*X sez

GT*X[t]—Module (cf. 4.4). Ce @f;k—Module est q'-plat,
i.e. sans t-torsion ; de plus, si grd est ST*X

port |Car(a)! , 8f est GT;&—cohérent de support la déformation au

cbne normal de |Car@h)! , i.e. l'adhérence dans T X de

(5.2.3) riof

en tant que
-cohérent, de sup-

B e T (pro ) Tl car ) 1)

O |
Le spécialisé de gfdb le long de T;X s 7% est le

GTT§X(T*X)—Modu1e quasi-cohérent
~ ¥ ~
(5.2.4) Op = opT*XlT*X(gr db) = o 6:r:-T\"I".X''I""'X(grt/“(q)
Y
Si grdb est GT*X—cohérent, de support |Car(d)| , op est
6 ~cohérent, de support le cbne normal M (lcar(d) ) de

(T*X)

C
TT\}'.X TYx
lcar) | le long de T;X , i.e. 1l'intersection avec T, (T"X) de la

e

déformation au cdne normal de |Car(db)].
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Lemme 5.2.4. On a des épimorphismes canoniques de -Modules

@T*(%Aﬂi)

8,7 "(Pryuy) "G db —=> Gt DE, L [ db) —> B5F (3T k)

TIK | T*X
Preuve. Compte-tenu de la définition de O&f , il suffit de remarquer

que le premier de ces quotients, défini en 5.1.5, est un isomorphisme
* 1 *
au-dessus de T (X/Ak) -7 (TYX)'

Par restriction a "t=0", on a donc le diagramme d'épimorphismes

de 6 -Modules suivant

T*(TYX)

* ., * A~
r'i' grdb

8
o*" 0

— ~J
(5.2.5) o’ gr DleX(dl»,cU;i) —> gr SleX(vu,fﬂ:i)

diagramme qui établit un premier lien entre gr db) que

eo*éfT;X\T*x(
1l'on comprend bien géométriquement et dr SleX("u”u’i) que 1l'on com-

prend beaucoup moins. Le but du numéro suivant est de préciser ce lien.
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6. Les bifiltrations (r,s) d'un 8-Module filtré.
6.0. On garde les hypothéses et notations de 4 et 5 ; de plus, on note
£ 1'ensemble des couples (r,s) de l'un des types suivants

(1) r,s€QU{w} et 1{s€rw,

(ii) r€ouUfeo} , rd>1 et s=.,

(iii) r=. et s€@ , syl

Pour chaque couple (r,s)€ I , on munit ZXZ d'une relation d'ordre,

notée <(r s) et définie comme suit : si (r,s) est de type (i), on
’
pose
(s i'-i
¢ J \<J + l-r
Sy .o
(6.0.1) (i',3") S, s) (i,]) &= et

it=i (1-s)(3'=9)

et, si (r,s) est de type (ii) ou (iii), on pose

J! \<j + 11_-;:1 avec
(6.0.2) (i',3") \<(r ) (i,j) &= {inégalité stricte

si i')i

i'-i{ (1-s)(3'-3) avec

(6.0.3) (i',3") \<( (i,3j) &= {inégalité stricte

/)
si 'Y 3

(comme d'habitude, on écrira (i',3") <(r s) (i,3)" & la place de

(i,3) et (i',3') # (i,j)". Géométriquement, on a

(i',3") \<(r
(i',3") \<(

,8)
r,s) (i,3) si et seulement si (i',3j') est dans la partie

hachurée du plan ci-dessous

i 1 3
7 pente == >
% iy
7 l' f
"\ pente=——
type (i) 7/ type (ii) type (iii)
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Pour tout couple (r,s)€ X , on pose alors

-
7

(6.0.4) ﬂ(f' 1= I (Vi8N0 1) €8

Xti,j (i'ljl)<(r,s)(ilj) X

on a trivialement
plres)

Lemme 6.0.5 (i) Chaque X[l J] est un sous—@X—Module quasi-cohérent
(3_gauche et a droite) de &8

X *

.. .. - glxs s) (x,s)
(ii) Pour tout (i;,3;) . ) (i,3), ona X[11'31] SN
(1ii) N olFrs)a = {0} et U slEss)

i,jez X[J. j] i,i€z X[l 3]
(iv) Pour tous (i ’jl)’ (i ,j2) dans ZXZ , on a
(r,s) glr.s) glr.s)
XEllljl] X[l 132] [l +12ljl+j2]
(r,s)
(v) @ <8 [O ol -
Par suite, si 1'on pose, pour tout (i,3),
(r s) (x,s)
(6.0.6) grfr Sﬂs = 1// ]
i,jJ1°X X i, 3 . X[l ,j
1731 )< S)(1,J
et
(r,s) _ r,s
(6.0.7) gr ADX = 9 grfi’jﬁﬁx '

i, i€z

r(r,s)Ag

on voit que est une GX—Algébre quasi-cohérente (bigraduée)

On vérifie en outre que, pour tout (i,j), on a

(0,1). _ q
(6.0.8) BT 31 = VBN 8y

ue, pour tous r,r',s,s'€QU{x} avec 18s{s'" {r'{r{e et pour
q

tout (i,j), on a

11) (r,S) — (r 'S
(6.0.9) X[l,j] X[l j] X[l,J]

et que, pour tout (r,s)€:Z et tout (i,3j), on a

(6.0.10) XflS;] si r#. .,

x[i;j]

(6.0.11) xfls;] si s#.

Sx(1, 3]
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Le lemme facile suivant est cependant essentiel pour ce qui va

suivre.

Lemme 6.0.12. gr(oo’l)aﬂlx s'identifie canoniquement &

\Y . ~, . .
= 6 ,s) €L
gr gr AQX 1*p0*w0* T*(T. X) et, pour tout (r,s) , les inclusions

canoniques ci-dessus_induisent un isomorphisme de GX—Alqébres guasi-

cohérentes bigraduées

(o0, 1) ~ (r,s) .
gr J@X — gr SX :
en particulier, gr(r’S)ﬂ est commutative.
Preuve. On a encore
n
orfE 2o, = Vifx" %, i
i31°x ns n n
(V9,0 8y ) ¥ Z:) ( Gl (v, 8,08y ;)
1,034 (r,s) 1,7 1 1
soit encore
N
orfEr2lo, - Vifx %,
i, 7 Al Al
i, 307X (Vj_l.\\:\X ﬂx’i)+(vjﬂx *gx,i—l)
puisque, pour (il’jl) <(r,s) (i,3), on a il\(i—l ou jl\<j—1

6.1. Soit (J(;,Lu-i) un objet de MFqcoh(DX) ; pour tout (r,s)€Z et
tout (i,j) € 2ZXZ , on pose
(6.1.1) owﬁjﬁ = ) (Vb < db,
’ (139 gy
ou (del,)i est défini en (5.0.1) ; on a trivialement

Lemme 6.1.2 (i) Chague dlef’ﬁ est _un sous-—GX—Module quasi-cohérent
’
de b

(ii) Pour tous (i,,3j,) \<( (i,3), on_a dLEr’s) ]Co%f].f’sﬁ

r,S) 11'Jl llj
(iii) U cﬂ»{l.r’sfi=d1;
i, €z -t1J
(iv) Pour tous (il,jl), (i2,j2) dans ZXZ , on_a

(r,s) r,s) r,s)
S0 b . ~dbp S,
X[:Ll,Jl] f12,32] . 611+12,jl+32]
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Par suite, si l'on définit grEi’?ﬂdL et gr(r’s)dla de maniére
’

analogue a (6.0.6) et (6.0.7), on voit que gr(r’s)(,u, est un
gr(r’s)ﬁX—Module quasi-cohérent, qui compte-tenu de 6.0.12, induit un

-Module quasi-cohérent g~r(r,s)(_ caractérisé par

GT*(TYX)

(6.1.3) gr(r'S)dL - T oplres)y

i*po*wo*gr
en tant que gr(r’s)ﬁ (=ip ® .6 ) -Module
X *o* O* T*(TYX) :

On vérifie en outre que, pour tout (i,j), on a

(6.1.4) JJ{"l"ﬁ = (Vg

et que les inclusions (6.0.9), (6.0.10) et (6.0.11) valent tout aussi

bien pour db a la place de BX et induisent, pour r,s€Q , avec

1{s{r , le diagramme commutatif de GT*(TYX)—Modules suivant

é“r(oorl)vu] —_— gr(oo’S)Luz —_— évr(oo’r)d/; —_— g’r(ool -)‘/u)

l |

évr(r,l)db évr(r.s)(u, —>évr(r"):,l,6

(6.1.5) | |

gNr(S’l){,LL gr("s)dé
é\“r( 'l)rﬂ;

Lemme 6.1.6 (i) Toutes les fléches de (6.1.5) sont des épimorphismes,

. . ~ (r,s) ~ (r',s")
tout comme la fléche canonique Jr b —> gr b pour

r,r',s,8' €0 avec 1€ s{s' {r'(s

(ii) Pour r€QuUiw}, r>1 , et s€0 , syl , on a
GelTr U = 1in gNr(r's)ouo

S =L
s<r

gr("s)oM = lim gr(r’s)dl;
r —s
r’s
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(iii) Le diagramme d'épimorphismes (cf. (6.1.5))
~ (o,

§Jr("l)a€l;«-— évr(oo’l)o% —> gr W

s'identifie canoniquement au diagramme

~ — o~
eo*éfT;}X\T*X(gr dh) «— & Gr DEG|y(dbidhy) —> 9T Spy |y byl )

défini en (5.2.5).
Preuve. On a encore, pour tous i,3j€2Z ,

v, " T3 (Vs db)
TR T (g i

grf?'s.ﬁdl; =

1,]

[ 8

et, en particulier,

or{; /31 = :\(/?xjf)iz,) e B
teJd j-1""1 371 M-
ou
{"li (deL)i/((Vjuuy)im db 1)
grer:’ L = ,
i3 (Vs /70, i T
avec
(V) (V)4 by
T = Im( — ) .
Vb ey g (Vg _y by 1
(Vb ;
o, 1 _ 7 1
grp, ' Ldk = ,
(751 V), F D
ou
gr{o?’l.)]rﬂ:= (vjdé)i/<vj¢4)i_l ,
i,3 (Vj—l"u’)i/rvj-l"u’)i—l
et
el - (vl
i,J (Vjcu;)i_l + ((Vjc )iﬂ Vj_ldl:)
ou
) db) ;N
grf"f":ﬁ ) (Vlb) 5 /C(Vdb) \;j_ldb) ,
i3 (Vj@)i_1 ((Vj‘u’)i—l vj_ld/:)

d'ol la conclusion.
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(x, S)&(,

’

Corollaire 6.1.7. Si  (db,db; ) € ob MFparf (8,), chaque gr

(r,s) €% , est cohérent sur 6 g;, pour tout rEQU{w} , r>1

T* TYX)
(resp. tout s€@ , s »1), il existe s€@ , 1¢s{r (resp.
r€QU{w} , r>s) tel que la fléche canonigue

Gelres 'y Gelrry

(resp. §}(r sy ——+»§%("SMU

soit un isomorphisme, pour tout s'€@0 [s,r[ (resp. tout
r' € (@U{x})n Js,r)).

6.2. Etudions en particulier les Q}(r,s%%

&M,#i) = (SX/ﬁ , ﬂX,i/(U(]ﬂX,i)) pour un &X—Idéal (a4 gauche)

Dans ce cas particulier, on vérifie facilement que

pour

V. b V.9 1N v.8
. 3/ 0TV

et que

), = n n n
(vaJi (vjﬁX Sy i)/(3 vaX SX ;)

r 1

pour tous i,j€ Z , de sorte que

(6.2.1) Mﬁi:ji = }((]Els;]/ Jﬂ(\gél ji)

pour tous (r,s)€Z et (i,j)€2zZx7Z .

Définition 6.2.2. Pour tout (r,s) €2 , on dira qu'une section locale

P de &8, admet un symbole (r,s) s'il existe (i,3j)€2ZxXZ tel gue

(x,s) (x,s)
PESYI5 - L N

(1,.37) <(r's)(1,3)
s'il en est ainsi, on appellera (i,j) le bidegré (r,s) de P et
on appellera symbole (r,s) de P 1'image, notée G(r,s (P), de P
r,s : (r,s)
C =

dans gr{ ,Jiﬂ gr QX i #Po o*eT*(TYX) . Pour tout (r,s) €z

et pour tout ﬁX—Idéal a gauche J , on notera U(r,s (3) 1le
gr(r’s)ﬂx—ldéal engendré par les symboles (r,s) des sections locales

de Y gqui veulent bien en admettre un (le gr(r’s)ﬂx—ldéal engendré

par la famille vide de sections locales de gr(r’s)ﬁX est {o} ).
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I1 résulte aussitdt de (6.2.1) et de la définition ci-dessus que :

Lemme 6.2.3. Pour tout BX—Idéal 4 gauche Y4 et pour tout (r,s)€Z ,

on a
gr(r,s{u - gr(r,s)ﬁx/d(r,s)(n) ,

avec (Vuilvui) = (*S\X/fj ’ AS)x,j_/(d : QX,i))

6.3. Pour tous (r,s)€Z et (i,j)EZ2 , on note Sl(jilsj'ﬁch le
’

secteur formé des (i‘,j')eR2 vérifiant (i',3") \<(r s) (i,3) (cf.
(6.0.1), (6.0.2) et (6.0.3)).

Définition 6.3.1. Pour P une section locale de .\9X , on appellera

A AN 2
polyvgdne de Newton de P et on notera N(P) 1la frontiere dans R

i’ii pour les (r,s)€Z, (i,j)EZ'2 tels que
P admette un symbole (r,s) de bidegré (i,3).

de 1'intersection des SE

Le lecteur vérifiera sans peine les propriétés suivantes des

symboles (r,s) et du polygdne de Newton :

Lemme 6.3.2 (i) Pour toute section locale P de AQX , P¥0 , N(P) est

A N 2 N ..
un polygOne concave, a sommets dans NX ZC R et a un nombre fini

€+2 , ¢ %0 , de cbtés de pentes

= S -
0 ko>k1 DA k€>ke+l -0

avec k ...,kQE(D .

ll
(ii) Une section locale P#O de ‘@X admet un symbole (r,s)€Z ,

avec r et s#. , si et seulement si il existe A€{0,1,...,2} tel

que

él—fs<i\<k

Ky 41 -t © *\

et alors le bidegré de Cr(r’s)(P) est le sommet de N(P) commun aux

cbtés de pentes ky k)\+1

(iii) Une section locale P#0 de SX admet toujours un symbole

(r,.) €Z (zresp. (.,s)€Z) et le bideqré de c(r")(P) (resp. de

G("S)(P)) est le sommet de N(P) commun aux cbtés de pentes Ky o

kk-i-l avec
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1
ke (12 $Ky

1
(resp. kk+1 S s ( kX)°

(iv) Pour toute section locale P#0 de ¥§

de polygbne de Newton

X 14

N(P) de pentes (kX)X=o g4+ &b pour tous r,s €QU {o} et tout

Xx€{o0,1,...,2} avec
1 1
a5 (= (K
on a
olrrs)(py = glrr)(py = 5(-r8)(py
(ry,8y) (r,,.) (vrsy)
=0 MMy =0 Ny =0 "M (p),
ot
1 1
ry =1-— et s =1-
A kk A k)\+1

(tous les symboles ci-dessus étant bien définis).

On a aussi facilement

Lemme 6.3.3. Si P et Q sont deux sections locales de BX , P

Q#0 , pour tous (r,s)€Z , PQ admet un symbole (r,s) si et

seulement si P et Q en admettent un et on a alors

o(Fr8)(p.g) = (T8 (p) o(F:8)(q) ;

en particulier, U(r’S)(ﬁX.P) = {0} si P n'admet pas de symbole
;S

(r,s) (r

(r,s) t O(r’s)(ﬁ .P) = gr SX.U )(P) si P en admet un.

- X
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7. Le point de vue microlocal.

7.0. On garde les notations et les hypothéses des numéros 4 et 5. On a
vu comment Kashiwara associe & 1:Y «— X une filtration (Vjﬂx)jeZ

X

de 8, . On va maintenant décrire la filtration (V .8 )362 de £X que
Kashiwara et Oshima (cf. [15]) associe & 1i': T;X G—+ T*X .

Sur T*X , on dispose de 1'Anneau filtré (6X,6X i)’ microlocalisé
’

(formel) de 1'Anneau filtré (BX SX l) au sens algébrique (cf. A.3.4);

on notera (éX’éX i) la restriction de cet Anneau filtré a
’

'Y
T = T'X - O'(X)_*TX

(7.0.1) \ /

N * . . .
ou 0,:X —> T X est la section nulle ; on a des isomorphismes cano-

X
nigques
(ByrBy, i) = Ty (Byiy 5)
(7.0.2)
~ 1
OBy, 1) = 0y (Byrby 3)
et une fleche de recollement
_1 . .
(7.0.3) (QX’SX,i) — Oy VX*(ﬁx’SX,i)
Posons, pour tout j€7Z
-1
.0. ! . = .
(7 4) vj&x 155 6X,1 ”X (Vkﬂx)
(7.0.4)" vie, = 7 nll(v.os,) .8
i X 1755 X VkXT9%,i
de sorte que
(dx,vjéx) = (€X,6X' ) W'l(s N ) (9 ,vjs )
X UX'7X, 1
et
6 V"6 = S,,V.8 R
( <) (Vi) © Ly by
X XX, i
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et que V!6X (resp. VT&X) est une filtration croissante de 6X par
des sous—é'X O—Modules quasi-cohérents & gauche (resp. a droite).

’

Lemme 7.0.5 (i) Pour tout j€Z , on a

-1 . AN
gx,j'ﬂx (VOQX) si 3 70
1 ——
Vj&X B 8 -1 . -
'Z' X,i'ﬂX (Vj_iﬁx) si jNO
JNis0
et
rlvs,) .8 si j %0
X o X' "X, ]
Vj6X = . | o
'Z. T (Vj_iﬂx).ﬁxli si jio
38180

. . , R
(ii) Pour tout j€2Z , on a Vj£X = Vj6X .

Preuve. La partie (i) résulte aussitdt des égalités

v, 8y = Oy k- Voly = VBy-8y |+ pour kYo ,
et
8 =4 r2l(s ) = 721 ) .8 pour i %0
X,1i X,0°"X X, 1 X X,i1""7"X,0 '
Pour la partie (ii), remarquons tout d'abord que
6, .. tvae ns, ) =nNve ns, ).8
X,3°7x VVox Tx,1 X “Votx °x,17°°X%,5
. . -1
€ € € n € .
pour tout j&€zZ (si P £X,j , Q ﬂX (VO$X BX,l)’ on a [P,Q] 6X,j ;

' € n n
d'autre part, 1 VOQX 8 ) . Comme VOSX 8 engendre la

X,1
6 - \ Y o
X Algebre VOSX , on en déduit que

X, 1

-1

-1
6X,j'ﬂX (

(voﬂx) = ”X

VOQX).ﬁx'j

pour tout 3F€2Z . Il ne reste plus qu'a démontrer 1l'assertion (ii)

pour Jj {0 : sur la section nulle, on a

-1 1 _ —_ -1 "
Oy (vjax) = Vjﬁx =0y (Vjﬁx)

. -1 _ . ¢ -1 _ .
puisque 0Oy (6X,i) =0 si 1(0 et OX (SX,O) = @X ; on aura donc

terminé si 1l'on montre de plus que, sur T*X , on a
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A - =1 "a = =1 5 é .
Vj6X = 6X,j'ﬂx (VOﬁX) et dex ﬂX (VO X). X3
or, ces deux derniéres égalités résultent aussitdt de 1'égalité

7l s

6X,i = 6X,j' X X,i-j) pour 1 )j et des inclusions
.. C 'ou .
sx,i-j'vj—igx c VOQX et Vj—iBX'ﬂX,l—J Voﬁx , d'ou le lemme
On posera alors
(7.0.6) v.d, = Vid, = Vi

de sorte que
—_———C ——
V—16X - V06X < v1£X . . €X

est une filtration croissante de 6X par des sous—eSX O—Modules quasi-
’
cohérents (& gauche et a droite) qui vérifie clairement les propriétés

suivantes :

Lemme 7.0.7 (i) Pour tout j€2Z , on a 6y 3 c VjGX , de sorte gue

V.&X est exhaustive, et les isomorphismes canoniques (7.0.2) induisent

des isomorphismes

J X+ 3 X
et
~ ~1
Vj“gx - Oy Vjsx .
(ii) Pour tous jl,j2€ Z , on _a
v. 8 _.v. 8, cv. .8
3 X 32 X Jl+32 X

’ cz L . . . , coz
avec egalité sur T X queldque soient J1 0 Iy et avec égalite sur

T"X tout entier pour jl.j2 pe)

(iii) Pour tout 3j€Z , on a

¥* * * *
vjaxlfr X=-TX = SX\T X-TyX .

En coordonnées locales, X = {(x,y)} et Y = {y} = {x=o0} , on a

= B B.Y
7.0.8) V., = T 8 . = ] .
( ! ARt L I G Ml e S UL

pour tout j€Z .
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Remarque 7.0.9. Kashiwara et Oshima ([15]) définissent, sur T'x ,

-4 A='* _ - N ,
6A( ¢y + pour TYX , comme la sous €X'O Algebre engendrée par
S - ! . L
o, (2'), ou o, 'SX,l —e»-grlﬁx —_ GT*X est le symbile p£1n01pal de
degré 1 et ou J' est le @T*X—Idéal définissant TXCET X ; en

fait, on a (cf. 4.4.3)

e . _ . cm1 _ -1 A .
Gl(y ) =& Ty “Q@xmﬂx,l)“‘" (V.8 8 ) .8

X,0 X o X X,1 X,0 '

de sorte que VO$X = 48, et que, pour tout j€ 7, VjSX = 8,(3), avec

les notations de loc. cit.

Pour tous 1i,3€ Z , posons

-1
(7.0.10)" (V.8 )! = Z (8, . N&_ . )am (v, 8. N8 . )
37X i 4,4 X3 xip X 3 X X,
3,+3,¢3
et
-1
(7.0.10)" (Vg )" = ) ML 8,08, . ).(8. . NS . ) ;
J X1 il+i2<i X Iy X X,12 X,j1 X,11
3,+3,$3

on a clairement

4

g ! n
8, .N&_ . c (vjdsx)i c vjax ﬁx

al " n
$x,5" 8x,1 © (V58x)} = Vy8,M 8y

14

et en fait
Lemme 7.0.11. Pour tout j€Z , on a

(Vjéx)i = dexﬂ 6X,i = (dex){ .
Preuve. Les égalités ci-dessus sont triviales sur T*X-T;X , sur T;X
et, pour i j , sur T*X tout entier. Il reste donc & les vérifier,
pour i?3j , sur i;x . On se raméne alors facilement au cas ol =0
(en un point de T;X , i1 existe toujours une équation locale de Y ,
X , en l'image de ce point dans X , telle que ax soit inversible
dans 6X) et alors il suffit de montrer, par exemple pour la seconde

égalité, que
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-1
n o= ng_ . . C oy
Volx" 8y, 1 ..;:’Tx (VB M Oy, 1) 8x, 540
ce dernier point résulte facilement de l'écriture en coordonnées
locales (7.0.8).

7.1. Rappelons que l'on a attaché & Y > X le diagramme commutatif

sulvant ~ 6
TX—-———————PT

(7.1.1) /Xkak —» Spec(gr ﬁ)/
XX A

o a2 * ' . 2

Considérons sur T (XAAk) 1'Anneau filtré (5 ﬂﬂk Xﬂﬂk 1

microlocalisé (formel) de (ﬂiymi'&§ﬁﬂi,i)' au sens algébrique (cf.

A.3.4). Le monomorphisme d'Anneaux (filtrés) @ Vjﬂx.tj c ﬁx[t,t_l]
J

induit par microlocalisation un monomorphisme d'Anneaux (filtrés)

6>N(/‘°’k — P X%y G /B

et donc un monomorphisme d'Anneaux (filtrés)

(7.1.2) pL6~ é‘N 1 — (pr. %) 8
/A T*X *xxkasm k/cx;mk

(rappelons que l'on a le diagramme commutatif

'r*xxk €0 x B %
I _ [e
T (x><k G 1/ x P 1% ’)“(/Ai)
wl D L W
XX G . et L% ).

k mk

’

D'autre part, considérons 1'Anneau filtré (@ Vjsx tJ

. J
® (Vjcﬂxm tSX i).tj) sur X . On a clairement les inclusions d'Anneaux
J !
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filtrés
. -1
(7.1.3) e v.d_ .td c g [e,t™] c(pr.,.).8
5 V3%x X T XX G /B
(Promuy,) .8 est le sous-Anneau
T X>ﬁ:Gm,k/Gm,k
N -1 -1 i
lim l;m(é’xli[t,t ]/5X,i_n[t,t = ; 8 -tI).

Lemme 7.1.4 (i) L'inclusion (7.1.3) se factorise, via (7.1.2), en un

monomorphisme d'Anneaux filtrés

j j -1
(7.1.4.1) (B V. .td , ® (V.6 N8 .).t)) — p8 " (8 1,65, 1 )
33X 33X TXi * X/By X/Ak,i
(ii) Le monomorphisme (7.1.4.1) est strict, son but est complet (au

sens ind-pro, cf. A.1.0) et il identifie p;G—lé%/Ai au complété

(ind-pro) de ® Vjé'X.tJ

J
Preuve. (i) La fléche canonique w-l&iﬂAi ——a»diﬁﬂi induit, via
ﬂ; P, ——»-p;e‘lafl , un morphisme (d'Anneaux filtrés)
(7.1.4.2) 12 @ vas t)) —> pr8 s, g
X '3 73X * X/Py
d'autre part, sur Spec(gr ﬁX), on dispose du microlocalisé (CX'CX,i)

(au sens algébrique) de (ﬁx,ﬁx i) (cf. A.3.3) et, par fonctorialité

de la microlocalisation, d'un morphisme

-1
P Cxﬁai/ﬂé/

-1 o=l

. . . . . 1 -1
ce dernier morphisme induit, via (prT*X)*@ —> p,Y

@—1=p;9_ p T,

un morphisme
(Proey) @€y —> pi07 16, o1 s
TH*X' * X * %/Ak !

enfin, on a clairement un morphisme

..1C

o8, ..t] —> (pr X

X ] )*@

T*X

2t, donc, par composition, un morphisme (d'Anneaux filtrés)

j -1
(7.1.4.3) Gj?é'x'j.t —> pi67 8y 1
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Par construction, (7.1.4.2) et (7.1.4.3) coincident sur

ﬂ;1($ 98, ..t7), de sorte que 1l'on peut considérer leur produit tenso-
J

X,J
riel filtré au-dessus de ce dernier Anneau ; comme ce produit tensoriel
filtré admet comme quotient strict la source de (7.1.4.1) (cf. (7.0.6)

et (7.0.11)), on a gagné pour (i).

Pour la partie (ii), on remarque tout d'abord que (7.1.4.1) est
strict car (7.1.3) l'est ; cela étant, pour montrer que (7.1.4.1)
induit un isomorphisme par passage aux complétés (ind-pro), il suffit

de montrer que (7.1.4.1) induit un isomorphisme

j -1
O V.6 .tI e
(7.1.4.4) gr(j VJGX t’) ——gr p,6 £X/%é
par passage aux gradués ; on sait déja que (7.1.4.4) est un monomor-
phisme ; d'autre part, pour montrer que le but de (7.1.4.1) est com-

plet (ind-pro), il suffit de montrer que 1l'application canonique
(7.1.4.5) gr p'e“1a~ 1 —> p'G—lgr 8y 1
T * X/Ak * X/Py

est un isomorphisme ; il est clair que (7.1.4.5) est injective ; donc,

pour achever la preuve du lemme, il reste & montrer que le composé de

(7.1.4.4) et (7.1.4.5) est un épimorphisme. Or gr(® Vjﬁx.t]) est un
J

quotient de

£)® -1 J 7ot grvﬂX
53]

Ty gr(j BX,j't )

et il reste & montrer que ce dernier produit tensoriel s'envoie surjec-

8, ..
gr(] X, ]

tivement sur p;e_lgr aﬁﬁﬁl , ce que nous laissons au lecteur (cf. 4.4).
k

Corollaire 7.1.5. La fléche (7.1.4.1) induit un isomorphisme du com-

plété (au sens ind-pro) de (grvdx,(grvdx)i) sur

-
iyp! 07 (‘5TYX'5TYX,1)'

Remarque 7.1.6. Kashiwara et Kawai (cf. [14] I.5.1) notent # 1'Algé-

bre i'_lgrvéX sur T;X et 1'identifient, localement sur T;X a
Diff(va%;X/T*X) ; de notre point de vue, c'est (7.1.5), conjugué au
fait que
@ 8 =9 ,
o* TYX TYX
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qui jouera le r8le de 1'identification ci-dessus.

7.2. Soit de plus QM,&E)E ob MF (QX), on peut lui attacher :

gcoh
- sa déformation au cbne normal pour Y &> X , i.e.

(Df. Qu,&i),Df Q%,ﬂi)i) dans MFqcoh(ﬁi/Ai) et le microlocalisé

vix vix
au sens algébrigque de (Df,Dfi) (cf. A.3.2) gque 1l'on notera

(Df,Dfi) € ob MFqcoh(cgr}v(/A}i)

- son microlocalisé au sens algébrique (cf. A.3.2),

(8y)-

v

&m“ui)e ob MF gcoh

De la méme manlere qu'a &M,Mi) on associe des filtrations deL

et (V ﬂ)l , a QM M ), on associe des filtrations

v
(7.2.1) Vadb= ) V. 8.,
J k+i{j kKXl
( ) (Vb T (v 8,06, . ). Nl )
7.2.2 V.k) . = V. L) . . .
S DR € R T A T I
3143543
et on a alors
Lemme 7.2.3. Pour «u,w&)e ob MFqcoh(ﬂX)’ on dispose d'un monomorphis-—
me de Modules filtrés au-dessus de (7.1.4.1),
i3 vy 43 .6=1 (D¢, D
(7.2.3.1) (® vjdx,.t , G?(Vjuu)i.t ) — p,8 " (Df,Df,)

J J
De plus, si 0%,% ) € ob MFp (8 ), ce monomorphisme est strict, son

but _est complet (au sens 1nd—pro) et (7.2.3.1) identifie plLO~ l(Df)

au complété (ind-pro) de @ VjulL.tJ
J

Corollaire 7.2.4. Pour (db,d.) € ob MF (8,), la fléche (7.2.3.1)
—_———===ss= e i parf "X = vy v

induit un isomorphisme du complété (ind-pro) de (gr b, (gr dwi) sur
ip! 6~ (Sp,Sp ), ou (Sp,Spi) est le microlocalisé au sens algébri-

Oo* O
que (cf. A.3.2) de (Spy|y k), Spy | Ubily) ).
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8. B-fonctions locales et microlocales.

8.0. La proposition suivante est due a Bjdrk (cf. [4]) :

] ] 3 . - i C . i
Proposition 8.0.1. Soient x€YCSX , QM,Ml) un obijet de MFparf(QX)
et n, un entier. Alors, si
Exth  (_,8, ) =0
9 %x'"X,x
X, x
pour tout n <no , on a aussi
n \Y \Y% -
EthrVégX (gr J(ax,gr SX,X) =0
X
pour tout n (n
[e)
En particulier, si 1'on suppose de plus d. holonome, SpY‘X(% % )
est encore un 8 -Module holonome.
—_— TYX

Remarque 8.0.2. Un résultat similaire (cf. [18] 1.4.2) permet de mon-

rf X
des supports des gi(r"{u et gr("s)ﬂ) (r€l1,[ngu{sx},
s€[1,o[NQ) dans T*(TYX) sont au plus dim X ; en fait, comme les

trer que, pour Qu,%i)é ob MFp (8.), avec Jdb holonome, la dimension

~ (r’S)uU;

supports des gr sont tous involutifs (cf. [16]). les supports

de “/(r’ ﬂ, et §}("SXM sont lagrangiens.

8.1. Dans (ngﬂ ) on dispose de 1'opérateur d'Euler

x'1© po*mTY.X,l ’
. < 0. 7 éfini ' W r ab 5 €
eu (cf. (4.6.7)) on définit alors, pour (db %l) ob MFqcoh(SX)’

(8.1.1) Euc€ Endg (SpY\X(oUz,JLi))
T X

comme suit

Po,Bu ¢ gridl —= gr'ds

envoie @® m. sur 9 (eu+j).m. (que p .Eu soit ng® -linéaire
j 3 j J ox X
résulte aussitdt de (4.6.8)).

D'aprés Bernstein, on a (cf. [21]) :

Proposition 8.1.2. Pour tout & ~Module holonome ¢, End )
—_— TYX 8
TY

est un k-vectoriel de dimension finie.
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Par suite, pour Qﬂ,ui)e ob MFparf

résulte de 8.0.1 et 8.1.2 que Endg (SpY‘XQM,Mi)) est un

TYX

k-vectoriel de dimension finie et donc qu'il existe ©(s) € kls],

(QX), avec M holonome, il

unitaire, avec ©@(Eu) =0 . On en déduit aussitdt le résultat suivant

L . ] €
Proposition 8.1.3. Soient (&,Mi) ob MFparf(ﬂX)' avec dl holonome,

et M un point de X . Alors, l'ensemble des @(s) € k[s) tels qu'il

existe U voisinage ouvert de Zariski de m dans X , avec
Y = UN {7} Llisse sur k et

¢(Eu) = O dans Endgy (SpYIUQu,di))

TYU

est un idéal de k[s] non réduit a oO.

Définition 8.1.4. Pour (#,ﬂi) et m comme en 8.1.3, on appelle

B-fonction locale de hu,ui) en M et on note bn(s;cu,ﬂi)) ou
simplement bn(s) le générateur unitaire de 1'idéal considéré en
8.1.3.

- € M A
8;2. Pour YC X et (%,ﬂi) ob MFqcoh(SX)' notons (SpY‘XQu,Mi),
SPY\XGM’ﬂi)i) le microlocalisé (au sens algébrique) de (SleX&M,Mi),

SpY‘XG%,ﬂi)i). L'opérateur Eu (cf. (8.1.1)) induit un opérateur

v
(8.2.1) Eu € Endg (SleXQM,Mi))
TYX
et si, pour un ®(s) €k[s), ®(Eu) =0 , on a aussi w(gﬁ)=()

D'autre part, eu vit aussi dans T(T*X,grvﬁx) = T(X,grvﬁx) et,
v v
si Qu,&i) est le microlocalisé (au sens algébrique de Qu,ﬂi), on
dispose encore de

v

(8.2.2) Eu€ End (grdh)

v
gr GX
qui envoie @ f, sur O (eu+j) .m. .

j 3 J
On vérifie alors facilement que la fléche canonique, induite par
(7.2.3.1),

\

ngu —> i'p’ 6=t

v
o* 0 SleXQw'Mi)

commute aux opérateurs Eﬁ (8.2.1) et (8.2.2) et, il résulte de

\%
7.2.4 que, pour (db,dj,) parfait, on a ®(Eu) =0 sur grvd si et
i ==
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. Voo e g1
seulement si on a ¢®(Eu) =0 sur l*po*eo Sp

De plus, 1l'isomorphisme (cf. (4.4.4))
* ~ *
eo : TT;X(T X) = T (TYX)
. . * * *
envoie la section nulle TYX de TT* (T 'X) sur le conormal TY(TYX)

v

a la section nulle Y de T,X et, si m est un point générique de
Y , si &' est le point générique de T;X au-dessus de 1 et si &
est le point générique de T;(TYX) au-dessus de m , on a 90(6’) =95

et le lemme suivant :

Lemme 8.2.3. Pour Qu,#i)é ob MF (SX), avec Jdf holonome, on a

parf

-1

9, (p. " (81)) N ICar<SpY\X<Lu,azi)>lc{é}

et la fléche canonique

est un isomorphisme.

Preuve. Pour tout fermé ZCZTYX , homogéne pour 1l'action naturelle de

Gm,k sur TYX —>Y , On a

-1
eo(po

1 * 3
(8"))n TZ(TYX)C{6J

(si ZCITYX est homogéne, le symbole principal du champ d'Euler du
fibré TYX —> Y , vu comme fonction sur T*(TYX), s'annule sur

*
TZ(TYX) ).

Regroupant toutes les informations dégagées ci-dessus, on

obtient :

Proposition 8.2.4. Soient (%,Mi)e ob MFparf(SX)’ avec b holonome,
et &' un point de T'X , d'image 7 dans X , tel que {57} soit

un_fermé laqrangien de T'X . Alors, les deux sous-ensembles de k[s]

ci-dessous coincident et sont des idéaux de k[s] , contenant

bn(sr(d,dﬁ)) et donc non réduit & O

- l'ensemble des @(s) € k[s] tel gu'il existe un voisinage
ouvert de Zariski U de 71 avec Y = UN fﬁ} lisse sur k et

©(EW) =0 dans End,

v
- 6(SL:~Y1U(JA,d1:i))
Y ’
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N

d est le point générique de T;(TYU),

P

- l'ensemble des @(s) € k[s] tel qu'il existe un voisinage

ouvert de Zariski U de n avec Y = UN{7Q} lisse sur k et

vy _ vV
®(Eu) =0 dans EndgrvaU . ((griddg,)

ou (VjSU)jEZ est la filtration V relative a YCU

Définition 8.2.5. Pour GM,Mi) et &' comme en 8.2.4, on _appelle

B-fonction microlocale de (d,d;) en &' et on note bé.(s;(M,ﬂﬁ)),

ou simplement bé.(s), le générateur unitaire de 1'idéal de k[s)

considéré en 8.2.4.

On a, d'aprés 8.2.4,
(8.2.6) Py o (55 Wby )) 1o, (5 (dlydlsy )
pour &' dans T'X d'image 7 dans X .

Remarque 8.2.7. Si O¢€ Vodxﬂ £X ; est un relévement (local) de eu ,
’

on a donc
g 1 (8) . (V db)g < (V_ dl)g

pour QM,&i)G ob MF (SX), avec J, holonome, pour YCX et pour

parf
&' un point générique de T;XCZT*X ; d'autre part, si d est la codi-
mension de Y dans X en l'image 7 de 6',9:-@-—% vérifie les
conditions (1.5.3) a (1.5.8) de [14] I-5 et donc bé.(—s—g) n'est

autre que la B-fonction b(s,VOJD définie dans [14] I-5.2. On remar-
quera de plus que le décalage de g est précisément le décalage
qu'utilise Brylinski dans sa définition conjecturale de la filtration

de Hodge d'un EX—Module rRs ([7]).

8.3. Soient YCX comme précédemment, &' un point générique de T;X
d'image n dans X et b un ﬂx—Module holonome.

Définition 8.3.1. L'ordre en &' d'une section m de LMn est le

sous-ensemble fini

ordé.(m) c k

constitué par 1'ensemble des racines de la B-fonction microlocale

bé.(s;SU.m,ﬂU i.m)), ol U est un voisinage ouvert de Zariski arbi-
’
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traire de n dans X tel que m€db(U).

9. Quelques questions.

9.1. Laurent démontre par voie analytique (cf. [16) 3.1.12 et [18])
~ (r,s)
que les supports des gr b, pour Gu,&i)é ob MFparf(ﬂX) (cf.

6.1), sont tous involutifs et que ceux des Si(r"{% et 5%("S%u ,
pour b holonome, sont lagrangiens. Peut-on démontrer ces résultats
par voie algébrique (cf. la preuve de 1l'involutivité des caractéris-
tiques de Gabber [9] et 8.0.1) ? Le cas de éi(w'l)ﬂ: a été traité par
T. Monteiro.

9.2. Peut-on traduire, pour ﬁu“ui)e ob MF (SX) avec dl holonome,

parf
la notion de régularité de W le long de T?X au point générique &'
* . 1 ~
platitude sur du _Support ;
de Ty X en terme de platitude sur A, du support de gr DfY‘X&u’&l)

(cf. 5.1) au point générique de T;(TYX)C‘T*(TYX) ? (c£. [16] 3.1.7).

9.3. Ayant choisi une section de k — k/Z et utilisant la notion

d'ordre d'une section d'un 8_-Module holonome donnée en 8.3.1, on

X
peut définir une filtration globale canonique d'un QX—Module holo-
nome RS (cf. [7] 1.2.2 et [14] 5.1.11) ; il est prouvé par voie

analytique que cette filtration est une bonne filtration (cf. [14]
5.1.11) et Gabber (cf. son exposé dans cette conférence) a fourni
1'ingrédient essentiel pour une preuve algébrique ; cependant cette

preuve algébrique reste a écrire.

i €
9.4. Si (M,&a) MFparf N i
pour tout YC X , le support de gr DleXQﬂ,Mi) dans T (XﬁAk) est

plat sur m; ? Si oui, pour db holonome RS , existe-t-il une bonne

(QX), avec Jb holonome RS , est-il vrai que,

filtration @wi)iez (style la filtration canonique, cf. 9.3) telle
que, pour YCSX , gr DfY'XQM,M&) soit en fait déja plat sur Ai ,
i.e. sans t-torsion ? (la filtration pouvant éventuellement dépendre
de Y).
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Appendice. Construction algébrique du faisceau des opérateurs micro-

différentiels formels.

A.0. Dans sa preuve de 1l'involutivité des caractéristiques (cf. fol 4y,

0. Gabber construit une variante algébrique de la fibre en un point de
*o ¥ . .

T X- T.X du faisceau d'anneaux 5X,o/5X,—2 .

de O. Gabber se faisceautise et fournit, pour chaque i€Z , n€N ,

En fait, la construction

une variante algébrique du faisceau abélien & /8 . Passant a

X,i" "X, i-n
la limite projective sur n , puis a la limite inductive sur 1 , on

obtient ainsi une variante algébrique de (£X,£X i).
’

Dans cet appendice, j'explicite cette construction dans un cadre
plus général, dégagé par M. Raynaud (cf. son exposé au groupe de tra-
vail sur les ®8-Modules, Orsay, 1982-83). O. Gabber a par ailleurs
exposé dans cette conférence une construction similaire, mais condui-

~
sant & une variante algébrique de "8 non homogéne".

A.1l. Anneaux filtrés et modules filtrés (cf. [201 I, [3] §2, [5}
chapitre III,...).

A.1.0. Un anneau filtré (A,Ai) est un anneau A , unitaire, non

nécessairement commutatif, muni d'une filtration croissante, indexée
i)iez
Ai'AjC:Ai+j , pour tous 1i,3€Z ; un (A,Ai)—module filtré (a gauche)
(M,Mi) est un A-module (& gauche) M , muni d'une filtration crois-

par Z , (A par des sous—-groupes additifs, telle que 1€ AO et

sante, indexée par Z , (Mi)iEZ , par des sous-groupes additifs, telle
que Ai'MjC:Mi+j , pour tous 1,3%2Z

Soit (A,Ai) un anneau filtré, le séparé-complété ind-pro de
(A’Ai) est l'anneau filtré (ﬁ,ii) défini comme suit : pour chaque
i€z, Ai est le groupe additif

A, = lim A./A.
i = i’ %i-n

i.e. le séparé-complété usuel de A; muni de la filtration décrois-

i—n)nENA7 .
homomorphismes Ai — A. formant un systéme inductif, le groupe

sante (A les inclusions AiCZAj , pour i~$j , induisent des

additif sous-jacent a 1'anneau A est
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A = lim Ai ;
les fléches de transition de ce systéme inductif sont clairement in-
jectives, ce qui nous permet d'identifier A, a son image canonique
dans A ; les fléches de multlpllcatlon A, ><AJ — A, +5 (i,j€2z)
induisent des fléches A ><A ——»-A et une multlpllcatlon sur A .

+3
Un anneau filtré (A,Ai) est dit separe—complet ind-pro s'il est

canoniquement isomorphe & son séparé-complété ind-pro, i.e. si

A= U A, et si chaque A, est séparé-complet au sens usuel pour la
i€z

filtration (Ai—n)nEN ;

N A, = {0} . Ces notions s'étendent immédiatement aux modules fil-
i€z
trés sur (A,Ai). Dans la suite de cet appendice, on dira simplement

bien entendu, pour un tel anneau, on a

complété et complet & la place de séparé-complété ind-pro et de séparé

complet ind-pro.

Soit (M,Mi) un module filtré sur un anneau filtré (A,Ai) ; la

filtration (Mi)iEZ

finie (mx)AEA d'éléments de M qui engendrent le A-module M

de M est dite bonne s'il existe une famille

et une famille d'entiers (iA)AEA ayant méme ensemble d'indices
telles que

M, = ) ,A,_, .m , pour tout i€7Z ;
- AN T
supposons que la filtration de A est exhaustive, alors

deux bonnes filtrations (Mi)iEZ , (Mi)iez sur un méme A-module
sont comparables, i.e. il existe r,s€ Z tels que M, F_Mi+r B
MiCiMi+s pour tout 1€ Z ; un A-module de type fini admet des
bonnes filtrations.

Le gradué d'un anneau filtré (A,Ai) est 1l'anneau 2Z-gradué

unitaire

gr.A = ® gr A = &) A /A

i€z i€z -1

€
(1 gr A et gr.A. ngA grl+]

d'un (A,Ai)-module filtré (M’Mi) est le gr.A-module gradué (a

A , pour tous 1i,3j€Z) et le gradué

gauche)

gr.M= & gr.M= & M, /M

i€z 1t i€z -1

(griA.grchrgri+jM , pour tous 1i,3j€ Z) ; on note gr A (resp. gr M)
l'anneau (resp. le module) non gradué sous-jacent & gr.A (resp.
gr.M).
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Proposition A.1.1. Soient (A,Ai) un_anneau filtré complet et (M,Mi)

un (A,Ai)-module filtré. Considérons les conditions suivantes :

est une bonne filtration

(1) <Mi)i€Z
(ii) U M, =M et gr M est un gr A-module de type finij.
i€z *
Alors (i) == (ii) et ({ii) et :2 My = 0) == (i). De plus, si
itz

on a (i) et si gr M est de présentation finie sur gr A , on a

M Mi = 0 . En particulier, si gr A est noethérien (a _gauche),

i€z

alors on a (i) &= ((ii) et (1 M, = 0) et sous ses conditions équi-
i€z

valentes, (M,Mi) est complet et M est de type fini sur A .

Corollaire A.1.1.1. Si (A,Ai) est un anneau filtré complet et si

gr A est noethérien, a gauche et & droite, il en est de méme de A

et de A .

o

Corollaire A.1.1.2. Si (A,Ai) est un anneau filtré complet, avec

gr A noethérien (a gauche), si 0 —» M' —> M —> M" —> 0 est une

ilieg
de M, alors M' est fermé dans M , (Mi==M'ﬂ M, )

i'i€z
filtration de M' et (M£==Mi/M

suite exacte de A-modules et si (M est une bonne filtration

est une bonne

est une bonne filtration de M".

i)iEZ

Corollaire A.1.1.3. Si (A,Ai) ——»>(B,Bi) est un homomorphisme d'an-
neaux filtrés complets & gradués gr A , gr B noethériens (& gauche

et & droite) et si gr f:9gr A —> gr B est plat (& gauche, resp. &

droite), il en est de méme de f:A — B

De plus, si gr f:gr A —» gr B est plat (3 droite) et si

(M,Mi) est un (A,Ai)—module filtré, & filtration exhaustive, la

fléche canonique gr B®gr A 9T M -—»-gr(B®ADU (ou B®AD4 est filtré
® .= ) . ® i i .
par (B AM)l = Im(B] Mk)) est un isomorphisme

A.1.2. Soit (A,Ai) un anneau filtré et soit A[v,v_1] 1l'anneau des
polyndmes de Laurent en une variable v sur A , gradué par le degré
en v (deg(v)=1 et a.v=v.a , pour tout a€A) et on note A. le

sous-anneau gradué de A[v,v_l] suivant :

A = 9 A, .ot A[v,v—1]
i€z *

v est donc un élément central et non diviseur de zéro dans A , de

degré 1 dans A, ; a tout (A,Ai)—module filtré (M,Mi), on associe
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alors le A -module gradué

M, = @ Mi.vl c M®AA[\),\J—1]
i€z
v est encore non diviseur de zéro dans M. et le foncteur

(M,Mi)k~—> M. est une équivalence de catégories entre la catégorie

des (A,Ai)—modules filtrés, & filtration exhaustive, et la catégorie

des A.-modules gradués avec Vv non diviseur de zéro.

Pour (A,Ai) un anneau filtré et tout entier n ¥1 , on notera

A, , l'anneau gradué A./vné_ et v, l'image de Vv dans A, : les
A, forment un systéme projectif d'anneaux gradués
’

(A.1.2.1) ————a»-A,'n+l —> A,,n —> A',l = gr A

et 1lim A, = A, , pour tout i€z, et A= l;m l;m Ai,n , avec

A, — A, ; é . L) -

Ay i (an) h—*'(vnan) ; de méme, pour (M,Ml) un (A,Al)

module filtré et pour tout entier n Y1 , on notera M, n le A, n
’ r

module gradué M./v'M. ; les M, , forment, en un sens évident, un

’

systéme projectif de modules gradués sur le systéme projectif d'an-

neaux (A.1.2.1),

(A.1.2.2) ———— M'n-’-l —-»M_,n —_————— 1\_/[.'1 = gr M

. . = A. . E -~ - . . .
et l;m Ml,n Ml , pour tout 1%&Z , et M lim l;m Ml,n , avec
M, — M, (%) > (v x ).

Lemme A.1.2.3 (i) Pour tout module filtré (M,Mi) SUr_un_anneau

filtré (A,Ai), le systéme projectif (A.1.2.2) vérifie :

- n
() M. =M. /v M. ., . pour tout nX1,
(b) si =x€M, n+p ¢ Bour un n 71 , et si V41 X=0 dans
’ ————
M',n+1 , alors x a pour image O dans M-,n .

(ii) La_donnée d'un anneau filtré complet (A’Ai) est équivalente

aux données d'un systéme projectif d'anneaux gradués (A.1.2.1) et,

pour chague n Y1 , d'un élément central v, de deqré 1 de A. N’
’

ces _données étant assujetties aux conditions suivantes :

pour tout n i
(a) pour tout n~»1 , vn+l a pour imadge Vv dans Al,n '

n
pour tout =
(b) pour tout n )1 , A L é-,n+1/vn+1é-,n+1
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. Y : =
(c) si at A, 4 rROurun n’l, etsi v, .a=0 dans
A-,n+1 , alors a a _pour image O dans A-,n .

(iii) si (A,Ai) est un anneau filtré complet, la catégorie des

(A,Ai)—modules complets est équivalente & la catégorie des systémes

projectifs de modules gradués sur le systéme projectif d'anneaux

(A.1.2.1) gui vérifient les conditions (a) et (b) de (i).
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A.2. Localisation dans les anneaux filtrés.

A.2.0. Soient A un anneau (unitaire, non nécessairement commutatif)

et SCA une partie multiplicative un anneau de fractions de A &

dénominateurs dans S (& gauche et a droite) est un homomorphisme

d'anneaux © : A — A' <vérifiant les conditions suivantes :
(¢) si s€S , ®©(s) est inversible dans A',

(B) tout élément de A' est de la forme @(s)—l@(a) et de la
forme CP(b)fP(t)—l pour a,b€A et s,t€s,

(y) si ®(a)=0, pour un a€A , il existe s,t€S tels que
sa=0 et at=0 .
Une telle paire vérifie automatiquement la propriété universelle

suivante :

(8) pour tout homomorphisme d'anneaux f:A —> B tel que f£(s)
soit inversible dans B pour tout s€S , il existe un unique homo-

morphisme d'anneaux f' :A' —> B tel que f=f'o09 .

En particulier, si ©®:A —> A' existe, ¥ est unique a unique

isomorphisme prés.

Les propositions suivantes sont démontrées dans [5] IT §2, exer-
cice 22 et [8] 3.6.

Proposition A.2.1. Si SCTA est une partie multiplicative d'un

anneau A et si, pour tous s€S et af€A , il existe n€N tel gque

ad(s)™(a) =0 (ad(s)(a) =sa-as), alors A admet un anneau de frac-

tions a dénominateurs dans S .

Proposition A.2.2. Si SCTA est une partie multiplicative d'un

anneau A et si ©®:A —> A' est un anneau de fractions de A 3

dénominateurs dans S , ® est plat (& gauche et & droite).

A.2.3. Soient (A,Ai) un anneau filtré complet, & gradué gr. A
commutatif, et Slcgr.A une partie multiplicative formée d'éléments

homogénes. Pour tout n Y1 , on note SnC A, la partie multiplica-

,n
tive formée des éléments homogénes de A. , Qui reléve les éléments
’
(homogénes) de Sngr.A=A, ; et on note SCA 1la partie multipli-
’
cative formée des éléments s€A tels qu'il existe i€ Z avec
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s € Ai et s d'image dans S1 par la projection canonique

Ai — griA .

Pour tout entier n»1 et tout s¢€ S, r ona ad(s)"=0 sur
A.,n(gr.A est commutatif), donc A',n admet un anneau de fractions a
dénominateurs dans S, - qui est gradué car S, est formée d'éléments

homogénes (cf. A.2.1), notons le © : A, — Al ; les ©

‘,n’ =,n ,n “,n
forment un systéme projectif (cf. A.2.1 (%)),
== A-,n+1 A',n el A., 1T 9r.A
(A.2.3.1) lcpnﬂ l‘pn icpl
-1
——— 1 1 ——— ) =
_»A',n+1 —»é.,n —_—> —»A",l Sl gr‘A
Lemme A.2.3.2. Le systéme projectif d'anneaux gradués des A! n ci-
’
dessus et la collection des CPP(\),W) = \)rll , vérifient les conditions

(a), (b) et (c) de A.1.2.3 (ii).

On notera (A',A!) 1l'anneau filtré complet associé au systéme
i complet

1 L} . o ] = 3 ]
(A',n’vn) (cf. A.1.2.3 (ii)), de sorte que A; ;];lmoo A}, et
[ s J ' ' ' 1 [ .
A' = 1lim 1lim Ai,n , avec Ai —> Ai+1 , (an) — (vnan) ; on a un

100 =00
homomorphisme naturel d'anneaux filtrés ¥ : (A,Ai) — (A',A{) qui a

les propriétés suivantes :

Proposition A.2.3.3 (i) 9 = (A,Ai) —_ (A',A:'L) induit par passade au

gradué la fleche canonique gr A —> Szlgr,A = gr A' .

(ii) si s€s , ¥(s) est inversible dans A'.

(iii) Pour tout morphisme d'anneaux filtrés complets f : (A,Ai) —>(B,Bi)

tel que, pour tout n€Z et tout s€sSN (An-An_l), f(s) soit inver-

sible dans B d'inverse f(s)-le B_n , il existe un unique morphisme
d'anneaux filtrés f' : (A‘,Ai) —_ (B,Bi) tel que f = f'op .

Remarque A.2.3.4. Si (A,Ai) est un anneau filtré complet et si
act A; , pour un i€ Z , a une image dans gr;A inversible dans gr A,

alors a est inversible dans A , d'inverse a_leA_i .

Corollaire A.2.3.4. Supposons de plus gr A noethérien, alors

on a

(i) gr a', Ac'> et A' sont noethériens, a gauche et a droite.

(ii) o : A —> A' est plat, a gauche et & droite.
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On appellera ¢ : (A,Ai) ——#—(A',Ai) 1'anneau filtré de fractions
de (A,Ai) relatif 3 SICZgr.A et on le notera encore
©: (A7) — (A,Ai)sl .

La construction précédente marche tout aussi bien pour les
(A,Ai)—modules filtrés complets et permet d'associer & tout (A,Ai)—
module filtré complet (M’Mi) un (A',Ai)—module filtré complet
(M',Mi) muni d'une fléche canonique ¢ :(M,Mi) — (M',Mi) de
(A,Ai)—modules filtrés vérifiant des propriétés analogues & A.2.3.3 (i)

et (iii).

Lemme A.2.3.5. Le (A',Ai)—module filtré complet (M',Mi) est cano-

niquement isomorphe au complété du (A',Ai)-module filtré
1 R = ® 'R . 1 €
(A ’Ai) (A,Ai)(M’Mi) (A AM, (A AM)l)' avec, pour tout 1i€7Z ,

(A'® M), = Im(AL®M ).
AL j%i 3%

Corollaire A.2.3.6. Si _1'on suppose de plus que gr A est noethérien

et dque (Mi)iez est une bonne filtration, il en est de

méme de (Mi)
1} 1
(A ,Ai)

et en fait (M',Mi) est canoniquement isomorphe &

i€z
®(A,Ai)(M'Mi)'

On appellera @ : (M’Mi) —_— (M',Mi) le localisé filtré de
(M'Mi) relatif a SlCZgr_A et on le notera encore
@ :(M,Mi) —_— (M'Mi)

51
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A.3. Microlocalisation algébrique.

A.3.0. Soit R, = ® R, un anneau gradué commutatif, A degrés posi-
i€N
i € .R. - 7i,j¢€ : !
tifs (1 RO et Ry RJCR1+J , Y1,3J€N) ; on note R 1l'anneau (non
gradué) sous-jacent & R. et on pose X = Spec(Ro), V = Spec(R) et

P = Proj(R,) ; on a alors un diagramme commutatif canonique

V e—— V-s(X) =V —3» p
(A.3.0.1) p 1 =
N p

X

oul p": Ro —> R et s :R ——+—RO sont respectivement 1'inclusion et

1l'augmentation canonique (cf. [Eca I1) 8.3).

On notera € :V — V' 1le morphisme d'espaces topologiques défini
comme suit : ensemblistement, V'=V et € est 1'identité ; la topo-

logie de V' est celle engendrée par la base d'ouverts {D(f) | f€R ,

f homogéne}, ot D(f) = {PE€Spec(R) | £¢P} ; & est bien une applica-
tion continue. Il est clair que la projection p se factorise par ¢
en p':V' — X , que, pour s'=cos , v o= V'-s'(X) &> V' est un
ouvert de V' (V' est la réunion des D(f) pour f€ R , f homogéne

de degré ? 0) et que g se factorise par ¢ :V — V' en
q' :V' — P .

Pour tout espace topologique T , notons Ouv(T) la catégorie des

ouverts, alors le foncteur continu (cf. [SGA 4l 111),

el i ouv(v') —» ouv(V)
admet un adjoint & gauche €. , tel gque, pour tout UE€ ob Ouv(V),
e_le,(U) soit le saturé de U pour l'action naturelle de G sur

m, X
V . Plus précisément, on a un isomorphisme de schémas au-dessus de X,

X,V => G

G, x m, X x ¥

B

* -
tel que prlou = pr, et (pr2ou) : R. —> R.[t,t l] envoie FfER,

i
sur f.tt , et

e te.(U) = pr ouopr21<u) .

2
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Lemme A.3.0.2. Le foncteur €. :0uv(V) — Ouv(V') est lui aussi con-

tinu. Par suite, pour tout faisceau &' sur V' et tout
U€ ob Ouv(V), on _a (6_13')(U) = F'(e.(U)) et la fléche d'adjonction

3 — 5*5‘13- est un isomorphisme.

Preuve. Le seul point non trivial a vérifier est que, pour

n - n . i €
Ul,UZE ob ouv(V), on a £.(U;) €.(U2)F’E.(U1 U2) ; or, si vE&€V est
tel que prgl(v)ﬂ u(prgl(Ui)) #¢ (i=1,2), on a aussi
1( -1

pr, (v)N u(prgl(Ul))n “(pry (U,)) # ® par irréductibilité de

Prgl(v) = 6 v d'ol la conclusion.
’

Lemme A.3.0.3. Pour tout faisceau &' sur V', la fléche canonique

p;:}l Sl—lg‘

1 .—1)

(p. —> p's's' ~ =s est un isomorphisme.
p* * %

Preuve. Pour x€X , les p'-l(U), U voisinage ouvert de x dans X,

forment un systéme cofinal de voisinages de s'(x) dans V', d'ou

1'énoncé.

Corollaire A.3.0.4. Pour tout faisceau &' sur V', la fléche cano-

nique

p*E_lg' —_— sl
(pa(_e_l —_— p*(_s*s_le:—l = s'—l) est un isomorphisme.
On munira V' du faisceau d'anneaux @V. = E*@V , de sorte que,
pour f£€R, f homogéne, on a T(D(£),0,) = S; R , ol

Sf = {fm|m€ N!. Les applications continues ¢ , s', p', g se pro-
longent naturellement en des morphismes d'espaces annelés

(Eh :Gv, ——+~s*®v est 1'identité,...).

Lemme A.3.0.5 (i) Le faisceau GV' admet une décomposition canonigque

GV' = & 6_,(1)

en somme directe de p'_l© -Modules sur V', gui en fait une

X

p'_IGX—Alqébre graduée.

(ii) Pour tout i <0 , p.B., (i) -x»s-‘lev.m = 0 et, pour tout

1

vl
6

i%0, pio,, (i) == s'" (i) est le O6_-Module guasi-cohérent

X

v' vl
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associé au Ro-module Ri .

(iii) Le morphisme d'adijonction

=1 ]
q q*@\}l —.»G‘.f'

est un isomorphisme de faisceaux d'anneaux gradués, la graduation de

la source étant induite par la graduation canonique

q.6:, = q,6- = @ 6_(i)
*“V *V i€z P

et la graduation du but étant induite par la graduation de 6

partie (i).

de la

V|

Preuve. Si f&R , f homogéne, S;l.R est canoniquement gradué et on
définit @V.(i) par

T(D(£),08,,(i)) = (s3'

£ .R)i .

A.3.1. Dans toute la suite (A,Ai) désignera un anneau filtré véri-
fiant les propriétés suivantes :
(i) aA.=0 si i€0 et J A, =A, de sorte que (A,A.) est
i . i i
it7Z
complet (au sens ind-pro),

(ii) gr.A est commutatif, de sorte que A, est commutatif.

Ces propriétés assurent que A admet un anneau de fractions (&
droite et & gauche) relativement & toute partie multiplicative SO de
A_ et que, pour tout i€z , s 'a, = a.s”! dans s7'a = as”! (on a,

e} o i i“o o o

pour tout s¢€ Ao , ad(s)®=0 sur Ai/Ai—n et donc ad(s)

A, i cf. (8] 3.6).

i+
1 l=() sur

Posons X = Spec(AO) ; 11 existe alors une GX-Algébre quasi-
cohérente (& gauche et & droite) @& , munie d'une filtration croissan-

te, indexée par Z , Q%i) par des sous—GX—Modules quasi-cohérents

i€z ’
(4 gauche et a droite), telle que, pour tout aoe AO , on ait :

| _ -1

F(D(ao),x) =S A =AS, '
o (o)
-1 _ -1

P(D(ao),ﬁi) = sa Ai = AiSa ,

O o
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. . _ - m ¢ A
quelque soit i€ %7 (D(ao) {pe XlaO?P} et Sao {aolm !N}CAO) ;
bien entendu, on a # =0 pour i (o, =06, , &,k ., igz #,=&

. . ’ . . 1 Jt
et Jti..ﬁjca%i+j , pour tous 1i,j€Z . On définit &. et -, comme

- ’
en A.l.2.
On utilisera librement les notations de A.3.0 pour R.=gr.A ,

R =A_ , de sorte que V = Spec(gr A), P = Proj(gr.A),---.

Pour tout entier n y1 , notons B! n le faisceau d'anneaux gra-
’

dués associé au préfaisceau
D(f) = A! (f)
A.

sur la base d'ouverts de V' formée des D(f), £€gr.A , £ homogéne,

ou A' n(f) est 1'anneau de fractions de A, a dénominateurs dans
’ ’
Sn(f), avec Sl(f) = {fMme¢ N} ©gr.A (cf. A.2.3).

Lemme A.3.1.1. Pour tout entier n 71 et tout f€ gr.A , f homogéne,

la fléche canonique

A_[,n(f) — T‘(D(f),ﬂiiln)

est un isomorphisme d'anneaux gradués.

Preuve. On recopie la démonstration de [EGA 1) 1.3.7.

Les 8! n (n%1) forment clairement un systéme projectif

d'Anneaux gradués sur V', muni d'un isomorphisme canonique

(. )y = pi(@ )

de tels systémes, et la section centrale v, de lL’,’n de degré 1,
induit une section centrale vr'l de @:,n de degré 1, via 1'isomor-
phisme ci-dessus ; (@['n)n et les \)1:1 vérifient les conditions
A.1.2.3 (ii) (a), (b), (c) et donc définissent un Anneau filtré com-
plet (ﬁ',ﬁ;.) sur V' ; d'aprés A.3.1.1, on a, pour tout f€gr.a ,

f homogéne, un isomorphisme canonique

(A.3.1.2) (A,A,) ) = T(D(£),(B",B]))

S, (f

d'anneaux filtrés complets et on a un isomorphisme canonique
(A.3.1.3) (Jb,i’i) —bp;(ﬁ',ﬁi)

d'Anneaux filtrés sur X
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Définition A.3.1.4. On _appellera microlocalisé de (A,Ai) ou de
(W,ﬁi) 1'Anneau filtré (B',ﬁi) sur V' et 1'Anneau filtré

(ﬁ,@i) = s_l(B',Bi) sur V , munis des morphismes canoniques

ot p'THE, 8 — (B',8))
et

° i pl(#,8) — (8,8))

-1,

(¢' provient par adjonction de (A.3.1.3) et ®=¢ ~9').

Remarque A.3.1.5. Tout comme (A.3.1.3), les fléches canoniques

((ﬁ“l'«#i) — S'—l

(ﬁ',ﬁi)
@) — s 15,8,

sont des isomorphismes (cf. A.3.0.2, A.3.0.3 et A.3.0.4).

Proposition A.3.1.6 (i) L'isomorphisme canonique gr ¢ -~ p;Gv. pro-

vient via d'un isomorphisme d'Anneaux gradués
Dy

P o, : gr.8' = 6,, = D 6_,(1)
ieg 1 Vi qeg Y
(ii) Pour tout point v de V', b€ ﬁi v-—Bi 1., é&st inversible dans
’ —Lr
B si ci(b) l'est dans GV‘ v (et réciproquement, pour gr A

intégre) .

(iii) si £ : p'_l(ﬁ,#i) ——»—(C‘,Ci) est un homomorphisme d'Anneaux
filtrés complets (au sens ind-pro) sur V' tel gue, pour tous vEV
€&,
et a Jkl,p'(

v)"ﬁi—l,p'(v) , avec Ui(w (a)) 1nv€§51ble dans GV',V'
on ait f(a) inversible dans C; d'inverse f(a) ECLi o ¢ alors il

-1

existe un unique homomorphisme d'Anneaux filtrés (ﬁ',ﬁi) —ﬂ»-(C',Ci)

sur V' tel que £ = go® .

Preuve. Voir A.2.3.3.

Corollaire A.3.1.7. Supposons de plus gr A noethérien, alors on a :

(1) GV' , ﬁé et B' sont des Anneaux cohérents, noethériens (a
gauche et & droite) (cf. [14] 1.1.1),

(ii) o' = p‘_lﬁ —> f3' est plat (4 _gauche et a droite).
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Preuve. Voir A.2.3.4.

Remarqgue A.3.1.8. Sous les hypothéses du corollaire, GV , @O et 8
sont aussi des Anneaux cohérents et ¢ : p_lo‘t — B est plat (pour
U€ob Ouv(V) et pour &', G' des faisceaux sur V', la donnée d'un
morphisme (5—13‘ YU — (e_lq‘ )|U équivaut & la donnée d'un morphis-
me F'le (U) —> G'le (U) et le noyau du premier est la restriction a

U de ¢! au noyau du second, cf. A.3.0.2).

A.3.2. Fixons (A’Ai) comme en A.3.1 et soit (M,M,) un (A,Ai)—

i
module filtré (4 gauche) vérifiant M, =0 pour i Lo et U M =M,
- i€z
de sorte que (M,Mi) est complet (au sens ind-pro).
Sur X = Spec(Ao), il existe alors un (‘tlé’Ki)—Module filtré
quasi-cohérent (‘d,dl,i) (chaque Jl)i , ainsi que Jdb, est 6, ~quasi-

cohérent) tel que

1 -1
M,Sa Mi)

T(D(a ), (b)) = (S;
o o

pour tout aOE A
La construction de (ﬁ',ﬁ’i) s'adapte aussitdt a (gw,dLi) et
fournit un (ﬁ',ﬁi)-Module filtré complet (au sens ind-pro) (N ,in)

tel que

T(D(E), 4 ) =S (£)7'm.

pour tout n 1 et tout f€gr A , f homogéne, muni d'un isomorphis-

me canonique
(A.3.2.1) brds ) = L, o))

au-dessus de (A.3.1.3).

Définition A.3.2.2. On appellera microlocalisé de (M,M‘.) ou de
(dl,,d,éi) le (ﬁ’,ﬁj'_)—Module filtré (Jl",in) et le (ﬁ,ﬁi)—Mod_ule
filtré (df,in) = E'l(df",d/’j'), munis des morphismes canoniques

o' i p T h b dy) — W, HY)

o i p T Uhidy) —> W)
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au-dessus des 9' et ¢ de A.3.1.4 (9¢' provient par adjonction de
(A.3.2.1) et © = e to').

Remarque A.3.2.3. Tout comme (A.3.2.1) les fléches canoniques
I_l 1 ]

Uhodty) —> s

W,fi)
sont des isomorphismes.

Proposition A.3.2.4 (i) ¢' induit un isomorphisme de gr.B'(—=> 6_,)-

VI
Modules gradués

gr.8'® _, p' Tlgrd = gr. 4

p' “gr.t

et un isomorphisme de @V—Modules

grib = e'gr J' =6, O 14 grd’,
Vl

ol grdb est le @V—Module quasi-cohérent tel que p*§}JL= gr db

(ii) Le (B',B;)-Module filtré h”’,#i) est canoniquement isomorphe

au complété (ind-pro) du (B',ﬁi)-MOdule filtré

' 1 =1 .
(8 ,Bi)® P (dlo,dbi) ;

=1
p' k)
de plus, si gr M est de présentation finie sur gr A , de sorte gque

(M;) ez
ci-dessus est déjd complet (au sens ind-pro) et coincide donc avec
(w",w;) (et _idem sans les ').

est une bonne filtration (cf. A.1.1), le produit tensoriel

Preuve. Voir A.2.3.5 et A.2.3.6.

Proposition A.3.2.5. Supposons de plus gr A noethérien et gr M de

type fini sur gr A alors *# est un B'-Module cohérent et chaque

W1 est un Bé-gr A-Module cohérent (et idem sans les ').

A.3.3. Les constructions de A.3.1 sont clairement fonctorielles en
(A,Ai) et se globalisent sur un schéma X qui n'est plus supposé

nécessairement affine (X est un schéma, (ﬁ,%i) une @X—Algébre
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filtrée quasi-cohérente & gauche et a droite, avec :7&0=®X , #.=0

i
pour 1o, ‘ﬂ;ic%i+1 , kgdti=$ , J%i.tjccfb‘i+j,pour tous i,j€7Z et

gr # commutative ; V = Spec(gr &), P = Proj(gr.#), ...).

A.3.4. L'exemple type sera pour nous le suivant. Soient S un schéma
de caractéristique nulle et f : X —» S un S-schéma

lisse, de type fini ; la @X—Algebre tiltree (at,ati) est alors

(’DX/S , ﬂX/S,i) (les opérateurs différentiels relatifs & S) et

v = T"(X/s) = \l((Q}l(/S)V ) est le fibré cotangent, relatif a S , de X;
le microlocalisé algébrique (B,ﬁi) de (dt,a%'i) est appelé dans ce
cas 1'Anneau filtré des opérateurs microdifférentiels sur X relatifs

N

a S et noté

(il s'agit d'opérateurs microdifférentiels formels, i.e. sans condi-

tions de convergence au sens analytique du terme).
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