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Z. MEBKHOUT 

0 - INTRODUCTION. 
Dans cet exposé nous commençons l'étude de l'analogie remarquéepar P. Deligne 

LB] [Dl] entre le conducteur de Swan des faisceaux £-adiques sur une courbe sur un 
corps de caractéristique positive et l'irrégularité au sens de B. Malgrange [Ml] 
et Gérard-Levelt CG.L] des systèmes différentiels d'une variable complexe. 

Par exemple à la formule de Grothendieck-Ogg-Safarevic [G] [R] exprimant la 
caractéristique d'Euler-Poincaré globale d'un faisceau £-adique sur une courbe 
propre correspond une formule analogue exprimant la caractéristique d'Euler-Poincarê 
des solutions holomorphes globales d'un système holonome sur une surface de Riemann 
compacte (cf. [D2] et 2.3 ). 

Si f : X -> S est un morphisme séparé lisse de dimension relative 1 entre 
schémas de type fini sur un corps de caractéristique p > 0, Y un sous schéma de X 
fermé fini et plat sur S et J un faisceau £-adique constructible nul sur Y et 
localement constant de rang r sur U = X\Y le théorème de semi-conti nui té de 
Deligne TL] affirme que la fonction sur S s •> $(s) attachée à cette situation 
(cf. le §.1) est constructible semi-continue inférieurement et que si elle est lo­
calement constante le triplet (X,f,5) est localement universellement acyclique. 

Si on part d"un morphisme f : X S lisse de dimension relative 1 entre 
variétés complexes lisses, d'un diviseur Y de X fini et plat sur S et d'un 
module holonome ^\ égal à son localisé le long de Y et dont la restriction à 
U = X \Y est un fibre vectoriel de rang r on peut attachera cette situation une 
fonction sur S : s -> $(s) construite à partir de l'irrégularité des restrictions de'ty 
aux fibres de f et on peut se demander si l'analogue du théorème de Deligne à lieu. 
C'est ce que proposent Katz etLaumon dans [K.L] comme conjectures (cf. [K.L], 7.3.2). 
D'un autre coté, si nrv̂  est supposé régulier le long de Y (cf. [Me 1]) on détermine 
dans [L.M] la variété caractéristique Ch(fln\) de 0\ en utilisant la théorie des 
cycles evanescents et des variétés polaires. On peut aussi se demander comment 
étendre ce résultat dans le cas irrégulier. 

Le point clef de la démonstration du théorème de Deligne consiste à démontrer 
que si S est un trait le saut de la fonction entre le point générique et le point 
spécial est égale à la dimension de l'unique espace de cycles evanescents R^$^(^) 
non nul (cf. [L]). Si maintenant S est un petit disque complexe et que Y est lisse 

x 
l'exemple du système attaché à l'exponentielle e^ (cf .l'exemple 5.4.1) laissait 
espérer que le saut de l'irrégularité est égale à la dimension de l'unique espace 
de cycles evanescents non nul R^$^(^) étant le complexe des solutions holo­
morphes de (cf.[K.L], conjecture 7.3.2 (ii)). Les exemples 5.4.2 et 5.4.3 
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montrent qu'il n'est rien en général. La différence entre ces deux nombres est >e 2 égal à la somme des dimensions des cxtgv (̂ ([*X ],^v) X étant la fibre spé-3 7̂XV 1 o Xy ,y0 o 
ciale et yQ parcourant les points de Y au dessus du point spécial (cf. le §5). Par 
conséquent le schéma de la démonstration de Deligne ne s'applique pas sur cette 
forme là. Pour le rétablir une théorie des cycles évanescents pour les ^Y"moclules 

(l) Â 
holonomes en général irréguliersest nécessaire v » Cette théorie n existe pas pour 
1'instant. On a vérifié , en attendant, la conjecture 7.3.2.1. de [K.LD dans un 
certain nombre de cas, en particulier dans le cas d'un système holonome attaché 
à un fibre de rang 1 (cf. Proposition 3.2). Cependant une théorie des cycles éva­
nescents semble vraiment nécessaire pour parvenir aux démonstrations les plus 
naturelles : semi-continuité de la fonction $ ; changement de base,... . Ceci est 
la conclusion principale de ce travail. Ils mus reste à remercier Gérard Laumon 
d'avoir attiré notre attention sur le problème, K. Saïto de nous avoir aidé à cons­
truire l'exemple 5.4.2, J.L. Brylinski, D.T. Lé et D. Barlet des discussions que 
nous avons eues avec eux pendant la conférence de Luminy. 

(1) Nous avons reçu, après avoir rédigé cet exposé, une lettre de B. Malgrange qui 
montre comment éviter la théorie générale des cycles évanescents dans cette situa­
tion géométrique simple pour donner une réponse satisfaisante à la question étudiée 
ici. C'est l'objet du paragraphe 7 qui précise donc l'analogie entre les faisceaux 
(pervers) £-adiques et les ŜL-modules holonomes. 
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§.1 - CONDUCTEUR DE SWAN. 

1.1 - La Formule de? Grothenieck-Ogg-Safarevic [G] [R]. 

Soit X une courbe connexe propre et lisse sur un corps k de caractéristique 
p > 0 et $ un faisceau £-adique U/p) constructible sur X dont la restriction à 
son ensemble de ramification Y est nulle. Si U est le complémentaire de Y et j 
l'inclusion canonique on a 

* = v 1 * . 

Pour tout y e Y on définit le conducteur de Swan Sw^(J) de } en y qui est 
un entier positif ou nul [R] [G] [S ]. On dit que î est modérément ramifié en y 
si SWy(̂ ) = 0. La formule de Grothendieck-Ogg-̂ afarevic s'écrit [G ] [R ] 

déf 2 
X(X;Ï) := I dim H (X;J) = r x(U) - J Sw ( $ ) 

i=0 *a yeY y 

où r est le rang du système local 3*L. 

1.2 - Le théorème de semi-continuité de Deligne [L]. 
Soient f : X -> S un morphisme séparé lisse de dimension relative 1 entre 

schémas de type fini sur un corps de caractéristique p > 0, Y un sous schéma fermé 
X que l'on suppose fini et plat sur S et 'S un faisceau constructible de F̂ -modules 
(£/p) lisse de rang r sur U = X \ Y et nul sur Y. On attache à cette situation la 
fonction 

<j> : S ->IN en posant <f>(s) = \ (Sw^C^) + r) 

où i est un point géométrique localisé en s et X_ et Y_ étant les fibres de 
s s 

X + S et de Y -> S en s. La fonction <j>(s) ne dépend pas de s. 

Théorème 1.2.1 [L]. Avec les notations et les hypothèses précédentes on a les ré­
sultats suivants : 

i) la fonction S -> <j)(s) est constructible semi-continue inférieurement. 
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ii) Si la fonction S -> 4>(s) est localement constante le triplet (X,T,f) est 
universellement localement acyclique. 

En particulier la partie (ii) du théorème précédent entraine que la constante 
de la fonction c(> sur S implique que les faisceaux sont lisses sur S pour 
tout i > 0. 

Si S est un trait strictement local de point fermé s et de point générique n 
on sait alors définir le complexe des cycles evanescents 1R [D3J. On a le 
résultat plus précis suivant : 

Théorème 1.2.2 [L], Sous les hypothèses précédentes on a la formule 

*(n) - +(s) = - x0R*f(î),o) = dimF R 1 ^ ? ) ^ . 

On a supposé, pour simplifier, dans le théorème 1.2.2 que Y a un seul point o 
en fibre spéciale. 

§.2 - IRREGULARITE. 

2.1 - Définition. 

Soit (X,©x) une surface de Riemann connexe, 3^ le faisceau des opérateurs 
différentiels holomorphes d'ordre fini sur X et T*X —û—»X le fibre cotangent de X. 
Si fr̂  est un « -̂module à gauche cohérent on note SS(lnri) ou Ch(lTL) sa variété ca­
ractéristique et on dit que Tï̂  est holonome si dim Ch(lrn) = dim X. Si 07L est un 
système holonsome on note Y sur ensemble singulier c'est-à-dire la projection de 
Ch(iw.) sur X en dehors de la section nulle de T*X. La restriction de WL à U= X\Y 
est donc un fibre vectoriel de rang r muni d'une connexion intégrable. Pour tout 
y e X on note 9 l'anneau des germes des fonctions holomorphes au voisinage de y, y /v 
<m son Idéal maximal et 0 = lim 3 / , son complété formel le long de y. Les 

y y t y IYK 
y 

anneaux et 0̂  sont des ^-modules à gauche. On a le théorème suivant : 

Théorème 2.1.1 [Ml]. 

i) Les espaces de cohomologie des complexes TR hom^ (TV̂  , 3 ) 
A y 

]R hom (̂ V9 flv) sont des espaces vectoriels complexes de dimension finie. 
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Z. MEBKHOUT 

ii) le nombre Irr ( m ) := xflR hom (%v> ^ J ) " x(^ hom 0UV> ôv)) £si pos£-
.y <£/ y y xs y y 

y y 
tif ou nul. 

iii) Irry(flYl) =: 0 si et seulement si Wl est régulier en y au sens de Fuchs. 

Définition 2.3.2. On appelle irrégularité de Malgrange en y de Of)l le nombre 
Irr (tn) défini par le théorème 2.1.1. 

2.2 - Quelques rappels. 
2.2.1 - Soit (X, une variété analytique complexe de dimension n et Y sur un 
sous-espace analytique fermé défini par un Idéal Jjy* ôur tou^ comP̂ exe Wl de 
$x-modulesà gauche on pose 

déf i k 
^ [*Y] := 1R lim hom^ (rJ y, Tïl) 
k X 

déf . 
IRr[Y](0fYl) := K lim homg ( x / 3 1*0 . 

k X 

On a un triangle dans D($^) (catégorie dérivée de la catégorie des .^-modules 
à gauche) : 

o ->iRr[Y](m) -> TÏV -> n c ^ Y ] +i iRr[Y]Cm) o. 

De plus si \ est borné et à cohomologie holonome les complexes précédents 
sont bornés à cohomologie holonome [K3]. 

2.2.2 - Notons Q le complété formel de #v le long de Y qui est un ^Y-module à 
X'IY X X 

gauche. Pour tout ^-module à gauche cohérent ^ on a un isomorphe canonique : 

IRr[Y](0fYl IRr[Y](0fYl DEKE SLE 

En effet il suffit de remarquer que l'on a les isomorphismes canoniques 
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Rr[Y]K) = F T [ Y ] ( Ô X ) ^ 

&xîy *]R h o m ^ ( R r [ Y ] ( O x ) , & x ) 

et d'appliquer la formule d'adjonction 

R nom 0Rr[V](0x) L 

°X 
n,l?x) - R hom^ (^i, 1R hom̂  (Kr[Y]((9x), 6X)). 

2.2.3 - Supposons que X est une surface de Riemann et que Y est un point y singu­
lier d'un 05x-module holonome H De la formule du 2.2.2 on déduit que 

Irr CM,) = IrrCWL[*y]). 

D'autre part 

IR hom^ Cnu*y], fry) - JR hom^ (lRr[y](rynC*y]), #x) = 0. 

Donc on a : 

Irr (foU*y]) = - X(R nom^ (^Oy], & )). 

Définition 2.2.4. On appelle connexion mêromorphe un $ x module à gauche ff\\ égal 
à son localisé ft\ [*Y] Z-e lon^ de son ensemble singulier Y. 

Par conséquent l'irrégularité en un point singulier y d'une connexion mêro­
morphe W\. est égale à moins l'indice analytique xQR nom (OfA x, » 0W))-

v̂ y y y 

Remarque 2.2.5. Dans [G.L] Gérard et Levelt définissent l'irrégularité d'une 
connexion mêromorphe et démontrent qu'elle est égale à l'irrégularité de Malgrange. 

2.3 - Analogue de la formule de Grothendieck-Ogg-Safarevic. 

Supposons maintenant que X soit une surface de Riemann connexe et compacte et 
soit Wv un système holonome sur X. Le complexe des solutions holomorphes 
Cf=]R hom^ (WU^) est constructible. De plus ?xt^ (Wl,0x) = 0 si i > 2 et 

371 



Z. MEBKHOUT 

et £xt^ (/^s&x) est concentré sur l'ensemble singulier Y de W[. Par conséquent 
X i les espaces des solutions globales Ext (X; ,̂(9Y) sont nuls si i > 3. 

x 
Posons 

?)) = Rr(X;Hj 
déf 2 

i=0 
l)1 dimf ExtL (X;/h\, &x). 

Pour tout y £ Y notons Dy un petit voisinage de y dans X homeomorphe à un petit 
disque du plan complexe et D = (J D la réunion des adhérences D de D . On a un 

y£Y y y y 
triangle 

0 + IRr (X; CF) ->IRr(X;̂ ) ->Kr(X\ D;ï) -> 0 
D 

et x(X;-f) = x(Rr.(X;î)) + x(Rr(X\D;î)). 
n 

Mais x0Rr(X\ D;"?)) = r.x(U). 

D'autre part on peut supposer que D n D , = {0} si y / y' et 

x(Rr_(X;5)) 
yev 

x(Rr. 
uv 

(X;^)). 

Calculons x(Rr 
bt 

( X;î ). On a le triangle 

0 - RrÔD (X;5) 
V 

iRr 
°y 

(X;tf) - Rr(D ; î ) - 0. 

Mais 3* est constructible et x(Rr(D est é9al à x(R nom <a (̂ w»^w)) si 
y *y \j y y 

D est suffisamment petit. 

D'autre part 

r̂aD (X;5) = Rr(x-̂ rdD (?)) = Rr(X;HjD (horn̂  (^,6X))[-1] = 0 

parce que H>D (honig (7V\, 0X)) est localement constant sur dD et x(̂ Dy) = °-

En conclusion on trouve 
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X(X;5,B-X) = r X(U) + £ xfl* nom , ) ). 
yeY °̂ y J J 

Supposons maintenant que soit une connexion mêromorphe, donc que 

Irry(nrv\) = - X(R hom (tyyS ©y)). 

La formule précédente prend la forme 

X(X;̂ >&X) = r x(U) - l Irr ) 
yeY J 

qui est donc l'analogue pour les connexions méromorphes de la formule de 
Grothendieck-Ogg-Safareviĉ . Cette formule à été aussi démontréepar Deligne [D.2; 
6.2.0.1]. 

2.4 - Constructibili té. 
Soient f : X -> S un morphisme lisse de dimension relative un entre variétés 

analytiques complexes, Y un diviseur de X fini et plat sur S et W[ un <$x-module 
holonome dont la restriction à U = X \ Y est un fibre vectoriel de rang r et égal 
à son localisé ty\[*Y] le long de Y. Le complexe = IR hom^ (WV,^) des solutions 

holomorphes de W\, est constructible [K2]. Pour s un point de S notons X$, Y$ les 
fibres des morphismes X + S, Y + S, J s la restriction de ^ à X$ et 

^c := ^ © /Vv\ le complexe induit sur Xo par /ty qui est donc à cohomologie 

*0Y -holonome Tcf.K3]. Rappelons la proposition suivante [cf. Me 2] : 

Proposition 2.4.1. Le morphisme (flï\ [*Y]) /tys[*Y ] est un isomorphisme. 

En vertu de la proposition 2.4.1. puisque W\ = 1̂ [*Y] on a W\$ = /&\s[*Y ] et 
lf\s est un système holonome à une variable dont Y$ est l'ensemble singulier. 
C'est donc une connexion mêromorphe et Irr ) = - x(R nom > &"x ) pour 

y S ÛCT̂  s A 9y 
y e ve. 
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Posons : 

<D(s) 
déf 

DR 
(Irr (/ms)+r) et 

SX5S° 
déf 

VRD 
(IrrY(0Y\S)). 

Proposition 2.4.2. Les fonctions <j>(s) et ip(s) sont constructibles sur S. 

Preuve : Soit Z le fermé analytique de Y contenant le lieu de ramification de f|y 
et tel que 

Ch(n̂ ) c T*X u fjJjX U T̂ X 

ou W = Y\Z et c Z. La restriction de 7 à W est à cohomologie localement cons­
tante. D'autre part pour tout s £ W la fibre X$ est non caractéristique pour /yi\ 
c'est-à-dire Ch(tv\) n TX*X c T*X. 

Donc en vertu du théorème de Cauchy-Kavaleskaïa [cf.[Kl]]le morphisme 

-K horn^ (/mi, &x ) >y). M HO dX MS o 

est un isomorphisme. Donc pour s e S0 = f(W) 

d>(s) = 
F+R 

(-K hom» (Oïl,iJx)>y+r) 

*(s) = 
VRE 

(-K horn^ (/mi, &x ) >y). 

Comme f |y est étale, les fonctions <J>(s) et I/I(s) sont localement constantes sur 
S0 = f(W). Le complémentaire S0 dans S est un fermé analytique. Soit Sj sonouvert 
des points lisses. En faisant le changement de base -»• S on trouve une situation 

Yl EE 

Sl 

-K horn^ (/mi, &x ) >y). Y 
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analogue à la précédente. D'autre part pour s e 

(J)(S) = 
DRE 

i (TR hom (^j.Ox )y+r) 

+(s) = I 
y£vls 

-X (IR hom 
Xl 

(^j.Ox )y+r) 

Comme précédemment, il existe un ouvert S° de de complémentaire un fermé 
analytique an dessus duquel les fonctions <j>(s) et ip(s) sont localement constantes. 
De proche en proche on établit ainsi la constructibi 1 ité des fonctions cj>(s) et \JXS)-

2.5 - Semi-continuité. 

Reprenons les données précédentes : f : X + S, Y, W\ = >Vvi[*Y] ... . La fonction 
<|)(s) est constructible. Donc pour montrer sa semi-continuité il suffit de montrer 
que ses restrictionsaux courbes de S sont semi-continues inférieurement. Dans ce cas 
on invoque la démonstration de Deligne [Dl] qui utilise l'irrégularité de Gérard-
Levelt. Cependant nous allons voir, dans un certain nombre de cas particuliers qi,k nous 
permettrons de construire des exemples, comment déduire la semi-continuité infé­
rieure d'une propriété de l'irrégularité qui se trouve dans [Ml]. 

2.5.1 - Soit un ^p-module holonome W\D sur un petit disque D voisinage de 
l'origine dans le plan complexe dont l'ensemble singulier est réduit à l'origine 
et qui est une connexion mêromorphe. Notant K le corps des fonctions méromorphes 
en o et /W\D Q la. fibre de à l'origine qui est donc un K-espace vectoriel de 
dimension finie munid'une connexion. Rappelons que l'on a un isomorphisme cano­
nique [Me 1] 

DR(0fWD) 
déf 

1R hom^ (6-D,*lD) " K horrid (JR hom^ (/fop, &D),CD). 

Donc Irro(^D) = - (JR h o m ^ ptrip, 0D)jO) = - X(0R(^d) ^). 

En choisissant une coordonnée x sur D et un isomorphisme 

(^j.Ox )y+r)DR 
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DR(/ryip)o se représente par le complexe 

0 + Kr Kr + 0 

où la différentielle P s'identifie à l'opérateur 

g- P(g) = 4 9 + \ Mg 

où M e End(r,K). Soit k > 0 le pôle de M qui s'écrit donc 

M = \ M_k + M_k+1 +... où Mi e End(r,C), M_k / 0. 

Proposition 2.5.1.1. [M 1]. On a Irr (1Y\ )̂ < kr et Irro(/Ty\D) = kr si et seulement si 

det(M_k) / 0. 

La démonstration est algébrique et consiste à passer au formalisé de Q. 
Nous allons la reprendre pour la commodité du lecteur. 

L'irrégularité Irr (WU) = _x(DR(̂ n) ) est clonc é9a1 â l'indice de l'opéra-r r o u u o /\ A teur p : K -> K que nous noterons x(p»K )• L'opérateur P opère sur K où K est le 
corps des fractions de = e. On interprête Irr (/W\n) comme l'irrégularité de 
l'opérateur P : K K qu'on commence par définir. Rappelons que l'on appelle 
réseau dans K un sous -̂module E tel que K ® E - K . Un réseau est automatique 

libre sur 0 de rang r. Si l'on a deux réseaux E et tels que E c Ê  il existe un 
entier m tel que xm Ê  c E. On en déduit que dim^E^ / E)est finie. 

r ^ Proposition 2.5.1.2. Soient E et deux réseaux de K vérifiant E c Ê  et PE c Ê  
pour un opérateur P formel de K . Alors l1 opérateur P : E •+ Ê  est à indice. De 
plus pour tout couple (E,E )̂ de réseaux vérifiant les hypothèses précédentes le 
nombre X(P>EJE]_) + dim (̂E-̂ /E)est indépendant du couple (E,E )̂ . En outre il existe 
un tel couple. 

A y\ déf A 
Le nombre Irr(P;K ) := x(pJE»Ei) + îm̂  Ê /E défini par la proposition 2.5.1.2 

est par définition l'irrégularité de l'opérateur formel P. La démonstration de la 
proposition 2.5.1.2 repose sur le théorème 2.5.1.3 ci-dessous [cf. M.l]. 

Théorème 2.5.1.3. ([D.2] ;[B]). Soit P un opérateur Rr -* Rr de la forme oiî R 
est égal K ou à K et M e End(r,R). Il existe une matrice A e GL(r,R) telle que la 
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transformation g Ag transforme l'opérateur P en l1 opérateur g -> "̂ g+ Ng 
N £ End(r,R) est de Za forme : 

0 1 0 0 

VR 

0 0 1 

V 'V-l 

r r d Si maintenant l'opérateur P : R -> R est la forme g -> g + Ng où 

N e End(rsR) a la forme du théorème 2.5.1.3. on vérifie directement que 

Irr(P,Rr) = Sup(0,-v(Xi)-l). 

où v est la valuation naturelle de R. 
Donc si Ton part d'un opérateur analytique P : Kr -> Kr on a x(p>Kr) =Irr(P,Kr). 

Pour montrer la proposition 2.5.1.1. il suffit donc de se restreindre au cas for-
A A p / \ p d M A 

mel. Soit donc P : K -> K un opérateur de la forme g —j— g + — g où Me End(r,K). 

Ecrivons M = vrd 
X 

... où Mi £ End(r,(C) et M_k f 0. 

L'irrégularité de P est égale à l'irrégularité de xP. Prenons E = d et 
E, = x"k ê r- Donc 

Irr(P,Kr) = xlxP^.E^ + kr = x(x P; , 0 ) + kr. 

La proposition 2.5.1.1. est équivalente à l'assertion suivante : 
x(x P; D » 9 ) est négatif ou nul ; et il est nul si et seulement si M_̂  est 
inversible. Supposons d'abord M . inversible. Pour tout monôme Axq A e Cr 

xk+1P(Ax̂ ) = M̂Ax̂1 + (termes d'ordre > q+1). 

De proche en proche on voit que x P : D est bijectif. Donc d'indice nul. 
Pour tout q > 0 x(xk+1P i * r,&r) = x(xk+1P;(4q)r, (^)r) où ^ est 1 * idéal maximal deê 
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k+1A /AQ\ / A Q \ k+lA r Mais x P : fn\ jest injective pour q assez grand, puisque ker(x P, 0 ) 
est de dimension finie [cf. Ml] sur (E. Donc l'indice en question est < 0. Il est 
nul si et seulement si x P :(/mH)+ ('Wr) est surjectif. Par passage au quotient 
l'application xk4lP ^^//vV^V^CH^/ A^/sera aussi surjective ; or dans la base 
évidente la matrice de cette application est M_̂ . Donc M_̂  devient surjective et 
donc inversible. D'où la proposition 2.5.1.1. 

2.5.2. Revenons à la situation initiale et supposons que le système irvv soit de la 
forme frx[*Y] ®̂  ^ où est un fibre vectoriel sur X de rang r. Soient Sq un 

point de S et yQ un point de Y$ .On peut trouver un voisinage de Sq avec 

x = (x^,...,xn_1) un système de coordonnés au dessus duquel on peut trouver un 
voisinage de yQ V avec un système de coordonnés de la forme (x,t) tel que 

f(x,t) = x et une trivialisation de - On a donc 

^v - (Oy[*Y])r et la structure de ^-module est déterminée par 

g e (6 v[*Y])r + 

VR 
DD 

(g) = ^ - g + A.g 1 = 1 n-1 

DR 
RE (g) = h g + Bg 

où A. (i=l,...n-l) et B sont des matrices carré d'ordre r à coefficients dans 
Oy[*Y] satisfaisant aux conditions d1intégrabilité usuelles. 

Si la matrice B est identiquement nulle les conditions d'intégrabi1ités 
montrent que les matrices Â  (i=l, n-1) sont holomorphes et le système tfïly est 
régulier le long de Y. En particulier si on suppose que yQ est le seul point de Y$ 
alors la fonction s -> <j>(s) est semi-continue inférieure et elle est constante si 0 
et seulement si Y est lisse au voisinage de yQ et au dessus de V on a 
Ch(0TVv) = T*V u T*V. 

Supposons que la matrice B n'est pas identiquement nulle. Supposons de plus 
que yQ est le seul point de Y^et que Y est irréductible au voisinage de V. Soit h 
une équation locale réduite de Y au voisinage de yQ de la forme de Weierstrass 
(x,t) = tq + a ,(x) tq_1 +... a(x) où a.(x) (i=q-l,... ,0) sont des fonctions 

holomorphes au voisinage de sQ. Soit k le plus petit entier tel que h B soit holo-
morphe. Ecrivons B sous la forme 
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B = 
RD 

hk 
D+D4RE 

h^1 ZEE 

(avec qk > 2) et les matrices B_̂9 B ,. . . holomorphes, B_̂  étant non identique­
ment nulle. Considérons l'ensemble C défini par det B_̂  = 0 et A = f(C n Y). Fai­
sons l'hypothèse que A / S ce qui implique en particulier que la fonction det B_k 
n'est pas identiquement nulle. En vertu de la proposition 2.5.1.1. 

4>(n) = q((k-l)r+r) = qkr si n i A 

et 

(J)(s) ^ qkr si s e A. 

Ceci montre en particulier, sous les hypothèses précédentes, que la fonction 
s -> 4>(s) est semi-continue inférieurement au voisinage de sQ et qu'elle constante 
au voisinage de sQ si et seulement si sQ / A est donc det(B_k(0,0)) ^ 0. En par­
ticulier si r = 1 la fonction det B_̂  ne s'annule pas identiquement sur Y et les 
hypothèses précédentes sont satisfaites. Dans ce cas là, la fonction s -> 0(s) est 
constante au voisinage de sQ si et seulement si B_k(0,0) ^ 0. 

Remarque 2.5.2.1. Les hypothèses Y n'a seul point un fibre spéciale et est irré­
ductible au voisinage de ce point ne sont pas restrictives pas entre l'hypothèse 
A ^ S est très restrictive. On ignore si par changement de base du fibre ^v on 
peut s'y ramener. 

Remarque 2.5.2.2. Dans le cas où Y est lisse on peut aussi démontrer la semi-con­
tinuité de la fonction cj> en utilisant la construction de D. Bertrand [B] d'un 
vecteur cyclique qui peut être rendu uniforme par rapport au paramètre x (cf. [B]). 

§.3 - ENONCES. 

Soient f : X -> S un morphisme lisse de dimension relative 1 entre deux 
variétés analytiques complexes, Y un diviseur de X fini et plat sur S et Ort un sys­
tème holonome égal à son localisé le long de Y tel que sa restriction à U = X\Y 
soit un fibre vectoriel de rang r. Supposons que dim S = 1 et 
Ch(tY\) c T*X u T*X u T* X pour un point yQ e Y, seul au dessus du point s0=f(yo)-

Notons /ntT* Y la multiplicité de Oïl le long de T* X et î = IR hom «* (W , frv) son 
VX yo ^X X 
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complexe de solutions holomorphes. Supposons enfin que (yQ,df(yo)) i T*X. 

Théorème 3.1. Sur les hypothèses précédents on a les égalités 

m * „ = - X(R $ [$) ) = dimŒ R1*^) 
y 'y0 f 'y0 -'O 

= * ( n ) - 4>(s0) + d1mt &ct̂ (4nr..Xs 3 .©x)>y 

où n est un point voisin de SQ. 

Supposons que dim S > 1 mais que le système orvv. soit la forme &X[*Y] ^ 
X 

où <^ est un fibre de rang un. 

Proposition 3.2. Sous les hypothèses précédentes si la fonction S -> (|)(s) est lo­
calement constante alors Ch(Ov̂) = T̂X u TyX. 

Remarque 3.3. La proposition 3.2 prouve la conjecture 7.3.2.1. de [K.L] dans le cas 
d'un fibre de rang un. Par contre nous verrons des exemples dans la situation du o 
théorème 3.1 où £xt q, (Wl&X ], ÔY) f 0 et donc la conjecture 7.3.2.2. (ii) de 

^X so A ,yo 
[K.L] n'est pas vraie sous cette forme. Il faudra la modifier (cf. l'introduction 
et le § 7). 

§.4 - MICRO FONCTIONS ET CYCLES ÉVANESCENTS. 

Afin de démontrer le théorème 3.1 nous allons rappeler les relations entre les 
solutions micro-fonctions d'un système holonome et les cycles évanescents de ses 
solutions holomorphes. 

4.1. - Solutions micro-fonctions. 

Soient (X,ô ) une variété analytique complexe et T*X —^ X son fibre cotangent 
sur T X on dispose du faisceau cx (respectivement cx) des opérateurs micro-dif­
férentiels holomorphes d'ordre fini (respectivement holomorphes réels d'ordre 

infini) [cf. S.K.K]. Soit Y c X une sous-variété lisse de X et A = T*X son fibre 
conormal. Sur A on a le faisceau C des micro-fonctions 

Y | X 

^ *R Ê i « ^ Y I X 
ERY|X X ïï LtS^ Y|X 
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où fcy|x = H<[Ŷm Y^X^' ^01t en"̂ ln un x̂~moc'ule à gauche cohérent de 
support contenu dans A. On a le théorème suivant : 

Théorème 4.1.1 [K.4]. Sous les hypothèses précédentes on a 

i)JR hom (4 ,6^x) = hom^rô.e1}^) 

ii) 3* = nom* (/yv\ ?̂. v) est un système local de vectoriels complexes de rang CX Y 1 Âv 
égal à la multiplicité de rff\^ le long de A. 

déf 
iii) le £sV-module $\ := <£ ® 0y\, est isomorphe û Ê v, Y ® J 

A X̂ 'IA C 
Cr = honu (CF,CA). 

A 
Exemple 4.1.2. Si Y = X, A = T̂X et <£ X|X = Le théorème précédent se réduit 

au théorème d'existence et d'unicité de Cauchy. 

4.2 - Cycle evanescents. 

Soit Y c x une hypersurface lisse définie par une équation f : X •> (D. Soit W\, 
un o8x-module holonome et^=IR hom^ (OVl, &x) son complexe de ses solutions nolo-

X 
morphes. On dispose alors du complexe IR ) des cycles evanescents de $ [cf. D3] 

IR 
qui est porté par Y. D'autre part on peut considérer le complexe IR hom ^ ( ^ J 6 y |X̂  
noté aussi wv(^) [codim Y] des solutions micro functions de Av\ = £v ® ^ï1 AVI. 

* * 71 ^X 
L'équation f définit une section Y —> TyX de la projection TyX -> Y. 

Proposition 4.2.1. soit Z-<ss hypothèses précédentes on a l'isomorphisme 

K*f(#) *1R hom̂ (m,ER) 
T X̂ V Y,X |a(Y) 

On trouvera une démonstration de cette proposition dans [L.M]. Dans la pro­
position 4.2.1 il n'y a aucune relation entre Y et la variété caractéristique de 
tV̂  contrairement au théorème 4.1.1. 

Un cas particulier de cette proposition se trouve déjà dans [M.R] (X=C, 
Y = {0} et Tv\ le système de Gauss-Manin (cf. [R)d'une singularité isolée). 
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4.3. Revenons à la situation du théorème 3.1. Soient f : X -> S (dim S=l) un mor-
phisme lisse de dimension relative 1 entre variétés analytiques complexes, Y un 
diviseur de X fini et plat sur S et \ un système holonome sur X tel que 
Ch(*y\J c T*X u T̂X u X pour un point yQ e Y. On suppose que yQ est l'unique point 

0 -1 de Y au dessus de Sq = f(yQ) et que XQ = f (sQ) n'est pas tangent au yQ à Y. Si 

P= IR nom^ (^l'&x^ en vertu de la proposition 4.2.1 on a 

Rof ' y o Rhom £X (m,ER V ^ o * 

= ]R hom (wvv , t |x) * 
r. v o1 vo 

* IR hom 
CX,y„ -

R hom (wvv 

X o l X ^ 

où y* = (y0,df(yQ)). 

Mais y* ^ T^X u TÇX donc y* est un point lisse de ChfWj) et en vertu du théo­
rème 4.1.1 on a 

v]R ,^IR j ^ 
Jo o X 9jo 

où m est la multiplicité de le long de T* X. 

Soit JR$f(J ) ^ IR hom 
'yo J 

/)oIR \m ^ IR \ 
.^X0\X) '^X0|x),yo 

- F*f(Cj [-2]) 
yo '̂ 0 

où IC est le faisceau caractéristique de y . 
yo 

On obtient finalement que 

Ri$f(5)w = 0 si i f 1. 
'yo 

r V ^ ) = ̂  et 

m = - x ^ M ^ v ) = dimc r \ ( 5 ) 
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d'où la première partie de la formule du théorème 3.1. 

§.5 - PROBLÈME DE CAUCHY KOWALESWSKAÏA. 

5.1 - Soit Z une sous-variété fermée d'une variété analytique complexe X et *to\ un 
<*$x-module holonome. Le complexe induit 

VDR 
déf 

RD 
IL 

DRE 
OrvV 

est toujours un complexe de <£7z-modules à cohomologie holonome [K3]. On dispose 
d'un morphisme 

IR hom^ (OfVV, 0X) ->K hom̂ g (ft\z,(>z 

et on dit que le problème de Cauchy est bien posé pour le long de Z si le mor­
phisme précédent est un isomorphisme. C'est le cas dans les deux situations suivantes 

- Z est non-caractéristique pour ^(T^X n Ch(ifï|) c T*X) [Kl] 

- 0v\ est régulier le long de Z [Me 2]. 

Notons j : Z -> X l'inclusion canonique. 

Lemme 5.1.1. On a un isomorphisme canonique 

j ^ IR hom̂  - ( o n z , *z) - IR hom ^ (Kr[Z](^ ), 0 x). 

Preuve. On a 1'isomorphisme [cf. Me 2] 

IRĵ  IR hom^ (*V\Z, ô z) - IR hom^ (<&x<_2 ®#Z*V\Z>&X) [codimxZ] 

Mais o8x ^z ® Wdd+ ks [coding] [cf. Me 2]. D'où le lemme 5.1.1. 

5.2 - Nous allons montrer la deuxième partie de la formule du théorème 3.1. Soient 
f : X + S (dim S=l) un morphisme lisse de variétés analytiques de dimension rela­
tive un, Y c X un diviseur fini et plat sur S et M un système holonome tel que 
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Ch(ty\) c Tvx u T*X u T* X pour un point yQ de Y et tel que ni = Tnr*Y]. Notons 

j : X\Y = IWX l'inclusion canonique et C? = IR nom.*. 0^,9V). On a le triangle 

0 j ! 3^ •* $ -* - 0 et 

X(R*f(tf)>y ) = x(R*f(tf |Y)>y ) + xOR^ji^u) ). 

Mais si r est le rang du fibre 1V|y on a (cf. [L.M] ) 

xORM^^U^y ) = r xOR*f(J!Cu)y ) = " r x(R*f(CY)̂  ) 

Soit 

x(R*f(tf) v > = x(R*f(S|Y) v ) - r x(R*f(c») y • 
"0 1 O 0 

Supposons que y soit l'unique point au dessus de s = f(yQ). On a alors 

x(%(3|Y)»yo) = 
DFR 

x ( î j - x(*„ ) 

x(R$f(tY),y0) •• 
DVR 

x(c ) - x(cy ) 

pour un point s voisin distinct de s . 
Mais pour s / sQ Ys est non caractéristique pour or^ et 

^x aR h°>x e*x '^x ) 

x($,y) = X(R hom« («vx . 6X )>y) = -lrry(/Ms). 

D'autre part on a un triangle 

0 -+IR hom̂g (/YV\[*Xo]9 ©x) ->IR hom ^ (ty ,0 x) ->]R hom^ (R[X ^Of̂ fr x) + 0. 
X X X o 

En vertu du lemme 5.1 on a 

3 8 4 



SUR L'IRRÉGULARITÉ DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 

Irry ) = - x(R honw. (*l0, frx ) ) = - x(R hom» (Rr[x (-M) ,&x) >y ) 

= - X(3y ) + X(R hom^ (M[.XQ], 0X) )• 

D'où 

K*f (* ) v 
y,xs 

Irry(/yv\s) - r 
DVG 

X(C ) + Irr (>Hs ) 

+ r - x(R hom^ («»V[*X0], ôs),y0) 
X 

= <HsQ) - *(s ) - X(R hom^ 0»\[*X0],&X) ). 

Lemme 5.2.1. 

Sxti NC.X0],frx) =0si 1*2. 

En tenant compte du lemme 5.2.1 on obtient la deuxième partie de la formule 
du théorème 3.1 : 

m = - xORSffà ).y0) = *(s) - +(s0) + dim£ <Sxt̂  (*\[XS ], By) ^ . 

Preuve du lemme 5.2.1. Notons & x̂ x = lim O^/Jy le complété formel de Ou le 

long de X . On a une suite exacte deo2Y-module 
0 A 

o -> e 
XIX 

0 

5 -
XI xc 'o 

Qx. 
ao 

0 
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où Q, est le quotient défini par cette suite exacte. On en déduit un triangle 

(*) 0_̂ 1R honu (ffî,ev),v K nom* (m, FRVÎV R nom* (flf,Q v )->C 
*V 1 s V A'As *V As ' 

O 0 0 
D'autre part on a des isomorphismes [Cf. le §2] : 

F honvg (Ffy 
VRD 

:m a* R nom* m,^iv 
RE 

F horrLr m,e;,U ^ JR hontr Tn,ê iv 
0_^1R honu (ffî,ev),vKDKLEDLKs 

En comparant le triangle (*) au triangle : 

(**) KHOITL (m[*X ],&-): y 
so 

F homi« (Iî(,e-X)|x -
x so 

Fhom (̂Fr[X jCuy,̂ ) 
X s 

on trouve 11isomorphisme 

F honu(J]C*Xs ]^X)|X * Rhom (̂lH,Qx ) [-1] 

Soi t 

Rhom^(lH,Qx ) ëxV("î' X̂ ).v = 0 

«x f̂fllC.X ],̂ x) Rhom^(lH,Qx ) 

Le faisceau DD txt flfl[*Xc ],eK), est concentré sur {yQ} = YQ puisque 

Ch(ÎT|)cTxXuTj x uT*QX 

Donc 

x r h0VflFy ^X » h0VflFy ^X » XLE 

= h0VflFy ^X » «V J'o s„ 

Mais le faisceau Qx 
so 

n'a pas de section ponctuelle QLD wRL = 0) d'où le 
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lemme 5.2.1. parce que 
fcxtJOT? [*XJ,̂ V) =0 si i > 3 

2)V n 
puisque la dimension homologique de est égale à dim X = 2. 

En vertu du théorème 3.1. le saut de la fonction <t> est égal à la multiplicité de 
le long de X si et seulement si £xt|(',||> Xs ] ,e"x) = 0 c'est-à-dire si et 
seulement si le problème de Cauchy est bien posé0 le long de la fibre spéciale 
X pour lit . 
bo 

5.3. Dualité 

Il faudrait disposer de plusieurs méthodes pour calculer fextj (lï[[* X ]9K) • 
Rappelons que l'on a les isomorphismes canoniques pour toute sous variété 
ZcX et tout système holonome 7[ sur X (cf. [Me 1]) : 

Khomç (S(U)®C ŒZ,CX) * RtyRhonij (S(/l),Cx)) 

* Rrz(DR(n)) 

- R homj (e^.R^Op) . 

Prenons Z = yQ et 7L = TT| [*X ] on trouve 
n 

s(TRC*x ]) [+2] = ïxd Or\[.x.] ,«,) 
so ,yo X̂ so X ,yo 

I W H< rçc.X ])]* 

où CE3*= dual algébrique de E. 

Prenons Z = X ^ et TL = 7ï| [*X ] on trouve que 

^xt2(inc*x 
•X 

V • S U , " 
VflFy ^X ii 

DV 
VflFy ^X » * 
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5.4. Exemples 

Exemple 5.4.1. Prenons X = (C2, S = C , f : C2 + t (x,y) x et Y l'axe 
des x. 
Considérons le système 

*Li = V ( P ' Q ) 
où (P,Q) est l'idéal à gauche engendré par 

P = ym+1 ^ + mx 

Q'f i l " 1 
pour un entier m > 1. On a 

W C T X X U T ; X U T J 0 > 0 ) X . 

D'autre part 1\ est égal à son localisé le long de Y. En effet il suffit de vé­
rifier que la multiplication à gauche par y est bijective. Mais m >̂1 et la 
classe de 1 dans 1t[^ est égal à y(classe de ym_1 ce qui permet de voir que 
la multiplication à gauche dans ^ par y est surjective. D'autre part la multi­
plication à gauche par y est injective. En effet soit R un opérateur tel que 

yR = RXP + R2Q 

= v m [ 4 + 4 ] + (vRimx^ 

Alors R appartient à l'idéal engendré par P et Q. En effet 

x -r— + y W— appartient à cet idéal et donc par division par y il suffit de dx °y 
voir que si 

*R - Ri [xaf + y i ] + R2« 

avec R̂  et R2 des opérateurs dans les coefficients ne dépendent pas de y alors 
Rx = R2 = 0. Donc fl^ = [*Y] . 

Lemme 5-4'1-1- ^ f y ^ V ' V . f o . o ) =^4x(»/rQxo),(o,o) = °-

En vertu du théorème 3.1. le lemme 5.4.1.1. montre que le saut de la fonction' 
en zéro est égal à la multplicité de ^ le long de T̂Q Q̂(D2 . 
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Preuve du lemme 5.4.1.1. Il suffit de montrer qu'il n'y a pas d'obstruction à ré­
soudre le système 

Pf = g 

Qf = h 

dans l'espace QY , , pour g et h satisfaisant les conditions de compati-
o'^°' ' m bilités. Mais le commutateur [P,Q] est égal à my Q d'où une relation 

(P-mym)Q - QP = 0. 

Il suffit alors de montrer qu'il existe une solution f du système 

Pf = g 

Qf = h 

(P-mym)h - Qg = 0 . 

dans l'espace QY , x pour g et h dans cet espace. Soient \ b (y)x11 
V10' j n>o n 

et I cn(y)xl1 des représentants de g et h où bn(y) et cn(y) sont des 

fonctions holomorphes de la variable y dans le même voisinage de zéro pout tout 
n. Cherchons un représentant de la forme \ an(y)xn de f solution du système 
précédent. On a la relation n~° 

(P+xmQ)f = g+xmh 

qui suggère de résoudre dans frYfY , . 
a | Aq,^o,o; 

(P+xmQ)( l a (y)xn) = l b (y)xn + xm \ c (y)xn 
n>o n>o n>o 

En identifiant les coefficients de x11 on trouve l'équation différentielle pour 
tout n 

y"ni a;(y) + mnym an(y) = bn(y) + mc^^y) . 

C'est une équation régulière et il existe une solution unique si et seulement si 
bn(y) + mc j(y) est divisible par ym pour tout n. Mais (P-mym)h - Qg est 
une série convergente et par conséquent on peut choisir les représentants de g 
et h de sorte que bn(y) + m̂ n_1(g) soit divisible par ym pour tout n. On 
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trouve donc une solution unique an(y) de l'équation différentielle précédente 
dans le rayon de convergence ne dépend pas de n. D'où un élément de Owfv in 

a (y) xn n>o nKJ ' 

dont la classe f dans Q̂ Q̂  est solution de 

(P+mxQ)f = g+mxh , 

soit g = (P+ma)f--mxh. En remplaçant g par sa valeur dans la relation 
(P-mym)h - Qy = 0 on trouve 

(P-mym)h - Q [(P+mxQ)f-mxh] = 

(Ph-mym)h - (PQ-mym(Q)f +mQx(h-Qf) = 

(P+Qx-mym)(h-Qf) = 

ym (y ^ + mx £)(h-Qf) = 0. 

Donc (y ~- + mx ̂ ~)(h-Qf) est une série convergente. On applique le fait élémen­
taire qu'une série formelle F e <C[[x,.y]] est convergente si et seulement si 
(mx + y tt")F est une série convergente. On trouve que la série Qf-h est con-

dX d V vergente. Donc Qf = h dans l'espace V ( o , o ) et donc que f est solution du 
système 

Pf = g 

Qf = h 

dans 1'espace \ , (o ,o) D'où le lemme 5,4.1.1. On a donc pour le système ^ 

m * 
(o,o) 

x = *(x) -*(0) = Irrx(^1>x)-Irr0(flîli0). 

Considérons le faisceau frY [*Y] muni de la structure de ®y-module définie par : 

V3 
9X 

D 
V 

1 
m 

y 9 
9y 

3 
ay 

mx 
ym*l 

390 



SUR L'IRRÉGULARITÉ DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 

On dispose d'un morphisme de ^-module 

m1+ L̂>Y] 

qui envoit la classe d'un opérateur 

a,3 
aa,e (x'y) 9a 

3xa 
VR 
9y3 

dans 
a,3 

aa3 (x'y) 
D+R 

3x/ 
DVR 
VR d) 

Ce morphisme est surjectif et c'est un isomorphisme en dehors de Y. Donc son no­
yau est concentré sur Y. Comme ÎT̂  n'as pas de section à support Y il en ré­
sulte que Tî|̂  est isomorphe à #[*Y] muni de la structure de 3 -̂module 
précédente. En vertu du paragraphe 2 

lrrQ(m1iQ) - 0 

Irr x) = 1 pour x f 0 

donc m 
-T-* r* Nx 

0,0 

= i. 

Exemple 5.4.2. 

Reprenons la situation géométrique de l'exemple précédent : f : X = C S = C, 
f(x,y) = x , Y = {(x,y) e (C2; y = 0 } . Soit "ft(2 = ©t*Y] le Ŝ -module défini 
par 

V3 
9X 

__8 . 
8x 

x 
27 

V3 
VR 

3 
3y 

y2-y-2x2 
VR 

Le 35̂ -module T̂J2 est holonome. En effet il provient d'un module algébrique 
image directe par l'injection canonique U = X\Y^X d'un fibre vectoriel algé­
brique de rang 1 muni d'une connection intégrable. On a 

irrx(^2 x) = 2 s1 x * 0 

irr0(1îl2>0) » 1 
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donc <|>(x) - !j)(0) = 1. 

Lemme 5.4.2.1. *xtj (tn2 [.xo] . e-x)(0j0) * o . 

En vertu du lemme 5.4.2.1. on a donc : 

multiplicité de ^ le long de T*Q Q̂X ̂  c|>(x) - <J>(0) . 

Pour montrer le lemme 5.4.2.1. il suffit de montrer en vertu du paragraphe 5.3. 
que 

E : 
déf 

hom3Y(9X' H(o,o)^2 [*V )) * 0 ' 
A 

Mais 

H(o.o)^2 W = 

r(X\Y uXQ;̂ x) 

r(X\Y;e'x[*xo]) + r(X\xo,̂ x[*Y]) 

Un élément de E est représenté par une fonction F e r(X\Y uX ;r„) telle que 

RV 
VR et 

VR 
3y 

F) appartiennent à l'espace r(X\Y,e'v[*-X„]) + r(X\X^..[•Y]) 

Considérons la série 

F(x,y) = co 
n=o 

(2nl) 
"TnTT x 

2n 
v ~~hT 

(e1/y - afy)) 

où a = 0 

an(y) = 
2n-l 

k=o 

1 
K I 

1 
K 

y 
La série F(x,y) converge uniformément sur tout compact de X\YuX . En effet 

= déf 2n! 
ix2n+1 

v2n 

n 
(e1/y-an(y)) 1 

i 2n+l. , |x |n! 

oo r 

k=o 

(2n)! 1 
h0VflFy ^X » 

< 1 
i 2n+l, , |x | ni 

co 

k=o 

1 
k! 

1 
|yKl 

ei/iyi 
i .2n+l , 
|x| n! 
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Donc CO 

n=o 
DR 

co 

n=o 

ei/|yl 
|x|2n+1l! 

ei/\y\ ev\*r 
|x| 

Donc la série précédente définit un élément de 0) (^2 ^*Xoqu"' n'est Pas 
nul. 

D'autre part pour un calcul direct on trouve 

V9 
dx 

F = - 1 
VRD 

D+RE DR2 
7V 

VR+DR VRD 

7 
x 

+ 1 e1^ —2 

V3 
y 

f = ( 4 + y ; x x 
2yJ 

ei/y 

Donc 
V 
3 
x 

F et 
VRD 

y 
F sont des éléments de 

r(X\Y; X̂[*X0]) + r(XVXo;e-x [*Y]) . 

Par conséquent F définit un élément non nul de E d'où le lemme 5.4.2.1. 

Exemple 5.4.3. 

Reprenons la situation géométrique précédente : 

f : X = (£2->S = <C f (x,y) = x, Y = 1 'axe des x. 

Soit le ^-module %SDMR = â$xyiP5Q) où (P,Q) est l'idéal à gauche engendré par 

P= (2x+y)^ + y g| 

h0VflFy ^X » 

La variété caractéristique de 1ÎL est contenue dans 

TX*XUTY*XUT(o,o)X ' 

Lemme 5.4.3.1. ^ a V([ [*Y] . 

Preuve. Il suffit de montrer que la multiplication à gauche par y est bijective. 
La classe de 1 dans >ff[3 est égale à y (classe de w DLS dans RE DDSD. Par 
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récurrence sur l'ordre d'un opérateur on voit immédiatement que la multiplication 
oar y est surjective. 
Voyons qu'elle est injective. Soit R un opérateur tel que yR = R̂P + R̂Q . Il 
faut montrer que R appartient à l'idéal engendré par P et Q. 
Par division par y on peut supposer que 

yR = R;lP + R2Q 

où les coefficients de R̂  et R̂  ne dépendent pas de y . Nous allons voir que 
dans ce cas R, = R0 = 0 . Il suffit de raisonner par récurrence sur 

Sup(ordre (R̂ )» ordre R̂ ) 

pour voir que R̂  = R̂  = 0 . 

Considérons le faisceau ©XC*Y] muni de la structure de Ŝ -module définie par 

V3 
3x D 3 

3x 
1 
2 

y 
V3 
ay 

3 
V 

(2x+y) 
y6 

On a un homomorphi sme de ^-modules 

T : ftl3 ^ 6X [*Y] 

qui envoit la classe R d'un opérateur 

R = 
a,3 

D 3 
3xa 

_3_ 
sy3 

dans la fonction méromorphe 

T(R) = 
a,3 

aa3 
vs a , vs fi 
v3x; Kdy 1 ; 

Cet homomorphisme est surjectif parce que 

r - T ( y &> 

C'est aussi un isomorphisme hors de Y les deux modules étant des fibres 
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vectoriels de rang un ayant même monodromie. Le noyau de T est concentré sur Y. 
En vertu du lemme 4.6.3.1. le module n'a pas de sections à support dans Y. 
Donc T est un isomorphisme. Le paragraphe précédent nous donne une suite exacte : 

° + H m 3 ' V , ( o , o ) H V H x i W3).ty ,0,0)- extdx(m3,Qx )t(0>0) 

+ *xtix<«l3-V,(o,or° 

et Irr0(]H350)=dimc^xt]x(HMîrÎ3)Ax)j(0>0) = 1 . 

Lemme 5.4.3.2. *xi^3'fl5{).(o.o) =*Xlax^3'V,(o,o) =° • 

Il résulte du lemme précédent que 

d1mc*xti(ln3.Qx > (0f0) = WO • 

Donc que le problème de Cauchy n'est pas bien posé pour ïï[^ le long de XQ . On 
a donc pour m3 

*(x) - *(0) = 2-1 = 1 

mT 
* V 
(o,o)x 

= 1+1 = 2. 

Preuve du lemme 5.4.3.2. En vertu du paragraphe précédent puisque î"7̂  = ttl^OY] 

r0(]H350)=dimc^xt]x(HMîrÎ3) 

*x^(ni3.frx) - *xtà (m3.QY) 

Un élément de nom** (ÎTU»QV) i^ «\ est représenté par un élément f de Qv , x 

tel que 

Pf converge 

Qf converge. 

Mais si Pf converge f converge parce que les petites boules centrées en (o,o) 
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sont non caractéristiques pour P en vertu dlun résultat qui remonte à 
Poincaré : 

(2x+y)'x + yy = 0 => Ixl = lyl = 0 . 

Donc f est nul et £xtj> (Al 3 . ^ ) ( 0 0 ) = 0 * 

Pour montrer que 2xtJ (̂ 3>Qy) (0 0j il suffit de montrer qu'il n'a pas d'obs­
truction à résoudre Xdans Qy (0 0) â ŝ stème 

Pf = g 

Qf = h 

pour g et h satisfaisant les conditions de compatibilités. Mais 
[P,Q]= PQ - QP = 0 . Donc g et h doivent satisfairent la relation 

Ph = Qg. 

Soit 
n 0 

Dn(x)yn un représentant de g. Cherchons à résoudre 

p( 
n>o 

an(x)yn) = 
n>o 

bn(x)yn . 

On trouve 

2x aQ(x) = bQ 

2x a^x) + n a^x) + a^^x) = bn(x) 

On peut supposer bQ(0) = 0 ce qui permet de déterminer an(x) de façon unique 
connaissant an.^(x) en résolvant l'équation différentielle précédente. La 
classe f de \ an(x)yn est solution de 

n 0 

Pf = g. 

D'où QPf = Ph = PQf. Soit 

P(Qf-h) = 0 , 

Donc en vertu du résultat rappelé précédemment Qf-h converge. Donc f est so­
lution de 
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Pf = g 
Qf = h 

et ^ Y ^ 3 - V , ( o . o ) H < T W . < o . o ) = 0 • 

Remarque 5.4.3.3. Si on cherche à résoudre le système suivant dans Q̂  ,Q . 

Pf = g 

Qf = h 

Ph = Qf 

comme dans l'exemple 5.4.1. on trouve en cherchant à résoudre 

(yP-QK = yg-h 

l'équation différentielle 

y2â (y) + (2ny-l)an(y) = b ^ y ) - cn(y) 

pour des représentants £ kn(y) 9 5 ^ cn(y)x de g et h . Cette équa-

tion est irrégulière d'irrégularité 1. Contrairement à l'équation analogue de 
l'exemple 5.4.1. qui était régulière. L'irrégularité de cette équation est égale 
à la dimension de l'espace 

p 
£xtg C^3t*X0],^) ,Q Q̂  qui semble mesurer l'irrégularité du module 

"évanesant" de tf?:3 • (cf. le paragraphe 7). 

6) Démonstration de la proposition 3.2. 

Soit f : X->S un morphisme lisse de dimension relative 1 entre variétés 
analytiques complexes, Yc X un diviseur fini et plat sur S et Jï[ un système 
holonome de la forme #x [*Y]®^ où est un fibre de rang un sur X. 

X 

6.1. Cas dim S = 1. 

Dans ce cas dim X est une surface complexe et Y une courbe donc Ch (71?) est 
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de la forme T* XU ïÇ X U TÇ X où YQ est la partie lisse de Y et Ŷ  un en-
o 1 

semble discret de points de Y . Soit yQ un point de Ŷ  et (x,y) un système 
de coordonnées de X au voisinage de yQ tel que f(x,y) = x. 

En choisissant une trivialisation de # au voisinage assez petit de yQ la 
structure de «̂ -module de \ - <?x [*Y] dans ce voisinage est définie par 

va 
3x 

DR 
3x + A 

V3 
VR 

3 
3y 

+ B 

où A et B sont des fonctions méromorphes ayant des poles sur Y telles que 

3A_ . 
3y 

3B 
ax 

Soit h une équation réduite de Y au voisinage de yQ et h = ĥ  ... hffî sa décom­
position en facteurs irréductibles. Ecrivons 

A = a 
h 
hpl-

1 
• hPm 

m 

et B = b 
h Mi DR 

hqm 
m 

où a et b sont des fonctions holomorphes non divisibles par '1i»---»'1m • 

Si B = 0 la constante de (J)(s) au voisinage de sQ =f(yQ) entraine que Y est 
lisse en yQ et Ch(fi\)c T* X U T*X au voisinage de yQ . 

Si B f 0 la constance de la fonction <f>(s) au voisinage de sQ entraine néces­
sairement que b(0,0) ^ 0 comme on le voit en considérant des équations ĥ  sous 
formes de Weierstrass <çf. 2.4.). Considérons le SL-module cohérent 

X = X 
VRD 
"1 .. 

pm 
"1 3x a> 

VRD 
nl 

D 
VR d 

ay 
VRE 

On a un morphisme T : \ -+ T7[ qlqlWE ++XR de S -̂modules au voisinage de yQ qui envoie 

la classe d'un opérateur P = d \qd c^ dans la fonction méromorphe 
a,3 
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T(P) 
a,3 

Ca3 
RD 
VR 

F (A 
"èy' 

^ (1). Ce morphisme est surjectif. En effet si on pose 

r0(]H350)=dim 
m̂ 

'm les fonctions 1 
VR 

, n = 1,... engendre ̂  en tant que © -̂module. 

Il suffit donc de voir que les fonctions —, n = 1,... sont dans l'image de T . 

Mais b est inversible au voisinage de yQ et 

1 _ 1 
VDR 

VR 
sy 

(i) = i 
ÏÏ l3v; 

1 
n+1 VR 

b1 

b-n 3e-
3y 

V3 
ay 

i 
SD 

La fonction b-n ~- est inversible (sauf si | ^ i 0 donc ^ = y et on est dans 3y dy 
le cas régulier (Ch 0tj) = T* x UTy) ceci permet de voir par récurrence sur n que T 

est surjectif. Maintenant pour voir que Ch( |îj ) c X UT̂X au voisinage de yQ il 
suffit de voir que la fibre X̂  est non caractéristique au voisinage de yQ 
pour îî| . Ceci entraine que °Ch (Tï[ ) c T* X LIïÇx au voisinage de yQ par holono-
mie. Mais T étant surjectif il suffit de voir que X$ est non caractéristique 
pour \[. 

La condition d'intégrabi1ité 

3A 
ay V 

3B 
3x 

s ' écri t 

D 
DR ... h 

m 

m̂ 
v 1 m 3a 

sy 
m 

i = l 
a 

3hi 
3y 

A VR 

Pi 
nl 

h ' m 
Pm 

( h l - - h m 3b 
3x i = l 

b 3h. 
3x 

DRD 

où h- désigne 
h - - . . . h . 
1 m SRD 

. Mais h . ne divise pas 
3h. 
3y 

donc h Pi 
i doit diviser 

h 1i 
i 

et q̂  > p̂  (i = l,...,m). Posons r. = q̂  - p. > 0 et considérons l'opé­

rateur 
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R = DR 
D 

.. n 
r 
n m 

9 
ay 

Pi 
hi 

Pn n m 3 
3X " a) - 8 

3x 
D 
hl h 

RD 
m 

3 
3y 

- b) 

qui appartient à l'idéal qui définit î[ . Le symbole principal a(R) prend la va­
leur 

a(R) (y ;ç, 0) = b(y )ç 

au point (yo;Ç,0). Puisque b(yQ) ^ 0 ceci montre de X$ est non caractéristi-
o 

que pour \ . D'où la proposition 3.2. si dim S = 1. 

6.2. Cas dim S >2. 

On raisonne par récurrence sur dim S = n-1. La variété caractéristique de '^l 
est contenue dans 

T X X U T*X 
Yo 

n-1 

i=l 
TY X 

pour une stratification 
n 

1=0 
Y. de Y la strate Y. étant de codimension i 

dans Y. Soit yQ un point de Yn_̂  et y voisin de yQ distinct de yQ 
(y<fY t) . Par le point s = f(y) il passe une hypersurface lisse S, de S tel • n—i _ t i 
que 1'hypersurface f" (S )̂ est une caractéristique au voisinage de y pour •Vl. 
En faisant le changement de base Ŝ  + S on trouve une situation toute pareille à 
la situation initiale. En vertu de l'hypothèse de récurrence et du fait que le 
changement de base est non caractéristique la variété caractéristique de TT? est 
contenue dans 

T X X u T* XUT*X 
r0(]H350)= 

au voisinage de y . 

Il reste à voir que T* X n'est pas dans Ch(l1\) . Pour cela on reprend le 
Vl 

raisonnement du cas dim S = 1 qui montre que X̂  n'est pas caractéristique pour 
TT1 au voisinage de y et par holonomie Ty X 0 n'est pas dans Ch(]îj) au 

0 Vl 
voisinage de y . D'où la proposition 3.2. 
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6.3. Remarques 
Remarques 6.3.1. Si X est une surface algébrique et Ff̂  est fibre algébrique de 
rang 1 muni d'une connexion intégrable sur U9 l'image directe par l'injection 
X\Y = U X est un Q>x-module de la forme #x [*Y]0̂ . TT̂  où est un 

X 
fibre vectoriel qui existe dans ce cas là et on peut donc lui appliquer la propo­
sition 3.2. Mais si X est une variété algébrique complexe lisse de dimension >3 
et ÏÏly un fibre vectoriel sur U = X\Y s'il n'existe pas toujours de prolonge­
ment localement libre sur X. D'autre part on ne peut se ramener au cas dim X = 2 
par changement de base de disposer d'une théorie de "cycles évanescents" pour 
les 2) Y-modules pour démontrer l'analogue du théorème 4.1.2. de [L ] . 

Remarque 6.3.2. Si ÏÏl est de la forme [*Y]&^i pour un fibred de rang 
r>2 et dim S = 1 la structure de S -module de 77) est définie 

par S: 
3x - A . 

E 
3y - B 

où A et B sont des matrices carrées de rang r à coefficients méromorphes 
ayant des pôles sur Y . La constance de la function <j> au voisinage de sQ n'im­
plique pas que det b(yQ) i 0 pour un point yQ de Y$ si b est la matrice 
holomorphe tel que 0 

B = b 
R 
V 

DR n m 

avec les notations analogues à celles du paragraphe 6.1. Mais si 
det b(yQ) i 0 et que p. < ( i = q. ... m) alors Ch (lï[)a T* X U X . 

La démonstration étant toute pareille à celle du 6.1. 
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§7 - MULTIPLICITE FORMELLE (d'après B. MALGRANGE). 

Après avoir rédigé cet exposé, nous avons reçu une lettre de 
B. Malgrange qui montre dans la situation géométrique simple du §3 comment 
éviter la théorie générale des cycles évanescents irréguliers pour donner 
une réponse satisfaisante au problème étudié ici. On se propose dans ce 
paragraphe d'exposer ses résultats. 

L'idée est que 
o 

f 
Tfi peut servir de substitut pour les cycles évanes­

cents . 

7.1. Soient D un petit disque voisinage de l'origine dans le plan complexe 
et 0\, un $n-rnodule holonome sur D dont le support singulier est réduit à 
l'origine. Notons m et v les multiplicités de % le long de TpD et de TQD 
respectivement. Si a est un point de D notons i : {a} -> D l'inclusion 
canonique. Alors le complexe 

QSLD 
déf 

{a} 

L 

â 
1a 

est un complexe d'espacesvectoriels sur C dont 1& cohomologie est de 
dimension finie et est concentrée en degrés 0 et 1. Si a / 0 alors 
L i* ifi * £m. Posons a va 

vCïl) 
déf 
V m - xOL i* "0 

Définition 7.1.1. On appelle multiplicité formelle le long de TQD de \ 
le nombre v{<\) défini précédemment. 
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L'idée de Malgrange est que le nombre v(fi) est égal à la dimension 
de l'espace des cycles evanescents irréguliers de y\ pour l'application 
identique de D dans D alors que v = v(Tl) est égal à la dimension de 
l'espace des cycles evanescents réguliers. Le nombre v(/V\ ) ne dépend que 
du complété formelle de ^ le long de 0. 

Rappelons que si est une connexion, on définit son irrégularité 
de N. Katz r(^y (cf. [D2], [Ka], [L.G], [B], [M2]. C'est un nombre ra­
tionnel et on a les inégalités 

Irro(0f\)/m < r (n ) < I r ro(n) . 

Si T\ est un v$p-module holono me on pose 

déf 
r(î\) = r(n[*û]). 

Proposition 7.1.2. Soit \ un ^-module holono me sur D dont le support  
singulier est réduit à l'origine. On a 

1) v(*\) = v(*i) - IrrQ{«\) 

2) v(0f) ) < (1 + r(f\) v(/Y|). 

Démonstration. Par construction 

C(ft\) = m - x(R hom^ }^ J o ^ ^{o})* 

Mais en vertu du lemme 5.1.1. 

XOR hom^(L i*o«y, &{o})) ~- X(1R hom^(Rr[o](^),&D)) 

= X(R hom^(/^, dQ)). 
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Soit y (Y) ) = m - xQR nom 
wo 

(V^o» 

= m - Irro(Tl ) -~ xflR nom (Tl ) -~ xflRQ 

En vertu du théorème de l'indice (cf. [Ml], [K4]) on a 

X0R hom (0Vo. eQ)) = m - v(tf). 

D'où la première partie de la proposition 7.1.2. 

Pour démontrer la deuxième partie remarquons que l'on peut écrire U 
sous la forme 

(Tl ) -~ xflR 

où I est un idéal à gauche de qui contient un opérateur 
[cf. B.M] dont la valuation vfF̂ ) est égal à v(nj. Considérons la suite 
exacte 

0 - ^ 
VR 

Q 
1 1 + 0 . 

Comme * et 
D 

d 
ont même multiplicité le long de T*D il en résulte 

que est fibre vectoriel à connexion au voisinage de 0 et en particulier 

Irr = 0. 

Donc 

Irr ( ) = Irr {̂ A- ) et en vertu de la première partie de la propo­

sition 7.1.2. on a 
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v(<ï\ ) = v( 
d 

F )• 
Q 

D'autre part on a (cf. [Ka]) : 

r(T\) = sup(r(^),r( 2©D 
F J 
q 

= r c0D 
F ) 
q 

Donc on a 1'égalité 

(l+m )) v('l\) - v(/n ) = (l+r( re 
d 

) v( ̂ D 
vr - vl $D 

rd 

On est ramené à démontrer l'inégalité 2) pour un module holonome de 
la forme S^/p où P est un opérateur différentiel. On notera par 
r(P), v(P), v(P) est les nombres correspondants de^D/p. 

Soit P = 
m 

i=0 
a.(x) d1 

dx1 
Si Pest régulier l'inégalité 2) est évidente 

sinon on sait que v(P) = v(a )9 

r(P) = Sup 
0<i<m 

- m + v(a ) - v(a.) + i 
m - i 

- m + v(a ) - v(a ) + p 
m - p 

et Irr (P) = Sup 
0<i<m 

• m + v(am) - v(a.) + i = - m + v(am) - v(q„) + q 

pour des nombres p et q strictement plus petit que m. 

Mais 
v(P) = v(P) - Irr (P) = m - q + v(a ) > 0. 

On voit déjà que la nullité de v(P) entraine la nullité de V(P). 
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Soit 

(l+r(P))v(P) - v(P) > (1 + 
- m + v(a ) - v(a ) + q 

m - q 
i(m-q+v(a )) - v(am) 

= v(aq) 
* v(am)-v(a ) v m' v qy 

m - q - 1 • 

Ce dernier nombre est positif parce que 

q - v(a ) > m - v(a ). D'où l'inégalité cherchée. 

Remarque 7.1.3. Si 0\ est une connexion alors v(^\) = m et l'inégalité 
précédente se réduit à l'inégalité bien connue 

Irr fa) < rfy)m. 

7.2. Soient X = A * S S le produit d'un petit disque A voisinage de 
l'origine dans le plan complexe (coordonnasy) par un autre petit disque S 
voisinage de l'origine dans le plan complexe (coordonnée x), Y c X un fermé 
analytique fini et plat sur S n'ayant qu'un seul point (0,0) au dessus de 
0 etKY\̂  un ^-module holonome dont le support singulier est contenu dans 
Y. Notons 3" = ]R horn̂  (;\9&x) son complexe de solutions holomorphes. On 

sait que IR 0 ^(^ ) (cf. [Br̂ CL.M]) estperverset comme il est porté par 
l'origine il est concentré sur un seul degré. On a vu que si Y est lisse 
sur S 

R1 $fC3«)>o = 0 si i * 1 

et seul l'espace R1 0 ) ,o est non nul en général. Notons y la dimension 
de l'espace vectoriel R$X̂ (1A) qui estaussi égal au nombre d'intersection de 
Ch(/hl) avec le graphe de df. Nous n'aurons pas besoin de ce fait là. 
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Théorème 7.2.1. Sous les hypothèses précédentes on a : 

d+r les o&-modules — c 
i 

v 
vr sont holonome et •i 

re 
= 0 si i + o, -1. 

ed -1 
Qv 

^\ est lisse au voisinage de 0 dans S 

(c) si on pose T\ = 
rO 

f 
<ïï\ alors on a 1'égalité 

v(*l) = u-

Pour démontrer ce théorème on se ramène comme dans [L] à une situation 
propre: 

Xo 

ce 

vr 

4 

z 

Y 

If 

0 
S 

(Dessin de Laumon), 

En dehors de Y ^ est un fibre vectoriel à connexion et donc se 
prolonge à C x s tout entier (cf. [M2]) en un fibre vectoriel à connexion. 
Notons Z le diviseur à l'infini de X = P x s et ^l'extension canonique de 
Deligne [D2] de ce prolongement le long du diviseur à l'infini Z .Av\ est 
un $ -̂module holonome sur X régulier à l'infini. 

X 
D'autre part 'H est muni d'une bonne filtration globale. En effet si 
(mk)est une bonne filtration dê ÏT| sur A x s, elle prolonge en une bonne -Fi 1 -
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tration sur (E x s C ^ ) » et si ) est bonne filtration de ^\ hors d'un 
voisinage de Y alors pour k et i assez grands 

^ k " ,/Yvu= ^ 

dans l'intersection où ces deux bonnes filtrations sont définies. Quitte à 
décaler les filtrations on peut supposer 

(Tl ) -~ xflR k + ùm 

pour tous k,£ et donc fh\ est muni d'une bonne filtration sur X = P x s. 
Notons f la projection X S. Alors en vertu d'un résultat classique (cf. 
[L2]) 

m 
f 

est un complexe de <̂ 7 -̂modules à cohomologie holonome. 

Mais 
If 

m+m1fd (Tl ) + xflR 

Notons j l'inclusion de £ x s ->P x S. On sait puisque /Sv est régulier 
le long de Z que (cf. [D2]; 6.17, théorème de comparaison relatif) : 

DR£/S(H,)̂ IR j * j"1 DR-/SCY)\). 
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Donc on a 

FF (X; DR- (Vil)) = FT(ŒxS; j"1 DR o/c(m)) 

= IRr(AxS; DR s / s (m)) . 

Par conséquent 

f 
d+dr1d 

f 
Tîl . 

Donc les ri 

!f 
ra sont holoncmes. D'autre part DRY/C('flî ) est le 

complexe : 

0 —> rn >%Q. 1 
X 

X̂/S " 0 

Comme f est de Stein pour 171 ; Rf1TR = 0 si i ï 0 et /Tn se 
f rpnrpçpnt.p nar le comûlexe : 

drd 
vr o -> f m f Tîl -> 0 

place en degrés -1 et 0. D'où la conclusion © du théorème 7.2.1. 

Puisque 
f est holonome on sait alors que [cf. M2*j 

Fhom 1U, ) [dim S] .t- Ff„ Fhom g (TU, fry) [dim X] 

et que fcf. D3] 

R^R*f(5) * F$o(Fhom^ ( 7X1,01)) [dim S-dim X] . 

Soit 

r1 M ^ o * R%(^om s ( V s ) ) 
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Mais F <£> (Pnom A -o 1 â» o f 
Tu , CK ) ) = Fhom ̂  < 

f 
x++dr1 
otS'(o.l) 

Comme le foncteur 

drd hom ~ i 
^o 

dd+d4r 
ojS'(o,l) 

est exact sur la catégorie des holonormes (cf. Théorème 4.1.1.) il 
en résulte que 

hom , 
ri 

f "m, d+r1r 
o!s'(o,l = 0 si i f 0 

et 

dirn̂  honiç£ 
r<0 

vr 
(Tl ) -~ xflRd+dr 

dr 

dv 
HI) = dim R*J(f) Q = y. 

D'où les parties © et © du théorème 7.2.1. 

7.3. Conservant les hypothèses précédentes et considérons le diagramme 
pour un point s de S 

X 
s 

X 

fs 

s 
i 
s 

f 

S 

Posons £(s) = - x(Kr(X ; Rnom 
§5X 

x+d1r+d1r 

où ms déf IL 

vr 
vrd 

On a de façon évidente 1'isomorphisme de changement de base (f est 
une projection) : 

fs 
(Tl )xflR mdr 

d 
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Donc x(*-i* 
f 

m) = X( 
fs 

™s) = - X(KT (X ;DR(7ris)) = î(s) . 

Mais x(*-is 
f 
(Tl ) -~ xflR 

s 

-1 

f 
*l) + x(Li* D 

f 
W)) = ?(s) 

Mais en vertu de la partie (6) du théorème 7.2.1. X(L(i-
-1 

f 
d+d1r 

est indépendante de s et <t>(s) - <p(0) = m - x(Li on) = v(na). 

Supposons maintenant que Kï[ est égal à son localisé le long de Y alors 
la formule du 2.3 nous donne 

*(s) = 
y->s 

IrryCWls) - r X(U$) 

où r est le rang générique de TU 

U$ = Xs\ Y$ et U = X \ Y cj X . 

Soit £(s) - î(0) = 
y~*s 

Irr (-TTl ) - Irr ) + r( x(U ) -X(U )] 

vrd 
y-»s 

Irr (TU ) - Irro(îno) - ^ ( R ^ j l C ^ ) 

= *(s) - (f)(0) 

donc (|)(s) - 4)(o) = v(7?W) = v(U) - IrrQ (71 ) ^ 0 d'où la semi-
continuité inférieure de la fonction s~*4>(s). 

Appliquons la proposition 7.1.2. àH = 
rO 

f 
7rç on trouve 

y = dim R <Uf ) = v(7l) i (l+r(H)) (*(s) - *(0)) , 

donc la constante de la fonction s 4>(s) au voisinage de zéro 
entraîne que F$i(£) = 0 et donc que la fibre X„ est non caractéris­
tique pour 7*1. En particulier Ch(Hfl)c T* 

1 X 
X UT X 

Y 

411 



Z. MEBKHOUT 

On a donc l'analogue pour l'irrégularité des résultats de Deligne 
[cf. L ] . De plus le terme correctif ^xti (W[*X ] , & ) est 

égal à l'irrégularité de fi = qui joue le rôle des cycles évanes­
cents irréguliers!. ^ 

On peut donc distinguer les 3 situations suivantes : 

17 
dv 

f 
fll est lisse : <|>(s) - <()(0) = 0 

2°/ fo 
Jf 

ni a une singularité régulière <j>(s) - (j>(0) = R̂ (ir) Q (cf. 

exemple 5.4.1) 

3°/ ro 
f 

1U a une singularité irrégulière 

<D(s) - d)(0) = dim R$J(S) - Irr(f Ofn) 
I ,U if (cf. exemples 5.4.2. et 5.4.3) 

7.4. Traitons pour être complet le cas où dim S>2 . Soient 
f : X + S un morphisme lisse entre variétés analytiques complexes de 
dimension relative un, Y un fermé analytique fini et plat sur S 
et 1ri sur S -̂module holonorme de support singulier Y et égal à son 
localisé le long de Y. Comme en 2.4. attachons à cette situation la 
fonction 

S £ S — * ( S ) , 

qui est donc constructible semi-continue inférieurement d'après ce qui 
précède. 

Théorème 7.4,. 1. S i Ta fonction s -*<Ks) est localement constante alors  
les fibres Xg = f~*(s) sont toutes non caractéristiques pour % . 
En particulier Ch(1î|)c:T* X 'T̂X ou encore le triplet (X,%f) est lo­
calement acyclique. 

Démonstration du théorème 7.4.1. On raisonne par récurrence sur 
dim S. On peut supposer que dim S > 2. En localisant sur X on peut 
supposer que X = A x S où A est un petit disque voisinage de 0 dans 
le plan complexe, S un produit de tels petits disque;, f la projection 
sur S et Y n'ayant qu'un seul point 0 au-dessus de l'origine 0 
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de S. En tout point suffisamment voisin et distinct de 0 dans S 
il passe un hyper plan S' tel que sur image réciproque X' par f 
est non caractéristique. En vertu de l'hypothèse de récurrence les fi­
bres Xs f~*(s)(s e S') sont non caractéristiques pour la restriction 
de 7)1 à X' donc sont non caractéristiques pour 1/11 . Par conséquent 
pour s f 0 Xs sont non caractéristiques pour 171 . En particulier 

ds+d1r r* v 
V u 

dim X-l 

On peut trouver une projection S d telle que si prûf = g alors 
(0,dg(0)) est un point lisse de Ch("mj. Le même calcul que 4.3. donne 
si f = Rhom̂  ("m,^) 

r1 o = 0 i f dim X-l = n-1 

R *g(*>i0 = multiplicité de TV] le long de T*X . 

Etudions maintenant i 

•p 
tvi . Bien sûr le même raisonnement aue orécédemment 

montre qu'ils sont holonomes : 

ri 

f 
VI = 0 si (i * -1,0) 

r-1 

f 
7>l est lisse sur S 

Chf d 
f 
n) c T*S uT*S et la S o 

multiplicité de ro 
v 

711 le long de T*S est égale à dim̂  R $g(5) Q -

Mais 
o 

/Wl étant un fibre vectoriel hors de 0 est donc régulier 
(dim S > 2 cf. [D2]). Faisons passer une courbe lisse S' par l'origine 
dans S et effectuons le changement de base. 

f 
X' X 

S' S 

f 
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en notant ïïi1 la restriction de 7)1 à X' on a bien sûr 

•o 

f 
d+d1r dv 

f 
m). 

S1 

et Rhom r. 
* S' 

•o 

f ' 
m1 , &s, ) * Rhom ^ 

-o 

S Jf 
"l.*s),s. 

puisque 
vr 
f 

ni est régulier (cf. [Me 2]). 

Donc la multiplicité de 
vr 
f ' 

7*T le long de T* S' est égale à la mul­

tiplicité de 
vr 

'f 
%. le long de T*S . Donc 

v( 
o 
f1 

Ht') = multiplicité de ÎKl le long T*X = 0 en 

vertu du 7.1. et 7.3. Donc si <j)(s) - (f)(0) = 0 on a 

Ch(7ft)CT*X u T*QX . 

Maintenant il passe par l'origine de S une hypersurface tel que son image 
réciproque par f est non caractéristique pour Wl. L'hypothèse de récurren­
ce permet de conclure que les fibres X$ (scS) sont toutes non carac­
téristiques pour 1TI . D'où le résultat. 
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