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CALCUL D' INDICES ET IRREGULARITE
POUR LES SYSTEMES HOLONOMES

par Yves LAURENT

Dans ce papier (qui résume un article en préparation [8]), nous énongons un
théoréme d'indice pour les solutions formelles d'un systéme d'équations aux déri-

vées partielles holondme.

En fait, nous avons un théoréme d'indice pour toute une famille d'espaces de
fonctions (les séries formelles a croissance Gevrey r, 1< r < + o) qui vont du
cas r =1des séries convergentes (et dans ce cas le résultat est dii & Kashiwara

[2]) au cas r =« des séries formelles.

Dans le cas d'un espace de dimension 1, nous retrouvons des résultats de

Ramis [12].

Par ailleurs étant donnés deux modules holonSmes M. et M sur une variété X
nous savons calculer 1'indice local en un point x des solutions de MM 2 valeur

dans W , i.e. la caractéristique d'Buler-Poincaré du complexe ]RJ@omgb ('m,’n)x .
X

Si QDO;( est le faisceau des opérateurs différentiels analytiques d'ordre infini on

peut remplacer N par ne = @o;(ds) D N et aussi comme précédemment par toute une
X

famille N(r), 1< T < + », qui va de N~ a M. (Le cas le plus simple est celui
ou U est le faisceau %{X}lxdes distributions & support ponctuel {x}, dans ce

~

cas )’Loo est le faisceau des hyperfonctions a support en {x} tandis que . (r) est

=

le faisceau des ultradistributions Gevrey r a support en {x}).

Pour énoncer ces résultats nous rappelons dans un premier paragraphe la défi-
nition des variétés microcaractéristiques que nous avions introduites dans [7]. La

présentation que nous donnons ici est assez différente de celle de [7] et si elle
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CALCUL D’INDICES ET IRREGULARITE

est plus simple, elle est moins générale et les méthodes de [7] sont certainement

indispensables pour une bonne partie des démonstrations.

1. Définition des cycles microcaractéristiques.

1. 1. Polygbne de Newton d'un opérateur.

Soient X une variété analytique complexe et Y une sous-variété analyti-
que de X. Soient T*X 1le fibré cotangent a X et A =T§ X le fibré conormal a Y.

Soit P un opérateur différentiel défini au voisinage de Y. Si P = 1 _ Pj
est le symbole de P dans un systéme de coordonnées locales, notons vj 1'ord1?:J<m
d'annulation de PJ. sur A (PJ. est considéré comme fonction sur T*X) .

Si (i,j) est un point de 2%, on note Q(i,j) = {(,pu) € R°/Agi,u>j}. Par
définition, le polygdne de Newton N(P) de P est 1'enveloppe convexe de la réunion
des Q(j ,vj—j) pour 0 j<m.

I1 est indépendant du choix des coordonnées locales dans lesquelles on
écrit P [7].

Le "bord distingué'" de N(P) est 1l'ensemble des points (i,j) € N(P) tels
que {01 € RE/A>1,usd} ANP) = {(1,))}-

En fait le bord de N(¥) est constitué d'un nombre fini de segments de droi-
tes compacts et de deux demi-droites (une verticale et une horizontale). Le bord

distingué de Nj (P) est la réunion de ces segments compacts.

=
s
2

~ g (=) (P)

_ oy

E]
7

Remargues : 1) Si X=C et Y = {0} on retrouve la définition classique (Ramis [ 12],
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2) Plus généralement on peut prendre pour A une sous-variété involutive
homogéne quelconque de T* X et pour P un opérateur microdifférentiel défini au voi-
sinage de A ([71).

1.2. Symboles "principaux' d'un opérateur.

Soit (X 4.. X Y- .,yq) un systéme de coordonnées locales de X pour
lesquelles Y = {(x,y)} €X /x=0} et donc A = {(x,y,&,n) € T*X/x=0, n=0}.

Soit P = )
0<jsm

P.(x,y,&,n) le symbole de P dans ce systéme de coordonnées.

On peut développer Pj en série de Taylor le long de A :

PJ (X3Y)€’n) = } PJ ,Q,B(y’g) XOLY]B .
+ V.
Jal+ 1815,
Soit T*A le fibré cotangent i A, muni des coordonnées (y,&,y*,£*). On dé-

finit les fonctions Pij sur T*A par :

(1.2.1) Py EytE = T By e (£
laf+|6]=1

Si le point (j,i-j) appartient au bord distingué du polygdne de Newton de
P, la fonction Pi_] considérée comme fonction sur T*A ne dépend pas du choix des
coordonnées (x,y).

Soit r un nombre rationnel, I¢rg+ . Soit D, 1a droite d'appui de N(P)
de pente %1 .

Pour 1<r<+e, on note (™) (@) (respt. o{r}(P)) la fonction Pij (v,5,v5,e%
ol (j,i-j) est le point du segment N(P) n Dr pour lequel j est minimum (respt. ma-
Ximum) .

Pour r =1, o( L) 03] =o{ Y (P) désigne la fonction Pij pour laquelle (j,i-j)
est 1'extrémité de la demi-droite D1n N(P) (donc j=m et i minimal tel que
Pi’m$0) tandis que pour r =, 0(00) P) = o{m} (P) désigne la fonction Pij pour la-
quelle (j,i-j) est 1l'extrémité de la demi-droite D_ n N(P).

(Remarquens qu'il n'y a qu'un nombre fini de r pour lesquels o(r) P) *

o{r}(P), ce sont les pentes du polygdne de Newton de P).
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Exemple : X=C€, Y = {0}, P = xz Dx+ 1 (opérateur d'Euler) alors :

si 1gr<2 o(r)(P) = o{r}(P) = x%x*

2 %

si r=2 0(2)(17) x“x o, 0{2}(P) =1

i

siors2 oM@ =6 = 1.

1.3. Bifiltrations des @X-modules cohérents.

Soit ,QSX le faisceau d'anneaux des opérateurs différentiels définis sur
la variété X. Pour chaque r on munit le faisceau Qj)dY des opérateurs différen-
tiels définis au voisinage de Y d'une filtration :

SireqQ n[Lel, on pose r = % ou s et t sont deux entiers tels que
(tys) =1;si r=ewon pose s=1, t=0.

Pour k € Z on définit Fllf [7)] x comme le sous-faisceau de £ XIY des
opérateurs dont le polygbne de Newton est contenu dans {(X,u) € IRZ/(S‘t)p—t x>k},

@ Si r=1, la filtration est la filtration usuelle par 1l'ordre des opé-
rateurs.

Le gradué associé gr F, gbx_ s'identifie donc au faisceau des fonctions
holomorphes sur T X polyndmiales dans les fibres de la projection T*X - X.

@ Si 1<r<+ow

Notons @T*A[i,j] le faisceau d'anneauxdes fonctions holomorphes sur
T*A qui dans les coordonnées (y,&,y*,£*) sont polyndmiales homogenes de degré i

en (y*,£%) et de degré j en (y*,£).

Pour tout k € Z grkF &b y s'identifie a ® @T*A[i,j] et
T sj+(t-s)i=k
donc gr,, §D ., s'identifieda & ®.x,[1,j]. (Cette identification se fait
F 27X G j)eZz TFA
b

par la formule 1.2.1).
@ Sir=+w
On vérifie (cf. Kashiwara [ 3], Laurent-Schapira [9], T. Monteiro-
Fernandes [11]) que grlz,00 (Q)X) s'identifie au faisceau d'anneaux des opérateurs
différentiels sur A = T;X homogénes de degré k en la variable de la fibre A > Y
et donc ngbe s'identifie au faisceau & [A] des opérateurs différentiels sur

A polynamiaux suivant les fibres du fibré vectoriel A .
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Nous allons maintenant définir une filtration sur le gradué gr D

T X

pour tout r :

@ Si r=« on prend la filtration par 1'ordre des opérateurs différen-

tiels sur A.

@ Si l<r<+w

Identifiant gr . D, 2 @ ®  O_x [i,j] on définit deux
E*x ™0
T kezZ sj+(t-s)i=k

filtrations (suivant j croissant ou décroissant) :

Gl By @ 6 1, 1,51

T i<t
2 ..
H gro%y= ® 6.« [i,j].
I; X jzL Ta

{r}

(Elles correspondent respectivement aux symboles ¢ et o(r) que nous avons défi-
nis pour les opérateurs).

Ces filtrations induisent des filtrations sur grkF a‘bx pour tout k.

® sir-1 '

On filtre les fonctions sur T*X par leur ordre d'annulation sur
A= T;X ce qui induit une filtration sur gr}.fbx.

On peut aussi remarquer que la formule (1.2.7 permet d'identifier
grl} ﬂjx a4 un sous-faisceau de : @T*A[k,j} et la filtration précédente n'est

1 J=1
autre que :

L

k k -
G” gr Dy =(@gr=Dy) n( M @, [i,i1)-
F,ox e

z

Remarque_1.3. 1. : Nous venons de définir, pour 1<r<+», deux filtrations G et
H sur le gradué ngQ) X" (Tandis que pour r =1 et r =« nous n'en avons qu'une).
Dans toute la suite ngus ne considérerons plus qu'une seule filtration pour chaque
r (a4 savoir G), étant entendu que tous les résultats que nous énoncerons pour G

seraient encore vrais pour H.

Remarque 1. 2.2. : Toutes les définitions et identifications précédentes sont cano-

~

niques a cause des propriétés d'invariance des symboles principaux d'un opérateur

que nous avons données au paragraphe précédent.
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Pour tout r, nous noterons gr{r}iﬁx= gr8r I-‘rgb)( et nous dirons que c'est le
bigradué de & ,. I1 s'identifie canoniquement i ® O i jl et donc a un
X L o2 TRART
(i,j)ez
sous-faisceau d'anneaux du faisceau ©T*A des fonctions holomorphes sur T*A.
Considérons maintenant un EDX- module cohérent MU défini au voisinage de Y.
Lne r-bifiltration de M est la donnée d'une filtration (F]; M)yep de m
compatible avec la filtration E de Q)X et sur gr M d'une filtration
T
2 . . .
(G ng’m) compatible avec la filtration G de gTp gbx.
T T
Le bigradué de M est par définition 8T (1) m = grogre M.
T
Une bifiltration sera dite "bonne' si c'est localement la bifiltration quotient
définie par un morphisme surjectif (£ X)N > Mm.
On démontre ([7]1) que si un :DX— module cohérent M est muni d'une bonne r-bi-
filtration, le bigradué associé est cohérent comme gr{r}.ﬁb X~ module et donc que

é\;{r}m= b5, ® gri;; M est un @« -module cohérent.
gDy

1.4. Cycles microcaractéristiques d'un Q)X—module holondme.

Comme espace cotangent 4 A , T*A est muni d'une structure canonique de va-
riété symplectique et de deux actions de C.

On montre que 1'espace analytique défini par rg\f“ M est indépendant de

{r}

la bonne bifiltration que 1'on a mise sur M (pour un r donné) ; on le note

Ch/%{r} (M) et on dit que c'est la variété 2-microcaractéristique de type {r} de M.
C'est un sous-ensemble analytique involutif bihomogeéne de ™ ([71).

d'anneau <é[2\(r,r) et un morphisme injectif JT-1§DXC—* glz\(r,r) (r : T*A » X) tel

que

Chyir}(M) = supp® (&2, @, v 'M)
m ,SDX

Ce résultat permet de montrer le théoréme suivant.
Théoréme 1.4.2. : St M est holondme, Ch/'g\{r}(m) est, pour tout r (1<r<+), un
sous—ensemble lagrangien de T*A.

ST V est une composante irréductible de Chi{r}(m), la multiplicité de
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5}»/{ v} (M) le long de V est indépendante du choix de la bonne bifiltration que 1'on
a mise sur N .
On peut donc attacher a Nl et 4 r, non seulement un ensemble analytique réduit

mais encore un cycle analytique, le cycle microcaractéristique de type {r} de m

le long de N que 1'on note Cary{r} (M.

Remarque_1.4.3. : 1) Si r=1, Ch/%{r} (M) est la variété microcaractéristique de
YU au sens de Kashiwara - Schapira [6], elle n'est autre que le cOne tangent
G (Ch W) a la varidté caractéristique de 11l le long de A.

De méme Car, {1} (m) peut 8tre défini comme le cdne tangent au cycle caracté-
ristique de 1L le long de A.

2) Sir=o, CarA{OO} (M) est le cycle caractéristique du éDA-
module engendré par 8T, n . Ce Q)A- module a déja été défini par Kashiwara [ 2 Jet
T. Monteiro—Fernandésm[H] (Kashiwara considére essentiellement ce module dans le
cas o ML est régulier et dans ce cas il en donne une définition intrinseque alors
qu'ici il dépend de la bonne filtration F M).

Remarque 1.4.4. : Comme nous 1'avons dija signalé, on peut poser toutes ces défi-
nitions en remplagant la filtration G par la filtration H. On note le cycle ob-

tenu CarA (r) (M.

2. Théorémes d'indice.

2. 1. Indice local et obstruction d'Euler. Formule de Kashiwara.

Soit X une variété analytique complexe, T* X son fibré cotangent et } un
cycle analytique lagrangien de T* X, stable par homothétie complexe.
11 existe une stratification de Whitney de X, X=U XOC telle que :
a
- k
) m [:I“X X].
a o
On peut alors définir 1'obstruction locale d'Euler de ce cycle en un point x de X
par :
codim Xoc
By ) =] (1) Ey (GOm,
a a
ou EX (x) désigne 1'obstruction locale d'Euler de Xa en x (cf. [1]1).
a

Soit M un £ x ~module holondme de cycle caractéristique y = Car M.
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Kashiwara a démontré dans [2], que si @X désigne le faisceau des fonc-

tions holomorphes sur X, si xeX,et si XX(W, ©}4)=JZ (—1)J d:ima: zxti_bXO‘YL, @X)

X

est 1'indice local de M. en x on a :

X (M, @X) = Ez x) .

2.2. Séries formelles 3 croissance Gevrey. Faisceaux 92)\,] X

a) Soit x un point de X variété analytique complexe. On note ©)< X 1'anneau
b
des séries formelles en x.

Si(x ...,X_) est un systéme de coordonnées locales d'origine x, les éléments
‘l ’ b n y b

A
L. - a
de @)&,x sont les séries formelles ) - aa X .

o €N
On note, pour 1 <r<+w, @X x {r} (resp. @X X(r) ) le sous-ensemble de
~ b o ’
P o
©X,x des séries } a  x" telles que | a_ gy
o [0 (o)

non nul (resp. ait un rayon de convergence infini).

On note encore ®X,x(°°) = @X,x{w}dgféx,x et @X,x{”: @X

ait un rayon de convergence

» X ’
b) Rappelons que si Y est une sous-variété (lisse) de X de codimension d on dé-
finit :
@ _uyd
By =¥y (0
_yed
By x= Ky (O

Si on choisit un systéme de coordonnées locales pour lesquelles

Y = {(x1 ,...,xn) € X/ Xy = ...=xd=0} , Si on note x' =(x1, ...,xd) et

X" = (Xg4qse++sXy)» si U est un ouvert de Y, F(U,gboYol x) s'identifie a 1'ensem-

ble des séries ) aa(x")é(a) (x') ou (au) est une suite de fonctions holomorphes
a€N

sur U qui vérifie :

Ja] 1l

ve >0, VKee U,3C_ > 0, supla (x| < C_ €
K
On définit les faisceaux %le(r) et B vl X{r} pour 1<r <+ comme les sous-
faisceaux de é?):{ol y des séries ) aa(x")é(u) (x') qui vérifient :
a

o] 1

(2.2.1) VKees U,3C > 0, supla,(x") | < C ———
K (lafn
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5 " CT.
(resp. (2.2.2) ve>0, VKee U,3C_ >0,stléplaa(x )| < C. ¢ Wﬁ
_@e | déf _ .
On pose %Yl X.{ 1}—93” x ¢t QBY] X( ) =T B Y[ est formé des séries
) aa(x")d(u) (x") finies.
c) Les faisceaux (DX,x(r) et ﬁ"){x}l x () d'une part et @X,x {r} et (}){X}l ()

d'autre part sont, pour 1grg+e« , en dualité topologique ce qui rend équivalent

les calculs d'indice pour @X x €t P x}X -

2.3. Résultats
Soit M un B X~ maodule holon8me, Y une sous-variété de X et x un point
de Y.
Identifiant Y & la section nulle de A = T;X, on peut considérer x comme
un point de A.
Les cycles microcaractéristiques .de M sont lagrangiens dans T*1 donc on

peut .définir leur obstruction d'Euler locale en x.

Théoréme 2.3.1.

1) Pour tout r, 1$r<+e, JRJComﬂ> (M, B, ,(r)) et R¥om m,» ., Ar})
X X

v|x D

sont des complexes 4 cohomologie constructible (ce sont méme des faisceaux pervers).

Y|x

%xtj-*ax (m’f%y}x(”” et ‘éxﬁ;)X (m,,ﬁﬂx{r}) sont non nuls seulement pour

0sjsn=dimX.

2) On a la formule d'indice local :

Vr, 1{rg+x

Xp (W, By, (r)) = E ()

Y| x Car, () (ML)

Xp (MoBy |y 1) = Egy (nyem) )

(avec toujours Xx (M,F) = g (~1)7 dim ‘éxt‘?ﬁx (M, F )x pour x €Y < /\:T;X).

Corollaire 2.3.2. : St Ax = T?x} X on a par dualité :

Vr, 1grg+®

_ n
Xx(m’ @X,x ) = (-1) ECarA (r) (M) ()

X
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_ o n
X, (m, @X,ac {r}) = (-1) ECarA M) (x).
X

Remarque 2.3. 2 : Si Ml et Y sont deux modules holondmes on a les formules :

IRZ‘Com@X (MN) =R Hom o X(ﬂmn* Py

X x

oo ~ * o
et RJComng(m,n) mmt}ﬁomgbxxx(mwn,fb XX xx)
avec n” - ED;{@@X% et W = ]Ré‘fom‘ﬂsx N, Dy) [n] .

On peut aussi définir les faisceaux .,‘2§X(r) et 5.25),{r} comme les sous-
faisceaux de ﬂ); des opérateurs différentiels d'ordre infini qui vérifient les

majorations(2.2.1) et (2.2.2) respectivement. On a alors la formule :

]Rgfomg)x (’m,,:Z)X (r)® .X']/L) ~R Jfomg:Zj

5 (MEK , By x D)

X

(et deméme avec {r} au lieu de (r))

qui permet de calculer les indices Xy (m,fbx_(r) ®¢X’n,) et X, (m,gjx{r} n).

N

2.4. Irrégularité. Cas de la dimension 1.

Lorsque X est de dimension 1, Malgrange a défini 1'irrégularité d'un
systéme d'équations différentielles comme la différence entre les indices formels
et convergents [10] .

On peut de méme définir, pour un .@X -module holondme, son irrégularité

en un point x par :

n g

e, (M) = -1 By Car, {13 (1 -
X

arA () () -1
X

D'aprés les résultats de Kashiwara - Kawai ([ 4]), si sur un ouvert de X,
1'irrégularité de M est nulle en tout point, Ml est singulier wégulier sur cet
ouvert.

Plus généralement on peut définir 1'irrégularité de W par rapport a une
sous-variété Y de X en remplagant Ay = T’{*X} X par A = T;X .

Dans le cas de la dimension 1, avec A = T’{“X}X,T*A est de dmension 2 et
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4 cause de la bihomogénéité, les seules composantes irréductibles possibles pour

*

W A (section nulle de T*A) et

les variétés microcaractéristiques sont 21 =T
b, = fo} A
Pour un opérateur les indices se calculent facilement : O(r) (P) est de 1la
forme x*uxB et ECarA(r) (P) (x) est égal a a-p (et de méme pour {r}).
On retrouve ainsi les résultats de Ramis ([12], [13]) (déja montrés par
Malgrange pour r=T1let r =cw).
3. b-fonction
Si WML est un "@X— module holondme, nous avons vu que ChA(oo) (M) est lagrangien.
On en déduit facilement 1'existence d'une b-fonction relative a Y pour MU :
Théoréme 3.1. : ST WL est un @X ~module holondme et Y une sous-variété de X, WL
admet une b-fonction, i.e. il existe b(8) polyndme en 6 et ’Yl'LO @X—module cohé-
rent tels que
a) M = @X mo
b) b)) M =i D, M,
(F: iI)X est la filtratiog du §.1.3 tandis que si Y est d'dquation {z EX,/xz -...

. . -1
x;=0},8 est L'opérateur 7;21 @ Dxi 5 0 est canonique dans FZ@X/FOO Q)X) .

Corollaire 3.2. : ST M, est un @X—module holondme, <l existe ro, ISr <+
tel que :

R Hom (m,ﬂbY|X):chom m,P

{r }) .
°‘DX Dy Y|x Yo

Remarque 3.3. : Kashiwara et Kawal avaient démontré dans [5], un résultat plus fort
dans le cas ol M est singulier régulier ; dans ce cas la b-fonction du théoréme
3. 1. vérifie :

b(®) M, C(F;1gbx>ﬂ<§)x(m) . m )

(¢}

ol m est le degré en 6 de b et <D X(m) le faisceau des opérateurs différentiels
d'ordre inférieur ou égal a4 m (ordre au sens usuel).
On en déduit que dans le Corollaire 3.2. on peut prendre T, = 1 ce qui redémon-

tre le résultat de [4] a savoir que si YW est singulier régulier on a :

362



CALCUL D’INDICES ET IRREGULARITE

]R?fom@ci)X (’WL,@Y| X) = ]RJComgbx (m”%YIX)
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