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QUELQUES REMARQUES SUR LA GEOMETRIE 

DES ESPACES CONORMAUX 

C. SABBAH 

INTRODUCTION 

Dans son article sur les classes de Chern des variétés singulières([M]) , 

R. Mac Pherson a introduit un isomorphisme, dit d'Euler, entre le groupe 3r(X) 
des cycles analytiques sur un espace analytique réduit X et le groupe F(X) des 

fonctions constructibles à valeurs entières sur X : A tout cycle Z =E n.Z. on 
1 1 

associe la fonction constructible Eu , et pour x € X, Eu (x) est un entie r 
Z Z 

défini à l'aide d'une classe d'obstruction (voir[M]) . On peut aussi définir * 
Eu (x) algébriquement (voir [G.V.], [L.T ] , [Du] , et § 1) 
Z 1 Nous nous proposons ici d'expliciter certaines constructions géométriques 

sur lé(X) qui s'interprètent simplement dans le groupe F(X) via 1'isomorphisme 
d'Euler : 

* 
soit f : X -* Y un morphisme analytique. Alors f : F (Y) -* ]F(X) est défini par 

* 
f a = a o f. 

soit f : X -* Y un morphisme propre. Alors f+ : HF (X) -» F (Y) est défini par : 
-1 - 1 (f+a)(y) = x(f (y)/0 0 , caractéristique d'Euler de f (y ) pondérée par a  (voir 

[M] ) . 

Soit f : X -* (t et K un compact dans f 1 (0) . Quitte à remplacer X par un voisi-

nage de K dans X, on peut, pour t assez proche de O et / Or définir la spéciali-
-1 - 1 - 1 sation sp : F(f (t ) ) -> F(f (0) ) par sp a (x) = x(f (t ) f! B (x) , a ) (voir 

[v2]). 
On notera de même les opérations correspondantes dans Ì. 

On peut décrire combinatoirement ces opérations en utilisant des strati-

fications de Whitney. Cependant on ne distingue pas les strates qui interviennent 

effectivement. Pour comprendre les constructions dans &, on est amené à choisir 

* Dan s la suite, nous utiliserons l'entier Eu^(x) (voir § 1 . 1 ) et 1'isomorphisme 
associé. 
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C. S ABB AH 

un plongement de X dans une variété M (éventuellement local) et à considérer le 
,/ * * 

groupe 4L ( T M) des cycles lagrangiens homogènes du fibre cotangent T M. On a 

un isomorphisme £ (M) -> ^  (T M) en associant à un sous-ensemble analytique irré-

ductible Z de M son espace conormal T*M (voir [H.M] et § 1). & (T*M) est le 
Z Ji, h 

groupe abélien libre engendré par de tels espaces conormaux. 
Nous remarquons ici que les opérations sur F i'x ) se traduisent par des 

opérations naturelles sur &̂  ^(T M) (intersection, spécialisation, intersection 

tordue (§5)). Cela découle des conditions de Whitney. En particulier cela montre 

que la théorie des classes de Chern de [M] se ramène à une théorie de Chow sur 
T M, qui ne fait intervenir crue des classes fondamentales. 

On peut appliquer ces résultats aux cycles caractéristiques des systèmes 

différentiels holonômes ou à ceux des faisceaux constructibles (§ 1.3). 

L'image directe par un morphisme propre est décrite au § 2. Au § 3 nous 

donnons des résultats sur l'image directe locale par un morphisme sans éclate-

ment en codimension 0. On peut en effet dans ce cas se débarasser de l'hypothèse 

de propreté. Ces résultats peuvent être utiles pour une théorie des cycles éva-

nescents des faisceaux constructibles. 

Au § 4 nous décrivons la spécialisation, qui n'est autre que la spécia-
. * 

lisation géométrique dans ( T M), et au § 5 l'image inverse. En appendice, nous 
36, h 

rassemblons les résultats techniques que nous utilisons : le principal concerne 

la manière commutative de calculer des intersections. La théorie de l'intersec-

tion que nous utilisons ici, et qui nous semble bien adaptée à la situation, 

est celle développée par W. Fulton et R. Mac Pherson dans [F.M̂ ] (voir aussi 

[F̂ ] 'tF2-l 't F M2^' d'où l'utilisation constante de cônes normaux (et de cônes 

normaux itérés), ce qui rend cependant certaines démonstrations un peu lourdes . 

Ce texte est une version remaniée (et augmentée du § 3) de [s]. 

J. L. Brylinski m'a informé que V.Ginsburg annonce dans une lettre certains des 

résultats ci-dessous. Les méthodes employées semblent cependant différentes. 
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GÉOMÉTRIE DES ESPACES CONO RM AUX 

1. RAPPELS PRELIMINAIRES 

1.1 Class e de Chern-Mather et obstruction d'Euler locale 

Soit M une variété analytique complexe, et Z c M un sous-ensemble analy-
tique fermé irréductible de M. Soit V : N(Z) -* Z la modification de Nash de Z 

et Tz le fibre canonique sur N(Z) qui prolonge le fibre tangent de la partie 

lisse de Z (voir par exemple [G.v]). La classe (totale) de Chern-Mather est une 
classe dans H3(t(Z,Z) (homologi e de Borel-Moore) définie par : 

c (Z) = V*(c(T ). [N(Z)]) M *  Z 

où [  ]  désigne la classe fondamentale et c la classe de Chern totale. On définit 

aussi : 

CM(Z) = v*( c (TJ .[N(Z)]) M *  z 

v 
où T désign e le fibre dual de Tz . 

A tout point x G Z est associé un entier, l'obstruction d'Euler locale 

noté Eu^(x). On posera aussi Eu (x) = (-l)̂ "̂m ZEuz (x) . Cet entier admet une 

définition topologique ([M]) comme obstruction, et une définition algébrique 
([G.v]) qui sont équivalentes ([G.v]). Elles utilisent la modification de Nash. On 
donnera ci-dessous les définitions correspondantes qui utilisent l'espace conor-

mal, et on indiquera l'équivalence avec les premières. Au § 4.8, on donnera une 

démonstration directe de l'équivalence des définitions topologique et algébrique 

de Eu, à l'aide de l'espace conormal. 

Un cas particulier du théorème principal de [MJ est le résultat suivant : 
si Z est compact, la classe de degré O, ĉ  Q(z) est un entier égal à x(Z'Euz)' 
caractéristique d'Euler de Z pondérée par la fonction constructible Euz (voir [M]). 
On a aussi c^o(Z ) = x(ZfEu^). 

1.2 Modification de Nash Versus Espace Conormal ([H.M.S. ] , [ T ] ) 

Soit Z l a partie lisse de Z, et T 
o 
Z 

M le fibre conormal de Z° dans M. 

* * * 
On pose T M = T M  c: T M. C'est un espace analytique réduit, conique sur Z. On 

z Z ^ ^  * considère aussi son proiectifié C(Z,M) = P (T ^M) c P (T M). O n appelle l'un ou 
l'autre espace conormal de Z dans M. Plus généralement, si on a un morphisme 

induit par une projection : 
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f 

X 

s 

^ S x M 

P 

on peut définir de manière analogue T̂ . XcS x T M comme adhérence du fibre co-

normal aux fibres de fI ,  si fI es t partout de rang maximum. 
'x° « x° 

Les résultats qui suivent se justifient en utilisant le diagramme commu-

tatif ci-dessous (voir [H.M.S.] Lemme 2.2) : 

(*) 

P(Z,M) • C(Z,M) 

X 

N(Z). 
V 

T 

7, 

où P(Z,M) est le transformé strict de C(Z,M) par la modification V . On remarque 

que le morphisme P(Z,M)  ̂>N(Z) est le fibre projectif associé au fibre vectoriel 

noyau de v  "T M -* - * 0. 

(1.2.1) Lemme :  Onacv(Z ) = xA(c(T*T*M).c) ) 1.[C(Z,M)]) où 0(-l) es t le M *  + 
fibre en droite tautologique sur HP (T M). • 

Soit x £ Z et ExC(Z,M) -* Z le morphisme composé de l'éclatement de 

l'image inverse de x dans C(Z,M) et de T . L'espace Ç  (x ) est contenu dans 

P(T M) x P(T*M) . On note $(-1) (resp. Ô(-l)) le fibre tautologique sur P(T M) 
x *  x  x 

(resp. P (T M) ) , ainsi que son image inverse sur le produit. En utilisant la 
définition algébrique de Eu ([G.V]), on a : 

(1.2.2) Lemme :  Eu^x) = - £ ^ ( 0(1)) c (#(-l)) 1 [ Ç *(x)]) 
=-deg(c (Od))'1 .c (é(-l))-1.[(f1 (x) ]) 

où deg désigne le degré de la classe d'indice 0. • 
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GÉOMÉTRIE DES ESPACES CONORMAUX 

(1.2.3) On peut définir Eu (x) comme une obstruction ( [M]) . Pour cela, soit 
Z -1 

B (x) une boule assez petite centrée en x, et soit W = T ( B (x) fl Z) et 
3W = T_1 QB f l Z) . On note E le fibre ( T T M/QV(-1 ) )V sur W. Dans une carte 
(C de M, la fibre de E en w € W est l'hyperplan de (t correspondant à w. On a 
une inclusion naturelle E c_>W x (tm, et en choisissant une métrique hermitienne, 
on définit comme dans [M] OU [G.V.] un e section 0 : (W, 3 W)—>(E,E \ W) en proje-
tant sur E la section canonique de W x tf:m. si co ^ désigne la classe de Thom du 
fibre E, on obtient ainsi une classe 0 (a)_) € H2(m-1̂ (W, 8 W) . 

E * 
(1.2.4) Lemme :  L'évaluation sur la classe fondamentale [W, 9w] de 0 ( BÔ^) 

^ ... dim M-1 , \ est égale a (-1) E u (x). 

On peut démontrer ce lemme en utilisant le résultat de [G.V.] et le 
diagramme (*). On verra une autre démonstration au § 4.8. 

(1.3) Cycles caractéristiques des systèmes différentiels holonomes et des  
faisceaux constructibles. 

Soit rfv un complexe borné à cohomologie constructible sur M. On peut 
définir la variété caractéristique (ou micro support) de &' ,notée SS{\£') comme 
dans [B] th m 4.2.8 , [L.M] § 1.2 qq (voir aussi [K.S.]). Si hh est un complexe 
borné de systèmes différentiels à cohomologie holonome, tel que le complexe des 
solutions Sol{WV ) soit quasi-isomorphe à h, il résulte de [L.M] par exemple 
que SS(%') = SS( à') h. 

On peut aussi définir le cycle caractéristique (avec multiplicités) de 
é' ou <<^ù , de sorte que Ch ( h, ) = Ch (̂t* ) (voir [B] ,  [L.M.]). 
Soit Ch(^") = £  m. T M . O n pose S (é' ) = I m.Y. € £(M) . Soit x G M. On pose 

j ^  j  •  .  3  3 
Ind̂ CHt") = X^'Hx) = Z(-D1dim(̂ 1( )  • Le théorème de l'indice local 
([B.D.K] ,  th. 4) montr e que : 

X(^") (x) = (-1) dim M Eu 
<<w)$ 

(x) . 

Les résultats qui suivent permettent de décrire le comportement de 

Ch(^*) par image directe par un morphisme propre, image inverse et spécialisation. 

Quand le foncteur des solutions commute à ces opérations (image directe par un 
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morphisme projectif [K] , image inverse d'un système holonôme régulier [Me ](3.2) ) 
on en déduit le comportement de Ch('7fL*). Z. Mebkhout a remarqué que la méthode 
employée ici ne contrôle que le cycle Ch(^") et pas la variété caractéristique 

S S ( ^ * )f qui contient peut être des composantes de multiplicité totale nulle." 
On ne précise donc les estimations déjà connues (voir [K], [K.S]) qu'au 
niveau des cycles. 

2 . IMAGE DIRECTE PAR UN MORPHISME PROPRE 

2 . 1 Soi t f : X -» S un morphisme propre entre espaces analytiques réduits. 

On suppose X et S plongés dans des variétés M et N respectivement. Soit Z un 

sous-ensemble analytique ferm é irréductible de X. On se propose de 

donner une construction du cycle f^Z, qui est par définition l'unique cycle de 

S satisfaisant Eu =  fLEu ,  où le terme de droite est défini dans 1'introduc-
tion. 

Si X est lisse, on peut prendre M = X, et on considère le cycle inter-
ne * *  •  • • 

section ^f T N.TzX dans Ĥ flf T U D  X| ) (voir appendice, ou [F.M ]). Si X 

n'est pas lisse, on considère le graphe de f : 

X > M x N 

f q 

a|c s|e afe jjc sfc sjc 
et le cycle intersection q T N. T (M x N) dans H. (|q T N fi T (M x N) | ) . On note 

* * *  Z  *  z 
r la projection q T N T  N. 

* * * * 
( 2 . 2 ) Théorème :  L e cycle T N a son support contenu dans |r(q T N PI T (M x N) ) | 

f £ Z Z 
et c'est l'unique cycle lagrangien homogène dans ce sous-ensemble vérifiant 
l'égalité suivante dans H._. (|r( q T N D T (M x N)|) : 

zdim N Z 

[Tf z N] = r+(q T N.Tz(M x N) ) . 

( 2 . 3 ) Remarques :  1 ) I l découle du lemme ( 2 . 4 . 2 ) ci-dessou s que 
• • $ 

|r(q T N fi T (M x N) ) | es t de dimension <  dim N (voir aussi [K] , prop. 4 . 9 ) . 
* 

Par suite les composantes de T N  sont parmi les composantes de dimension 

dim N de |  r (q T N fl T (M x N) ) j . 
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GÉOMÉTRIE DES ESPACES CONORMAUX 

Ce fait est déjà montré dans [K] pour les variétés caractéristiques des systèmes 
holonômes. 

2) Cett e formule est à rapprocher de la formule due à G. Laumon 
([La]) pour le calcul d e l'image directe d'un ^ -module cohérent. 

3) L a démonstration du théorème est essentiellement analogu e 

à celle du théorème principal de [M]. 

(2.4) Preuve du théorème 

Pour calculer le cycle intersection q T N.T (M x N) on commence par 
* *  * * z * 

remplacer T (M x N) par le cône normal de q T N D T (M x N) dans T (M x N) et 
Z ^  Z  Z 

on note to (Z,N) le cycle de T (M x N) associé à ce cône normal. Chaque composante 
de es t bihomogène par rapport à la décomposition 

T*(M x N) = p*T*M x q *T*N 
M x N 

si p désigne la projection M x N -> M. 

Remarque :  S i on considère l'analogue de la construction du graphe de [M] sur 
* 

l'espace conormal P (T (M X N) ) , le cycle spécial qu'on obtient n'est autre que 
P ( T ? ( Z , N ) ) . 

(2.4.1) Lemme :  Soi t t£ une composante irréductible de ts(Z,N ) et s a projec-

tion dans Z. On a 

ItS D  p*T*M| c  T*M| 
i 

(2.4.2) Lemme :  O n suppose de plus qu'il existe un sous-ensemble analytique 

fermé T. de N et un ouvert U. de T tels que U. c f (Z.) c T. et que U. soit un 

ouvert dense de f(Z ) (c'est le cas si f est propre). On a alors 

\ë. H q T N c  Z . X T N | . i i  m T . T. i 1 

Remarque :  Pou r des raisons de dimension, on ne peut avoir l'inclusion 

tJ^ c: p T M qu e pour au plus une composante O n a alors ¥5^ = ^  M et la 

dimension générique de la fibre de f|Z doit être égale à dim Z - dim N. 
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* * 
Preuve de (2,4.1) :  Soi t (x,cp) € & fl p T M. Il existe un chemin analytique * 1 
(x(s) , cp* (s) ) , s G B , dans ( M x N) et un chemin À  (s) dans et, avec À  (0) = 0, 
tels que c p = li m cp'(s)(. , X(s).). 

s -> 0 

On a alors Ker cp = Ker cp H T M = ( lim Ke r cp' (s) (. ,X (s) . ) ) fl T M 
x _  x s -> 0 

= li m [Ke r cp' (s) (. ,A(s) .) fl T M ] 
s -> O 

et on remarque que l'espace entre crochets est un hyperplan tangent à f *(f(x(s))) 

en x(s) . 

Preuve de (2.4.2) :  I l suffit de montrer, à cause de la bihomogénéité de S , 
- * * * 1 

que la projection de su r q T N est contenue dans N , et il suffit aussi de 

montrer l'inclusion sur un ouvert dense de Z^, de sorte qu'on peut supposer que 
le couple (Z ,Z. ) satisfait la condition a de Whitney et que U. est contenu 

dans la partie lisse de T\. Soit (x,cp) 6  ̂f l q T N. Alors, avec les notations 

ci-dessus, h' = li m Ke r (4)'(s) contient T Z.. Par suite h = Ker cp contient la 
s -> 0 x  1 

projection de T Z. dans T , . N, c'est à dire T , , T.. • 
^ J  x i f  (x) f(x ) 1 

On a maintenant q T N.Tz(M x N) = q T*N. t?(Z ,N) dans T*(M x N) (voir 
[F.M ]). Pour calculer cette intersection, on considère le complété projectif 

(Z,N) de Ŝ(Z,N) dans P (p T M © H ) x q T N e t on not e encore V l'imag e 
zs * * 

inverse sur *b(Z ,N) du fibre naturel de rang dim M sur P (p T M & H) (voi r 
appendice). On a alors ([F.M.]) : 

q W €*(Z,N ) = TT+(cm(VM) . [£(Z,N)]) , 

m èm e M où c es t la m "  classe de Chern de V (  m = dim M) et tt es t la projection 
* * 

sur q T N . 

(2.4.3) Lemme :  O n a r+(q*T*N. tî(Z,N)) = r* tt* (c (VM) . [*6(Z,N)]) où c (VM) 
M 

désigne la classe de Chern totale du fibre V . 

Preuve :  Soi t f^$ dd e<ww une composante de t3, d'image Z. dans Z et T\ dans N. On 
r. tt* (cfV*1). [?.])€ H. M X I K (ro ÏÏ(Ï)) ave c *  > O. * * 1 2di m N + * 1 

k M 
En effet c (V ) = O si k > dim M, et donc 

r* 7T*(ck(VM). [£,])€ H. M  .. . o v (r o 7Tf&)) * * 1 2dim M + 2dimN-2k 1 

168 



GEOMETRIE DES ESPACES CONORMA VX 

On déduit maintenant le lemme (2.4.3) de ce résultat et du lemme (2.4.2). 

Notons f„Z le cycle de N satisfaisant [T N] = r+(q T N . "6 (Z,N)). Soit y E f(Z) 
-1 #  - 1 et soit i :  f (y ) C> Z l'inclusion. Il existe un unique cycle de f (y) , 

* f " (y) 
noté i Z  satisfaisan t : 

f" (y) 
w<<çà) 

i 
f"1 (y: 

Z 
= Elïz I -1 

Z 'f Uy) 

ce cycle sera construit au § 5. Il reste alors à montrer (voir (1.1)). 

(2.4.4) Proposition On a E u (y ) r Z 
v * 
cM.o(i,-l, f » ' 

f (y ) 
La proposition sera montrée au § (5.6). 

3. IMAGE DIRECTE PAR UN MORPHISME SANS ECLATEMENT EN CODIMENSION 0 

On considère la même situation qu'au § précédent : 

Z 

f 

rM N 

N 
q 

où Z est irréductible et réduit. 

(3.1) Définition (voir [H] , [H.M.S]) :  O n dit que f : Z -» N est sans éclate-
* 

ment en codimension 0 si toutes les fibres du morphisme f c :  T̂M -» Z -* N ont 

la même dimension (dim M). C'est le cas en particulier si dim N = 1 . 

Rappelons le résultat suivant, conséquence d'un théorème d'Hironaka 

([-H]) : 

(3.2) Proposition ([H.M.S. ] , cor.4.2.1) :  Soi t f : Z -> N sans éclatement 
* 

en codim.O, g : S -» N un morphisme analytique, et T une composante de |T_M x S| 
f M 

Alors r s'identifie à l'espace conormal relatif au morphisme f' : T̂ (T) -> S. 

En particulier, la condition de non éclatement en codimension O est stable par 
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changement de base . D 

On a la description suivante de *ïî(Z,N) , quand f est sans éclatement 

en codim O. 

(3.3) Proposition :  1 ) f Soîdd<<t un e composante irréductible de t5(Z,N) et 
Z. son image dans Z. Alors f| es t sans éclatement en codim O, et 

if if * Z • 
tS± n P T M = Tf|Z M. 1 

2) S i le morphisme f est propre, et si on pose T\ = f(Z.) , 

%^ est la composante du produit fibre Tf|Z M  x  T T N qu i se projette sur ggZ..gg 

En particulier r(q T N fl T̂ , (M x N) ) est lagrangien. 

3) O n a le même résultat en remplaçant Z et N par des 

voisinages assez petits d'un points x € Z et de f(x) € N. 

Preuve :  O n sait d'après [H] qu'il existe un ouvert dense Z° de Z et un ouvert 
dense Z? d e Z. tels que le couple (Z° , Z ° ) satisfasse la condition A_ de Thom. i l l f 

On en déduit que T M! z 
i 

* 
CTfl z. 

1 

M où T M | 
Z . 

1 

désigne la réunion des 

composantes irréductibles de TfM Z. 
i 

qui se surjectent sur Ẑ . O n déduit du 

lemme (2.4.1) que 

if if 
IS fl p T M| c= 

* 
T Tf|z. M . 

D'autre part, on voit que dim |G D p T M| =  dim T . M , ce qui montre que 

l'inclusion ci-dessus est une égalité . On en déduit aussi que T Ml =  T . M 
y ^ f zi f|zi 

et donc f|Z. es t sans éclatement en codim O. On en déduit simplement le reste i 
de la proposition. • 

Remarque :  Le s ensembles son t liés aux cycles évanescents du morphisme f 

(voir § 4.9). 

(3.4) Théorème d'image directe locale :  Soi t f : Z ->N un morphisme sans 

éclatement en codimension O et soit x € Z. Pour tout voisinage assez petit de 

x dans Z, de la forme B x  B' fl Z, avec n  « C, et qu'on notera encore M x N, e n 
on a les propriétés suivantes : 
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1) L a fonction f^ (Eû ,) définie par f+(Euz)(y) = x(f 1(y)/Euz ) est constructible 
sur N. On peut donc définir le cycle f+Z comme l'unique cycle de N satisfaisant 

E\L ^ = f*Eu . 
f*z * z * * * * 

2) L'ensembl e r (q T N fl ( M x N) ) est analytique fermé dans T N et lagrangien. 
De plus on peut définir naturellement un cycle lagrangien sur cet ensemble, dont 

* * * 
la classe fondamentale est notée r (q T N.T (M x N)). 

* Z 
3) O n a [T N ] = r (q T N.T (M x N)). 

t Je Z Z On peut préciser le point 1) en utilisant un résultat de Kashiwara et 

Schapira ([K.S.] Prop. 8.5.4). Le théorème suivant se démontre de la même manière 

que [K.S], cor. 8.6.5. 

(3.5) Théorème :  Soi t & u n complexe borné à cohomologie constructible sur M x N. 

On suppose que pour toute composante T ( M x N) de SS(#") f|Z . es t sans 
Z. i 

éclatement en codim O. Soit x £ M X N e è v =B X B ' pou r E > 0 assez petit 
e n 

et ri «E. Alors le complexe 3R(f| )  + es t constructible sur B1 . 
V * n Le théorème (3.4 ) calcule donc le cycle caractéristique de 3R(f|̂ )  ̂(3 ). 

(3.6) Remarque :  Dan s [F.M̂ ] es t défini le groupe des fonctions constructibles 

bivariantes F(X -» S) . On peut, en utilisant la prop. (3.2) , définir un groupe 

% (X -> S) , une obstruction d'Euler relative, et montrer qu'on obtient un iso-

morphisme d'Euler j£(x -» S) -» F(X ->S ) . Il est probable qu'on peut de cette 
manière montrer l'existence des "classes de Chern bivariantes". Nous ne développe­
rons pas ce point ici et renvoyons à [Br] pour un autre point de vue sur cette 

théorie. Seul sera traité le cas dim S = 1 au § 4. 

(3.7) Exemple :  Soi t (Z,0) c (ttn+^ ,0) un germe analytique de dimension pure d, 
^n+1 d-k+ 1 .  . . , ,  X , 

et p : (E - > (c un e projection linéaire générique. Soit p^(z) Ie germe de 

variété polaire associé, et A^CZ) = p(P^(Z)). On sait (voir [L.T̂ ] ) que Ak(z) 
est un germe d 'hypersurf ace réduit dans (tt̂~k"+* ,0) . En prenant un représentant 

assez petit de Z, on a : 

(P3|{(Z),0) = a«CDK+1,0 ) + (Ak(Z),0), 

où a  = x(z H P 1 (t) ,Euz) ave c t £ (td k+1\Ak(Z). 
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On peut aussi calculer a e n remarquant que 

Eu (0) = X(z H p ^OKEu.) = (-l)d k+1 a + Eu\ (0) p+Z Z  A k 

Comme x(z fl p 1 (0) ,Eu_) = E& (0) , on a a = (-l)d k+1(Eu (0) - Eu. (0) ) 
k 

c'est à dire a = Eu - 1 ( 0 ) +  m (P (Z) ) d'après [L.T.] , où P (Z ) est ù il p (u ) o  K — 1 1 k— 1 
la variété polaire générique de codimension k-1 de Z en 0. 

(3.8) Preuve du théorème (3.4) 
* * * 

Commençons par définir le cycle r+(p T N.T (M x N)). Pour cela, considé-
M * v v *  * z 

rons le fibre V =  (T M/CP(-1 )) su r P (p T M) . On considère aussi le cône D(Z,N). 
Soit t> . une composante de îâ(Z,N), d'image Z. dans Z et T. dans N. Au moins sur 

* Tf 1 
un ouvert dense de T. le morphisme Tcln M > • Z. -> T. admet une classe fondamen-î f  IZ. i l 
taie relative (voir [F.M.2]). 1 

Si on note 8Tf|z. 
1 

M = T (Z^ n (9M x N)), on peut définir une classe 

, _ .M . c 2  (dim M-1) d'obstruction e(V ) € H * * 
(T^.|Z M, 9T^JZ M) comme au § 1.2.3 (voi r aussi 

M 
§4.7) . L e cap-produit e(V ). 

* 
[T . - + T.] es t donc un entier noté m. .On pose f IZ m i  i 

f z = 
i 
E m.T. et r5k(p*T*N . T* (M x N) ) = Tf 2 N* 

f#2 Pour montrer le théorème, il suffit donc de montrer que, pour tout y € N, 

on a 

X(f 1(y),Eu ) = E* (y) . 
Z f# Z 

-1 v -1 V D'une part on a )((f (y) ,Eu ) = x(f (y),Eu.* Z i 
f -1 (y) 

Z) 

= deg(e(VM).[C(i* Z,M)] ) 
f (y ) 

d'après [Du] thm IV, 4 .1 .2 . e t puisque f est sans éclatement en codimension O 
on a (voir § 5.5) : 

X(f 1(y),Ê z) = deg(e(VM).c(N 0(1) 1 . c (N&(-!)) [ <6(Z,N,M x {y}) ]) . 

Il reste donc à montrer que pour tout i on a 

miEuT (y) = deg(e(VM).c(NÔ(l)) 1 .c (^(-1 ) ) [ : <S(Z,N,Mx {y}) ]) . 
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La preuve de ce fait est analogue à celle du lemme (5.4.3) démontré 
plus loin, et nous la laissons au lecteur. D 

4. SPECIALISATION 

On suppose dans ce paragraphe que la base du morphisme f est lisse de 

dimension 1. Soit Z c M x s un sous-ensemble analytique irréductible. On dira 
que f| es t un cycle relatif si le morphisme f : Z -> S est ouvert. On peut donc 

définir le groupe des cycles relatifs (ou bivariants) Î{M x s -* S). 

(4.1) Définition :  Soi t s € S. On définit le cycle j Z comme l'unique cycle -1 S 
de f (s ) qui vérifie : 

T M  = (f o T ) (s ) . 
j z 
s 

Cette définition est justifiée par la proposition (3.2). On peut aussi définir 
l'obstruction relative : 

(4.2) On pose E u . (x) r I Z 
3f (x) 

z(x) et 

EU (x ) = Eu 
jf (x)' 

z(x) 

(4.3) Théorème :  1) E u . es t une fonction constructible sur Z, générique-• f  i z 
ment (sur S) égale à -Eu . 

2) Pou r tout x G Z, on a 

def v 
Euf|z(x) = Sp(-Euz) (x) =  -  X(Fx,Euz) 

où F es t la fibre de Milnor de f en x. x 

(4.4) Conséquences: 1) Soi t '̂ un complexe borné à cohomologie constructible 

sur M x S, et Chtf') son cycle caractéristique, noté T (M x s) , avec Z € j£(M x s). 
z _1 

Alors le cycle caractéristique du complexe Ri/J ) défini sur f (s ) (voir [D]) 
* 

n'est autre que T M  . 
. * 

2) Soi t Y une sous-variété de M et Z un cycle de M. On 

peut définir le spécialisé du cycle Z le long de Y comme un cycle du fibre 
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normal N̂ M comme dans [V Ĵ : o n note cp : 4^ —* (D la déformation de M sur N̂ M 
obtenue en éclatant Yx {o} dans M x £ , et en considérant une carte de l'éclaté. 
On pose Sp Ẑ = j ¿t si í est le transformé strict du cycle Z x (C par la modifica-
tion - » M x (t. 

Un calcul simple montre que T (N M) est le cône normal de T M f] T*M 
Sp Z Y  Z  Y * Y 

dans T M (c e fait a déjà été observé par V. Navarro[N] voir aussi [L] [L.T„] et A4) 
Z z 

3) Le s deux remarques précédents permettent de calculer le 

cycle caractéristique du complexe Sp̂  <£' en fonction de celui de (f' (voir [V̂ ]) 

(TzM.Gr(d(TzM.Gr(dhf)) = x(X'Euz +<< ggEl^ 

4) O n déduit du théorème (4.3) et du théorème de spécialisa-

tion de la classe fondamentale (voir [F.M̂ ] par exemple) le théorème de 

spécialisation des classes de Chern dû à Verdier ([V̂ ]) . 

I (4.5) Théorème :  Soi t Z c M un sous-ensemble analytique réduit et irréducti-

ble et f : M -* (C une fonction analytique. 
* 

1) O n suppose qu'au voisinage d'un point x €  Z, l'intersection de T M et 
* ° z 

Graphe(df) dans T~M est réduite au point (x ,df(x )). On a alors 

(T*M.Gr(df)). .. . . . = EÏ(x ) + Eu.ll7(x ). Z ( x ,df(x )) Z  o f|Z o o o 

2) S i l'intersection T M fl Gr(df) se projette sur un ensemble compact X de Z, 
* z 

alors (T M • Gr(df)) est encore défini (voir appendice) et on a : 

(TzM.Gr(df)) = X(X'Ê Z + E^f\z) ' 

(4.6) Remarques :  1 ) O n peut remplacer TzM par Ch(t )̂ et dans ce cas 

(EÏL + Eu\. ) (x ) = (-l)̂ 11̂ "1 y(RÔ (#"')) (x ) , où R<|> est défini dans [D] . Z f Z o ^  f  o  f 

2) Plusieur s personnes (Lê D.T., A. Dubson, J. L. Verdier) 

donnent une démonstration de ce résultat,qui avait été conjecturé par P. Deligne. 
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(4.7) Preuve du théorème (4.3) 

1) O n stratifié le morphisme f, de sorte que la stratification de Z satisfasse 

les conditions de Whitney (on se restreint éventuellement au voisinage d'un 

compact de Z pour l'existence d'une telle stratification). Soit S° la strate 

dense de S et Z° = f *(S°). On vérifie alors qu'on a un isomorphisme 

T ( M x S) 
Z° 

T* M 
R I 7o 

(on associe à un hyperplan de ( M x s) sa trace sur T^M). On en déduit la pre-
mière partie du théorème. 

2) O n doit maintenant montrer que 

ЕЙss<<^$ (x ) = X<FsXiS,ssE¿z (.)) 

où F es t la fibre de Milnor de f|Z en x :  F =  B (x) D f (s ) , et x,s x, s e 
Z =  f|~ (s). On a en effet Eu =  -Eu | S Z  Z  Z  —  1 . 

s f  (s ) 

On va démontrer ce résultat en utilisant la définition topologique de 

Eu^jz .  On considère le diagramme commutatif 

f 

Z 

S 

. M x S 

et on note d la dimension relative de f. Soit T f : IP(TfM) -> Z le morphisme 

naturel. Soit B un e boule assez petite centrée en x dans M, et D un e boule £ i l 
dans S centrée en f(x). On pose 

W = T 1 ( (B x D  ) D Z) e t 8 W = T *OB X D D  Z) . f e r \ f e r ] 

* * v 
On peut, comme au § 1 définir une section 9  d u fibre E = (T T  M/ O(-l)) et 
0 n e s'annule pas sur 8W (on utilise la condition A d e Thom). On définit * 2(dim M - 1) donc une classe d'obstruction 8 (u)_) £ H (W , 8w). On peut identifier E 

O 
ce dernier groupe au group e de cohomologie à support propre sur S de W = W \ 3W. 

* O 
On peut alors évaluer 0 ( oo ) sur la classe fondamentale relative [W -> D ] , 
qui est une classe dans le groupe d'homologie bivariante H_,n. „,( W -» D ) 

2 (dim M-l ) r ] 

(voir [F.M^])/ et on obtient un entier. 

On peut calculer cet entier en restreignant toutes les classes au-

dessus de f(x). On obtient alors (-l)dim M * Eu . (x) d'aprè s la définition de 
r i Z 
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j^ ^  Z et d'après la définition topologique de Eu . 

On peut aussi calculer cet entier en restreignant toutes les classes au-

dessus de s € D \ f(x). On obtient alors, d'après [Du] , th. IV.4.1.2, que cet 
^ - î - / ,NdimM-l .  . entier est égal a (-1) Y( F ,E u )  . 

x, s Z 
s 

4.8 Comportement des variétés polaires 

Si Z = Z m. Z. est un cycle d'une variété M, et si x € |Z|, on définit 
i 

le germe de cycle polaire générique de dimension £ de Z en x par 

P£(Z,x) = Z m. P̂ (Z.,x) 
i 

£ 
où P (Z^x) = Pdim z - £ (Z£'x) est ie germe de variété polaire générique de 

i 
Z^ en x (on prend le même drapeau pour chaque i) de codimension dim Z^ - £ 

(voir [T ] , ou [H.M.S]) , et P̂ . n  (Z . ,x) = 0 s i il > dim Z. . 
dim Z. - £ i  i 

Soit f : Z -> S comme ci-dessus (dimS = 1 ) , e t Z irréductible et réduit. 
Pour x G Z, on peut aussi définir la variété polaire relative de dimension £ + 1 

o 
en x, notée P (f,x) ([T] ,[H.M.S.]), et on a ( [H.M.S] 4.2.5 ) : 

£ -1 £ * (4.8.1) L e (germe en x de) cycle P (f,x) D f (f(x) ) est le cycle P (j Z) . 
f \X) 

On déduit alors de [L.T ] la formule suivante : 

(4.8.2) Eu . (x) = E (-l)d km (P (f,x) n f X(f(x))). I i Z X K 

Appliquons ce résultat à la spécialisation le long d'une sous-variété Y C^\A (4.4) : 

(4.8.3) Corollaire :  1) Pour tout x € Y fl Z, on a 

P (SpYZ,x) = CY ss<<wss pl<<<x,:ù P (b<<Z,x> 

égales. 

£ £ 2) Le s multiplicités m (P (Sp Z,x)) et m (P (Z,x)) sont x Y  x 

3) O n a Eu ( x =  Eu(x) . 
Sd Z 'Y 

£ £ Preuve :  1) D'aprè s ce qui précède, P (Sp̂ Z,x) est la fibre spéciale de P (cp,x) , 

si <p est le morphisme de déformation sur le cône normal C Z . On remarque 
£ £ Y alors que P (cp,x) est l'espace de la déformation de P (Z,x) sur le cône normal 

£ £ de Y n P (Z,x) dans P (Z,x) (voir aussi [L.T ]). 
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La preuve de 2) se fait en utilisant (A.3.1) avec les variétés {x} , Y , M 

et la définition de la multiplicité donnée dans [R] (autrement dit, en utilisant 

les notations de l'appendice, on a ( P ) = P .x). On obtient alors 3) en 

utilisant fL.T.1. 

Remarque J. L. Verdier a montré un résultat analogue . 

A titre d'application, montrons maintenant que les définitions algébri-

que et topologique de Eu données au § 1.2 sont équivalentes. A l'aide du corollai-

re (4.8.3), et en utilisant un argument analogue à celui donné à la fin de la 

démonstration du théorème (4.3), on peut se ramener au cas où Z est un cône 
m > ' 

de sommet l'origine dans (C , et on évalue Eu (0). On considère le diagramme 
suivant : 

<<C(Z,<tm) = P(T ddCCm) c <tm x e C(Z,<tm) = P(T CCm) c <tm x P(ïm) 

<Cm x p (fcm) => z 
e 

T 

* J ̂ m r Z c z (t 

rJ m  m 
où e est l'éclatement de l'origine, et C(Z,(E ) le transformé strict de C(Z,(t ) 

~> m  —  1 

par e. Puisque Z est un cône, on a une projection p : C(Z,(D ) -*Ç (0 ) qui est 

identique au fibre normal de £  ^(0). 

On pose Ç 1 (0) = D, C(Z,(tm) = L et on note E l'image inverse sur 

C(Z,(t ) du fibre (-1)) V défin i sur P(4m) . La section 0  de E définie au 
* 

§ 1 permet de définir une section a de e E su r L. On a en fait le diagramme suivant : 

P L 
i * 

. e E 
s 

L 

P 

D 

où À est la section canonique de p L, et on a O = i c À. O n a par suite 
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^ IIlclX + ^ ^ ïïiaX + ^ 
a (  oj )  = c ( e E/p L) . À (OJ  ̂) = c ( e E/p L) . 0) 

e"E p L p L 

où a) désigne la classe de Thom. En utilisant le langage de l'homologie bivariante 

([F.M^]), on doit maintenant montrer le résultat suivant 

deg(c(0(-l)) 1.c(&(D) ^ [ D ] ) = a* (a> + ) . [L ] 
e E 

On écrit alors : 

• ma v • 
O (a> + ) =c (e El /L) . [DCL] e E 

et [L] = [ L - ^ D ] . [D] (formule du produit pour les classes fondamentales) . 
On utilise enfin l'égalité [Dc^L] . [ L ^ > D ] = 1 • 

(4.9) Preuve du théorème (4.5) 

On va montrer la deuxième partie, puisque la première en est un cas 

particulier. On se ramène d'abord facilement au cas où Z est contenu dans M x S 

et où f est la projection M x S -> S, en posant S = (C. On a ensuite l'égalité 

(T (M x s) . Gr(df)) = t?(Z,S) .Gr(df) 

où t5(Z,S) est défini au § 2 (voir A.3). De plus, en utilisant (3.3) pour f|z , 
on voit qu'on peut écrire 

t£(Z,S) = T , M + £  m. T M  x T S 
f I „ .  i  Z . s . 
Z i  j . i 

où la somme est prise pour un nombre fini d'indices i, les Z. sont compacts irré-
-1 1  * 

ductibles, et contenus dans f (s.) . On a en effet supposé que T (M x s) D Gr(df) 
i Z 

se projette sur un ensemble compact X de M x s, qui n'est autre que U  Z^. 
On a donc 1 

T (M x S).Gr(df) = Z m.(T M  x T S).Gr(df ) . Z i  Z . s . 1 i i 
* * v 

Comme par définition on a T M  x T S.Gr(df ) = c ^(Z.) , il reste à montrer 
Z. s . M, 0 i 

1'égalité 
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Z m. Eu =  Eu +  Eu. • i  Z . Z  f l 1 1 Z 

Pour cela, on va utiliser une formule donnant Eû  utilisant le fait que f| es t 

sans éclatement en codimension O (voir § 5.5). 

Soit (x,s) € Z, et t?(Z,S,M ) le cône normal dans fé(Z,S) de l'image inverse A de 
f T S| r  =  M x T S dan s £ ( Z , S ) pa r le morphisme naturel £ ( Z , S ) - > f*T*S, 

M x ̂ sj s 

et soit ^(Z,S,Ms,x) celui de l'image inverse de {x}x T*S dan s £f(Z,S,Ms) par 
le morphisme naturel 

g(Z,S,Mg) *Ag y M x T s . 

„ * * 
L'espace <Ç (Z,S,Ms,x) est naturellemen t plongé dans T^M x T^M X T^S X T^S , 
et on note lo son adhérence quadri-projective . 

EiL (x,s) = deg(c(M(9(l))'1.c(M é(-l)) 1.c(çO(D) 1.c(QÓ(-l)) \ [ 6 J ) . 
Z M  M o o 

Il reste donc à calculer ^(Z,S,Ms»x) . O n voit que 

£(Z,S,M ) = T . M| +  2  m . T M  x T S o ù I  =  {ils. = s} . 
S Z S i  E I 1  i 

S 

Comme Tf|Z M|s xc T == M,ff< on déduit de la définition de hw<<;:$ que 

Eu (x,s) = -Eur.(x,s) + T, m. Eu (x ) . D Z f| Z ^  i 

5. IMAGE INVERSE 

Soit f : Y -* X un morphisme entre deux variétés et Z un cycle sur X. 

On se propose dans ce paragraphe de donner une construction géométrique de l'uni-
* V * V que cycle f Z de Y satisfaisant Eu * =  f Eu . f Z Z 

Le seul cas non trivial, puisque la construction est locale, est celui 

où f est une immersion fermée régulière. On la notera donc i : YC^M. La construc -

tion se fait en deux étapes : o n se ramène d'abord au cas d'un cône. 

* * 
(5.1) Théorème :  1) On a i Z = i Sp Z, où l'inclusion de droite est celle 
de Y dans N^M. 
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2) Plu s généralement, si Y1 est une sous-variété contenant Y, et si 

i' : Yc^N^.M désigne l'inclusion, on a i Z = i' SpylZ. 

Preuve :  C'est une conséquence de (4.8.3). D 

On est maintenant ramené au cas où i est l'inclusion Y c-̂ -N̂M et où le 

cycle est conique sur Y. On note p : N̂M -» Y la projection. On a donc un diagramme 

commutatif : 

T* (NyM) )p T Y P _̂  T Y 

NYM 
P 

. Y 

(5.2) Théorème :  1 ) Le s composantes du cycle i Z sont contenues dans 

P ( I p T Y fi T ( N M) I ) . 
bpyZ Y * 

2) L e cycle T Y  est l'unique cycle lagrangien homogène 
i Z de p (p T Y fi T (N M) ) satisfaisant à Sp_. Z Y 

[T* Y ] =  P * (p*T*Y Q T* ( N M) ) 
i Z SPY Z 

dans H (p ( I p T Y fl T N  M | ) ) , où 0 désign e une intersection tordue 2 dim Y SpyZ Y 
définie en (5.3). 

(5.3) Définition de 0 :  Soi t Z c N M conique sur Y, et tS(Z,Y) le cône 
* * * * Y 

normal de T (N M) H p T Y dans T (N M) (voir § 2). Soit t t la projection natu-
Z Y  Z  Y relie 

t3(Z,Y) -> Tz(NyM) fl p T Y. 

Localement sur Y, on peut supposer que NyM = Y x E et tS(Z,Y) est contenu dans 
T*Y x e x ev , et est homogène dans les directions E et E v . 

Soit *ë. une composante de 1?(Z,Y).0 n note K . l'adhérence 
bi-projective de %̂  dans T*Y x P(E9Î ) a P(E&H.>. 
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On pose alors : 

T*(NyM) G p*T*Y = Tï+dc (&(D) i.c (&(-!)) ^(Z'Y)JJ2dimY ) 

où (2 (1) (resp 6(1)) est le fibre canonique sur P (E®j\ ) (etc.) ,  et { ^dim Y 

désigne la classe de degré 2dimY . La classe ci-dessus est donc une classe dans 
H2dimY ( I V \ M ) " p V ï | ) -

Remarque Si Y = {x}, le terme de droite n'est autre que Eu^(x). 

(5.4) Preuve du théorème (5.2) :  I l résulte du lemme (2.4.2) qu'il existe 
un unique cycle lagrangien homogène dans p(|p*T* Y fl T (N M) | ) de classe 

* * *  SPY Z Y  * 
fondamentale égale à p.( p T Y ET _  (N M) ) . On notera c e cycle T u Y. * S p Z Y  w y 1  Z 

Il faut montrer que pour tout x G Z fl Y on a 

Eu ti (x) = Eu (x ) = Eu (x) 
i * Z SP Y Z 

Le problème est local sur Y, de sorte qu'on posera N̂ M = Y x E . 

* 
(5.4.1) Lemme :  L e support du cycle ^(Sp^Z^Y ) est contenu dans T Y x i ,̂ 
où I c E x Ev es t la variété d'incidence des couples (v,n) tels que n . (v) = O. E 

Preuve :  Soi t X une composante de Sp^Z. Alors X est contenu dans Y x E et est 
conique sur Y. On peut supposer que X n'est pas contenu dans Y = Y x {o} sinon 
*G(X,Y) = T Y x { 0 } X Ev e t la propriété est satisfaite. Un point (x,£,v,r|) est 

* 
dans t5(X,Y)s'il existe un chemin analytique (x (s) , £ 1 (s) , v (s) ,r\ (s) ) dans T^(Yx E) 
et un chemin À (s) dans (C, avec X(0) = 0, tels que 

(x,£,n,v) = li m (x(s) , X(s) £'(s),v(s), n(s)). 
s -> O 

Puisque X est homogène, un hyperplan tangent en un point lisse de X contient 

la génératrice passan t par ce point. Donc pour s  ̂O, on a r)(s ) (v(s)) = 0. 
Par suite, à la limite on a r | (v) = 0. • 

(5.4.2) Conséquence :  O n a l'égalité suivante dans 

H2dim Y(P(IP* T̂  0 TSpYZ(NYM)l)) : 
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[T* Y] = p TT (c( $(D) X.c( Ó(-l)) \ [<6(Sp Z ,Y) ] ) . 
r z E E Y 

Preuve :  Ell e est analogue à celle du lemme (2.4.3). On utilise ici le fait 
— 1 »' — 1 que sur la variété d'incidence de P(E) x  P(EV/) , la classe c( O (1)) c ( Ê>(-1)) E E 

est la classe de Chern d'un fibre de rang dim E-2. D 

On a une application naturelle 

wxv = Т о p a TT: t?(Sp Z,Y) - p*T*Y П Т* z(NyM) -» T*Y|c<<=$ùùz Z  Л Y. 
Yggw 

Localement , une composante t?. de ^(S p Z,Y) est contenue dans T Y x E x E " 
D Y Z. 

si Z_. = ^ (£.), d'après le lemme (2.4.2). D 
Pour x € Z fl Y , soit to(S p Z,Y,x) le cône normal de ib *  (x) dans 

Y * 
tS(spYZ,Y) . Comme \Jj est induit par la projection naturelle T Y X E X E ^ - ^ Y , 

— 1 * 
on a ]p (x) = T^(SpYZ,Y) fl T^Y x E x Ev) , et l'espace £T(Sp̂ Z , Y ,x) est contenu 

* • dans T Y X T Y X E X E ,e t est quadrihomogène. Soit T so n adhérence dans x x  x 

P ( T Y ® H ) x  P (T* Y e IL ) x p ( E a n ) x p ( E v e i l ) , 
X X 

et P ( T̂ ) l e quadriprojectifié de tj(Sp̂ Z,Y,x) (comme au § 5.3). 

(5.4.3) Lemme :  O n a 

Eu * (x) == deg(c( (9(1)) 1.c( )~X mC(. (9(1)) 1  c( #(-1)) 1 f r i ) . 
±*z Y  Y  E E  L xJ 

Preuve :  Soi t "C. une composante irréductible de lS(Sp Z,Y) . On suppose que 

*ê. n'est pas contenu dans un sous-espace T Y X E X O O U T Y X O X E ^ .  Les 

cas dégénérés se traitent de même. Soi t T. l'adhérence de dan s 
* J 3 

P(T Y  © fl) x P ( E 9 II) x P ( E V # 11), et \\) : T. -> Y l'application naturelle. 
-1 3 Soit E T . l'éclaté de ij; (x ) x {o} dan s r . -» <E e t T  . l e diviseur exception-

X 3 3 3 r x 
nel, union de composantes de T  . On a un diagramme commutatif : 

p o tt x id 

T. x d: 
e 
x 

p o Tir (r . ) x (C 
e 
x • E (p o TT(r.) x (D) x 1 

E T. 

U) 

г. 
1 ,х 

Sp *7T(r ) J x 

0) 
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On a T . = m 1 ( (p*TT) (T .) ) . 

Il suffit maintenant de montrer que 

(*) ôUcLtfU)) ^cl 6(-D) [T ] ) = a.[(p err) (r.) ] * E E  x J J x 

où a. est défini par 
D 

(PoïïL(c( ©(D) *.c( &(-!)) Ct?.]) =a.[T*Y ] 
* E E  J j 

(voir (5.3)) . 

Par le même argument qu'en (5.4.2) o n peut supposer que ( p c ïï) = T Yet quitte 
D Z j 

à normaliser, et utiliser par exemple [F̂ ] prop.l, on peut supposer que I\ e t 

(p o tt) (I\) sont normaux. De plus il suffit de vérifier (*) en codimension 1 
sur T. ,  de sorte qu'on peut supposer que E poiT(r.) et E T. sont lisses. j , x x  j x  3 

Dans ce cas, le morphisme ŒT admet une classe fondamentale en homologie 

bivariante (voir [f.Mq]) et on a en fait 

a. = TDL(C( (D) &(-l) ) 1 [â3] ) . 
D E E 

On en déduit (*) en utilisant la formule de multiplication ([F.IV̂ ]) 

[ r . ]  =  [w] . [p*7r(T\) ] . • 
J , X J X 

Montrons maintenant que EÙ 
i z 
# (x) E 

Y 

On a Eu^ z(x) =deg(c(Yx E0(l)) 1.c(y>< E &(-!)) ^(SpyZ,x ) ]) 
Y *  *  * 

où iS Sp Z,x) est le còne normal de T ( Y x E) H T (Y x E) dans T ( Y x E) , et *Y S p Z x S p Z — Y  Y 
*tS so n adhérence bi-projective. Soi t *5(Sp Z,x,Y) le còne 

normal de t*(Sp Z,x) fi (T Y 0 E ® T Y) dans *&(S o Z,x) , qui est contenu dans 
* Y x_ x Y 

TxY 0 E ®TxY«E, et t§(SpyZ ,x,Y) so n adhérence quadri-pròjective. 

Il résulte de (A.3.2) qu'on a 

Evi (x) =deg(c( 0(1)) 1.d( XmC( (9(D) 1-c( &(-l)) *[ TS(Sp Z,x,Y) ]) 
bp ̂  Y Y  E E Y 

V 

et on obtient l'égalité voulue à l'aide du lemme (5.4.3) e t de (A.2.1) appliqué 
* * * 

aux sous-variétés T Y x E et T (Y x E) de T (Y x E). • 
x 
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(5.5) Imag e inverse par un plongement fermé régulier en bonne position ou non 

caractéristique. 

(5.5.1) Soi t i : Yu*M un plongement fermé comme ci-dessus, et Z un cycle de M. 

On dit que Y est en bonne position par rapport à Z si pour toute composante Z_. 

de Z, et tout point x de Z_. PI Y, on peut trouver au voisinage de x une application 
analytique c p : M -* (DP, avec ( p * (0) = Y, et telle que tp | soi t sans éclatement 

Zj 

en codimension O. C'est toujours le cas si codim̂ Y = 1 par exemple . On va donner 

une autre construction du cycle i Z quand Y est en bonne position par rapport à Z. 

Pour cela, on choisit une décomposition locale M = Y x N, N = (D et 
Y = Y x {o} c Y x N, et on pose E = T N, EV = T*N. Soit t?(Z,N ) défini comme au 

° ° * * 
§ 2.4, et tS(Z,N,Y) le cône normal de tS(Z,N) fl (T Y x T N) dans ts(Z,N) . On a 

*Ô(Z,N,Y) c T Y x E x EV. 

(5.5.2) Lemme :  Soi t ? un e composante de ^(Z,N,Y) , et Y. son image dans Y. 
J * v 3 

Alors es t contenue dans T Y  x i ,  si I c : E x E es t la variété d'incidence. D Y _ . E E 

On laisse la preuve au lecteur. • 

Ce lemme permet de remplacer dans le théorème (5.2) e t la définition 
(5.3) l e cône t5(SpyZ,Y) par tS(Z,N,Y). On peut de même définir un cycle i^Z, et 

il faut montrer que Eu . =  Eu ^ . b Z i Z 

On montre comme en (5.4.3) qu'on a 

Eu. (x) = deg(c( V6)(D) Vct 6(-l)) I.c(0{l)) *.c( 6(-l)) £(Z,N,Y ,x] 
ibZ Y  Y  E E 

La démonstration consiste maintenant à définir *C(Z,N,x,Y) (voi r A.2) et à montrer 
que 

Eu b (x) = deg(c(Y x E ^(1)) 1.c(y6(-l)) 1.c(E^(-l)) 1 [ t5(Z,N,x) ]) 
i 7. 

Pour cela on utilise (A.2.1) et (A.3.2). Encore avec (A.2.1) on a 

tf(Z,N,x) = £(Z,x,N) 

et (A.3.2) montre que 
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Eu (x) = deg(c(y x E C>(1)) .  c(y x E Ô<-1) ) . [ "£(Z,x)] = EÙ ^Cx). • 
i Z 

(5.5.3) O n suppose maintenant que Y est non caractéristique par rapport à Z. 
Cela signifie que T y M f) T̂ M c= T̂ M. Autrement dit, toute limite d'espace tangent 

à Z en un point x de Z D Y est transverse à T Y dans T M. On en déduit que la 
* *  x x 

projection 7T : TzMly ~* T Y est ki-en définie, et est un morphisme fini. De plus, 
si on écrit localement Y = Y x {0}c-̂ M = Y X N e t si f = qlz : Z N  est la 

restriction à Z de la projection q : Y x N -* M, on voit que f est sans éclate-
ment en codimension O. 

(5.5.4) Proposition :  Sou s cette hypothèse, le cycle T M| es t de dimension 
* * Z Y 

pure dim Y. De plus on a [T ^ Y] =7JC[T M| ] . 
i Z 

* * * 
Preuve :  Puisque, au voisinage de Z fl Y , on a Y x T N D T (Y x N) c: T Y x N, 

Z Y x N 
on déduit de la remarque suivant le lemme (2.4.2) que tj (Z,N) = T*.Y, et 
s> * * ± ' £ ( Z , N , Y ) es t le cône normal de T Y| f x dans T Y. D'autre part, on a une 

r Y x | u j 1 
application naturelle bien définie au voisinage de Y , * 

* T Y 

induisant 7T en restriction à Yx{0}. De plus, CD est finie et biméromorphe. 

On en déduit que TTjT*M|y ] =  ETfY|Yx{0}]* 

D'autre part, le calcul fait en (5.5.1) montre qu'ici 

[T + Y] = T Y. (T YX {O}) 
i Z 

dans T Y x N, autrement dit 

[ T * Y] = [VIYX{0}]. ° 
i z 

(5.6) Preuve de la proposition (2.4.4) 

On reprend les notations du § 2. Soi t y € N, Y = M x {y} , et 

i : Y C_̂ M x N l'inclusion. On montre comme en (5.4.3) que 

Eu- _(y) = deg(c(VM).c( Od))"1. c(M 6(-l))_1. [ §(Z,N,Y ) ]). r Z N  N # 
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Si Z est en bonne position par rapport à Y, (2.5) résulte de la construction 
faite en (5.5). 

Dans le cas général, il suffit de montrer que [tS(Z,N,Y)] = [£(Sp Z , Y ) ] 
* * Y 

dans P ( T Y Q E) x  p( T N & V.) x  p (T N G) . 
Y Y 

On remarque que u(Z,N,Y ) est égal au cône normal de 

tS(Z,N,Y) fl (Y x T N) dans t5(Z,N,Y), et en utilisant (A.2.1) on voit que 
— y  *  * 

[TS(Z,N,Y)] =  [>(Z,N,Y )] , où <£(Z,N, Y ) est le cône normal de 

t?(Z,N) fl (Y x T N) dan s tS(Z,N) . O n a aussi 
— * y ̂ s)e — 
[£(Z,N,Y )] = [<£(Z,Y ,N)] =  [t5(Sp Z#N)]. 

def 
On voit de même que °tS(SpyZ,N) est conique sur T Y x N, et donc 

[f(SPyZ,N)] =  [ <G(SpyZ,N,Y)] = [̂ (SpyZ,Y,N)] = [£(SPyZ,Y)] . • 

APPENDICE 

(A.l) Dan s [F.M̂ ] W. Fulton et R. MacPherson ont développé une théorie de 

l'intersection en géométrie algébrique (voir aussi [F^], [F ], [F.M^]). Dans le 

cours du texte nous avons repris leur démarche en remplaçant la multiplicité 

par l'obstruction d'Euler locale. Nous nous proposons de montrer ici le résultat 

principal qui nous; a servi, à savoir la manière commutative de calculer différentes 

classes de cônes normaux. 

Considérons la situation suivante : 
2 

Soit cp : X -* <£ u n morphisme analytique surjectif. On suppose X équidimensionnel, 

et que les fibres de cp , sauf éventuellement c p * (0) , ont toutes la même dimen-

sion dimX-2. O n suppose de plus qu'on a un diagramme commutatif 

bb 
X 

i 
y M 

l2i 
qwx 

où i est une immersion fermée, M est lisse et équidimensionnel, et \jj est lisse. 
2 

Soit Cj et C2 deux germes de courbes irréductibles dans (et ,0). On note 

X̂  (resp X̂ ) le transformé strict de X par le morphisme de normalisation 

n̂  : - > C (resp . :  - > C^) , et D̂  (resp. D^) les fibres de X̂  (resp.X2) 
au-dessus de l'origine. D1 et D son t deux sous-espaces analytiques fermés de 

- 1 
cp (0 ) , qui peuvent être distincts si c p n'est pas plat. 
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On a cependant 

(A.1.1) Théorème :  Sou s les hypothèses précédentes les classes fondamentales 

[Dj] e t [D2] sont égales dans H2(dimX-2) ( l^"^0̂  * 

On peut donner deux démonstrations de ce résultat (voir aussi [F ] ) : 
-1 

1) Pou r la première, on se restreint au voisinage d'un compact de cp (O) . On 
peut trouver, d'après [H.L.T] une suite finie d'éclatements ponctuels au-dessus 

2 ^2 2 de (<£ ,0) dont le composé est noté TT : (D -> (t , de sorte que le transformé 
strict cp de cp par TT soit plat. Il existe deux points â  et d e TT * (0) tels 
que Dj = cp *(â ) et =  cp ^(a^). Comme TT * (0) est connexe et que (p est plat, 
on en déduit le théorème. 

Remarque :  Cette démonstration explicite une déformation analytique de su r 

V 

2) I l résulte de [V^], prop. 3.5.1, que le morphisme cp admet une classe 
fondamentale relative dans le groupe d'homologie bivariante 

H2(dimX- 2) 
* 2 (X >f c ) 

def 
Ĥ C(M,2Z) 

avec c = codim X (voi r aussi [ F . M „ ] ) . 
M 2 

On a les morphismes de restriction suivants : 

H2<dlmx-2)(X-*C 1 

xcc 
H_ .,. v (X . -> c.) » 2(dimX - 2) 1  1 

d<< 

P 

P2 
H2(dimX- 2) (X2~* C2) 

jH2(dimX-2)(l<î,"1(0)l) 

62 

et le diagramme ci-dessus est commutatif. 
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On a d1 autre part 

p. ([x_>tt2]) = [x.-*C.] i 1 1 

e. ([x.-* c.]) = [ D . ] 
I l l 1 

(i = 1,2) . 

Par suite [Dj] = p([X—>.< E ]) = [D ] . • 

(A.2) Cônes normaux itérés 

On considère deux sous-variétés fermées Y et Z d'une variété M, et on 

suppose qu'on est dans un des cas suivants : 

Y cz Z , Z C Y, Y ft) Z. 

Soit X un sous-espace analytique fermé de M. 

Soit Cy ̂ X - » Y 0 X le cône normal de Y PI X dans X. La projection 
est induite par la projection naturelle NyM - * Y. On notera Dy = Cy ^X . 

Si Y c Z, on note D l e cône normal de N Z D C n  X  dans C n  X Y,Z Y  Y  D X Y  M X 

Si Y Z , on note D l e cône normal de N M|z fl Cx n X  dan s C n  X . 
Y ,Z Y  Y  (1 X Y  II X 

On définit de même D . 
Z ,Y 

On voit que si Y c Z, Dy Z eSt contenu dans Ie fibre normal de NyZ 
dans NyM, c'es t à dire NyZ $ (N̂ M)|y , et si Y Z, DY z GSt contenu dans Ie 
fibre normal de N M| dan s N M, c'est à dire N M| < B N Y  . Si Y Y  fl Z Y  Y  Y  fl Z Y  fl Z 
l'intersection est transverse, ce dernier fibre n'est autre que Ny zM . Enfin, 

D es t bihomogène par rapport à cette décomposition. On notera D so n adhé-Y, Z Y  , Z 
rence biprojective. 

(A. 2.1) Corollaire :  O n a l'égalité suivante dans EL (N,Z3) : [D ]  = [D ] 
j|t Y , Z Z , Y 

où on a posé N  = Ny p 2 M s i Y (fl Z 
N = N Z B (N M) | s i Y  c Z Y Z  Y 
N = N̂ Y e (NyM)|z s i Z  c Y . 

Preuve :  O n construit une double déformation sur le cône normal associée à 

Y et Z (cf [F.M., ] |[V̂] ) et on applique (A. 1.1) au morphisme de déformation. 
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(A.3) Associativité de l'intersection 

On reprend la situation précédente dans le cas suivant : 

Z c *- Y £ > M < => X . 

On a vu crue D es t contenu dans P(N M| „^11) x  P(N Y ® IL ) , ainsi que D . 
Y, Z Y Z ^ Z Z, Y 

On note (9(1) (resp . 1 ) , resp. ^ (1) ) l e fibre canonique sur P (N M © H ) Y Z  Z , Y i 
(resp. P (N M €* n) , resp. P (N Y <9 H ) ) . On voit que (9 (1) est la restriction Z Z  Z , Y 
de CJ (1) par l'inclusion P (N Y & 11) c *P (N M <B G) . 

(A.3.1) Théorème :  O n a l'égalité suivante dans (  | Z fl X|,Z) 

(c(N Y) . c( O(-i)) ̂ .c(N M).c( (9(-l)) 1.[Dvf/]) * Z  Z  J t Y  Y  Y/ z 

= e 7 (c(N M).c(I7eM-D) [d 1) , 

où e désigne la projection D - * Z fi X , etc. . . 
Y r Z 

Remarque :  Dan s le groupe H_ , _. „ _ . .  ( | Z f! X | ) , le deuxième terme repré-3 — 2  (dimX - codim Z) 
sente l'intersection X.Z, et le premier l'intersection de X.Y avec Z (voir [FM^], 

[F2]). 

Preuve :  D'aprè s le théorème (A.3 .1) on peut remplacer à la première ligne 
de classe [Dy z] par la classe [52 ^]. On est alors amené à considérer la situa-
tion suivante : 

Soit une suite exacte de fibres vectoriels sur un espace analytique T : 

0-*E->H%F->0 , 

et soit E un cône dans H, E son adhérence dans P (H ® H) . Soit C E le cône 
E 

normal de E fi E dans E . Puisque N H = E ̂  F, o n a CE c z E $ F, et ce cône 
E E  . 

est bihomogène par rapport à cette décomposition. Soit C E son adhérence dans 
E 

P(E ® H ) x p (F & 11) et C~E so n adhérence dans P(E $ F ) . 
t E 

Soit 7T : P(H # H) -> T et CD : P(E e IL) x  p (F © n ) -* T les projections. 
T * 

Etant donné un fibre vectoriel X : L -> T , on note V"L le fibre X L/(9(-l) 
sur P (L) r et L 0 l a somme avec le fibre trivial de rang 1. 
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(A.3.2) Lemme :  O n a l'égalité suivante dans Ĥ Cr,^) : 

TT+(C(VH [ï] = ï V c(vEen ) . c(vF [cEZ]). 

Preuve :  O n montre que TT*(c (V ^  )  [E] ) = nĴ cgV̂ , #sdynd F e Ë ) -fc^]) yyeyn 
utilisant la déformation sur le cône normal. La preuve du lemme utilise alors le 

résultat suivant (voir [F.M̂] prop. 3.1) : 

(A. 3.3) Lemme :  Soi t E -> T un fibre vectoriel et T T : P(E) -» T l e fibreq 
projectif associé. On a l'égalité suivante dans (T,ZZ ) : 

TT+(C(v ) . [ P ( E ) ] ) = [T] . • 

Le théorème (A.3.1) se déduit du lemme (A.3.2) en considérant la suite exacte 

O y NZY >Nz M >NYM' Z > ° * 

On prend Z  = D c N M e t C  Z =  D .  c Z Z  E  Z  / Y 

(A.4) On reprend les notations de (4 .4 ) . ON va montrer : 

(A.4.1) Lemme : Soit —> Œ la déformation de M sur le cône normal N̂M 
et pour ZcM , soit 2" — l a déformation de Z sur le cône normal 
de Yf\Z dans Z.Alors le morphisme composé 

T* —> Z > Œ 
Vus s1identifie au morphisme de déformation de T*M sur le cône normal de 

Т*МЛТ̂ ,М dans t̂ M. 

Preuve : Soit /Wî. = /YTl\ N̂ M. On a un isomorphisme naturel 

/fa * MxŒ* 
P Ilsuffit alors de vérifier que l'inverse de l'application cotangente relative 

т* m q т*м к Œ* 
est la déformation de T M sur le fibre normal de T̂M dans T M. On le vérifii 

localement sur M:: On choisit des coordonnées locales (y,n) sur M et des 
coordonnées locales (y ,x , t ) sur/YKL avec p(y,x,t)= (y , tx , t ) et (y ,x , t )=t . 
Si (y ,x , t , i j , f ) sont les coordonnées cotangentes relatives sur Ty>Wl , 
on vérifie que q est donnée par q(y,x,t,*J,5)= (y , tx , t , t^ ,£ ) . 
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