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INTRODUCTION 

1. Soien t g  e t d  deu x entier s ) / 1  ,  n  u n entie r ) / 3 .  Considéron s 
le schém a d e module s fi n é - dt paramétran t le s schéma s abélien s 

g, d., n 2 
A d e dimensio n g  ,  muni s d'un e polarisatio n d e degr é d  (vu e comm e 

, 2 t 
une isogéni e d e degr é d  d e A  su r so n dua l A  )  e t d'un e structur e 
de nivea u n  :  c'es t u n schém a d e typ e fin i su r ^[l/n l .  Noton s 
X —^ l e schém a abélie n universel , e t c ô l e faiscea u inversibl e 
f*^X/# s u r ^  ' 
1.1. Théorème. Le faiscea u £ o est ampl e sur &  . 

En caractéristique null e c e résulta t es t bie n connu , le s section s 
—®m ,  . . . 

globales d e ^  étan t le s forme s modulaire s d e poid s m  e t d e nivea u 
n .  I l jou e u n rôl e essentie l dan s l a démonstratio n pa r Falting s 
de l a "conjectur e d e Shafarevich " pou r le s variété s abélienne s su r le s 
corps d e nombre s ;  d e mêm e 1'énoncé analogu e pou r le s schéma s d e module s 
de courbe s intervien t dan s le s travau x d e Parshin , Arakelo v e t Szpir o 
sur le s pinceau x d e courbe s (cf . pa r exempl e [szl) . 
2. Désignon s pa r H  :  X +  X^ l a polarisatio n naturell e su r X  . On 
peut associe r à  H  l'uniqu e faiscea u inversibl e totalemen t symétriqu e 
<£ su r X  te l qu e l a polarisatio n cp £ : X *  Xt associé e à  £  soi t 
égale à  4 H ,  d e sort e qu e < £ es t trè s ampl e relativemen t à  f  e t d e 
degré 4^d ^ (pa r convention , tou s le s faisceau x inversible s su r u n 
schéma e n groupe s son t supposé s rigidifiés, c'est-à-dir e muni s d'un e 
trivialisation l e lon g d e l a sectio n unité) . L e théorèm e 1. 1 résult e 
alors de s fait s suivant s : 

v 
(2.1) det(f^X ) es t ampl e su r t . 

®—" 2 —v§)4~̂ d 
(2.2) Le s faisceau x inversible s (de t f  )  e t c o ont  l a mêm e 

classe dan s Pic(rf) ® ( D . 
L'assertion (2.1 ) es t démontré e a u chapitr e VI I ;  l a seul e idé e qu i 

semble nouvell e es t d'exploite r l e fai t qu e pou r tou t entie r N )/1 ,  l a 
0N̂  

restriction d e £  a u noya u ̂ X d e l a multiplicatio n pa r N  dan s X 
est canoniquemen t tr iviale , c e qu i impliqu e qu'aprè s u n changemen t d e 

v 
base fin i étale , ( f )  a  "beaucou p d e sections" . O n redémontr e 
d'ailleurs pa r cett e méthod e l a représentabilit é d e «t g d  n  san s  55 
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théorie de s invariant s "difficile" , tou s le s groupe s structurau x étan t 
finis. 

3 . L a "formul e clé " ( 2 . 2 ) est plu s mystérieuse . I l es t plu s commod e de 
la reformule r comm e sui t : 

( 3 . 1 ) Soien t S  u n schéma , A  —S u n S-schém a abélie n d e dimensio n 
relative g  ,  L  u n faiscea u inversibl e symétriqu e (rigidifié ) 
sur A  , ampl e relativemen t à  S  ,  d  l e ran g d e f̂ L ,  e t 
le &g-modul e inversibl e f*^[/ g .  Alor s l e faiscea u inversibl e 

5(A,L) =  (A df #L)® 2®5^ s 

est d'ordre fin i dan s Pic(S) . 

Lorsque d  es t inversibl e su r S  ,  o n peu t démontre r ( 3 . 1 ) à  parti r 
du théorèm e d e Riemann-Roch-Grothendiec k e t d u fai t que , dan s c e cas , 
f̂ L a  un e structur e trè s simple , résultan t d e la . théori e de s "structure s 
thêta" d e Mumfor d Cett e démonstration , du e a  L . Szpir o e t a  l 'auteur, 
figure dan s l 'appendice 2 . Pou r d  quelconque , o n démontr e encor e 
( 3 . 1 ) sou s l'hypothès e qu e S  es t normal excellent , e n s e ramenan t pa r 
isogénie a u ca s principalemen t polaris é (chapitr e VIII , 1 . 5 ) . 

4 . L a faibless e d e 1. 1 résid e dan s l e fai t qu e dt n'es t pa s propr e su r 
zfl/n] :  o n aimerai t don c trouve r un e compactificatio n d e ,  muni e 
d'une bonn e inteirprétatio n comm e schém a d e modules , e t u n faiscea u natu -
rel su r icell e prolongean t c o (cf . [D] , remarque s suivan t 1 .12) . O n 
n'en es t pa s l à mai s i l es t nature l d'essaye r d e généraliser , pa r 
exemple, ( 3 . 1 ) a u ca s o ù A  es t seulemen t u n S-schém a e n groupe s 
semi-stable, c'est-à-dir e u n S-schém a e n groupe s liss e commutati f don t 
les composante s neutre s de s fibre s son t extension s d e variété s abélienne s 
par de s tores . Nou s supposeron s d e plu s ic i qu e l a bas e es t normal e 
irréductible, e t nou s fixons , pou r l e rest e d e cett e introduction , le s 
notations suivante s : 

( 4 . 1 ) S  est u n schém a norma l noethérie n excellen t irréductibl e d e 
point génériqu e T\ ,  e t A  >  S est u n S- schéma e n groupe s 
semi-stable dont l a fibr e génériqu e A ^ est un e variét é abé -
lienne d e dimensio n g  munie d'u n faiscea u inversibl e ampl e 
symétrique L  . 

6 
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I l s 'agi t d'abor d d e donne r u n sen s à  (3 .1) . L a définitio n d e 
^ A y s es t l a mêm e que dan s l e ca s abélie n (o n peu t auss i l e défini r pa r 
CD̂ g =  e^£^y s ,  o ù e

A

 :  s  ^  A e s t l a sectio n unité) . I l fau t ensuit e 
se donne r u n prolongemen t (rigidifié ) L  d e L ^ e t voi r quelle s condi -
tions o n doi t impose r à  L  ,  ains i d'ailleur s qu'a u group e A  considér é 
comme prolongement d e A ^ . 

5. Supposon s d'abor d qu e S  soi t u n t r a i t . Lorsqu e l a fibr e fermé e A Q 

de A  n'es t pa s connexe , L ^ adme t plusieur s prolongement s no n isomor -
phes su r A  .  L'idé e fondamentale , e t naturell e depui s le s travau x d e 
Breen [B] , es t d'impose r a u prolongemen t L  d e vérifie r l e théorème d u  
cube su r A  ,  ou , e n terme s plu s précis , d'admettr e (lorsqu'o n l e consi -
dère comm e u n G  -torseur) un e " structure d u cube " a u sen s d e loc . c i t . , 

m 
prolongeant cell e don t L ^ es t gratifi é pa r l a Nature . O n constat e 
alors ave c plaisi r qu'u n te l "prolongemen t cubiste " es t unique, e t 
existe aprè s u n changemen t d e bas e suffisammen t ramifi é (II , § 1 ;  voi r 
aussi, [B! , §3) . 

Ce théorèm e d e prolongemen t es t ut i l is é a u chapitr e II I pou r donne r 
une définitio n géométriqu e de s hauteur s d e Néron-Tate . Ce s résultat s 
n 'uti l isent d'ailleur s pa s l a semi-stabilit é d e A  , n i l a symétri e o u 
l'amplitude d e L ^ . 

Lorsque di m S  )/2 ,  o n a  encor e (trivialement , cett e fois ) l 'unicit é 
du prolongemen t cubiste , mai s so n existenc e aprè s changemen t d e bas e 
fini surjecti f nécessit e l a semi-stabilit é e t l a symétri e (II , §3) . 

On fix e don c désormais , e n plu s de s donnée s (4.1 ) : 

(5.1) un faiscea u inversibl e L  sur A  ,  prolongeant L ^ e t cubist e 
( i . e . mun i d'un e structur e d u cube ). 

Dans ce s conditions , d 'ail leurs , L  es t automatiquemen t symétriqu e 
et ampl e relativemen t à  S  . 

6. L e faiscea u inversibl e L ^ su r A ^ détermin e un e isogéni e 
q?L :  A^ >  A^ don t l e noya u es t not é K(L^) . O n sai t alor s construir e 
de faço n naturell e un e extension central e CJ(L„ ) d e K(L^ ) pa r G 

3: - o T ) M  m , T) 
qui "opèr e su r L ^ " e t qu i es t u n "group e thêt a no n dégénéré" , e n c e 
sens qu e l'accouplemen t altern é su r K(L^ ) associ é à  cett e extensio n 
est un e dualit é parfaite . D e l 'actio n d e Ç ( ^ ) su r L ^ o n dédui t un e 
représentation d e poid s 1  de Q(L^ ) su r H  (A^,L^), e t i l résult e d e 
théorèmes générau x qu e c'es t l'uniqu e représentatio n irréductibl e d e 

7 
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poids 1  d e Q . ( ) ([M2] , [M 31). 
L'étape suivant e consist e don c à  prolonge r ce s donnée s au-dessu s 

de S  .  O n montre e n effet , a u chapitr e IV , qu' i l exist e u n uniqu e sous -
schéma e n groupe s ferm é K(L ) d e A  prolongean t K(L^) , plat e t quasi -
fini su r S  (d e sort e qu e K(L ) es t l'adhérenc e schématiqu e d e K(L^ ) 
dans A ) e t un e extensio n central e Q(L ) d e K(L ) pa r G m s  prolon -
geant QCL̂ ) e t opéran t su r L  .  D e plus cett e extensio n central e es t 
non dégénéré e dè s qu e K(L ) es t fini su r S  .  Noton s qu e cett e dernièr e 
hypothèse impos e e n généra l au x fibre s dégénérée s d e A  d e n'êtr e pa s 
connexes. 

Nous supposeron s don c vérifié e l'hypothès e 

( 6 . 1 ) K(L ) est fin i su r S  . 

7. Considéron s maintenan t l'imag e direct e f̂ L ,  qu i es t u n (̂ -̂modul e 
cohérent (VI , 1.4.2) . S i l'o n espèr e formule r (3 .1) , i l fau t d'abor d 
examiner le s question s suivante s : 

(7.1) (i ) f̂ L es t - i l localemen t libr e ?  (S i oui , c'es t automatiquemen t 
un Q(L)-modul e irréductible (chapitr e V)) . 

fi 
(ii) (Comportemen t pa r gonflement) . Soi t A ^ >  S u n modèl e d e 

Â  su r S  contenan t A  comm e sous-group e ouvert , e t soi t 
L̂  u n prolongemen t cubist e d e L  su r A ^ .  L e morphism e 
naturel f 1 L - *  f L  es t - i l u n isomorphism e ? 

( i i i ) (Comportemen t pa r changemen t d e base) . Soi t ïï :  S' * • S 
un "changemen t d e bas e admissible" , i . e . te l qu e S ' soi t 
(disons) norma l intègr e e t qu e A  Xg S' soit , génériquemen t 
sur S' , u n schém a abélien . L a formatio n d e f̂ L commute -
t -e l le a u changemen t d e bas e ïï ? 

L'auteur n' a pa s ét é pe u surpri s d e constate r qu e l a répons e à  ce s 
trois question s es t affirmative sou s l'hypothès e suivante , u n pe u plu s 
forte qu e ( 6 . 1 ) : 

(57)0 
(7.2) K( L )  es t fin i su r S  . 

En fait , o n montr e a u chapitr e V I (e n s'inspiran t e n parti e d e 
notes no n publiée s d e D . Mumford ) que , sou s l'hypothès e 7.2 , l e mor -
phisme nature l 

(7.3) f* L *  f * ( L | K ( L ® 2 ) ) 

8 
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est injectif e t localement scindé . Noton s d'ailleur s qu e l e poin t délica t 
de l a démonstratio n es t l e ca s o ù di m S  )/2 ,  alor s que , pou r nombr e d e 
résultats ultérieurs , o n pourrai t s e contente r d u ca s o ù di m S  = 1 . 

8. Supposan t désormai s vérifié e l a conditio n (7.2) , nou s pouvon s énonce r 
1'analogue d e (3.1 ) : 

(8.1) Posant d  =  rg(f^L) , le faiscea u inversibl e 

Ô(A,L) =  (A df#L)®2®ôf% 

est d'ordr e fin i dan s Pic(S) . 

Ce résulta t es t démontr é a u chapitr e VIII , ains i qu'un e variant e 
"fonctorielle" (e t bie n plu s utile ) lorsqu e d  es t inversibl e su r S  . 
On en dédui t a u chapitr e I X l e théorèm e d e positivit é suivan t : 

8.2. Théorème. Sous le s hypothèse s (4.1 ) , I l exist e n  _> 1  te l qu e 
wj^ soit engendr é pa r se s section s globales . 

9. Le s chapitre s X I e t XI I s'attachen t plu s particulièremen t à  l'étud e 
des variété s abélienne s su r u n corp s d e fonction s su r u n "corp s d e base " 
k fix é ;  l e lecteu r es t invit é à  s e reporte r au x introduction s de s cha -
pitres e n question . Signalon s qu e l'o n obtien t comm e corollaire , lorsqu e 
k es t fini , l e théorèm e d e finitud e d e Zarhin-Mori , e t qu e l'un e de s 
motivations init iale s d e c e travai l étai t d'arrive r à  un e compréhensio n 
"géométrique" d e c e résultat . L e lecteu r mesurer a l e succè s d e l 'entre -
prise e n comparan t le s quelqu e 25 0 page s présente s au x 7  pages totalisée s 
par [zi ] e t [z3] . I l pourr a auss i consulte r l a not e [MB!. 

10. L e présen t travai l a  bénéfici é d e l'influenc e d e nombreu x mathéma -
ticiens, e t d'abor d d e L . Szpiro , d e qu i j ' a i appri s (parm i beaucou p 
d'autres choses ) le s technique s d e "frobeniusage " e t d e "réductio n 
modulo p  asse z grand " utilisée s a u chapitr e VIII , § 2 e t 4 . L e théorèm e 
VIII, 3. 1 est , comm e j e l ' a i di t plu s haut , l e frui t d'un e collaboratio n 
avec lu i ;  d'un e faço n général e l'ensembl e d e c e travai l s ' inscri t dan s 
un programm e généra l d'étud e de s "pinceau x d e variétés " don t i l es t 
1 ' init iateur. 

9 
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Les idée s d e L . Bree n jouen t évidemmen t u n rôl e essentie l ic i ; 
j ' a i égalemen t bénéfici é d e conversation s fructueuse s ave c D . Mumford , 
sans parle r de s manuscrit s qu' i l a  bie n voul u m e communiquer . L e § 5 du 
chapitre V I trouv e so n origin e dan s de s note s d e S . Mori , e t j e doi s à 
W. Fulto n l e lemm e 4.1. 4 d u chapitr e X . L e lecteu r reconnaîtr a aussi , 
en particulie r dan s le s chapitr e I V e t VI , l'influenc e de s travau x d e 
M. Raynau d ;  se s conseils , e t l ' in térê t constan t qu' i l a  port é à  c e 
travail , m'on t ét é précieux . 

Enfin un e parti e d e c e travai l a  ét é réalisé e e n 1981-8 2 lor s d'u n 
séjour à  l ' Ins t i tu t e fo r Advance d Stud y d e Princeton , grâc e à  un e 
subvention d e l a Nationa l Scienc e Foundation . 
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Le chapitr e VI I n e dépen d qu e partiellemen t d e I I e t V I ;  voi r so n 
Introduction. L e chapitr e I X n e dépen d d e l'appendic e 1  que pou r avoi r 
toute l a généralit é d u théorèm e IX , 2. 1 ;  le s résultat s d u chapitr e VII I 
suffisent, pa r exemple , dan s l e ca s d'égal e caractéristique . 
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CHAPITRE I 

Torseurs cubiste s 

Sommaire. 
0. Introduction . 
1. Application s pointée s d e degr é n  . 
2. Ca s de s torseur s :  structure s cubistes . 
3. Lie n ave c le s extension s centrale s 
4. Ca s de s schéma s abélien s :  l e group e Q(L) . 
5. Réductio n à  l'obje t t r ivia l ;  applicatio n à  certain s isomorphisme s 

canoniques. 
6. Un e nouvell e définitio n de s structure s cubistes . 
7. Descent e d e torseur s cubiste s ;  applicatio n au x extension s d e 

schémas e n groupe s lisse s pa r de s tores . 

0. Introduction. 

Ce chapitr e es t consacr é au x propriété s générale s de s torseur s 
munis d'un e structur e d u cub e (rebaptisé s ic i "torseur s cubistes") , 
notion introduit e pa r L . Bree n [B] . L'intérê t d e cett e notio n pou r l a 
suite d e c e travai l apparaî t a u n ° 2. 6 :  o n y  montr e l'existenc e d'un e 
unique structur e cubist e pou r tou t G^-torseu r (trivialis é l e lon g d e 
la sectio n unité ) su r u n schém a e n groupe s vérifian t certaine s condi -
tions, satisfaite s e n particulie r pa r le s "variété s abélienne s dégéné -
rantes" à  fibre s connexe s su r u n schém a d e bas e norma l (cf . [B] , 2.4) . 
La notio n d e structur e cubist e perme t auss i d e retrouve r (§4 ) l e clas -
sique group e Q(L ) d e [M2] , associ é à  u n faiscea u inversibl e L  su r 
un schém a abélien . 

Au § 5 es t introduit e l a techniqu e d e "réductio n a u torseu r cubist e 
t r ivial" , for t commod e pou r construir e certain s isomorphisme s canonique s 
(comme celui , classique , d e l a propositio n 5.5) , e t surtou t pou r démon -
trer san s larme s qu e ce s isomorphisme s respecten t le s structure s cubiste s 
naturelles de s deu x membres . C e principe es t exploit é plu s avan t a u § 6 
où i l ser t d e fondemen t à  un e nouvell e définitio n de s torseur s cubistes , 
qui sembl e plu s naturell e qu e cell e d e [B ] mais qui , pa r exemple , mêm e 
dans l e ca s de s G  -torseurs su r u n schém a e n groupes , oblig e à  tra -
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L. MORET-BAILLY 

vailler dan s l e cadr e généra l de s faisceaux . I l convien t auss i d e 
remarquer qu e l a définitio n d e Breen , e n terme s d e trivialisation s d e 
torseurs su r A  X A X A ,  jou e u n rôl e crucia l (notamment ) dan s le s 
questions d e prolongemen t d u chapitr e I I . 

Remarquons enfi n qu e nou s noton s ic i ¿9 ^ e t ^ 3 ^ e s opération s 
notées respectivemen t A  e t ©  dan s [B]* 

1. Applications pointée s d e degr é n  . 

1.1. Définition. Soient A  e t G  deux groupe s commutatifs , notés res -
pectivement additivemen t e t multiplicativement , et soi t n  un entie r 
)/ 0  .  Si _ f  :  A > G est un e application , on défini t 

(f ) :  A n >  G 

par l a formul e 

Ä ( f ) ( x i ; . . . , x ) = 
n i n 

TT 
ic{1, . . . ,n} 
1̂ 0 

f u / " 1 ) n+Card+ I 

où l'o n a  pos é x =  YZ1 x i • 
1 i€ i 1 

On dit qu e f  est pointé e d e degr é n  s_ i $ n +^(f) =  1  . 

Ainsi :  ¿ 9 (f ) =  1  :  {  o} * G 
o J^1(f) =  f 

&2(f)(x,y) =  f(x+y)f(x ) 1 f (y)~ 1 

& (f)(x,y,z) =  f(x+y+z)f(x+y ) 1f(x+z) 1f(y+z) 1f(x)f(y)f(z: 

f es t pointé e d e degr é 0 f  = 1 
f es t pointé e d e degr é 1 t=> f est u n morphism e d e groupe s 
f es t pointé e d e degr é n >/0 f  (0) = 1 

(en effe t S n + 1 ( f ) (0 , . . . , 0 ) =  f (0) 1 L ) ) . 

1.2. Propriétés de s opération s & n . 

1.2.1. Additivité :  &  (fg) =  & (f).# (g ) 
pour f, g :  A y G e t n  ^0 . 
1.2.2. Fonctorialité e n A  e t G  : s i c p :  A ' •  A e t 0  : G >  G ' 
sont de s morphisme s d e groupe s abéliens , o n a  pou r tout e f  :  A —• G  : 

12 



TORSEURS CUBISTES 

(foCp) =  Ä (f)oCp(n) 

fln(0of) =  0oû n(f) 
(n) _ n _ n ,  ,  J_. . ou c p :  A  ^ A es t défin i pa r 

c p ( n ) ( x r . . . , x n ) =  (cp(x 1)#... fcp(xn)) . 

1.2.3. Symétrie :  & n( f) e s t invariant e sou s l'actio n d u group e symé -
trique ® n su r A n . 
1.2.4. O n vérifie , pou r tou t n  )/1 ,  l a relatio n : 

(1.2.4.1) &  _ ( f )( x 1 , . . . , x , x .. ) =  & ( f ) ( x1 , . . . / x 1 # x + x ) . 
n+1 1  n  n+ 1 n i n- 1 n  n+ 1 cp(n)(xr...,xn) = (cp(x1)#...fcp(xn)) .cp(n)(xr...,xn) = ...fcp(xn) 

ainsi qu e toute s le s relation s qu i s'e n déduisen t pa r permutation . E n 
particulier : 

. pou r n  )/1 ,  & n( f ) (x 1 # .  . . /x

n ) = f(0 ) dè s qu e l'u n de s 
x. es t nul . î 

. f  es t pointé e d e degr é n//l s i e t seulemen t s i ^ n(f) e s t 

n-linéaire. 
La relatio n (1.2.4.1 ) montr e égalemen t qu e pour n  )/2 ,  & n(f) es t u n 
2-cobord pa r rappor t à  chaqu e pair e d e variable s ;  a  fortiori , ell e 
vérifie l a condition d e cocvcl e (o ù l'o n a  pos é x  =  (x 1 , . . . , x n _ 2 ) ) : 

(1.2.4.2) fl n(f)(xfa+b,c).fln(f)(x,a,b) =  & R(f)(x,a,b+c).£ r(f)(x,b,c) 
(n >/2) . 

1.3. Le s considération s qu i précèden t s'étenden t d'elles-même s a u ca s 
où A  e t G  son t deu x Groupe s commutatif s d'u n topo s E  :  s i 
f^HomE(A,G) es t u n morphism e entr e le s objet s d e E  sous-jacent s à 
A e t G  , o n défini t don c & n( f) : A n —^ G comm e dans 1.1 . O n noter a 

Hom^n)(A,G) c  Hom_(A,G ) 
£J IL 

le group e de s "morphisme s pointé s d e degr é n " d e A  dan s G  , i . e . 
l'ensemble de s f  vérifian t $ n + 1 ( f ) = l ;  e n particulie r : 

Hom^0)(A,G) =  {l } 

Hom^U,G) =  Hom^ (A,G ) . 
E 
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L. MORET-BAILLY 

2. Cas de s torseu rs :  structures cubistes . 

Dans c e n ° o n fix e u n topo s E  . 

2.1. Soien t A  e t G  deu x Groupe s commutatif s d e E  ,  e t soi t L  u n 
G-torseur su r A  .  E n complèt e analogi e ave c 1.1 , nou s pouvon s défini r 
un G-torseu r & n(L) s u r A n ,  pa r l a formul e 

(2.1.1) *(L) = 
i c { l , . . . , n } 
1^0 

(x1#...,x ) n+Card I 

où m  :  An > • A es t l e morphism e (x ^ .  . • #x ) 
i t i 

x^ ,  e t o ù <8 > 

désigne l a somm e de s G-torseurs . 
I l es t souven t commod e (e t suggestif ) d e décrir e ^ n ( L ) e n term e 

de "points " :  s i x  es t u n poin t d e A  à  valeur s dan s u n obje t T  d e 
E ( i .e . u n morphism e x  : T A) , convenon s d e note r l e G-torseu r 
x L  su r T  .  Alor s l a définitio n (2.1.1 ) devien t 

(2.1.2) n ( x 1 # . . . , x ) I<={ 1, . . . ,n} 
1̂ 0 

L®<-1) 
X I 

n+Card I 

où l 'on a  posé X I iEI 
Xi 

2.2. Propriétés d e & n 

2.2.1. Additivité :  s i L  e t M  son t deu x G-torseur s su r A  , o n a Dour tou t n  )/0 u n isomorphism e canoniqu e 

g ( L(g> M) &  (L) ® &  (M ) n n  n 
de G-torseur s su r A n . 

2.2.2. Fonctorialité e n A  :  s i < P : A ' >  A es t u n morphism e d e 
Groupes commutatif s d e E , o n a  u n isomorphism e canoniqu e 

&n(cp*L) ^ (q? ( n ))*£n(L) 

de G-torseur s su r A , n ,  o ù c/ n> : A ' n An es t défini e comm e en 
1.2.2. 
2.2.3. Fonctorialité e n G  : s i 0  : G >  G' es t u n morphism e d e 
Groupes commutatif s d e E  ,  noton s l e G'-torseu r su r A  dédui t 
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du G-torseu r L  pa r l e changemen t d e group e structura l <P .  Alor s o 
n 

a u n isomorphism e canoniqu e d e G'-torseur s su r A  : (x1#.,x)&n(D(x1#.,x) 

2.2.4. Fonctorialité e n L  :  s i u  : L >  M  es t u n morphism e ( i .e . u n 
isomorphisme) d e G-torseur s su r A  , o n e n dédui t u n isomorphism e 

& (u) :  &n(D #  (M ) 
n 

de G-torseur s su r A 
2.2.5. Torseur t r iv ia l :  s i l'o n not e G ^ l e G-torseu r t r ivia l GX A 
sur A  ,  o n a  u n isomorphism e canoniqu e 

(x1x)&n(D(x1#,x) 

2.2.6. Sections :  un e sectio n a d u G-torseu r L  su r A  s'interprèt e 
comme u n morphism e (c'est-à-dir e u n isomorphisme ) d e G-torseur s d e G ^ 
dans L  ;  o n e n dédui t don c grâc e à  2.2. 4 e t 2.2.5 , un e sectio n 

Sn(a) 

du torseu r $,„(L ) su r A n .  S i f  :  A >  G es t u n morphism e dan s E  , 
on a  d e plu s l a formul e 

(2.2.6.1) flp(fa) =  ûn(f)ûn(a) . 

2.2.7. I l exist e bie n entend u d e nombreuse s compatibilité s entr e le s 
isomorphismes ci-dessu s (e t ceu x qu i von t suivre) . Pa r exempl e l'isomor -
phisme d'additivit é 2.2. 1 es t caractéris é pa r le s propriété s d'êtr e 
fonctoriel e n L  e t M  e t compatibl e a u changemen t d u Group e structura l 
G , e t d e respecte r le s tr ivialisation s naturelle s de s deu x membre s 
lorsque l'o n pren d L  = M = l e torseu r t r iv ia l G ^ .  L e fai t qu e ce s 
propriétés caractérisen t 2.2. 1 s e voi t e n plongean t G  dan s u n Group e 
injectif G ' d e E  e t e n remarquan t qu e tou t G'-torseu r es t t r iv ia l . 
Ce principe d e "réductio n a u torseu r t r ivia l " ren d tautologique s le s 
démonstrations d e commutativit é d e nombreu x diagramme s ;  e n fait , "tou t 
diagramme d e torseur s suffisammen t nature l es t commutatif" , contrairemen t 
à c e qu i s e pass e pou r le s groupe s :  a u royaum e de s torseur s i l n' y a  pa s 
de question s d e signes . 

2.2.8. Symétrie :  i l es t immédia t qu e ^ n ^ L ) es t mun i d'un e actio n d u 
groupe symétriqu e ,  compatibl e à  1 1 action d'icelu i su r A n ;  autre -
ment dit , pou r tou t y € 6R ,  s i l'o n not e encor e 7  : An — > An l a per -
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L. MORET-BAILLY 

mutation correspondant e de s facteurs , o n a  u n icoraorphisin e canoniqu e d e 
G-torseurs 

Xy :  *n(L) ^ 7 \ ( D 

avec le s relation s attendue s entr e X, Y ,  ,  e t X V.^, . 

2.2.9. Sections nulles . Noton s 0^ l 'obje t fina l d e E  e t e ^ :  0 £ >  A 
/ /  .  n- 1 n 

la sectio n nulle . Pou r 1  \\ i \ \ n ,  soi t m . : A" A " l e morphism e i J-, S  .  n défini pa r l a sectio n null e d u i-em e facteu r d e A  " .  O n a alor s de s 
isomorphismes canonique s 

-N>n(L) ~  p X ( L ) ; 3 ( " l ) n + 1 

v n — 1 
ou p  : A ^  > 0 es t l e morphism e canoniqu e (e t unique ) . Ce s isomor -
phismes son t compatible s entr e eux , e n c e sen s qu e e t coïnciden t 
sur l ' intersectio n - n i (  An _ 1 ) H T I (  A1 1" 1 ) . 
Pour n e pa s alourdi r à  l'excè s c e chapitre , nou s allon s nou s limite r 
désormais au x ca s n  = 2 e t n  = 3 ,  le s seul s intéressant s pou r nou s 
dans l a suite . 

2.3. Etude d e & 2 ' * structures d  ' extensions 
On a pa r définitio n (L ) =  L. .  ®  L  1 ^  L  1 . 

2 Z ,y x+ y x  y 
L'action d u group e S 2 (2.2.8 ) s e rédui t à  u n i  s omo rph i sme de 

symétrie 
(2.3.1) 5  :  &~(L) & 0(L) 

x,y 2  x, y 2" y, x 
vérifiant 5  =  Id e t §  =  id . ,_ N 

x,x x, y y, x g (L ) _ 
La définitio n d e & 2(L) donne , pa r u n calcu l immédiat , u n isomorphisme  
de cocycl e 
(2.3.2) c p :  &0(L) .  ®& 0(L) (L ) .  ®& 0(L) 

x,y,z 2  x+y, z 2 V x, y 2  x,y+ z 2  y, z 
qui es t fonctorie l e n L  e t compatibl e a u changemen t d e Group e structu -
ral , e t qu i respect e le s trivialisation s naturelle s de s deu x membre s 
lorsque L  es t l e torseu r t r ivia l ;  d e plu s 9  es t caractéris é pa r ce s 
propriétés (cf . 2.2.7) . 

On a d'autr e par t (2.2.9 ) de s isomorphisme s "d e rigidification " 

(2.3.3) S 2 ( L ) 0 , y ~  L ^ ~  *2 ( L ) x,0 
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où L  es t l a fibr e d e L  à  l'origin e ;  ce s isomorphisme s son t comioa -o 
tibles à  l a symétri e §  ,  e t compatible s ave c (2.3.2 ) e n c e sen s qu e l e 
diagramme suivan t es t commutatif : 

V L ) y , z ^ 2 ( L ) 0 , y V L W z ® * 2 < L > y , z 

(2.3.3.1) (2.3.3 ) \  /  (2.3.3 ) 

L " ^ ^ ( L ) o 2  y , z 

Supposons maintenan t donné e un e section a d e $ 9(L) au-dessu s d e 
AXA .  Pou r (x,y ) €  A o n a  don c un e trivialisatio n a(x,y ) d e 
L .  <8 > L  1(8>L 1 ,  c'est-à-dir e u n isomorphism e L  ®  L •  L  .  ,  don c 
x+y x  y  ^  x  y  x+ y 

une loi d e compositio n su r L  ,  qu e nou s noteron s (a,b ) »  •  a*b ,  com -
patible ave c l a lo i d e group e d e A  vi a l a projectio n L  —> A , e t 
compatible à  l 'actio n d e G  su r L  a u sen s suivan t :  pou r a  £ L  , 
b £ L ,  g  £ G , o n a 
(2.3.4) (ga)* b =  a*(gb) =  g(a*b) . 
I l es t immédia t qu e l a donné e d'un e sectio n c r d e $2^ ) équivaut à 
celle d'un e lo i d e compositio n *  su r L  possédan t ce s propriétés , l e 
passage d e l'un e à  l 'autr e s e faisan t pa r l a formul e 

(2.3.5) (7(7r(a),7r(b) ) =  (a*b ) ® a "1 ^ " 1 

où a  e t b  £ L  e t o ù 7 7 :  L r A es t l e morphism e structural . 
Une tel l e sectio n c r donn e encor e naissance , vi a le s rigidifica -

tions (2.3.3) , à  deu x section s d e p*e^ L (o ù p  es t ic i l e morphism e 
A •  0„), autremen t di t à  deu x morphism e s e^,e ^ :  A >  L =  e, L 

L 1  2  o  A 
d'objets d e E  .  E n terme s d e l a lo i *  correspondante , i l s vérifien t 

(2.3.6) e  (x)* x =  x 

x*e2(x) =  x 

pour tou t x  € A e t tou t x  £ L au-dessu s d e x  . 
De plus l a compatibilit é e n (0,0 ) de s isomorphisme s (2.3.3 ) im -

plique qu e e ( 0 ) = e ( o ) , d'o ù un e sectio n £  d u torseu r L  su r 0 ^ , 
± Z  O  E 

vérifiant e*e =e .  L a relatio n (2.3.4 ) donn e alor s 
(2.3.7) (ge)*(g'e ) =  (gg') e 
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pour g  e t g 1 £  G ; autremen t di t l a trivialisatio n d e L q donné e pa r 
s identifi e l a lo i *  à  l a lo i d e group e d e G  . 

I l es t immédia t qu e l a lo i *  es t commutative s i e t seulemen t s i 
la sectio n j es t invariant e pa r l a symétri e Z d e (2.3.1) , i . e : 

(2.3.8) cr(y,x ) =  S v w (cr(x,y) ) . 
^/ y 

I l es t u n pe u plu s fastidieu x d e vérifie r qu e *  es t associative 
si e t seulemen t s i c r es t compatibl e ave c 1 1isomorphisme d e cocycl e 
(2.3.2), c'est-à-dir e : 
(2.3.9) c p (a(x+y,z ) ® cr(x,y) ) =  cr(x,y+z) ® (y,z ) . 

x, y, z 
Cette conditio n impliqu e d'ailleurs , comm e on l e voi t e n contemplan t 

le diagramm e (2.3.3.1 ) o u le s formule s (2.3.6) , qu e le s morphisme s e 1 

et e ~ :  A L  son t constants , i . e . e„(x ) =  e 0(x) =  E  - (0) =  e , e t 
z o  *  z  l 

que l a sectio n e de L  es t élémen t neutr e d e *  .  E n résum é :  (cf . 
aussi SG A 7, VII, 1.1 .6 e t 1 .2) : 
2.3.10. Proposition. La donnée , sur l e torseu r L  ,  d'une structur e  
d'extension commutative de A  par G  ( compatible ave c s a structur e d e  
torseur) , équivaut à  l a donné e d'un e sectio n c r d e & 2(L) sur AX A , 
symétrique a u sen s d e (2.3.8) , et qu i es t u n 2- cocycle a u sen s d e 
(2.3.9) . 

2.4. Etude d e & ^ ; structure s cubistes . 

On a pa r définitio n 

(2.4.1) fl 0(L) =  L ®L~ ! ®L~Ì ®L"! ® L ® L ® L 
v 3  x ,y,z x +y+z x+ y x +z y+ z x  y  z 

&~(L) es t mun i d'un e actio n d u group e symétriqu e 6 ^ /  c 'est-à -
3 

dire, pou r tou t y  £ 6^ e t pou r (x^x^x^ ) ̂ A ,  d'u n isomorphism e 
(2.4.2) ( x )  x :& 3(L) X -  x ^ ^ 3 ( L ) x x  x . 

/ x 1 , x 2 , x 3 o x 1 ,^ 2 , x 3 J  > ( l ) ' x r ( 2 ) ' } 7 ( 3 ) 
De faço n analogu e à  (1.2.4.1) , $^(L ) s e reconstrui t à  parti r d e 

&2(L) "  o n a  ains i deu x isomorphisme s canonique s 

(2.4.3) 

fln(L) , ®&0(L) 1 ®&0(L) 11 ®&0(L) 
(a, ) 
^ 1  x,y, z 

3V x,y, z 

fln(L) ,  ®& 0(L) 1 ®& 0(L) 1 

2 x,y+ z 2  x, y 2  x, z ( A '2 ) x,y,z 
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(le lecteu r vérifier a qu e CY ~ oa^ perme t d e retrouve r 1 1isomorphisme d e 
cocycle (2.3.2 ) ) . 

On en dédui t encor e pou r ^3^ ) de s isomorphisme s d e cocycl e don t 
nous n'expliciton s qu'u n seu l : 

(2.4.4) 0  ^ : & 0 ( L ) ,  .<8>fl 0(L) .  - ^ & 0 ( L ) ,  .®fi Q(L) .  , x,y,z,t 3  x+y,z, t 3  x,y, t 3  x,y+z, t 3  y,z, t 
les autre s s'e n déduisan t (pa r exemple ) pa r permutatio n ;  bie n entend u 
chacun d e ce s isomorphisme s es t caractéris é pa r s a fonctorialité , s a 
compatibilité a u changemen t d e Group e structural , e t so n effe t su r l e 
torseur t r iv ia l . 

2.4.5. Définition. Une structur e cubist e (o u "structur e d u cube " [B]) 
sur l e G- torseur L  au-dessus d u Group e A  est un e sectio n T  du 

3 
torseur su r A  ,  possédant le s propriété s suivante s : 

(i) T  est invariant e pa r 6 3 ,  i . e . pour tou t 7 € 6^ ' 

Xy(T) =  7*(T ) (comm e section s d e y*& 3 (L)) 

(notations d e 2.4.2) ) 
(ii) T  est u n 2- cocycle e n le s deu x première s variable s (ou , ce  

gui revien t a u mêm e compte ten u d e ( i ) , en chaqu e pair e d e variables ), 
i . e : 

0 V w  „  n _ (T(x+y,z,t) <S) T (x,y, t) )  =  T(x,y+z,t ) <8> T(y,z,t ) 

(notation d e (2.4.4)) . 
Un torseur cubist e est u n torseu r mun i d'un e structur e cubiste . 
Un morphisme de torseur s cubiste s (L,T ) > ( L ' , T ') est u n mor -

phisme f  :  L >  L ' d e G- torseurs te l qu e # 3(f) : ^3^ ) ^ 3 ^ ' ) 
vérifie ô  (f)(T ) =  T  . 

On note CUB(A,G ) la catégori e de s G- torseurs cubiste s su r A  . 

2.4.6. O n laisse a u lecteu r l e soi n d'explicite r le s notion s d'imag e 
réciproque d'u n torseu r cubist e pa r u n morphism e A ' >  A , d'imag e 
par u n changemen t d e Group e structura l G  >  G' , d e torseu r cubist e 
t r iv ia l , d e produi t tensorie l (o u somme , s ' i l préfère ) d e G-torseur s 
cubistes, d e torseu r cubist e inverse , etc . Muni e d e l'opératio n d u pro -
duit tensoriel , CUB(A,G ) es t un e "catégori e d e Picar d strictemen t com -
mutative" a u sen s d e SG A 4, XVIII.1.4.2 . 
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Bien entendu , un e trivialisation d'u n obje t ( L,T) d e CUB(A,G ) 
est u n isomorphism e d e l'obje t t r ivia l ave c ( L,T), c'est-à-dir e un e 
section a  d e L  su r A  , vérifian t l a relatio n 

(2.4.5.1) & 3(cr) =  T 

et i l es t immédiat , e n vert u d e l a relatio n (2.2.6.1) , qu e 1 1 ensemble  
des trivialisation s d e ( L,T) est , s ' i l n'es t pa s vide , u n espace homo -
gène principa l sou s l e group e 

Hom^2)(A,G) 

introduit e n 1.3 , de s application s pointée s d e degr é 2  d e A  dan s G  . 

2.5. Lien ave c le s biextensions . 

Pour voi r qu e l a notio n défini e ci-dessu s es t l a mêm e que dan s [B], 
2.2, nou s allon s fair e brièvemen t l e lie n ave c l a notio n d e biextension, 
introduite dan s [Ml ] e t développé e dan s SG A 7, VII et VIII . 

Soit don c ( L,T) u n G-torseu r cubist e su r A  .  Vi a 1'isomorphism e 
cv (resp . oi ) d e (2.4.3) , l a sectio n T  d e &^{L>) donn e naissanc e à 

- 1 - 1 une sectio n a  (resp . c r )  d e & 0(L) <S > & (L) <S > $ (L ) (resp . 1 ^  _ _  ̂X  'Y / z ^  x, z £  y, z 
&0(L) ®& 0(L) <S>$ 0(L) ) , e t pa r suit e à  deu x loi s d e compositio n 

X, V TZ A X ; y Z  X ,Z 
partielles 

*.. :  & 0(L) ®8 n(L) ^& 0(L) j_ 
(2 5  i ) 1  2  yx,z 2 v y , z 2" x+y, z 

* 0 :  &~(L ) ®&~(L ) *&o(L ) 
2 2  x, y 2  x, z 2  x,y+ z 

suivant l e mêm e procédé qu e dan s 2.3 . D e plus le s deu x section s cr ^ e t 
ci2 son t liée s pa r l a relatio n 
(2.5.2) W  = W  ( = T ) * 
On vérifie alor s qu e le s condition s (i ) e t (ii ) d e 2.4. 5 impliquen t qu e 
les deu x loi s * ^ e t * 2 constituen t un e structur e d e biextensio n 
symétrique d e (A,A ) pa r G  , a u sen s d e [ B], su r l e torseu r ^2^ L^ 
muni d e 1 1isomorphisme d e symétri e §  d e (2.3.1 ) (e t réciproquement...) . 

Par exemple , l a commutativit é d e * ^ équivau t à  l a compatibilit é 
de T  ave c l 'actio n d e l a transpositio n (1.2 ) d e , et l 'associati -
vité d e * ^ à  l a conditio n d e cocycl e explicité e e n 2.4. 5 ( i i ) . Cec i 
résulte d'ail leurs , s i l'o n veut , d e 2.3.1 0 :  e n effet , grâc e à  a , 

peut êtr e considér é comm e l e & 2 d u torseu r $ 2(L) su r AX A 
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lorsque 1 1 on regard e c e dernie r comm e un Group e d u topo s E/ A grâc e à 
la second e projection . I l es t d'ailleur s établ i dan s [B] , 2 .5 , qu e l a 
donnée d e deu x loi s * 1 e t * 2 /  vérifian t (2 .5 .2 ) ci-dessus , toute s 
deux commutative s e t don t l'un e soi t associative , suffit à  défini r su r 
L un e structur e d u cub e a u sen s d e loc . c i t . 

2 .5 .3 . Remarquon s enfi n qu'un e structur e cubist e T  définit , grâc e à  l a 
section T ( 0,0,0) d e & 3(L)Q 0  0  ~  L 0 '  U n e t r i v i a l i - s a t i ° n à  l'origin e 
du torseu r L  ,  d'o ù grâc e à  2 . 2 . 9 un e trivialisatio n d e l a restrictio n 
de & 3(L) à  chacu n de s produit s {o}xAX A ,  Ax{o}x A ,  AXAx(o) . Ce s 
trivialisations (essentiellemen t grâc e au x condition s d e cocycle ) coïn-
cident e n fai t ave c le s restriction s d e T  à  ce s produits . E n d'autre s 
termes e t pa r abu s d'écritur e : 

T(0,y,z) =  T(0,0,0 ) 

le sign e d'égalit é faisan t référenc e à  1'isomorphism e canoniqu e 

V L ) 0 ( Y , z ~  V L ) 0 , 0 , 0 • 
De ce s considération s l e lecteu r retiendr a l a 

2.5.4. Proposition. La donnée , sur l e torseu r L  ,  d'une structur e d u  
cube, équivaut à  celle , sur l e torseu r ,  d'une structur e d e  
biextension d e (A/A ) par G  , les deu x loi s d e compositio n partielle s  
définissant cett e structur e étan t assujettie s à  l a relatio n (2 .5 .2 ) ( on  
identifie le s loi s d e compositio n * ^ e t * ^ aux section s e t 
qu'elles définissent ). 

2 . 6 . Exemple fondamental . 

Soit S  u n schém a :  nou s prendron s pou r E  l e topo s associ é a u 
"gros sit e fppf " d e tou s le s S-schéma s ave c l a topologi e fppf , e t pou r 
G l e group e multiplicati f G ^ g .  Nou s identifierons toujour s e n ca s 
de besoi n u n G m-torseur L  su r u n schém a X  a u faisceau inversibl e £ 
tel qu e L  = I s o m ( ) . 

-A. 
Proposition. Soit A  u n S- schéma e n groupe s l isse , commutatif, à 
fibres connexes . On suppose vérifié e l'un e de s condition s suivante s : 

(i) A  est u n S- schéma abélie n 
(ii) (cf . [B! , 2.4 ) S  es t normal e t le s fibre s maximale s d e A 

sont extension s multiple s d e variété s abéliennes , de tore s ( non néces -
sairement déployés ) et d e groupe s (E a . 
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Alors l e joncteu r d'oubl i 
CUB(A,G )  TORSRIG(A, G ) 

m m 
(où TORSRIG(A, G )  est l a catégori e de s G  -torseurs su r A  t r iv ia l i -— m  m 
ses à  l 'origin e d e A ) est un e équivalenc e d e catégories . 

Démonstration :  soi t L  u n G  -torseur rigidifi é su r A  . m ^ 
Cas ( i ) . D'aprè s l e théorèm e d u cub e (cf . pa r exempl e [Rl] , IV.2.1 ) l e 3 faisceau ^(L ) s u r A  provien t d'u n faiscea u inversibl e su r S  . 
Comme de plu s L  es t rigidifi é à  l 'origine , &~(L ) l ' es t égalemen t :  i l 

. .  3  , 
est don c t r iv ia l , Mieux , s i p : A • S désign e l e morphism e structural , 
on a  P*& A3 —  & g don c i l exist e un e unique trivialisatio n T  d e ^(L ) 
compatible ave c s a rigidification . Etan t unique , T  es t automatiquemen t 
symétrique (conditio n (i ) d e 2.4.5 ) e t d e mêm e i l suffi t d e vérifie r l a 
condition (ii ) d e 2.4. 5 lorsqu e x  = y=z =  t =0 :  ell e résult e alor s d e 
la compatibilit é à  l a rigidification . Nou s avon s don c montr é qu e L 
possède un e uniqu e structur e cubist e compatibl e à  l a rigidification , cqfd . 
Cas ( i i ) . D'aprè s SG A 7, VIII.7.5 , nou s savon s qu e & 2(L) adme t un e 
unique structur e d e biextensio n compatibl e au x rigidification s su r 
{olxA e t Ax{o } déduite s d e l a rigidi f ication d e L  .  I l rest e à 
vérifier qu e le s loi s e t 0" 2 d e cett e biextensio n vérifien t l a 
condition (2.5.2) . O r le s deu x section s cv f̂f̂ ) e t ^2^2^ d e ^3^ L^ 
coïncident, su r le s produit s {0 } X A X A , Axiolx A ,  AXAx(o ) ,  ave c 
la rigidificatio n naturell e d e ^(L ) s u r c e s sous-groupes . Leu r quo -
tient es t don c un e fonctio n AXAX A >  G ,  égal e à  1  su r ce s sous -

m ^ 
groupes, don c identiquemen t égal e à  1  ("lemm e d e Rosenlicht" ) puisqu e 
S es t réduit . • 
2.6.1. Remarque. Soi t k  u n corp s séparablemen t clos , e t poson s 
S =  Spec(k[[x,y]]/( x - y )) , A = s .  I l exist e (exercice ) u n G -torseur L  no n tr ivia l su r A  .  O r nou s verron s plu s ba s (7.2.1 ) m qu'un G  -torseur cubist e su r A  es t e n fai t un e extensio n commutativ e 1 m 
de A  pa r G  ,  don c es t t r ivia l puisqu e S  es t strictemen t hensélien . m ± 

Par suit e l e torseu r L  (qu i adme t évidemmen t de s rigidifications ) n e 
possède aucun e structur e cubiste . 

3. Lien ave c le s extension s centrale s (cf . [B] , 2.11) . 

3.1. Donnons-nou s à  nouvea u u n topo s E  ,  deu x Groupe s commutatif s A 
et G  d e E  ,  e t d e plu s u n sous-Group e K  d e A  (o n pourrai t 
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considérer plu s généralemen t u n morphism e K  y A d e Groupe s commuta -
t i f s ) . Soi t (L,T ) u n G-torseu r cubist e su r A  , e t supposon s donné e 
une trivialisation c r d e l a biextension (jXI d )*& 2(L) d e (K,A ) 
par G  . 

On a donc , pou r x^ K e t y^ A ,  un e sectio n cr(x,y ) d e 
L .  C 3 L  1 ® L  1 don c u n isomorphism e L  ®  L L  .  ,  i . e . un e lo i x+y x  y  ^  x  y  x+ y 
externe 

* :  L| K X L *  L 

compatible ave c 1 1 addition K  X A * - A  , e t ave c 1 1 action d e G  su r L  . 
Nous allons , un e foi s n'es t pa s coutume , explicite r u n pe u le s chose s : 
si 1  ' on a  x € K , y  € A , u  € L̂ r ,  v £ L ,  o n e n dédui t u n élémen t u* v 
de L ^ + y >  par l a conditio n (cf . (2.3.5) ) : 

(3.1.1) or(x,y ) =  (u*v ) ® u"1® v" 1 €  & 2(L)_ . 

D'autre par t a  es t supposé e compatibl e ave c l a structur e d e biextensio n 
de & 2(L). L a premièr e lo i d e $ 2(L) es t 

fi0(L) ®& 0(L) 0 T < X / y , z ) > • & 0(L) 2 x, z 2  y, z 2  x+y, z 

(à de s contraction s près , d u typ e L  $  L-"^ ~  > G A ) . 
X"t"Z X  • Z A 

La compatibilit é d e c r ave c cett e lo i signifi e qu e a(x,z) ® cr(y,z) 
s'envoie su r a(x+y,z) , d'o ù e n appliquan t (3.1.1 ) : 

si u  £ L ,  v  £ L  f w  € l  ave c x^ K ,  y  £ K , z  £ A , o n a  : x y  z 
(u*w) ® u"1 ® v;"1 <S) (  v*w) & v - 1 $ w - 1® T(x,y , z) =  (  (u*v) *w) ® (inrv)" 1 <S> w"1 

d ' où 

(3.1.2) T(x,y,z ) =  (  (u*v) *w) <8> (u^v)"" 1 S> (u-^w)"1 ® (v^w)" 1® u® v ; . 

En expriman t d e mêm e l a compatibilit é ave c l a second e loi , o n 
obtient 

(3.1.3) T(x,y,z ) =  (u*(v*w ) ) ® (inev)" 1® (u^w)" 1^ (v*™)" 1® u® v® w 

d'où enfi n pa r comparaiso n 

(3.1.4) (u*v)* w =  u*(v*w) ( u e t L| K ,  w^L ) . 

En particulier l a lo i *  su r ^ X I ^ es t associative. I l es t d e 
plus immédia t qu e l a sectio n d e L  à  l'origin e déduit e d e s a structur e 
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cubiste es t élémen t neutr e d e *  ,  e t qu e l a composé e 
G<S>L L  ®  L L  es t l 'actio n naturell e d e G  su r L  .  E n У о  y y  ^  y 
bref, l e torseu r L  =  j  L  su r К est muni , grâc e à  c r ,  d'un e struc -
ture de Groupe, extensio n central e (no n commutative en général ) d e К 
par G  , e t l a lo i extern e L^X L — ^ L es t un e action à  gauch e d e L ^ 
sur L  ,  prolongean t l 'actio n d e L_ _ su r lui-mêm e pa r translation s e t 
compatible (vi a l a projectio n L  *  A) ave c l'actio n pa r translation s 
de К sur A  . 

Enfin l a formul e (3.1.2 ) (o u (3.1.3) ) perme t d e reconstruir e l a 
restriction d e т à К , à  parti r d e l a restrictio n d e c r à  К x К , 
et 1'o n e n dédui t : 

3.2. Proposition ([в] , 2.1.1). La catégori e de s extension s centrale s d e  
К par G  est équivalent e à  l a catégori e de s couple s (L,a ) o ù 
L€ ob CUB(K,G ) et o ù c r est un e trivialisatio n d e l a biextensio n 
&2(L) d e (К,K) p_a r G  . 

3.3. Dan s l a situatio n d e 3.1 , supposon s d e plu s 

K = A 

et étudion s d e plu s prè s 1'extensio n central e 

(3.3.1) 1  G  L  K  * 0 . 

Comme toute extensio n central e d e groupe s commutatifs , ell e défini t u n 
accouplement alterné , qu e nou s noteron s 

(3.3.2) e L , C r :  K  X K >  G 

obtenu pa r passag e a u quotien t à  parti r d e l a fonctio n commutateu r 
[u,v] =  uvu~ 1v d e LX L dan s G  (nou s noton s désormai s u v =  u*v) . 

Nous disposon s e n outre , pou r l a biextensio n ^2^ L^ s u r K X K '  ^ e 

la trivialisatio n a  ,  donné e pa r l a formul e 

(3.3.3) c:r(x,y ) =  ( u v j ^ u ' ^ v - 1 (u^L ^ ,  v^L^ ) 

et d e 1'isomorphism e d e symétri e 

(3.3.4) l :  fl 2(L) s  fl 2(L) (o ù s  (x,y ) = (y, x) ) 

qui, à  w ® u _ 1 ® v" 1 £  &~ (L) (ave c u^ L ,  v^ L ,  w^ L .  )  associ e 1 2  x , y x  y  x+ y 
w® v" 1® u" 1 £  & (L) =  (s*& 0(L)) .  O n obtient e n particulie r un e z. y, x z  x, y 
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seconde trivialisatio n ("symétrique " d e cr ) : 

(3.3.5) 5 = 5" 1 s* a 

de & 9(L), qu i es t donné e (ave c u  € LTr ,  v  £ L )  pa r z x  y 
CT(x,y) =  5" 1(CT(y/x)) =  § _ 1(vu® v"1® u" 1) 

= vu^ u - 1 ® v~ X 

= [v,u]a(x,y ) 

(on uti l is e ic i l a coïncidenc e de s deu x action s d e [v ,ul £  G , donnée s 
respectivement pa r l a structur e d'extensio n (3.3.1 ) e t pa r l a structur e 
de torseu r d e L) . 

En conclusio n : 

3.3.6. Proposition. Avec le s notation s ci-dessus , on a 
L,a -a =  e  . a . 

En particulie r l'accouplemen t e L , Q r n e dépen d qu e d e l a biextensio n  
symétrique ($ 2(L),§) et d e l a trivialisatio n a de l a biextensio n  
sous-iacente ;  enfin l'extensio n central e associé e à  c r par 3. 2 est  
commutative s i e t seulemen t s i c r t r ivial ise (& 2(L),£) comme biexten -
sion symétriqu e a u sen s d e [ B], i . e . s_ i 

cr = a . 

4. Cas de s schéma s abélien s :  le group e Q(L) . 

Soient S  u n schéma , A  u n S-schém a abélien , L  u n G m-torseur 
sur A  , rigidifi é à  l'origin e (don c cubiste , cf . 2.6) . S i A* - désign e 
le S-schém a abélie n dual d e A  (ou , s i l e lecteu r préfère , l e faiscea u 

i 
Pic^yg), o n sai t qu e L  défini t canoniquemen t u n morphism e 
(4.1) cpL :  A  _ ^ A t 

-* —  1 tel que , s i x^ A ,  <P T (x) es t l a class e d u ( G -torseur T  L®L su r L m  x 
A , o ù T  désign e l a translatio n pa r x  dan s A  . 

Plus précisémen t soi t P  l e ( E -torseur d e Poincaré sur Â X A , 
t m 

rigidifié su r A  X  { o) e t { o} X A :  alor s c p es t l'uniqu e morphism e 
t * de A  dan s A  te l qu e l e < E -torseu r (c p Xl d )  (P ) soi t isomorph e a 
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^^(L)/ e t i l exist e alor s u n unique isomorphism e entr e ce s deu x torseur s 
qui soi t compatibl e au x rigidifications . Comm e de plus P  e t & 2(L) 
sont muni s chacu n d'un e uniqu e structur e d e biextension compatibl e au x 
rigidifications, ce t isomorphism e es t mêm e un isomorphisme d e biexten -
sions. Poson s alor s 

(4.2) K(L ) =  Ker cp T : 

c'est u n sous-schém a e n groupe s ferm é d e A  . L a restriction d e 1'isomor -
phisme précéden t à  K(L ) X A donn e u n isomorphism e d e biextension s 

V L ) K (L )XA ^ [ ( C P L X I d A ) * ( P ) ] K( L )XA ^  ( X  I D A >  * ( P{ o} XA) 

et comm e p{o}xA e S t ^ a biextensio n tr iviale , o n en t i r e un e trivialisa-
tion canoniqu e d e ̂ 2^ L^K(L)XA '  d'aprè s l e § 3 une structure d'ex -
tension central e su r L  ,  ,  ,  ains i qu'un e action à  gauch e d e cett e 

J\ v L ; 
extension su r l e torseu r L  . 
4.3. D'autr e par t o n connaî t déj à ([M2] , §  23, o u [Szl , expos é 7 ) l e 
S-schéma e n groupe s Q -(L) :  rappelon s qu e s i S ' es t u n S-schéma , 
Q.(L)(S') es t l'ensembl e de s couple s (x,o 0 o ù x^K(L)(S' ) e t o ù ci 
est u n S 1-automorphisme d u schém a L g, ,  compatibl e à  l 'actio n d e 
et rendan t commutatif l e diagramm e 

LS $ Lo. 

AS' 
T 
x AS' 

4.4. Proposition. Avec le s notation s e t hypothèse s ci-dessus , le 
S-morphisme 

X =  LK(L) — * S( L ) 

qui a u poin t u  € LT/. / T \  au-dessus d e x  € K( L), associe l e coupl e (x , cv ) 
J\ \ L ) U 

où Œ

u ( v ) = u * v pou r tou t v £ L ( le symbol e *  désignant l 'actio n à  
gauche d e L W t  ̂ sur L  définie ci-dessus ) est u n isomorphism e d'ex -
tensions centrale s ;  1'isomorphisme invers e es t donn é pa r l a formul e fln(L ,®&0(L1 ®&0(L)1 

où e T £  L (S ) e st l a rigidificatio n à  l 'origine , i . e . la sectio n unit é — L  o  1  

de 1'extensio n L K ( L ) • 
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Comme X  es t manifestemen t u n morphism e d e G  -torseurs su r 
^ m 

K(L) (don c u n isomorphisme ) i l suffi t d e voi r qu e c'es t u n morphism e d e 
groupes, c e qu i n'es t autr e qu e l e fai t qu e *  es t un e actio n d e groupe . 
La dernièr e assertio n es t égalemen t t r iviale . • 

5 . Réduction à  l 'obje t t r ivia l ;  application à  certain s isomorphisme s  
canoniques. 

Dans c e § , E  désign e u n topo s ;  s i F  es t u n obje t d e E  ,  o n 
notera Z [p] l e Z-Modul e libr e engendr é pa r F  (notatio n conform e à 
SGA 7, VII.1.4;pou r l'existenc e cf . SG A 4, I I . 6 . 5 ) . 

5 . 1 . Théorème. Soient F  un obje t d e E  ,  G  u n ̂ - Module injecti f d e 
E .  Alors tou t G-torseu r cubiste su r Z{F ] est t r iv ia l . Plus générale -
ment tou t G- torseur cubist e su r u n Z"- Module san s torsio n ( i .e . plat) 
de E  est t r iv ia l . 
Démonstration :  soien t A  u n ̂ -Modul e pla t e t L  u n G-torseu r cubist e 
sur A  . 
5 . 1 . 1 . Considéron s d'abor d l a biextensio n & 2(L) ^ e (A,A ) pa r G 
associée à  L  .  D'aprè s SG A 7, VII .3 .6 .5 , l e group e de s classe s d e 
biextensions d e (A,A ) pa r G  es t isomorph e à 

1 
Ext (A ® A,G) . 

Comme G  es t injecti f c e group e s e rédui t à 
il 

Horn ( (  A ® A ) , G ) , 
c'est-à-dire à  Horn(Tor̂  (A, A) , G) =  0  puisqu e A  es t u n ̂ -Modul e 
plat .  Pa r suit e l a biextensio n & 2(L) es t t r iviale . 

5 . 1 . 2 . Fixon s don c un e trivialisatio n a  d e l a biextensio n & 2(L). 
Comme en 3. 3 notons 5  : &2(L) s*& 2(L) l a symétrie , e t e x l a t r i -
vialisation d e & 2(L) "symétrique " d e a  vi a 5  . 

Le défau t d e compatibilit é d e c r ave c 5  es t l a form e alterné e 

e L , C T =  = :  AX A *  G ( 3 . 3 . 6 ) ; 

les trivialisation s d e & 2(L) son t d e l a form e c r ' =  eper o ù c p :  AXA —*G 
est bilinéaire . O n en conclu t qu e pou r qu' i l exist e un e trivialisatio n 
de & 2(L) compatibl e ave c l a symétri e §  ,  i l fau t e t i l suffi t qu e 
e L , c r soi t d e l a form e 

e L , a (x ,y ) =  cp(x,y)/cp(y,x ) 
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où c p :  A X A *  G es t bilinéaire . 

Comme A  es t pla t ,  l a multiplicatio n pa r 2  dan s A  A es t u n 
monomorphisme ;  puisqu e G  es t injecti f i l exist e don c u n morphism e 

2 
^ :  A A >  G rendan t commutati f l e diagramm e 

_ _  . . . . . . . ~  .2 _ 

Л2А e G 
Х2 

А2А 
n 

Si l'o n pos e alor s <P(x,y ) =  'H(xAy), o n a  : 

TP(x,y)/cp(y,x) =  -N(xAy-yAx) =  -N (2xAy) =  e L , C r (x,y) . 

En conclusion , l a biextension symétriqu e (^(L)'^ ) e s t t r iviale . 

5 . 1 . 3 . D'aprè s 3. 2 e t 3 . 3 . 6 , nou s voyon s qu e l a structur e cubist e d e L 
provient d'un e structur e d'extensio n commutative d e A  pa r G  , automa -
tiquement tr ivial e puisqu e G  es t injectif . • 

5 . 1 . 4 . Remarque. L e lecteu r familie r d e [ B3 e t de s dérivé s no n abélien s 
pourra démontre r 5 . 1 en remarquan t qu e l e group e de s classe s d e 
G-torseurs cubiste s su r A  s'identifi e ([ B1, 8 .9 ) à 

Ext̂ LP^CA) ,G) 

(notations d e loc . c i t . ) , e t qu e H^LP^tA) ) =  0  s i A  es t plat . 

5 .2 . Proposition. Soient 9  : A ' A  un épimorphism e e t $  : G >  G ' 
un monomorphism e dan s Ab _ ,  et soien t L  u n G- torseur cubist e su r 
A , L ' =  9 ( L )  l e G'- torseur cubist e su r A ' déduit d e L  par l e  
changement d e bcis e c p et l e changemen t d e Group e structura l ^  .  Soit 
a une sectio n d u torseu r sous-jacen t à  L  sur A  .  Pour qu e a soit  
une trivialisatio n cubist e d e L  ,  i l fau t e t i l suffi t qu e l a sectio n 
a ' d e L ' déduite d e c r soit un e trivialisatio n cubist e d e L ' . 

En effe t soi t T  l a sectio n d e ^(^ O définissan t l a structur e 
cubiste d e L  ,  T ' l a sectio n d e i& (̂L' ) déduit e d e T  (qu i défini t 
la structur e cubist e d e L') . Pou r qu e a  (resp . a 1) soi t un e t r iv i a l i -
sation cubist e i l fau t e t i l suffi t qu e & 3(cr) = T (resp . & 3 (cr ' )=T') : 
ces deu x condition s son t bie n équivalente s puisque , v u no s hypothèse s 
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sur c p e t ^  ,  l'applicatio n naturell e 

HomA3(A3,&3(L)) *  Hom A,3(A'3,&3(L')) 
est injective . B 

La glorieus e propositio n ci-dessus , joint e a u théorèm e 5.1 , perme t 
de réduir e d e nombreuse s question s a u ca s d u torseu r cubist e t r iv ia l , o ù 
elles deviennen t tautologique s ;  i l suffi t e n effe t d e prendr e A ' libr e 
(par exempl e A ' = 2?[A] ) e t G ' injectif . Pa r exemple , o n obtien t pa r 
cette méthod e : 

5.3. Proposition. Soit L  u n G- torseur cubist e su r A  .  L e G- torseur 
3 #  - 1 & (̂L) sur A  est u n produi t tensorie l d e torseur s d u typ e (f^L ) 

où le s f̂ : A 3 *  A sont de s morphisme s d e Groupes . Il es t don c mun i 
canoniquement d'un e structur e cubist e déduit e d e cell e d e L  . 

Alors l a trivialisatio n T  d e ^(L ) définissant l a structur e  
cubiste d e L  est un e trivialisatio n cubiste . • 

(On suggèr e perfidemen t a u lecteu r d e démontre r 5. 3 directemen t à  parti r 
des définitions... ) 

5.4. Notation. Pou r tou t Group e commutati f A  d e E  e t tou t n  £ Z ,  o n 
note t n^ A

 :  A  y A , o u simplemen t [n ] s i aucun e confusio n n'es t à 
craindre, l e morphism e d e multiplicatio n pa r n  . 

5.5. Proposition. Soit L  u n G- torseur cubist e su r A  .  Pour tou t 
n £ on a  u n isomorphism e canoniqu e d e G- torseurs cubiste s : 

[n]*(L) -  L ^ - ( n + l ) / 2 0 [ _ l ] , ( L ) ^ n ( n - l ) / 2 

(cf. [M2] , §6 , Cor . 3 ) . 
5.5.1. Lemme. Soit L  u n G- torseur ( sans structur e cubiste ) sur A  . 
Notons p  : A — 0E l e morphism e canonique . Pour tou t n  £ 27" , notons 

X :  A *  A 3 

n 
le morphism e défin i pa r X  (x ) =  (x,-x,nx) . Alors o n a  pou r tou t n  un  
isomorphisme canoniqu e 
(5.5.1.1) 
[n+l]*(L) -  X ^ 3 (L) _ 1 ® [n]*(L)^ 2'8> [n -l]A(L)"1S>p%*(L)"1S)LS) [-ll *(L) . 
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Cet isomorphism e es t fonctorie l e t additi f e n L  ,  compatible a u change -
ment d e bas e A ' — A et a u changemen t d e group e structura l G  — G1 , 
et respect e le s trivialisation s naturelle s de s deu x membre s lorsgu e L 
est l e torseu r t r iv ia l . 
Démonstration d u lemm e :  pou r tou t x^ A o n a  canoniquement , pa r défi -
nition d e ^(L ) : 

(X*S0(L)) =^o (L)/ \  = L ^L~ 1 ^L7 1 _ L 1 , ^LT 1 _  ®  L ® L ® L n 3  x  3  (x,-x,nx ) n x o  (n+l) x (n-l) x x  - x n x 
Le lemm e e n résulte . • 

5.5.2. Démonstratio n d e 5. 5 :  remarquon s d'abor d qu e dan s l e lemm e 5.5.1 , 
lorsque L  es t mun i d'un e structur e cubiste , 1'isomorphism e (5.5.1.1 ) 
est u n isomorphism e d e torseur s cubiste s :  cel a résulte , pa r réductio n à 
l 'objet t r iv ia l , de s propriété s d e (5.5.1.1 ) énoncée s à  l a fi n d u lemme . 
Or s i L  es t cubiste , le s torseur s cubiste s & (̂L ) (grâc e à  5.3 ) e t 
p e

A (L) (évident ) son t canoniquemen t triviaux , e t (5.5.1.1 ) s e rédui t a 
un isomorphism e cubiste 

(5.5.2.1) [n+l]*(L ) -  [n]*(L) 0 2® [n-ll^(L)" 1® L® [-ll*(L) . 

Par ailleur s i l suffi t d e démontre r 5. 5 pou r n  )/0 (remplace r L  pa r 
[-l l A (L)), e t l e résulta t es t clai r pou r n= 0 e t n  = 1 ;  l e ca s généra l 
en résult e pa r récurrence , grâc e à  (5.5.2.1 ) e t à  u n calcu l immédiat . • 

5.5.3. Remargue. L a propositio n 5. 5 es t l'analogu e d e l a propriét é 
suivante :  s i f  :  A > G es t pointé e d e degr é 2  ,  alor s 

j=f \ w  xn(n+l )/2 - , ,n(n-l)/ 2 f(nx) =  f(x ) 7 f(-x ) 

(démonstration pa r récurrence , grâc e a u mêm e calcu l qu i a  ét é escamot é 
dans 5.5.2) . 

De même nous allon s établi r l'analogu e cubist e (trè s importan t pou r 
la suite ) d u lemm e suivan t : 

5.6. Lemme. Soient A  e t G  deux groupe s commutatif s ( notés ic i additi -
vement, pour plu s d e clarté ) ;  f  :  A —> G une applicatio n pointé e d e  
degré 2 , e t n  un entie r te l gu e n A = 0 .  Alors 2n f = 0 ,  e t n f = 0 s_ i 
n est impair . 
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Démonstration :  o n remarqu e qu e 

2f(x) =  (f(x ) -  f(-x) ) +  (f(x) +  f(-x)) ; 

posant b(x,y ) =  f(x+y ) -  f(x ) -  f(y) , o n a 

f(x)+f(-x) =  b(x,x) (5.5.3 , ave c n=2 ) 

donc n(f(x ) +f(-x) ) =  0  puisqu e b  es t bilinéair e ;  d'autr e par t i l 
est immédia t qu e l'applicatio n x  I— ^ f(x) -  f(-x ) es t additive (consi -
dérer s a form e bilinéair e associée ) don c n(f(x ) -f(-x) ) =  0  ,  d'o ù 
enfin 2n f = 0 . 

Si n  es t impai r o n écri t : 

nf(2x) =  3nf (x) -  nf(-x ) 
= n(f (x) -  f(-x) ) puisqu e 2nf = 0 
= 0 

d'où l a conclusio n puisqu e x  i  >  2x es t u n automorphism e d e A  .  • 

L'analogue annonc é plu s hau t es t : 

5.7. Proposition . Soit L  u n G- torseur cubist e su r A  et soi t n  un  
entier ( resp. un entie r impair ) annulant A  .  Alors l e torseu r cubist e 
L^ 2 n ( resp. L^ n) admet un e trivialisatio n naturelle . 

5.7.1. Lemme (L . Breen) . Soit L  u n G- torseur cubist e su r A  .  Alors  
le G- torseur cubist e A  = L ® L -l-l̂ L admet un e structur e naturell e  
d'extension commutativ e d e A  par G  . 

En effe t le s biextension s associée s à  L  e t [-l ] L  son t respecti -
vement ^2^ L^ e t - ~ AXA^2^ L '̂ <^U"*" s o n t canoniquemen t isomorphe s v u l a 
structure bilinéair e d e & 2( L)- 0 n a  don c un e trivialisatio n naturell e 
de & 2(A) d'o ù un e structur e d'extensio n central e su r A  (3.2) . L e 
fait qu'ell e soi t commutativ e s e voi t soi t pa r u n calcu l direct , soi t 
par réductio n à  l 'obje t t r iv ia l . • 

La démonstratio n d e 5. 7 es t alor s parallèl e à  cell e d e 5. 6 :  o n 
®2 

écrit L  sou s l a form e 
L 0 2 =  A ® (  L ® [-il*D ; 

comme A  es t un e extensio n commutative , A® n es t t r iv ia l , e t pa r 
ailleurs 
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®&0(L)1fln(L) ,®&0(L)1®1 

où A  : A >  AXA es t l e morphism e diagona l (5.5 , ave c n=2 ) don c 
(L®L-lJAD es t auss i t r iv ia l . 

r i * ^ n 
Lorsque n  es t impair , o n démontr e comm e dans 5. 6 qu e \_2\JIa ) 

est t r iv ia l . • 

6. Une nouvell e définitio n de s structure s cubistes . 

Ce n ° n e ser a pa s ut i l is é dan s l a suit e ;  le s détail s de s démonstra -
tions son t laissé s a u lecteur . 

6.1. Soien t S  u n obje t d u topo s E , e t G  u n Group e commutati f d e E . 
Considérons l a catégori e (I^ s )°x( G\(AbE)) de s couple s (9 ,0) o ù 
9 :  S' >  S (resp . 0  : G G 1 ) es t u n morphism e dan s E (resp. dan s 
AbE). 

Pour tou t G-torseu r L  su r S  e t tou t (9 ,0) comm e ci-dessus , 
notons 

(6.1.1) T L(cp,0) =  Hom s(S',L*) (notatio n d e 2.2.3 ) 

(ou, pa r abu s d'écriture , r  (s ' ,G 1)) l'ensembl e de s section s su r S ' d u 
* *  . . . G-torseur < P L .  O n obtient ainsi , pou r L  fixe , u n foncteu r 

r L :  (E / s)°X(G\(AhE)) (Ens) 

et pou r tou t (S 1,G') l'ensembl e T (S',G' ) es t soi t vide, soi t u n 
espace homogèn e principa l sou s l e group e Hom E(S";G') de s morphisme s d e 
S' dan s l 'obje t d e E  sous-jacen t à  G 1. 

6.1.2. Si  l'o n a  u n diagramm e commutati f dan s E  : 

S2 u Si 

y2 $1 
S 

où u  es t u n ép imorphisme dan s E , alor s l a suit e naturell e d'ensemble s 

r L ( S i ' G , ) r L ( S 2 ' Q , ) : r L (S - x  S^G" ) 
S l 

est exacte pou r tou t >l> :  G * • G' ;  cec i résult e d u fai t qu e 
rT(S',G') =  Hom c(S',L^) es t représent é (comm e foncteu r e n S' ) pa r L V , 
et d e c e qu e tou t épimorphism e d e E  es t effectif . 
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6.1.3. D e même considérons u n diagramm e commutati f 

G1 V . 
G2 

$1 $2 
G 

où v  es t u n monomorphisme ;  alor s pou r tou t c p :  s1 > S  ,  l a suit e 
naturelle d'ensemble s 

r L ( S ' ,G ; ) _ r L ( s ' , G ' ) z ^ ^ t s ' ^ ©  G' ) 
G l 

est exacte, l e symbol e ® , désignan t l a somm e amalgamé e su r G ' .  Pou r 
G l 1 

le voi r o n peut , grâc e à  6.1. 2 ci-dessus , remplace r S ' pa r S " o ù 
S" >  S' es t u n épimorphism e ;  e n prenan t pa r exempl e S " = cp*L ,  o n 
est ains i ramen é a u ca s o ù L  es t l e torseu r t r ivia l ;  notr e assertio n 
est alor s évidente . 

6.2. Soien t A  e t G  deu x Groupe s commutatif s d e E  .  Poson s 

(6.2.1) C(A,G ) =  (  (Ab E ) / A )°X ( Q\(AbE) )  , 

catégorie de s couple s (<P ,0) o ù c p : A ' — ^ A e t 0  : G —> G' son t de s 
morphismes d e Groupe s commutatifs . Pou r tou t G-torseu r L  su r A  , nou s 
noterons encore , pa r abu s d'écritur e 

(6.2.2) T L :  C  (A,G) >  (Ens) 

la restrictio n à  C(A,G ) d u foncteu r r  d e (6.1.1) . Le s propriété s 
J_I 

6.1.2 e t 6.1. 3 resten t valable s :  c'es t clai r pou r 6.1. 3 e t cel a résult e 
pour 6.1. 2 d u fai t qu e l'oubl i Ab _ —> - E d e l a structur e d e group e 
commute au x produit s fibres . 

Supposons maintenan t l e torseu r L  mun i d'un e structure cubiste . 
Nous noteron s alors , pou r tou t (c p : A' •  A  , 0  : G > • G') dan s C(A,G) , 
(6.2.3) r^ 2 )(cp,0) c  r L(cp,0) 

( 2 ) 
ou pa r abu s d'écritur e T  (A',G') , l'ensembl e de s trivialisation s * 0  (2) cubistes d e c p L .  L e sous-foncteu r T :  C(A,G ) (Ens ) d e T " " ~ ~ ~ ~ ~ J - J j_ I 
jouit de s propriété s suivante s : 

(2 ) 
(6.2.4) F  (A',G' ) es t soi t vide, soi t u n espace homogèn e principa l 

(2) 
sous l e group e Hom E (A',G' ) de s morphisme s pointe s d e degr é 
2 d e A ' dan s G' , vi a l'actio n naturell e d e c e dernie r su r 
r L ( A \ G ' ) . 33 



L. MORET-BAILLY 

(6.2.5) S i 1 1 on a  u n diagramm e commutâti f 
A2 

U A1 

^2 $1 
A 

où u  es t u n é pimorphisme dan s Ab „ ,  l e diagramm e nature l 
ts 

r£2)(A^,G') r i 2 ) < A 2 ' G , ) 

rL(A;,G-) 3 rL(A^G') 

est cartésien ;  noton s qu e l'applicatio n P  es t injective e t qu ' i l e n 
( 2 ) 

est don c d e mêm e de a  ;  notr e assertio n signifi e don c qu e T (Al,G1) 
s'identifie à  1 ^ ; (A^G 1 )  n ^(A^G * ), c e qu i n'es t autr e qu e 5.2 . 
(6.2.6) S i l'o n a  u n diagramm e commutati f 

G l 
v 

?2 

*1 *2 
G 

où v  es t u n monomorphisme dan s Ab £ ,  l e diagramm e nature l 

r£2)(A',G^) •r( 2)(A',G-) 

r L (A' , G i ) rL(A',G^) 

est cartésie n ;  cec i résult e égalemen t d e 5.2 . 

(6.2.7) I l exist e u n épimorphism e c p : A 1 ^ A e t u n monomorph i sme 
0 : G G 1 dan s Ab ^ ,  tel s qu e 

IL 
r£2 )(cp,0) j£ 0  . 

C'est un e reformulatio n d u théorèm e 5.1 . 

6.2.8. Remarque. O n voit facilemen t qu e le s condition s (6.2.5 ) e t (6.2.6 ) 
(2) peuvent s e reformule r e n disan t qu e T  vérifi e le s propriété s JLJ 

"faisceautiques" analogue s à  celle s énoncée s pou r T dan s 6.1. 2 e t 
6.1.3. 
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6.3. Définition (bis) . Soient A  e t G  deux Groupe s commutâtif s d u 
topos E  ,  et soi t L  u n G- torseur su r A  .  Une structur e cubist e sur 

( 2 ) L est l a donné e d'u n sous-foncteu r T  :  C(A,G ) —(Ens ) du foncteu r ~————————————————̂———————————-—— J_ j 
TT d e (6.2.2 ) vérifiant le s propriété s (6.2.4 ) à  (6.2.7) . 

( 2 ) 
6.3.1. Indiquon s simplemen t commen t l e foncteu r TT perme t d e recons -
tituer l a trivialisatio n T  d e &~(L ) d e l a définitio n 2.4.5 . Soien t 
9 e t 0  comm e e n (6.2.7 ) e t soi t c r € rv 1 (cp,ij)) : alor s & 0(CT) = T ' es t 
une trivialisatio n d e (L) , qu i d'aprè s l a conditio n (6.2.4 ) es t indé-
pendante d u choi x d e a  .  I l fau t montre r qu e T ' provien t d'u n élémen t 
T d e ^ L^(A,G). Pou r cel a o n pos e G " = G'©G' e t o n remarqu e qu e T 
a mêm e imag e pa r le s deu x flèche s naturelle s 

r *> 3 (L) ( A ' ' G , ) = f I* 3 ( L ) (A\G») 

puisque le s deu x image s d e T  son t d e l a form e ^(cr" ) e t &~(a" ) o ù 
et a^e T^Z)(A',G"). I l résult e alor s d e 6.1. 3 qu e T  G 1^ ( L ) (A ' ,G) . 

Le mêm e argument , utilisan t 6.1.2 , perme t d e redescendr e d e A ' à  A  . 
* il) 

Comme la trivialisatio n T ' d e c p L es t d e l a form e ^(cr 1 ) , ell e 
vérifie automatiquemen t le s condition s d e compatibilit é exigée s pa r 2.4.5 . 
Par suit e i l e n es t d e mêm e de T  . 
6.3.2. Notan t CU B (A,G) l a catégori e de s G-torseur s cubiste s su r A 
au sen s d e 6.3 , nou s avon s ains i deu x foncteur s 

CUB(A,G) CUB*(A,G ) 
V 

le foncteu r U  étan t donn é pa r l a constructio n 6.2 , e t V  pa r l a cons -
truction ci-dessus . I l n' y a  désormai s aucun e difficult é à  vérifie r qu e 
U e t V  son t quasi-inverse s l'u n d e l 'autr e ;  le s condition s (6.2.5 ) 
et (6.2.6 ) dan s CUB * serven t à  montre r qu e Uo V  ̂Id„ T_*,_ _ S . 

CUB \A, G; 
6.4. Généralisations e t variantes . 

( 2 ) 
6.4.1. I l suffit , dan s l a conditio n (6.2.4) , d e remplace r Hom A (A',G' ) 
par H o m g (A',G') , o ù n  es t u n entie r ) / 0 quelconqu e (1.3 ) pou r 
arriver à  l a notio n d e " structure d e degr é n  " su r u n G-torseu r L  su r 
A .  Bie n entend u un e structur e d e degr é 0  (resp . 1 , resp . 2 ) su r L 
est un e trivialisatio n d e L  (resp . un e structur e d'extensio n commuta -
tive, resp . un e structur e cubiste) . Toutefoi s i l y  a  lie u d e note r qu e 
je n e connai s aucu n exempl e "naturel " d e structur e d e degr é n  )/3 ,  n e 
provenant pa s d'un e structur e cubiste . 
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6.4.2. Etan t donné s k  entier s naturel s n^,...,n^ ,  (k+1 ) Groupe s 
A l ' ' * " / A k , G e t U n G " t o r s e u r L  s u r A

1

x - - - X A

k '  o n laiss e a u lecteu r 
le soi n d'imagine r c e qu'es t un e structure d e multidegr é (n 1 # . . . ,n^) 
sur L  ,  généralisan t l a notio n d e biextension (obtenu e pou r k= 2 , 
n 1 =  n 2 =  1). 

6.4.3. Plu s intéressant e peut-êtr e es t l a variant e "no n pointée " de s 
structures d e degr é n  ,  obtenu e e n remplaçan t le s application s pointée s 
de degr é n  pa r le s application s d e degr é n  ,  i . e . le s f  :  A —9> G 
vérifiant 

ic{1 , . . . , n +l) 
f(x I) 

^_1jCard I 
= 1 

(notations d e 1.1) , o u encore , d e faço n équivalent e : 

&n+1(f) =  f (0) ( - l ) n _ 

Lorsque n= 2 o n tomb e su r l a notio n d e "structur e d u cub e no n rigidi -
fiée" mentionnée; ! dans [ B], 2.8 . 

( 2 ) 
6.4.4. Enfi n i l es t probabl e qu'e n remplaçant , dan s 6.2.4 , Horn (A',G') 
par l e group e des morphisme s quadratiques d e A ' dan s G 1, o n obtien t 
la notio n d e E-structur e d e 
6.5. Exercice. Redémontre r l a propositio n 5. 5 (resp . 5 .7) e n util isan t 
la définitio n 6.« 3 e t l 'égali t é 5.5. 3 (resp . l e lemm e 5.6) . 

7. Descente d e torseur s cubiste s ;  application au x extension s d e schéma s  
en groupe s lisse s pa r de s tores . 

7 .1 . Si  A ,B,G son t troi s Groupe s commutatif s d u topo s E , nou s note -
rons EXT( A,G) (resp . BIEXT( A,B; G)) conformémen t à  SG A 7, l a catégori e 
des extension s commutative s d e A  pa r G  (resp . de s biextension s d e 
(A,B) pa r G ) . 

Rappelons d'abor d l e théorèm e d e descent e ([ B], 3.10 ) : 

Théorème. Soit 

0 *  A' A  -2-* A" >  0 

une suit e exact e d e Groupe s commutatif s d u topo s E  . Alors, pour tou t  
Groupe commutati f G  d e E , la catégori e CUB (A",G) est équivalent e à  
la catégori e de s triple s (L,s,t ) o ù L € ob CUB (A,G) et o ù s  ( resp. t ) 
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est une trivialisation de i L dans CUB(A',G) (resp. de (Idxi) &2(L) 

dans BIEXT(A,A';G)), telles que les trivialisations &2(s) £i 

(ixid)*(t) de &2(i*L) soient égales. 

7.2. Nous allons appliquer ce théorème au cas où E est le topos fppf 

sur un schéma S , et où 1 1 on a une suite exacte 

i 7T 0 ^ T — ^ A B — * 0 

de S-schémas en groupes lisses à fibres connexes sur S , T étant un 

tore sur S . De plus on prend G = G^ g . 

Commençons par étudier CUB(T,Gm) : 

7.2.1. Proposition. Pour tout tore T sur S , la catégorie CUB(T,Gm) 

est équivalente à la catégorie EXT(T,G^) des extensions commutatives 

de T par G 
- J m 
Démonstration : si L est un G -torseur cubiste sur T , la biextension 

m 

&2(L) de (T,T) par G m admet d'après SGA 1, VIII.3.4 une unique tri
vialisation. Le torseur L admet donc (3.2) une unique structure d'ex

tension centrale compatible (au sens de loc. cit.) avec sa structure 

cubiste. Cette extension est automatiquement commutative puisque la 

forme commutateur associée est un accouplement T x T G^ donc est 

triviale. • 
7.2.2. Proposition. Dans la situation de 7.2, la catégorie CUB(B,Gm) 
est équivalente à la catégorie des couples (L,s) où L€ ob CUB(A,G ) 

* m 

et ou s est une trivialisation de i L dans CUB(T,G ) (i.e., compte 

m 1 
tenu de 7.2.1, dans EXT(T,G )). 

m 
En effet, en vertu de SGA 7, loc. cit., les catégories 

BIEXT(A, T;G ) et BIEXT(T, T;G ) sont équivalentes à la catégorie m m J 

ponctuelle ; donc étant donné L dans CUB(A,G ) il existe une unique 
* m 

trivialisation t de (Idxi) &0(L) dans BIEXT(A, T;G ), et de plus z m 
pour toute trivialisation s de i*L dans CUB(T,G ), la condition de 

* m 

compatibilité = ( i x I d) t exigée par 7.1 est automatiquement véri
fiée. • 7.2.3. Corollaire. Dans la situation de 7.2, soit L un G -torseur — m  

cubiste sur A . Alors : 
(i) L®[-ll_(L) provient canoniquement d'un G -torseur cubiste 

A m 
sur B . 

(ii) Il existe S' — > S étale surjectif tel que L c, = L X_ S 

provienne d'un G^-torseur cubiste sur B g, = B x g S ' . 
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( i i i ) Si tou t tor e su r S  est isotrivia l (SG A 3, IX.1.1 ) on peu t  
dans (ii ) supposer S 1 fin i sur S  . 

Remarque. L e ca s ( i i i ) s'appliqu e e n particulie r lorsqu e S  es t locale -
ment noethérie n e t normal (SG A 3, X.5.16) , o u bie n es t l e spectr e d'u n 
anneau loca l noenthérie n complet (SG A 3 , X.3.3) . 

Montrons (i. ) :  ave c le s notation s d e 7.2 , i* L es t d'aprè s 7.2. 1 
une extensio n de T  pa r G  ,  e t l e morphism e x  I—>• x donn é pa r l a 

m 
structure d e group e sous-jacent e donn e u n isomorphism e d'extension s 

i* L - i ^  i * [ - i ] ; ( L ) 

d'où un e trivialisatio n canoniqu e d e i*(L ® [-l]^(L)) e t l'o n conclu t 
grâce à  7.2.2 . 

Montrons (ii ) (resp . ( i i i ) ) :  d'aprè s SG A 3, X.4. 5 (resp . l a défi -
nition d'u n tore; ; isotrivial ) appliqu é a u tor e sous-jacen t à  l'extensio n 
i*L ,  celle-c i es t tr ivialisé e pa r u n changemen t d e bas e étal e surjecti f 
(resp. fin i étal e surjectif ) e t l'o n appliqu e encor e 7.2.2 . • 
7 - 2 - 4 - Remarque. S i S  es t norma l (o u mêm e seulemen t géométriquemen t 
unibranche) o u loca l hensélien , e t s i T  = Œ r ,  alor s tou t C E -torseur 

m, S m 
cubiste su r A  provien t d e B  .  E n effe t i l suffi t d e voi r qu e 
Extg (Œm,Œm) = 0 ,  o r c e group e es t canoniquemen t isomorph e à  H f o p f ^ s ^ ^ 
qui es t nu l sou s le s hypothèse s envisagées . 
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CHAPITRE I I 

Faisceaux inversible s cubiste s su r le s schéma s e n groupe s : 
problèmes d e prolongemen t 

Sommaire. 
0. Introduction . 
1. Prolongemen t d e ^-torseur s cubiste s su r le s groupe s lisse s :  ca s 

où l a bas e es t u n t r a i t . 
2. Analogu e archimédie n d u théorèm e d e prolongement . 
3. Prolongemen t d e G  -torseurs cubiste s e n dimensio n supérieur e ;  ca s 

des groupe s semi-stable s su r un e bas e normale . 

0. Introduction. 

On s'intéresse dan s c e chapitr e à  l'étud e de s G  -torseurs cubiste s 
m 

sur certain s schéma s e n groupe s (commutatifs , comm e toujours) . Signalon s 
tout d e suit e qu e nou s considéreron s toujour s comm e synonyme s le s expres -
sions " G -torseur" e t "faiscea u inversible" , u n faiscea u inversibl e L 

m 
sur u n schém a X  étan t identifi é a u torseu r Isom^ ( © ,L) . D'autr e par t 

X 
les schéma s e n groupe s su r u n schém a S  seron t toujour s considéré s 
comme de s faisceau x su r l e sit e fpp f d e S  . 

Le typ e d e problèm e envisag é ic i es t l e suivan t :  étan t donné s un 
schéma e n groupe s commutati f A  su r u n schém a S  ,  e t u n ouver t U  d e 
S ( U désigner a parfoi s auss i l e poin t génériqu e d e S  ,  s i S  es t 
irréductible) étudie r l e foncteu r d e restrictio n 

CUB(A,G )  CU B ( A_ ,  G ) 
m, S u  m , U 

de l a catégori e de s G^-torseur s cubiste s su r A  ver s l a catégori e 
analogue su r U  . 

Lorsque S  es t u n t ra i t , qu e U  es t so n poin t génériqu e e t qu e A 
est liss e d e typ e fin i su r S  ,  l e théorèm e 1. 1 donn e un e "répons e com -
plète" (trè s analogu e a u théorèm e SG A 7, VIII.7. 1 su r le s biextensions) . 
Ce théorème , obten u pa r d'autre s méthode s dan s [B] , §3 , es t l'u n de s 
deux résultat s principau x d e c e chapitre , l 'autr e étan t l e théorèm e 3. 3 
qui t ra i t e l e ca s o ù A  es t u n group e semi-stable à  fibre s connexe s su r 
une bas e normale, e t o ù l'o n par t d'u n torseu r cubist e su r Â . qu i es t 
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symétrique o u d' ordre fini . L e lemm e 3.4. 1 (qu i doi t beaucou p à 
M. Raynaud ) e t se s corollaire s permetten t ensuit e d'élimine r dan s cer -
tains ca s le s hypothèse s d e connexit é ;  l e lecteu r s e fer a un e idé e d u 
type d e résultat s obtenu s e n s e reportan t à  l'énonc é d u théorèm e 3.5 . 

1. Prolongement d e G  -torseurs cubiste s su r le s groupe s lisse s :  cas  
où l a bas e es t u n t r a i t . 

1.0. Dan s tou t c e § , o n s e donn e u n annea u d e valuatio n discrèt e A  , d e 
corps de s fraction s F  e t d e corp s résidue l k  .  O n note 3  =  Spec A  , 
'H = Spec F  ,  s  =  Spec k  ,  e t o n désign e pa r T l e group e F  /A d e l a 
valuation d e A  , noté e v A . 

On s e donn e d e plu s u n S-schém a e n groupe s lisse commutati f e t d e 
type fin i A  ^> S ,  d e sectio n unit é e  :  S >  A (i l es t inutil e d e 
supposer A  séparé) . O n note A  s a composant e neutre , A q =  A xg s  s a 
fibre fermée , e t =  A Q/A° l e group e de s composante s d e A q ,  qu i es t 
un k-schém a e n groupe s fin i étale . 

On s'intéresse a u foncteu r "restrictio n à  l a fibr e générique " : 

(1.0.1) R  :  CUB(A, G n ) > CU B ( An / G )  . 
m, S 1  m, 1! 

1.1. Théorème d e prolongemen t (cf . [B] , §3) . 
(i) ( unicité d u prolongemen t cubiste ). Le foncteu r R  ci-dessus  

est pleinemen t fidèle . 
(ii) ( obstruction a u prolongemen t cubiste ). On peut associe r d e  

façon naturell e à  tou t G^- torseur cubist e L ^ sur A ^ un morphism e  
pointé d e degr é 2 

(1.1.1) d L^ =  d A' L ll :  $  (r ®^Q/D k 

dont l'annulatio n es t nécessair e e t suffisant e pou r qu e L ^ soit dan s  
l'image essentiell e d e R  ( en particulier , si A q es t connexe , R  est  
une équivalenc e d e catégories ). 

Le morphism e d L î l possèd e le s propriété s suivante s : 
a) fonctorialité :  s_ i X : B » - A est u n morphism e d e S- schémas e n 
groupes ( avec B  lisse commutati f d e typ e fin i su r S ) et s i X  :  Y —* $ 
est l e morphism e indui t su r le s groupe s d e composante s de s fibre s fer -
mées , alors l e diagramm e suivan t es t commutati f : 
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Y X ¤ 

^ * \ 
d

L - n 

( r ® (D/r) k 

b) changement d e bas e :  soient g  : S1 >  S un morphism e d e t ra i t s , 
T|1 , T 1 , e tc . , les donnée s su r S  ' correspondant à  T ) , T  ,  etc. , e t 
A' , L ' , $ ' les donnée s déduite s d e A  , L  ,  $  par l e changemen t d e 

A1 L 1 « 
base g  .  Alors l'obstructio n d  '  ^  est égal e à  l'applicatio n composé e 

$' 
dLTi x kk» 

(r®<B/T)k. (r« ®Q/T' ) k . 

où l a second e flèch e es t déduit e d e l'inclusio n naturell e T c—^ T' 

c) additivité :  s i e t sont deu x G  -torseurs cubiste s su r 
\ '  alors 

HOMCUB(VA'L) -^WVV^ 

On trouvera dan s [ BL § 3 un e définitio n homologiqu e d e d  71 (ou , 
en tou t cas , d'un e obstructio n qu i lu i ressembl e fort) . Nou s e n donneron s 
ici un e constructio n plu s terr e à  terre . 

1.1.2. Démontron s ( i ) . I l suffi t d e voi r qu e s i L  es t u n G  -torseur 
^ m 

cubiste su r A  , l'applicatio n naturell e 
H O M C U B ( V A ' L ) - ^ W V V ^ 

est bijective , l e torseu r G  _  étan t mun i d e s a structur e d u cub e 
m, A 

tr iviale . 
L'injectivité résult e d u fai t que , A  étan t liss e su r S  ,  A ^ es t 

schématiquement dens e dan s A  . 
q 

Soit T  £T(A ,& 3(L)) l a sectio n définissan t l a structur e d u cub e 
de L  .  U n élément d e H o mcuB ^ A ^ ' Lt1 ^  E S T U N E S E C T J I - O N ~T ] d e L r| ' 
que l'o n peu t voi r (e n identifian t L  a u faisceau inversibl e associé ) 
comme une section méromorph e a  d e L  su r A  , san s zéro s n i pôle s su r 
Â  ,  e t vérifian t 
(1.1.2.1) &3(a) =  T  . 

Il fau t alor s montre r qu e div (cr) = 0 ;  cett e conditio n es t d e plu s suffi -
sante, ca r alor s a défini t bie n un e trivialisatio n d u torseu r L  ,  qu i 
est cubist e à  caus e d e (1.1 .2 .1). 
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Il es t clai r qu e div(cr ) es t à support dan s A q , puisqu e cr ^ es t 
une trivialisatio n d e L  . Soi t don c C  un e composante d e A q , et soi t 
§ so n point génériqu e :  l'annea u loca l &  - es t un anneau d e valuation 
discrète don t l a valuation, que nous noteron s v̂ . , es t à valeurs dan s 
F (ca r A es t liss e su r S) . On obtient u n morphisme d e S-schéma s : 

v : 4> T 
v(C) =  vc(cr) 

et e n prenant le s valuations dans (1.1 .2.1) o n constate qu e c'est un e 
application pointé e d e degré 2 , donc nulle ca r es t fin i e t T san s 
torsion (cf . I75.„6). O n a donc v c(cr) =  0 pou r tout e composant e C  d e 
A ,  cqfd . 
o 

1.1.3. Montron s ( i i ) . Soi t don c L ^ o b CUB(A T,,G )  e t soit T  l a 
M ~  m, 1! i l 

section d e J&̂ ( L ) définissan t s a structure d u cube. Supposon s trouv é 
un G m~torseur L  sur A  , prolongean t ,  et tel qu e s e prolong e 
en un e trivialisation T  de ^(L ) : alor s cett e trivialisatio n es t 
automatiquement un e structure d u cube, le s condition s (i ) et (ii) d e 
1,2.4.5 s e prolongean t pa r densité . 

Soit u n G^-torseu r quelconqu e su r A  prolongeant .  Il 
en exist e ca r A  es t régulie r don c localemen t factorie l 7  d'autre par t 
les prolongement s d e à  A  son t tou s d e la forme L̂ (D ) = L1®©^(D) 
où D  est u n diviseur à  support dan s A q . Un tel diviseu r s'identifi e 
à un e fonction 9 _ : <$ *  T. 

D k 
Pour chaqu e D  , nou s pouvon s considére r l a section d e ^(L^) 

comme une section méromorph e d e & (̂L (̂D) ) *  a T

D

 o n associ e sa 
valuation le long d e chaque composant e d e A ^ , d'o ù une fonctio n 

è : a 3 — * r 
et i l es t immédici t que 

0D =  WV 
où ib correspon d a u diviseur nul . o 

Pour qu e L  soi t dan s l'imag e essentiell e d e R  il fau t e t i l 
suffit qu e l'on puiss e trouve r D  te l qu e ^ D

= 0 '  i . e . qu ' i l exist e 
cp : <]? >  vérifian t 

(1.1.3.1) & 3(cp) =  -0Q . 

Comme la section vérifi e pa r hypothèse le s condition s (i ) e t 
(ii) d e 1,2 .4.5 , il en est de même de la section méromorph e ^ 0 de 
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i5^(L1). Passan t au x valuations, on conclut qu e : 
o 

r 0  : $  — r = - Z es t invariant e pa r 6 0 

(1.1.3.2) °  k k  3 

1 0 Q(x+y,z,t) +  0Q(x,y,t) =  0Q(x,y+z,t) +0jy ,z,t) . 
Le lemm e suivan t v a alor s nou s fourni r un e solution 9  d e (1.1.3.1 ) 

à valeur s dan s r® Q : 

1.1.4. Lemme. Soient G  un groupe compac t commutatif , et 0  : GN >  R 
( n )/ 2 ) une application continu e gu i es t u n 2-cocvcle pa r rappor t à  
chaque pair e d e variables . I l exist e alor s un e unique applicatio n conti -
nue 9  : G  > I R tel le qu e 0  = &n( 9 ) , e t 9  est donné e pa r l a formul e 

(1.1.4.1) cp( x) =  (- l ) 1 1 " 1 \  ^  .  0(x,u_ , . . .,u )du 0. . .du , 
«Ĵn— J. n  A n 

la mesur e d u sur G  étant l a mesur e d e Haar d e masse total e 1 . 
En particulie r s i G  est fin i e t 0  à valeur s dan s Q  , c p est à  
valeurs dan s ( Q ; s i G  est u n groupe d e Lie e t s i 0  est (f°, alors <P 
est C° ° . 
Démonstration :  deu x solution s diffèren t pa r une application p  : G *> R 
qui es t pointé e d e degré n- 1 ,  don c nulle :  e n effe t ^ n_]_(p) : G 11""1—• R 
est (  n-l)-linéaire donc null e puisqu e G  es t compac t ;  pa r suit e p  es t 
pointée d e degré n- 2 ,  d'o ù notr e assertio n pa r récurrence . Cec i établi t 
l 'unicité d e 9  . 

Pour l'existence , définisson s 9  pa r l a relatio n (1.1.4.1 ) e t 
montrons pa r récurrenc e su r k  ( l ^ k ^ n ) qu e 

(1.1 .4.2) k * kcp(x1 x k) =  ( - l ) n - k $  ««x , x k , u k + 1 u n)du . 

Pour k  = 1 c'es t l a définitio n d e 9  ,  e t pou r k  = n o n trouver a 
&N<? = 0 .  Supposon s don c vérifié e (1.1.4.2) k ave c l ^ k ^ n e t calculon s 
^k+l^ : P ° s a n t Pour abréger x  = (x^ . . . , xk _ x ) , o n a d'aprè s 1,1.2.4. 1 : 

*k+i c p ( 3- t ' yk' yk+i ) =  V 0 ( 3 - C ' V W - \ c p ( S ' y k ) -  V 0 ( S ' W 

ce qui , join t à  l'hypothès e d e récurrenc e (1.1.4.2^ , donn e 

(1.1.4.3) *WP (x,Y k ,y k + 1 ) =  ( - l ) n " k $  C ^(x,Y k + y k + 1 ,u k + 1 ,v) 

- 0 (x ,y k , u k + 1 , v ) - ^ ( x , y k + 1 , u k + 1 , v ) ] d u k + 1 d v 

où l'o n a  pos é y  = ( v

k + 2 ' * * "Vn^* 0 n u t i l i s e a l o r s l a propriét é d e 
cocycle d e 0  : 
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* ( 2' Y k + Y k+l' u k+l'^ ) "  *( 2 'Y k + i ' u

k + i 'Y> 
*(2>y(-Dn_k

k'u

k+i'Y)du(-Dn_k

k+iâY- (-Dn_k (-Dn_k 

qui donne , e n reportan t dan s (1.1.4.3 ) : 

(1.1.4.4) * k + 1

c P(ï»y k »y k + 1 ) =  (~ 1 ) n k „n-k * ( *' Y k' y k+l + u k+l'^ ) d u k+l d v -
G 

- ( - D n " k ^ n_ k * ( 2 > y k ' u

k + i ' Y ) d u

k + i â Y - ( - D n _ k , n- k ^ (5 -y k ' y k + i 'Y)^ k + 1 âY-

Le changemen t d e variabl e u]ç+]_ 1—^ ~~̂ k+l + U k+1 ^ a n s ^ a premièr e 
intégrale perme t d'anéanti r le s deu x première s ;  o n remarqu e enfi n qu e 
la fonctio n sou s l a troisièm e intégral e n e dépen d pa s d e u ] < c + 1 >  d'où 
la récurrence . • 

1.1.5. Fin d e l a démonstratio n d e 1. 1 ( i i ). O n applique l e lemm e à  1'équa -
tion (1.1.3.1 ) :  noton s qu e bie n qu e n e soi t pa s u n group e fin i ordi -
naire mai s u n k-schém a e n groupe s étale , i l suffi t d'applique r l e lemm e 
au group e fin i )  ( k =  clôtur e séparabl e d e k ) e t d e remarque r qu e 
la fonctio n 9  obtenu e es t invariant e sou s Gal(k g/k), grâc e à  l 'unicit é 
de l a solution . 

On se trouv e ains i gratifi é d'un e uniqu e solutio n c? q d e (1.1.3.1 ) 
à valeur s dan s .  Pou r qu e L  soi t dan s l'imag e essentiell e d e 

K. ' 1 
R i l fau t e t i l suffi t qu e c p soi t à  valeur s dan s T , i . e . qu e 
(1.1.5.1) dLT] âê | m Q d r ^ .  ^  > ( r ® Q / T ) k 

soit identiquemen t nulle . S i l'o n chang e l e prolongemen t L 1 d e L ^ e n 
L (̂D) pou r u n certai n diviseu r D  , l'équatio n (1.1.3.1 ) es t remplacé e 
par 

^n_k *(2>yk'u

k+i'Y)du

k+iâY- (-Dn_k 

dont l a solutio n es t < P -cp_ =  cp (mod T. ) , c e qu i montr e qu e dLTÌ es t 
o D  o  k 

bien définie . Enfi n : 
& (d LTl) =  fl-(cp ) mod r. =  -( 0 mod I\ )  =  0 

O « j O  J C O  K l 
donc dLTÌ es t bie n pointé e d e degr é 2 . 

On abandonne a u lecteu r l a démonstration , essentiellemen t t r iviale , 
des propriété s d e fonctorialité , d e changemen t d e bas e e t d 1 addit ivité.B 

1.1.6. Remarque :  lien ave c SG A 7, VIII. 7 .1. 
Avec le s notation s d e 1. 0 e t 1.1 , soi t E ~ un e biextensio n d e 
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(A_,B )  pa r G  _  .  O n définit dan s SG A 7, loc . c i t . u n accouplement 

(1.1.6.1) d(E T1) :  <BX Y *  (Q /Z)K / 

obstruction à  prolonge r E ^ e n un e biextensio n d e (A,B ) pa r G m s  . 
Or o n peu t défini r un e tel l e obstructio n e n utilisan t 1. 1 d e l a 

manière suivant e :  o n observ e d'abor d qu e pou r tout e biextensio n E  d e 
(P,Q) pa r G  (o ù P,Q, G son t troi s Groupe s commutatif s d'u n topo s 
quelconque) l e torseu r sous-jacen t à  E  su r l e Group e produi t PX Q 
admet un e structure cubist e canoniqu e (l e plu s simpl e ic i es t d 'uti l ise r 
les technique s d e I , § 6 ) . Dan s l e ca s qu i nou s occup e o n peu t don c défini r 

(1.1.6.2) d Eîl :  $X Y -  (r®<B/T ) -  (Q/î ) , 

obstruction à  prolonge r E ^ comm e torseu r cubiste . Cel a étant , i l es t 
facile d e voi r qu e tou t prolongemen t cubist e d e E ^ es t e n fai t u n pro -
longement comm e biextension (le s loi s d e l a biextensio n s e prolongean t 
grâce à  l a plein e fidélit é 1. 1 (i ) appliqué e au x torseur s convenable s 
sur A  X A X B , AXBX B ,  e tc . ) . D e plus l a structur e d e biextensio n d e 
Ê  impliqu e qu e d  71 es t bilinéaire. Ell e constitu e don c un e obstructio n 
entièrement analogu e à  (1.1.6.1 ) ;  i l es t vraisemblabl e qu e ce s deu x 
obstructions coïnciden t a u moin s a u sign e près . 

On peut naturellemen t répéte r le s considération s ci-dessu s e n rem -
plaçant d  71 pa r l'obstructio n d e [ B],§3 ;  l e lie n ave c SG A 7 serai t 
alors plu s facil e à  établir , v u l'analogi e de s deu x constructions . 

1.2. Critères d'annulatio n d e l'obstruction . 

Gardons le s hypothèse s e t notation s d e 1.0 , e t donnons-nou s d e plu s 
A. :  B A  e t g  : S' *  S comm e dans l'énonc é d e 1.1 , e t u n G  -torseur 

m 
cubiste su r A ^ .  Nou s diron s pou r abrége r qu e es t prolongeable 
sur A  s ' i l exist e u n G^-torseu r cubist e su r A  prolongean t , 
c'est-à-dire s i d L q i =  0 . 

®2n 
1.2.1. Proposition. Soit n  un entie r te l qu e n<3 ? = 0 .  Alors L  est 

®n .  .  . 
prolongeable su r A  , e t 1 es t auss i s i n  est impair . 
Démonstration :  d  11 =  2nd 71 =  0  (lemm e 1,5.6 ) 

L®n 
et s i n  es t impai r d  71 =  nd ^ = 0 (idem ) • 
1.2.2. Proposition. Soit e  =  (P' zT) l 'indice d e ramificatio n d e 
g : S ' >  S  ,  et soi t n  tel qu e n< £ = 0 .  Alors ,  =  X Q S ' est 
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prolongeable su r A ' =  A Xg S1 si . 2 n divise e  ,  ou s i n  est impai r  
et divis e e  . 

En effet , l e noya u d u morphism e nature l 

r® Q/T *  T' ®Q/T' 

est (^r)/ r /  don c L ^ , es t prolongeabl e s i e t seulemen t s i ed LT1 =  0 ; 
on conclu t encor e grâc e a u lemm e 1,5.6 . H 

1.2.3. Proposition. On suppose qu e l e morphism e X  :  Y * $ induit su r 
les groupe s d e composante s de s fibre s spéciale s pa r X  :  B  — A est 
surjectif. 

(i) Pour q ue L  soit prolongeabl e su r A  i l fau t e t i l suffi t  
que X  L soit prolongeabl e su r B  . 

(ii) Soit L  u n G^-torseu r rigidifié su r A  prolongeant l e tor -
seur rigidifi é L ^ .  Pour qu e L  admette un e structur e cubist e prolon -
geant cell e d e L  ,  i l fau t e t i l suffi t qu e X *L admette un e structur e  
cubiste prolongean t cell e d e X  L^ . 

Démonstration :  l 'assertio n (i ) es t immédiat e v u l a fonctorialit é d e 
d 71 .  Pou r ( i i ) , soi t t  l a sectio n méromorph e d e & 3(L) défini e pa r 
la structur e cubist e d e L  :  l e diviseu r d e t  s 'identifi e à  un e fonc -

/ 3 
tion îp :  <Ê > T ,  qu i es t null e s i e t seulemen t s i l a composé e 

— 3  3 
0o(X) :  Y * r es t nulle , i . e . si l e suppor t d u diviseu r d e X  t es t 
vide. • 
1.2.4. Définition. Soient C  e t G  deux Groupe s commutatif s d'u n topo s 
E ,  e t P  u n G- torseur cubist e su r C  .  On dit qu e P  est symétriqu e 
s ' i l exist e u n isomorphism e 

P ^ f - ^ c ( p ) 

de G- torseurs cubiste s sur C  . 

(On n'impos e pa s à  1'isomorphism e e n questio n d e défini r un e 
E-structure a u sen s d e [B] ). 

1.2.5. Lemme. On. suppose qu e l e G^- torseur cubist e L ^ sur A ^ est 
symétrique ;  alors l e morphism e point é d e degr é 2 

d

L^l : $  (r®<D/T) k 

est mêm e quadratique ;  i . e . on a  pou r tou t x  € <£ : 
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d

L ^ ( _ x ) =  d

L ^ ( x ) 

ou, de faço n équivalente / on a  pou r tou t x  £ et tou t n  € % : 

dL^(nx) =  n 2dL 7l(x) . 

Démonstration :  l a premièr e égalit é es t un e conséquenc e trivial e d e l a 
fonctorialité d e d L^ .  L a second e e n résult e compt e ten u d e 1,5.5.3 . • 

1.2.6. Proposition. Avec le s notation s d e 1.2. 3 ( X n'étant plu s suppos é  
surjectif) soit n  un entie r te l qu e n Y = 0 .  On suppose qu e L ^ est  
symétrique e t qu e X (Y)c'2n<$ .  Alors X L^ est prolongeabl e su r B  . 

Démonstration :  i l s 'agi t d e montre r (compt e ten u d e l a fonctorialit é d e 
l'obstruction d Lîl ) qu e d L^ es t null e su r l e sous-group e X (Y) d e < 5 . 
On peut remplace r <£ > pa r l e sous-group e <£ ' de s x  tel s qu e 2nx ^X(Y)/ 

2 
lequel vérifi e 2 n <& ' =  0 .  L a propositio n résult e alor s d u 
1.2.6.1. Lemme. Soient G  e t H  deux groupe s abéliens , n  un entie r 

2 
tel qu e 2 n G = 0 ,  e t d  : G H  une applicatio n quadratique . Alors 
d(2nx) = 0 pour tou t x^ G . 

2 
Démonstration :  comm e d  es t quadratique , o n a  d(2nx ) =  4n d(x ) e t 
on appliqu e 1,5.6 . Cec i démontr e 1.2.6. 1 e t 1.2.6 . • 
1.2.6.2. Remarque. Si  L ^ es t symétriqu e e t prolongeable , i l résult e d e 
l 'assertion d e plein e fidélit é 1. 1 (i ) qu e l e torseu r cubist e L  prolon -
geant L ^ es t encor e symétrique . 
1.2.7. Définition. Soit X  un schéma . U n X- schéma e n groupe s G  est 
semi-stable s ' i l es t commutatif , l isse, séparé e t d e typ e fin i su r X  , 
et s i le s composante s neutre s d e se s fibre s ont  u n radica l unipoten t nu l 
( i . e . son t extension s d e variété s abélienne s pa r de s tores ). 

1.2.8. Proposition. On suppose qu e A ^ est un e variét é abélienne , que 
A est semi-stabl e sur S  ,  et qu e L ^ est symétrique . Soit n  tel qu e 
n$=0 .  Si tou s le s point s d'ordr e 2n 2 d e A ^ ( sur un e clôtur e algé -
brique d e F ) sont rationnel s su r F  ,  alors L ^ est prolongeabl e su r A 
(par u n torseu r cubist e symétrique , cf . 1.2.6.2) . 

I l suffi t d'applique r 1.2. 6 a u morphism e d e A  dan s l e modèl e d e 
Néron à d e A ^ :  s i C  es t un e composant e d e A q ell e rencontr e un e 
section d'ordr e n  d e A  su r S  ,  don c ell e es t divisibl e pa r 2 n 
dans l e group e &0/fc°0 • 
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1.2.8.1. Remarques :  .s i n  es t premie r à  l a caractéristiqu e résiduelle , 
2 ^ 

l'hypothèse su r le s point s d'ordr e 2 n entraîn e qu e A ^ a  réductio n 
semi-stable ([szl,I ,§5) sau f dan s l e ca s n = 1  ,  o ù l e corollair e es t 
t r iv ia l . 
.Si n  es t impair l'hypothès e X (Y)<=2n<£ d e 1.2. 6 équivau t à  X (Y)cn<Ê; 

2 
en consequence on peu t remplacer , dan s 1.2.8 , le s point s d'ordr e 2 n 

2 
par le s point s d'ordr e n 
.Si A  n'es t plu s suppos é semi-stable , l a propositio n 1.2. 8 rest e vrai e 
lorsque n  es t premier à  l a caractéristiqu e résiduell e d e S  . 
2. Analogue archimédie n d u théorèm e d e prolongement . 

2 .1 . Proposition (versio n archimédienn e d e 1.1) . 
Soient A  une variét é abélienn e su r ( C , L  un fibr e e n droite s  

cubiste su r A  .  I l exist e alor s un e unigu e norm e hermitienn e C° ° sur 
L ,  notée v  ,  t e l le qu e l a norm e &^(v) sur & (̂L ) déduite d e v 
coïncide ave c l a norm e évident e déduit e d e l a trivialisatio n d e & (̂L ) 
donnée pa r l a structur e cubiste . 

De plus , v  est 1'uniqu e norm e hermitienn e C° ° sur L  ,  compatible  
à l a rigidificatio n à  l 'origine , et tel l e qu e l a form e d e courbur e asso -
ciée soi t invariant e pa r translation s (cf . [M3], § 12,Cor. d u lemm e 1) . 
Démonstration :  pou r change r u n peu , nou s donneron s u n argumen t plu s 
proche de s méthode s d e [B ! et SG A 7, VIII . 

Faisons d'abor d subi r a u fibr e L  l a séri e d'outrage s qu i suit . O n 
part d e l a variét é C° ° sous-jacent e a u fibr e L  priv é d e s a sectio n 
nulle :  c'es t u n fibr e principa l homogène , d e group e C  ,  au-dessu s d e 
la variét é C° ° A^ 1"̂  sous-jacent e à  A  .  Grâc e a u changemen t d e group e 
structural z  i  * • loglz l ,  o n obtien t u n fibr e principa l homogèn e d e 
groupe R su r A^ 1 ,  qu e nou s noteron s loglli l . 

I l es t clai r qu'un e norm e hermitienn e su r L  équivau t à  un e t r i -
vialisation d e loglli l (cec i peu t êtr e pri s comm e définition) , e t qu e 
cette norm e es t compatibl e ave c l a structur e cubist e d e L  (a u sen s d e 
l'énoncé) s i e t seulemen t s i l a trivialisatio n e n questio n es t cubiste , 
au sen s d e l a structur e cubist e d e log|L. | déduit e d e cell e d e L  . 

Fixons un e norm e hermitienn e C° ° su r L  ,  i . e . un e trivialisatio n 
de loglli l .  L a structur e cubist e su r loglL l équivau t dè s lor s à  l a 
donnée d  ' une fonctio n C° ° 
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$ : ( A âif)3 _ _ R , 

invariante pa r e t qu i es t u n 2-cocycl e e n chaqu e pair e d e 
variables. Un e trivialisatio n d e cett e structur e équivau t à  un e fonctio n 

cp :  Ad l f R 

vérifiant 0  =  ^ ^ ( 9 ) . L a premièr e parti e d e 2. 1 résult e don c d u lemme 
1.1.4. 

Pour l a second e i l suffi t d e vérifie r qu e l a form e d e courbur e d e 
v es t invariant e :  s i es t un e autr e norm e ave c l a mêm e propriété , 
on aur a =  fv o ù f  )/0 ,  f(e^ ) = 1  e t f  es t harmonique , don c f  = 1 
et v 1 = v  . 

Grâce à  l a trivialisatio n canoniqu e d u fibr e tangen t d e A  , nou s 
pouvons considére r l a form e d e courbur e d e v  comm e un e applicatio n 

cv :  A *  V 

où V  = ^ ' 1 ( e

A ) e s t l'espac e vectorie l de s (1,1)-forme s à  l 'origine . 

La form e d e courbur e d e l a norm e ^ ( v ) s u r ^3^ L^ e s t 

P =  ^ 2 3 ^ - p L a " P l 3 C V - p 2 3 C Y + P ^ + P 2 C V + P 3 a ; 

en tan t qu'applicatio n d e A 3 dan s n 1 ' 1 ^ )= * v® V© V , ell e s 'écri t 
AJ A J 

donc : 

/c*(x+y+z)\ /*(x+y) \ y «(x+zK /  0  \  /cv(x) \ /  0 \ /  0 \ 
P(x,y,z) =  f a(x+y+z) Vf a(x+y) )- ( 0  )- ( cv(y+z) j+[ 0  }+(a?(y) j +/ 0  ) 

\CY(x+y+z)/ \  0  /  \cy(x+z) / \cv(y+z) / \  0  /  \  0  /  \cv(z) / 

3 
Comme &3( v) e s t pa r hypothès e l a norm e canoniqu e su r ^(L ) —  A  X  (E , 
on a  3  =  0 d'o ù 

cv ( x+y+z ) =  cv ( x+y ) + a ( x+z ) - «  ( x ) . 

En faisan t x= 0 ,  o n obtien t : 

<*(y+z) =  oi(y) +ai(z) -«(0) 

i . e . l'applicatio n a-a(O ) : A *> V  es t additive , don c nulle . 
(Démonstration dan s l 'autr e sen s :  parti r d e l a norm e v  défini e dan s 
la second e assertio n :  l a norm e ^ 3 ^ 1 ' e s t encor e à  courbur e constante , 
et pa r suit e constante) . • 
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3. Prolongement d e G  -torseurs cubiste s e n dimensio n supérieur e ;  cas 1 m  

des groupe s semi-stable s su r un e bas e normale . 

3.0. Dan s tou t c e §  on s e donn e u n schém a localemen t noethérie n S  ,  e t 
un S-schém a e n groupe s A  —S ,  commutatif , plat e t localement d e  
type fin i su r S  . 

Pour tou t S-schém a S' , o n not e 

(3.0.1) R p Q l :  CUB(AfGm n ) *  CUB(AQl ,G .  ) 
S, S m , S S  m , S 

le foncteu r imag e réciproque . Nou s désigneron s pa r U  u n S-schém a d e 
l'un de s deu x type s suivant s : 
(3.0.2) (a ) U  es t u n sous-schéma ouver t d e S  . 

(b) U  es t l e spectre d e 1 'anneau loca l d'u n poin t s  d e S  . 
Dans le s deu x ca s nou s supposeron s qu e U  es t schématiquement dens e 

dans S  :  dan s l e ca s b ) cel a signifi e qu e tou t poin t d e Ass(&g ) es t 
une générisatio n d e s  . 

3.1. Définition. Un gros ouver t d'un schém a localemen t noethérie n X  est  
un ouver t V  d e X  tel qu e pou r tou t x  £ X-V ,  on ai t 

prof © X / X > / 2 . 

3.2. Commençon s pa r quelque s énoncés , d e natur e élémentaire , concernan t 
le foncteu r : 

3.2.1. Proposition. On suppose qu e U  est u n gro s ouver t d e S  (3.1) . 
Alors : 

(i) Le foncteu r R

s u  d e (3.0.1 ) est pleinemen t fidèle . 
(ii) Pour qu'u n obje t L y d e CUBfA^G^ ) soit dan s l'imag e essen -

t ie l le d e R ~ TT ,  i l fau t e t i l suffi t qu e l e faiscea u inversibl e su r 
b , u 

Ay associé à  L̂ . se prolong e e n u n faiscea u inversibl e su r A  . 

Remarque. I l es t immédia t qu e s i U  es t seulemen t suppos é schématiquemen t 
dense dan s S  ,  l e foncteu r R g ^  es t fidèle . 
Démonstration : 

(i) Soi t L  £ ob CU B (A, G ) e t soi t or TT un e trivialisatio n d e L 
m U  U 

sur A y .  Comm e U  es t u n gro s ouver t d e S  e t qu e A  es t pla t su r S  , 
Ay es t u n gro s ouver t d e A  don c (EG A IV, 5.10.5 ) s e prolong e e n 
une sectio n c r d u torseu r L  su r A  ;  comm e cr TT es t un e trivialisatio n 
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cubiste, c r l ' es t également , U  étan t schématiquemen t dense . 
(ii) Soi t L  £  ob CUB(A u,(Em) e t soi t L  u n G^-torseu r su r A 

prolongeant (l e torseu r sous-jacen t à ) L  .  L a structur e cubist e d e L 
3 3 

est donné e pa r un e sectio n T  d e ^(Ly ) su r .  O r A ^ es t u n 
gros ouver t d e A 3 (e t A 3 es t localement  noethérie n puisqu e A  es t 
localement d e typ e fin i su r S),pa r suit e T Y s e prolong e (EG A IV, loc . 
c i t . ) e n un e sectio n T  d e & 3(L) s u r A  '  e s t automatiquemen t un e 
structure cubist e puisqu e A ^ es t schématiquemen t dens e dan s A n pou r 
tout n  >/0 .  • 
3.2.2. Proposition. On suppose qu e A  est liss e d e typ e fin i sur S  et  
que S  est norma l aux point s d e S- U .  Alors : 

(i) Le foncteu r R ~ TT es t pleinemen t fidèle . b, U 
(ii) Si d e plu s U  est u n gro s ouver t d e S  et s i S  est régulie r 

aux point s d e S- U ,  alors R ^ ^  est un e équivalenc e d e catégories . 
Démonstration : 

(i) s i L  £ ob CUB(A, G )  e t s i cr_ _ tr ivial is e L TT su r A_ T ,  alor s 
m U  U  U 

d'après 1. 1 ( i ) , CT y s e prolong e au-dessu s d'u n ouver t V  contenan t U 
et le s point s d e codimensio n 1  de S  ;  V  es t alor s u n gro s ouver t e t 
l'on appliqu e 3.2. 1 ( i ) . 

(ii) résult e d e 3.2. 1 (ii ) puisque , sou s le s hypothèse s envisagées , 
on a  Pic(A IJ) =  Pic(A) (EG A IV, 21.13. 9 (ii ) e t 21.13.10) . • 
3.2.3. Proposition. On suppos e A  lisse d e typ e fin i su r S  ,  à  fibre s 
connexes aux point s d e S- U ,  e t S  norma l aux point s d e S- U .  Alors : 

(i) Sj ^ L̂ j £ ob CUB(A u,Gm), i l exist e u n gro s ouver t V  d e S 
contenant U  tel qu e L u soi t dan s l'imag e essentiell e d e y  . 

(ii) Si . S  est régulie r au x point s d e S- U ,  alors R g ^  est un e  
équivalence. 
Démonstration :  (i ) résult e d e 1.1 , toute s le s obstruction s au x point s d e 
codimension 1  étan t nulles , e t (ii ) s'ensui t compt e ten u d e 3.2. 2 ( i i ) . • 

3.3. Théorème. On suppose qu e A  est semi-stabl e (1.2 .7), que se s fibre s  
aux point s d e S- U sont connexes , et qu e S  est norma l aux point s d e 
S-U .  Soit L y u n G^- torseur cubist e su r Â . , vérifiant l'un e de s  
propriétés suivante s : 
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(i) le torseu r sous-jacen t à  es t d'ordr e fin i dans PicCAy ) 
(ii) le torseu r sous-iacen t à  L  est symétrique , i . e . i l exist e 

~ r  1  * un isomorphism e L TT *  (L__ ) d e G  -torseurs sur A, T . U A _ U  —  m  u 
Alors L TT es t dan s l'imag e essentiell e d e T T . 

U ~ ' '£> ,  U 
Démonstration : 
3.3.1. Dan s l e ca s 3.0. 2 (b) , o n peu t commence r pa r prolonge r au -
dessus d'u n ouver t d e S  ,  d e tel l e sort e qu e (i ) o u (ii ) soi t encor e 
vérifiée. Nou s supposeron s don c qu e U  es t u n ouvert d e S  .  Pou r montre r 
que s e prolong e e n u n ^-torseu r cubist e su r A  ,  o n peu t remplace r 
S pa r l e spectr e d e l'annea u loca l d'u n poin t maxima l d e S- U ,  c e qu i 
permet d e suppose r qu e S  es t local norma l e t qu e U  es t l e complémen-
taire d u poin t ferm é ;  o n peu t mêm e suppose r qu e dim S )/2 (ca r s i S 
est u n t r a i t o n appliqu e 1. 1 e t l a connexit é d e l a fibr e fermé e d e A) . 
Remarquant e n outr e qu e A  es t réunio n de s deu x ouvert s A y e t A ° 
(vu l'hypothès e su r l a fibr e fermée ) o n voi t qu' i l suffi t d e prolonge r 
L i  o  à  A ° :  o n peu t pa r suit e suppose r qu e A  es t à  fibres connexes . 
Enfin, S  étan t normal , l'hypothès e (i ) (resp . ( i i) ) équivaut , grâc e à 
1,2.6, à  ( i ) ' (resp . ( i i ) ' ) ci-dessou s : 

\ ® n (i) '  i l exist e n  //1 te l qu e l e torseu r cubiste L  soi t t r ivia l 
( i i ) ' l e torseu r cubiste es t symétrique (1.2.4) . 

3.3.2. Cas ( i ) ' :  puisqu e l e torseu r cubist e L^ n es t t r iv ia l , l a 
biextension associé e # 0(L®n) ^  &  (L )® n l ' es t également , ains i qu e l a 
biextension i^^(Ij^) , o ù t ] désign e l e poin t génériqu e d e S  (o n 
rappelle qu e S  es t loca l normal , don c intègre) . Or , s i B  désign e l e 
plus gran d quotien t d e A ^ qu i soi t un e variét é abélienne , o n sai t 
(SGA 7, VIII.3.5 ) qu e l e group e d e classe s d e biextension s 
Biext^A^A : G )  s'identifi e à  Biext 1(B,B;G )  =  Hom(B,B t) (SG A 7, 

N N  m  m 
VI1.2.9.5) don c es t sans torsio n ( B désignan t l a variét é dual e d e B) . 
D'autre par t l e foncteu r nature l d e restrictio n 

BIEXT(A_T,ATT;G )  *  BIEXT ( A , A ; G ) 
u U  m  H T\ m 

est pleinement fidèl e ;  l a démonstratio n es t l a mêm e que cell e d e 3.2. 2 
(i) util isan t SG A 7, VIII.7.1 . I l e n résult e qu e l e group e 
Biext 1 (Ay,Au#"G )̂ es t encor e san s torsion , e t pa r suit e l a biextensio n 
^(Ly) e s t t r iviale , e t c e d e manièr e unique puisqu e tou t morphism e 
bilinéaire A^X2\^ > G^ es t t r iv ia l . Don c (1,3.2 ) L,^ es t mun i cano -
niquement d'un e structur e d'extension commutativ e d e A y pa r G m ,  e t 
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comme L^ n es t t r iv ia l , nou s voyon s qu e provien t e n fai t d'un e 
extension d e A_ T pa r p  TT (no n uniqu e e n généra l :  ell e dépen d d u 
choix d'un e trivialisatio n d e L y ) . 

Quoi qu' i l e n soit , l e ca s ( i ) ' résult e d e l'énonc é plu s préci s 
suivant : 

3.3.2.1. Lemme. Revenant au x hypothèse s d e 3.0 , on suppos e qu e A  est 
semi-stable à  fibre s connexe s et qu e U  est u n gro s ouver t d e S  .  Alors  
pour tou t n  )/1 ,  le foncteu r nature l 

EXT(A,HnfS) — * EXriA^^) 

est un e équivalence . 
Démonstration :  i l suffi t d e voi r qu e Hom(A, P c )  —-—-> * Hom(ATT,[P< TT) 
(évident ca r le s deu x groupe s son t nuls ) e t Ext 1(A/ÛJ' c ) Ext 1 (A_T,{̂  _  ) . 

n,b u  n , U 
Vu les hypothèse s su r A  l e morphism e [ n-lA

 d e multiplicatio n pa r 
n dan s A  es t surjectif , pla t e t quasi-fin i ;  noton s H  so n noyau . Le s 
suites de s Ext 1 (-,[^n) associée s à  l a suit e exact e 

0 *  H *  A ^  A  > 0 

et à  l a suit e analogu e su r U  , donnen t Hom(H,0 -L )  Ext 1(A,[M' )  e t 
n , o n  , o Hom(H_ ffti TT) -t^-r Ext 1 (A , qi )  puisqu e le s Ext 1(-,p )  son t annulé s u n , u u n , u n 

par n  .  I l s'agi t don c d e voi r qu e 

Hdm(H.mnfS) ^  Hom(H u >^n ; U 

ce qu i résult e d u fai t que , H  étan t pla t su r S  ,  es t u n gro s ouver t 
de H  .  • 

3.3.3. Traiton s maintenan t l e ca s ( i i ) ' d e 3.3. 1 (j e doi s l e princip e d e 
la démonstratio n à  de s note s d e D . Mumford) . 

v r  " 1 .  \  ® n D'après XI.1.13 , i l exist e u n entie r n  / 0 te l qu e L ^ s e 
prolonge e n u n faiscea u inversibl e M  su r A  ( i l suffi t e n effe t 
d'établir l a mêm e propriété pou r L® n ,  e t o n appliqu e loc . c i t . e n 
remarquant qu e L ^ es t l a différenc e d e deu x faisceau x ample s su r A^ ) ; 
de plu s l e faiscea u M  es t automatiquemen t cubist e (3.2. 1 ( i i ) ) . 

Comme L y es t symétrique , o n a  u n isomorphism e nature l d e 
<Gm-torseurs cubiste s (1,5.5 ) : 

[ n \ ( V - ^ L u 
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qui montr e qu e l e torseu r N  = M es t u n prolongemen t cubist e d e 
^ g , d , n^ g 

On a don c un e "donné e d e descent e cubiste " su r relativemen t a u 
morphisme [n] . ,  c'est-à-dir e (1,7 .1) un e trivialisatio n s  d e N 
sur (e n posan t comm e plus hau t H  = Ker[nJ A), plu s un e trivialisatio n 
t y d e ^ 2(NU) su r A

u

x s H u '  a v e c u n e conditio n d e compatibilité . Mai s 
comme Ĥ . (resp . AyXHy ) es t u n gro s ouver t d e A  (resp . AXH) , l a 
section S y (resp . t y ) s e prolong e e n un e sectio n d e N  (resp . & 2(N)) 
sur H  (resp . AXH) , l a conditio n d e compatibilit é s e prolongean t pa r 
densité (ains i qu e l a compatibilit é ave c l a structur e cubist e d e N  , 
resp. l a structur e d e biextensio n d e & 2(N)). O n a don c un e donné e d e 
descente cubist e su r N  prolongean t cell e d e ,  d'o ù d'aprè s l e 
théorème d e descent e u n torseu r cubist e su r A  prolongean t .  • 

3.4. Supposon s maintenan t (toujour s sou s le s hypothèse s d e 3.0 ) qu e A 
soit semi-stable ( à fibre s no n nécessairemen t connexes ) e t qu e U  soi t 
un gros ouver t d e S  . 

Soit u n faiscea u inversibl e cubist e su r A y ;  o n suppos e qu e 
la restrictio n L ° d e L ^ à  l a composante neutr e A° j se prolong e e n  
un (unique ) faisceau inversibl e cubist e L ° sur A ° (c'es t l e ca s pa r 
exemple, d'aprè s 3.3 , s i L ° es t symétrique o u d'ordre fin i e t S  normal 
aux point s d e S-U) . 

On va donne r de s condition s suffisante s pou r qu e L̂ . s e prolong e à 
Ay ,  l e poin t d e dépar t étan t l e lemm e suivan t : 

3.4.1. Lemme. Sous le s hypothèse s d e 3.4 , considérons u n diagramm e commu -
tat i f d e S- schémas 

S' 
a 

A 
f 

77 S 

vérifiant le s condition s suivante s : 
( i ) 7 7 est pla t e t S 1 es t localemen t noethérie n 
(ii) a  :  S' A  est d'ordr e fin i dans l e group e A(S ' ) 
( i i i ) 1'image a(S' ) rencontre toute s le s composante s connexe s de s  

fibres d e A  aux point s d e S- U . 
Alors pou r qu e L ^ soit prolongeabl e su r A  , i l fau t e t i l suffi t qu e 
a*Ly s e prolong e e n u n faiscea u inversibl e su r S' . 
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Démonstration :  l a conditio n es t évidemmen t nécessaire . Pou r établi r l a 
suffisance nou s auron s besoi n d'u n lemm e élémentair e d e descent e : 

3.4.1.1. Lemme. Soit 9  : X' •  X un morphism e fidèlemen t pla t d e schéma s 
localement noethériens , et soien t V  un gro s ouver t d e X  e t L ^ un  
faisceau inversibl e su r V  .  Pour qu e L̂ . se prolong e e n u n faiscea u  
inversible su r X  , i l fau t e t i l suffi t qu e C O (L^) se prolong e e n u n  
faisceau inversibl e su r X' . 

En effet , soi t j  :  V c — X l'inclusio n naturell e :  pou r qu e L ^ 
soit prolongeabl e su r X  i l fau t e t i l suffi t (puisqu e V  es t u n gro s 
ouvert d e X ) qu e J* L t 7 soi t u n faiscea u inversible . O n conclut pa r des -

— 1 
cente fidèlemen t plate , e n remarquan t qu e C P (v ) es t encor e u n gro s 
ouvert d e X' . • 
3.4.1.2. Revenan t à  3.4.1 , noton s a 1 :  3' > A g, l a sectio n d u 
3'-schéma e n groupe s .  =  AX, 3' déduit e d e a  ,  e t considéron s 

b b 
1'ouvert 

W =  a'A° . 
b 

de Ag , ,  translat é pa r a ' d e l a composant e neutr e A° , . A caus e d e l a 
condition ( i ) , l e morphism e nature l 

cp :  W ^  A 

est plat, e t l a conditio n (i i i ) signifi e qu e so n imag e contient l e ferm é 
A-Ay d e A  :  e n conséquenc e l e morphism e nature l 

W jl Au A 

est fidèlement plat . Appliquan t 3.4.1.1 , o n e n dédui t l'équivalenc e : 

Ly es t prolongeabl e su r A 

cp (L )  es t prolongeabl e su r W 

Notant U ' =  ir 1(U), i l es t clai r d'aprè s l a définitio n d e W 
qu' i l s 'agi t d e montre r qu e T*,( L , ) se prolong e à  A° , (o ù bie n 

a u  b 
entendu T  ,  désign e l a translatio n pa r a ' dan s A c , ) , sachan t qu e 

3. b 
a L y s e prolong e à  S' . O r o n a , pa r définitio n d e l'opératio n '  e t 

en notan t f  5 A S > I e morphism e structura l : (2>yk'u

k+i'Y)du

k+iâY- (-Dn_k \ r ' 
a' 

(^ 2(LU.)) 
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et grâc e à  l a structur e d e biextensio n d e ^^ilL t) , l e secon d membr e es t 
muni d'un e structur e d'extension , qu i es t mêm e d'ordre fin i ca r 
a' ,(S 1) es t d'ordr e fin i d'aprè s ( i i ) . O n peut don c l e muni r d'un e 
structure d'extensio n d e A y I pa r ,  c e qu i impliqu e (3.3.2.1 ) qu' i l 
est prolongeabl e su r A' ° .  A u premier membre , le s facteur s e t 
f a ' L^ , =  f  a  s e prolongen t à  A ' pa r hypothèse , e t pa r suit e 
i l e n es t d e mêm e de T  ,( L , ) , c e qu i achèv e l a démonstration . • 

a u 
3.4.2. Corollaire. Sous le s hypothèse s d e 3.4 , soit n  un entie r ) / 1 
tel qu e pou r tou t x  £ s-U ,  le group e de s composante s connexe s d e l a  
fibre A ® «.(x) s oit annul é pa r n  .  Notons ̂ A le noya u d e l a multipli -
cation pa r n  dans A  .  Alors : 

(i) Pour qu e soit prolongeabl e su r A  , i l fau t e t i l suffi t 
que s a restrictio n à  ^A^ se prolong e e n u n faiscea u inversibl e su r ̂ A . 

( n ) e st prolongeabl e su r A  , e t 1 es t auss i s i n  est 
impair. 

Démonstration :  l 'assertio n (i ) es t u n ca s particulie r d e 3.4.1 , obten u 
en prenan t S ' =  nA :  le s condition s (i ) e t ( i i i ) d e loc . c i t . résulten t 
en effe t d e l a semi-stabilit é d e A  e t d e l'hypothès e fait e su r n  . 
L'assertion (ii ) es t conséquenc e d e (i ) e t d e 1,5. 7 :  l a restrictio n d e 
<S>2n ® n 

L^ (resp . L y ,  n  impair ) a  ^A^ es t tr iviale , don c s e prolong e 
à A  .  • 

n 
3.4.3. Corollaire. Sous le s hypothèse s d e 3.4 , soit n  comme dan s 3.4.2 . 
On suppos e qu e S  est intègr e norma l d e poin t génériqu e ̂ 1 , et pou r  
tout entie r k  ^ 1 on considèr e l a conditio n : 
(R̂ .) les point s géométrique s d'ordr e k n d e A ^ se prolongen t e n de s  

sections d e A ^ au-dessus d e U  . 
Soit L y u n faiscea u inversibl e cubist e su r A y .  Alors : 

®k 
(i) Si . L ^ " est t r iv ia l , ( R^) implique qu e L ^ est prolongeabl e  

sur A  . 
(ii) S i L y est symétrique , R 2 n (resp . R ^ ,  s i n  est impair ) 

implique qu e L y est prolongeabl e su r A  . 
Démonstration :  o n peu t suppose r S  loca l d e poin t ferm é s  .  Poson s A =  A® k(s) . o 
3.4.3.1. Lemme. Supposons vérifié e (R 1). Alors pou r tout e composant e con -
nexe C  d e A Q ,  i l exist e un e sectio n d e n A au-dessus d e S  qui  
rencontre C  . 
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Démonstration d u lemm e :  puisqu e A  es t semi-stabl e e t qu e A Q/A° es t 
annulé pa r n  ,  l a composant e C  rencontr e ̂ A ; v u l'hypothès e (R^ ) i l 
existe don c un e sectio n d'ordr e n  d e A^ au-dessu s d e U  , don t 
l'adhérence X  dan s A  rencontr e C  .  O r X  es t quasi-fin i su r S 
car i l es t conten u dan s A  ;  comm e S  es t norma l i l résult e aisémen t 

n 
du "mai n theorem " d e Zarisk i qu e X  es t l'imag e d'un e sectio n d e ̂ A 
sur S  ,  cqfd . 

Pour démontre r 3.4.3 , fixon s k  )/1 e t supposon s (R^ ) vérifiée . 
Désignons pa r H  l e group e n

A ( s ' d e s section s d'ordr e n  d e A  su r 
S ,  e t pa r H s l e S-schém a e n groupe s constan t d e valeu r H  . O n a 
donc u n S-morphism e nature l 

a l : H S —  n A A 

dont l'image , d'aprè s 3.4.3.1 , rencontr e toute s le s composante s d e A Q . 
L'hypothèse (R^. ) implique qu e l e morphism e d e multiplicatio n pa r k : 

knA<U> xk 
nA(U) 

est suriectif. Poson s 
H, =  {x £ . A(U ) | kx£ H> . 1 k n 

La multiplicatio n pa r k  indui t u n morphism e surjecti f 

H i , s 
Xk HS . 

Notons a  :  H *- A l e S-morphism e compos é 

H i , s 
Xk , 

H s 
a l A : 

on peu t alor s applique r 3.4. 1 ave c S 1 = H1 g  ,  e t i l suffi t donc , pou r 
que L y soi t prolongeabl e su r A  , qu e l e faiscea u inversibl e a * L u s u r 

H1 T T s e prolong e à  H 1 c  .  Comm e H 1 0  es t somm e d e S-schéma s isomor -
1,U 1 ; b 1  , O 

phes à  S  cec i revien t à  dir e qu e pou r tou t x^ H CA(U), l e faiscea u 
inversible (kx ) (Ly ) su r U  es t t r iv ia l . 

Dans l e ca s (i ) d e (3.4.3) , L ^ adme t un e structur e d'extension d e ATT pa r ( E TT (mêm e démonstratio n qu e dan s 3.3.2) , don c U m , U 
iâY-(-Dn_k(-Dn-(-D 

est t r ivia l pa r hypothèse . 
Dans l e ca s (ii ) prenon s k=2 n (resp . n  ,  n  impair ) ;  comm e L u 

est symétriqu e l'applicatio n 
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A(U) Pic(U ) 
X h —^ X L U 

est quadratique , e t i l suffi t d'applique r l e lemm e 1.2.6.1 . • 
Dans l e ca s o ù A ^ es t un e variét é abélienne , o n peu t combine r le s 

résultats ci-dessu s ave c ceu x d u § 1 : 

3.5. Théorème. Soient S  un schém a norma l intègr e d e poin t génériqu e ^  , 
A u n S- schéma e n groupe s semi-stabl e te l qu e A ^ soit un e variét é  
abélienne, n  un entie r ) / 1  annulant le s groupe s d e composante s connexe s 
des fibre s d e A  ( en d'autre s termes , [nl ^ : A *  A se factoris e pa r 
A°). 

On suppos e qu e le s point s géométrique s d'ordr e 8 n ( ou seulemen t 
n s_ i n  est impai r ) d e A ^ sont rationnel s su r n (ti ) . Alors tou t  
faisceau inversib le ( cubiste) symétriqu e sur A ^ se prolong e e n u n 
(unique) faisceau inversibl e cubist e ( symétrigue) sur A  . 

3.5.1. Lemme. Sous le s hypothèse s d e 3.5 , i l exist e u n S- schéma e n  
groupes semi-stabl e Ê , de fibr e génériqu e A ^ ,  contenant A  comme  
sous-groupe ouver t, et néronie n en codimensio n 1 , c'est-à-dire qu e pou r  
tout poin t l € S de codimensio n 1 , é x g Spe c & s ^  s'identifie a u modèl e  
de Néro n d e A ^ sur Spe c & s g . 

En effe t i l exist e u n gro s ouver t U  d e S  e t u n U-schém a e n 
groupes dt^ , néronie n e n codimensio n 1  e t prolongean t A ^ .  O n dédui t 
de l a propriét é universell e d u modèl e d e Néro n qu' i l exist e u n gro s 
ouvert V c U  e t u n morphism e Â . >  (jt^j prolongean t l ' identificatio n 
Â  (j/ty)^ i et . qu i es t un e immersion ouvert e ca r A  es t semi-stable . 
On obtient l e group e Ê d u lemm e e n recollan t A  e t grâc e à  j  .  • 

3.5.2. Démontron s maintenan t 3.5 . Soi t A ^ l e sous-group e ouver t d u 
schéma e n groupe s Ê d e 3.5.1 , imag e réciproqu e d e Û>° par l a multipli -
cation pa r 2 n (resp . n  ,  n  impair ) :  o n a  don c A c A1 Ê .  I l exist e 
d'autre part , puisqu e t es t néronien , u n gros ouver t Uc S te l qu e : 

(a) le s point s rationnel s d'ordr e 8 n (resp . n  )  d e A ^ s e pro -
longent à  ofr (U) 

(b) le s point s rationnel s d'ordr e 2 n (resp . n  )  d e A ^ s e pro -
longent à  A 1(U) 

Cela étant , soi t L ^ u n faiscea u inversibl e cubist e symétriqu e su r 
Â  .  D'aprè s 1.2. 8 (resp . l a remarqu e 1.2.8.1 ) L ^ s e prolong e à 
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A x  Spe c & c F  pou r tou t §£ s d e codimensio n 1  (remplace r l 'entie r n 
2 2 

de loc . c i t . pa r N=2 n ,  resp . n  ) . Nou s pouvon s don c supposer , quitt e 
à restreindr e U  , qu e L ^ s e prolong e e n L y su r A ^ ^  ,  e t i l n e 
reste qu' à applique r 3.4. 3 ci-dessus . • 

Pour termine r c e chapitre , montron s su r u n ca s particulie r commen t 
nos énoncé s d e prolongemen t peuven t s 1 étendre au x biextensions : 

3.6. Théorème. Soit S  un schém a intègr e norma l d e poin t génériqu e T\ , 
et soien t A  e t B  deux S- schémas e n groupe s semi-stables . Alors l e  
foncteur nature l 

BIEXT(A,B;GmjS) B I E X T ( A ^ ) 

est pleinemen t fidèle . Si d e plu s A  o u B  est à  fibre s connexes , 
c'est mêm e une éguivalenc e d e catégories . 
Démonstration :  l a plein e fidélit é s e démontr e comm e 3.2. 2 ( i ) . Supposon s 
B à  fibre s connexes , e t soi t L ^ un e biextensio n d e (A /̂B^ ) pa r G m . 
D'après SG A 7, VIII.7.1 , i l exist e u n gro s ouver t U  d e S  te l qu e L ^ 
se prolong e e n un e biextensio n L,^ d e (A^By ) pa r G ^ ^ . 

Comme U  es t u n gro s ouver t i l suffit , pa r le s argument s habituel s 
de profondeur , d e prolonge r e n u n G^-torseu r su r A  X B .  O r L,^ 
est u n G^-torseu r cubist e svmétrigue su r l e group e AyXB ^ puisqu e 

LyC-oc-y) = * Lu (-x,y)" 1 L y(x,y) 

grâce à  l a structur e d e biextension . I l exist e don c d'aprè s 3. 3 (ii ) u n 
torseur ( i .e . un e biextension ) L ° su r A°x B prolongean t l a restrictio n 
de L u . 

La questio n étan t local e su r S  ,  nou s pouvon s suppose r qu' i l exist e 
un entie r n  )/1 te l qu e C n^A

 :  A  ^  A s e factoris e pa r A ° ;  i l s 'agi t 
alors, e n vert u d e 3.4. 2 ( i ) , d e montre r qu e l a restrictio n d e L y à 
(ĵ AX^B)̂ . s e prolong e à  ̂ A X ̂ B .  O r poson s S  ' = ̂ A :  nou s pouvon s con -
sidérer l a restrictio n d e à  (^XBl y comm e une extension d u 
S'-schéma e n groupe s B  .  pa r №  (grâc e a u fai t qu e A  es t annul é 
par n ) ;  i l suffi t dè s lor s d'applique r l e lemm e 3.3.2.1 . • 

59 





CHAPITRE II I 
Application au x hauteur s canonique s  

sur le s variété s abélienne s 

Sommaire. 
0. Introduction . 
1. Hauteur s locale s :  ca s no n archimédien . 
2. Hauteur s locale s :  ca s archimédien . 
3. Hauteur s globale s su r le s corp s d e fonctions . 
4. Hauteur s globale s su r le s corp s d e nombres . 

0. Introduction. 

On montre dan s c e chapitr e commen t l e théorèm e d e prolongemen t 
cubiste I I / 1 . 1 , e t so n analogu e archimédie n 11,2.1 , permetten t d e donne r 
une définitio n agréabl e (d u moin s pou r u n géomètre ) d e l a hauteu r d e 
Néron-Tate associé e à  u n faiscea u inversibl e L  su r un e variét é abé -
lienne A  su r u n corp s loca l o u global . E n particulier le s propriété s 
quadratiques d e l a hauteu r deviennen t triviales , ains i qu e l e fai t qu e 
les hauteur s locale s ultramétrique s son t de s nombre s rationnel s (don t le s 
dénominateurs son t limité s grâc e a u critèr e d'annulatio n d e l'obstructio n 
I I , 1 . 2 . 1 ) . 

Il sembl e désormai s établ i qu'un e hauteu r global e "naturelle " doi t 
prendre se s valeur s dan s l e group e d e Picar d d e l a bas e o u so n group e d e 
classes d e diviseur s d e Wei l (tensoris é pa r Q  ,  o u pa r pou r n 
convenable), e t mêm e parfois dan s u n "group e d e Picar d généralisé" . Dan s 
le ca s essentie l o ù L  es t l e faiscea u d e Poincar é su r l e produi t d'un e 
variété abélienn e pa r s a duale , Mazu r e t Tat e [ M-T] son t d'ailleur s allé s 
beaucoup plu s loi n dan s cett e voie . Enfin , dan s l e ca s de s corp s d e nom -
bres, l e group e Pic(S ) d e 4 . 1 apparaît , semble-t-il , pou r l a premièr e 
fois dan s [ A3. 
1. Hauteurs locale s :  cas no n archimédien . 

1.0. Soien t A  , S  ,  F  ,  r ) ,  k  ,  T  comm e dans II , §1 , e t noton s 
v : F *  T l a valuation . Soien t A P un e variét é abélienn e su r F  ,  A 
son modèle d e Néro n su r S  ,  f  :  A — > S l e morphism e structural , 
e A :  S *  A l a sectio n unité . Soi t (L,e ) u n faisceau inversibl e r igi -
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difié su r A p (d e sort e qu e e  es t un e sectio n d e e ^ L ) ' mun i d e l a 
structure cubist e associé e (1,2.6) . Noton s qu e contrairemen t à  l'usag e 
des chapitre s précédents , e t pou r n e pa s alourdi r le s notation s (cf . 
(1.0.1) ci-dessous ) nou s renonçon s à  note r L  o u L.__ , u n faiscea u inver -

M r 
sible su r A p . 

On pose <É > =  A Q/A° (group e de s composante s connexe s d e l a fibr e spéciale A  d e A ) e t o n fix e u n entie r n  \ 1  te l cru e o 
n<£> =  0  . 

D'après 11,1.2.1 , nou s savon s eu e M  =  L adme t u n prolongemen t 
"~ "  ^2 n ~ cubiste M  su r A  ; nou s noteron s u  : L *• 1  ' isomorphisme d e 

prolongement. 
Soit x^Ap(F ) :  d'aprè s l a propriét é universell e d e A  , x  s e 

prolonge e n un e sectio n x^A(S) . O n dispose alor s : 
- d u F-espac e vectorie l L(x) , d e dimensio n 1 
- d u A -module inversibl e M(x ) 

®2n ~  r^j 
- d'u n isomorphism e û r :  L(x) M(x ) ^ F . 

Nous noteron s simplemen t v  : K(x) F  •  TU {oo} l a valuatio n (obtenu e à 
partir d e n'import e que l isomorphism e A  M (x) d e A -modules) e t nou s 
poserons, pou r tou t a £ L(x) : 

(1.0.1) < e , : > > =  à v (u î : («® 2 n ) )€^rcr® z 0 . 
On omettra souven t certain s de s indice s L,v,e, x s i aucun e confusio n 

n'en résulte . I l es t clai r qu e p L

 T r n e dépen d pa s d u choi x d e 
V, £ , X 

1'entier n  . 
1.1. Propriétés d e p^ 1 . 

(1.1.1) P(acv ) =  v(a) +  P(cv) (a € F  , a € L(x) ) 
p(cv+P) >  inf(p(of),P(P)) ( B . K L W ) . 

. Additivité : 

L ®L L  L 
(1.1.2) P . ^ ^ x t " ! ® ^ ) =  ^ , x «V + ^ , x < V • 

Fibre trivia l 

(1.1.3) ° e v (a) =  v(a ) 
o ' X 
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pour a  € & (x ) F  ,  e t e  =  la rigidificatio n canonique . 
*F ° 

. Changement d e ridificatio n : 

(1.1.4) P ae,x ( C V ) =  P e , y ( o ° "  v ( a ) (a^F*) . 

Les troi s première s propriété s son t immédiate s ;  pou r l a quatrièm e o n 
remarque qu e l e prolongemen t cubist e d e (M , (ae) n ) es t M$& A(-div(a n)) 
muni d e l a rigidificatio n (ae)^ n® 1  (o ù 1  es t l a sectio n méromorph e 
canonique d e l ' idéa l fractionnair e &  (-div(a n ) ) . 

. Normalisation :  pou r l'élémen t £  d e L(e^) , o n a  : 

(1.1.5) p* * (e ) =  0  . 
£ , S A 

. Fo ne to ri a1i té :  soi t \  :  Bp >  A p u n morphism e d e variété s abélienne s 
sur F  ,  alor s : 

d. i .6) p x * e , y

( c y ) =  < M y ) ( * ( f f ) ) p o u r ^ V F ; E T 

CY€ (\*L)(y) L(X(y) ) 

. Cubisme :  soi t T  l a sectio n d e ^(L ) définissan t l a structur e 
cubiste ;  d'autr e par t poson s 

(iûp L), .  =  pL ®  (-p L) ,  ®(-p L) ®  (-p L) ^  0p L ®p L ®p L

 f 3 (x,y,z ) 'x+y+ z x-i- y x+ z y+ z x  * y z 

ou le produi t tensorie l es t défin i pa r l a formul e (p^p ^ ) ( v© w) = 
P1(v) +P 2(v:) . Alor s (^ 3 P L ) ( _ v r z ) :  (^ 3L) (x,y,z) >  ir n'es t autr e 

J& L 
que P o ,  v  ,  d'aprè s (1.1 .2) e t (1.1 .6). Comm e ( £ L , &  e) es t 

L 
t r ivial vi a l a sectio n T  , o n conclu t pa r (1.1 .3) qu e &̂ p es t à 
valeurs dan s T , e t qu'e n particulie r 
(1.1.7) ( Û 3 p L ) ( x , y , z ) ( T ( x , Y ' z ) ) =  °  P ° U R X ' Y ' Z € A

F ( F ) -

. Changement d e bas e :  soien t S ' =  Spec A' ^  S u n morphism e d e t ra i t s 
(ceci signifi e e n particulie r ic i qu e 7 7 es t surjectif) , F ' l e corp s 
des fraction s d e A' , v ' :  F' > T1 s a valuation, qui prolong e v  vi a 
l 'injection naturell e d e T dan s F ' . O n note Kpl =  A p Xg S', (L',e' ) 
le faiscea u rigidifi é su r A^ . dédui t d e (L,e)  su r A „ ;  alor s pou r 
x € Ap(F) e t x ' =  77 *(x) £  A F. (F ' ) =  A p(F' )  , o n a  : 

(1.1.8) p L ! .  .  (a® 1) =  P L (a) 
v' , e ,x ' 'v , e,x v 

63 



L. MORET-BAILLY 

où CV€L(X ) e t a  ® 1  6 L ' ( x ' )  —  L (x) ®  F 1 . 
r 

Pour prouve r (1.1.8) , considéron s l e diagramm e : 

A « -^ AX 0S' g >  A ' 
f l F S - | 

77 ^ S « S * 

où A ' es t l e modèl e d e Néro n d e A„ , su r S' , e t o ù g  es t dédui t d e 
la propriét é universell e d' icelui . Pou r simplifie r nou s pouvon s suppose r 
(en remplaçan t L  pa r un e puissanc e convenable ) qu e (L,e ) (resp . 
(L' ,e ')) adme t u n prolongemen t cubist e (L,e)  (resp . (L' ,e ') ) su r A 
(resp. A') . L'unicit é d u prolongemen t cubist e su r A  xg 3 ' nou s donn e u n 
isomorphisme 

(1.1.8.1) 77'*(L ) ^ > g*(L ' ) 

prolongeant l ' identi t é d e L ' . 
Soit x^A(S ) prolongean t x  ,  e t x c , =  / ( x) MA X S')(S') . L e 

point d e A ' (S1) prolongean t x ' n'es t autr e qu e x 1 =  g(x_ l), e t l ' i so -
o 

morphisme (1.1.8.1 ) s e spécialis e e n 

L(x)®AA' =  ir'*(L)(x s,) g" f(L')(x s,) =L l (g(x 3 , ) ) =L ' (x ' ) 

prolongeant 1  ' isomorphisme L(x)^_F ' ^  L ' (::'). L a formul e (1.1.8 ) 
r 

résulte alor s d e l a définitio n c e p  comm e valuation . 
. Translations :  soi t y^A„(F) , prolong é e n y^A(S) . Fixon s un e rigidi -

r 
fication C  d e T  L (c'est-à-cir e u n élémen t c e L(y)) . J e di s qu ' i l 

^ 1 
existe c(L,e,y,C ) €  ~r ,  indépendan t c e y. , te l ru e 

T*L . 
( 1 - 1 ' 9 ) Pvy.Q.r. = Pv, e,:f.+y + c ( L ' e ' y ' C ) 

(où l'o n identifi e (T*L)(x ) à  L(x+y)) . 
En effet , supposon s pou r simplifie r qu e (L,e ) adme t u n prolonge -

ment cubist e (L,e) . D'aprè s l a formul e (1.1.4 ) (changemen t d e r igidif i -
cation), i l suffi t d e prouve r (1.1.9 ) pou r n'import e que l choi x particu -
l ier d e G  ; nou s pouvon s don c suppose r qu e G  s e prolong e e n un e t r i -
vialisation G  d e (Tkîl)( e )  =  L(y) . O r : 

Y A 
1.1.9.1. Lemme. Pour tou t t^A(S) , le faiscea u ̂ ^(T^L ) est t r ivia l su r 
AXg AXg A ; plus précisémen t o n a  u n isomorphism e canoniqu e ( ne dépendan t  
que d e l a structur e cubist e d e L ) : 
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$^(T^L) —  f*(L t) (o ù f  :  A >  S es t l e morphism e structu -
ral) 

Démonstration :  poson s M  =  ^^^ T

t

L ^ *  on a , pou r (x,y , z) £  A : 

(x,y,z) x+y+z+ t x+y+ t x+z+ t y-:-z+ t x+ t y+ t z+ t 
Grâce à  l a structur e cubist e d e L  o n a  u n isomorphism e canoniqu e 

L ,  .  x  —  L  ®  L ^  L ^  _ I_J.-3)L"1S>L"12)L~iJ_ x+y+(z+t) x+ y x+z+ t y+z+ t x  y  z+ t 
d'où M , v  -  L" ! .  . & L ,  S L ^ ^ L " 1 ^ ! ! " 1 

(x,y,z) x +y+t x +y x+ t y+ t x  y 
& L , SL ^^L"1^!!"1 ® L ^ 

Mous voyon s donc , revenan t à  (1.1.9) , qu e (T^L fC) es t l e prolon -
gement cubist e d e (T*L ,C), d'o ù l'o n t i r e (1.1.9 ) ave c c(L,e,y,£ ) =  0 . 

1.2. Soi t maintenan t a un e section méromorph e no n identiquemen t null e 
de L  ,  e t soi t x € A(F)-div(a). Nou s poseron s alor n 

(1.2.1) <a,x> =  pL ( CT(X) ) € rs>_Q 
V, £ V , £,X Z 

(c'est bie n u n élémen t d e r  Q  puisqu e a  (x) 6  L(x) -  {  o} ) . 

Les propriété s d e p L énoncée s dan s 1. 1 impliquen t immédiatemen t 
(entre autres ) le s énoncé s suivant s s 

. Fibre t r ivia l :  s i c p es t un e fonctio n méromorph e no n null e su r A _ , 
F 

et s i x^div(f ) ,  alor s 
(1.2.2) <cp,x> =  v(cp(x) ) 

v ' £o 
où E q désign e l a trivialisatio n naturell e d u fibr e t r ivia l & A 

F 
. Additivité :  s i ° R

1'0* 2 son t respectivemen t de s section s d e L_ L e t 
L2 ,  e t s i x%div(a 1) U  div(a 2 ) , alor s 

(1.2.3) S ^ ' ^ v . e ^ =  ^ l ' x > v . e 1

+ S ' : : > v , e 2 " 
. Le s formule s (1.2.2 ) e t (1.2.3 ) entraînen t immédiatemen t : 

(1.2.4) <cpcr,x > p =  <or,x > +v(cp(x) ) 
V, E V , £ 

dès qu e l a formul e a  u n sens . 
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• Changement d e rigidification : 
(1.2.5) <o\x > =  <cr,x > -v(a ) (a^F*) . v, a£ v , £ 
. Fonctorialité :  dan s l a situatio n d e (1.1.6 ) (morphism e X  :  13 *  A^) , 

r r 
on a  : 
(1.2.6) <^Vy> V ( X * £ =  ^ ( y ) > V ( ! 

dès qu e A  *cr es t défini e e t no n nulle , e t qu e y  div(\*cr ) . 

. Changement d e bas e i dan s l a situatio n d e (1.1.8) , o n a  : 

(1.2.7) (cr 1 ,x* > .  .  =  <a,x > 
V ,  E V , £ 

où cr 1 désign e l a sectio n d e L 1 déduit e d e a  . 

. Translations (situatio n d e (1.1.9) ) :  s i x+y^div(cr) , alor s : 

(1.2.8) <T*C7,x > c =  <cr,x+y > +c(L,£,y ,C) 

où c  (L, £ , y, C )  £  r®^Q es t indépendan t d e x  . 
1.2.9. Proposition. Fixons L , E e t a  ,  et soi t U  = -  div(or) ;  alors  
1'application 

x l—> • (cr,x> 
V, E 

de U(F ) dans R  est localemen t v- bornée. 

1.2.9.1. Rappelon s d'abor d c e qu e cel a signifie . Soi t ( Uq,) u n recouvre -
ment fin i d e U  pa r de s ouvert s affine s muni s d e coordonnées , soi t 

U =  Spec F[t . ]. r-

Une parti e B  d e U  (F) es t dit e v- bornée s ' i l exist e m  £ ^ 
oi 

tel qu e pou r tou t x € B ,  o n ai t v( t^(x) ) pou r i  £  1^ . 
Une parti e B  d e U(F ) es t dit e v-borné e s i ell e es t réunio n 

(finie) d e partie s bornée s B^^U^F) . Cett e conditio n n e dépen d pa s d u 
choix de s U  e t de s coordonnées . 

<y 
Cela étant , un e applicatio n d e U(F ) dan s R  es t dit e localement 

v-bornée s i ell e es t borné e su r tout e parti e v-borné e d e U(F) . 
1.2.9.2. Démontron s l a proposition . Soi t Bcu(F ) un e parti e v-bornée ; 
nous pouvon s suppose r qu'ell e es t contenu e dan s u n ouver t affin e 
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U =  Spec F [ t ^ , . . . , t ^ ] c U  .  Pa r ailleur s nou s pouvon s suppose r qu e l e 
faisceau inversibl e L  adme t u n prolongemen t cubist e L  su r A  . 
Recouvrons A  pa r u n nombr e fin i d'ouvert s affines V  =  Spec A[ U . 3 ^ ^  c v c v i 
tels qu e L l soi t t r iv ia l . 

' cv 
Soit B  1 1 ensemble de s x  £ B  qu i s e prolongen t e n un e sectio n d e 

V (A). Comm e les V  recouvren t A  qu i es t l e modèl e d e Néro n d e A ^ , 
cv c v F 

on a  B  = U B .  D'autr e par t pou r x  £ B  o n a  (pa r définition ) 
v(u^(x)) ^ 0 don c B ^ es t un e parti e borné e d e V Q / (F), e t don c d e 
(UH v  )(F ) ;  l'ouver t U  H  v  es t affin e (su r F ) d e coordonnée s 

1 C V 1  C V 
t i V ( u « . K 

Choisissons un e trivialisatio n T  d e L I ._ :  l a sectio n c r s 1 écrit c r =  CP T  ,  o ù C P es t un e fonctio n méromorph e su r V  ,  e t et cv c v ^  c v 
si x  £ ,  o n a 
(*) < a ' X >

V / £ = V ( C P

Œ

( X ) ) 

puisque donn e un e trivialisatio n d e x* L (o ù x^V^(A ) prolong e 
x) . Comm e d'autre par t B H div(cr) =  0  ,  l a fonctio n cp ^ es t holomorph e 
inversible su r U  H  V  ,  don c C P e t C P 1 son t de s polynôme s e n 1 c v c v c v - 1 

t^, .  . . i tr , ) , d'o ù l a conclusio n d'aprè s (* ) puisqu e le s v(t_.(x) ) 
et v(u a^(x)) son t borné s lorsqu e x  parcour t B ^ . • 

1.3. Soi t F  un e clôtur e algébriqu e d e F  , muni e d'un e valuatio n pro -
longeant v  ,  e t qu e nou s noteron s encor e v  .  D'aprè s l a propriét é 
(1 .2 .7 ) , nou s pouvon s encor e défini r (or,x ) £ lorsqu e x  es t u n poin t 
de A(F)-civ(cr ) ;  l e symbol e (a,x) ^ £ es t alor s à  valeur s dan s T ^^Q 

1 r 

(mais no n plu s dan s J^F ) *  P a r a ^ l e u r s soi t a  =  ) IT K [x^J u n 0-cycl e 
sur A - étrange r à  div(cr) , i . e . te l qu e le s point s x ^ soien t dan s 
( AF~div(cr ) )  ( F) . Nou s pouvon s alor s pose r 

r (cr, a) =  > !  m. <cr,x. > v, e L.—r1 i  '  i  v , e i=l 
Lorsque a  es t d e degré 0  ,  i l es t alor s immédia t qu e (a , a) 

ne dépen d pa s d e l a rigidificatio n e  (cf . (1 .2 .5) ) e t n e chang e pa s 
lorsqu'on remplac e c r pa r ac r ave c a^ F (1.2.4) . Autremen t di t 
(a, a) n e dépen d qu e d u diviseu r D  = div(cr) su r A ^ e t d u 0-cycl e 

V , £ F 
a d e degr é 0  ,  e t nou s poseron s ( D, (i)^ =  ( C J J ) ^ g .  L e symbol e ( D , Q ) V 

est don c défin i pou r tou t diviseu r D  su r A p e t tou t 0-cycl e a de degr é 0  su r A - ,  étranger s l'u n à  l 'autre . 
Nous pouvon s maintenan t fair e l e lie n ave c [ N] : 
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1.3.1. Proposition. On a  ̂ D , Q ) =  -  (D, a ) o ù (D , a) est l e symbol e — v  - v —  - y 
défini clan s l'bll, chap. I I I , §9 , th . 3 , p . 28 7 ( ici l'o n identifi e T à 

de l a manièr e habituelle ). 

(La bizarreri e d e sign e vien t d u fai t qu e l a "valeu r absolue " utilisé e 
par Néro n es t 1'opposé d'un e valuation) . 

La propositio n résult e immédiatemen t d e l 'assertio n d'unicit é d e 
loc. c i t . • 

1.4. Bie n entendu , nou s pouvon s interpréte r (cr,x) v £  e n terme s d e mul -
t ip l ic i tés d'intersection , d e l a faço n suivant e (T étan t ic i identifi é 

®2n ,  ,  &2 n ~ a ïï) :  c r défini t un e sectio n méromorph e (c r )  d u prolongemen t 
, .  ^  ~  ^  T®2n cubiste M  d e L  .  Poson s alor s 

(1.4.1) div(a ) =  ~ d iv (c r 0 2 n r : 

c'est u n "diviseu r à  coefficient s rationnels " su r A  , te l qu e 
(dïv cx) _ =  div c r ,  e t te l qu e l e diviseu r $ 0(div cr ) su r A ^ soi t 
principal ;  d e plu s i l es t caractéris é pa r ce s propriétés , à  u n multipl e 
entier prè s d e l a fibr e spécial e A q .  I l es t alor s immédia t que , pou r 
x £ A(F ) -  div(c r ) , prolong é e n x  £ A ( S ) , o n a  : 

(1.4.2) <CT,x > =  x.clïv a 
v, £ 

où l e membr e d e droit e désign e l a multiplicit é d'intersectio n d u 1-cycl e 
x ave c l e diviseu r di v c r .  Noton s auss i que , s i l'o n écri t 

cfiv 0 " = D + £^ .  [y] (n ^ € ;  $  = A Q /A°) 

où D  es t l'adhérence , dan s A  , d e D  = div c r ,  o n a 

(1.4.3) <a,x> v^£ =  x.D +  IZ] m y(x.y) . 

Désignant pa r y(x ) l'uniqu e composant e d e A q qu i rencontr e x  , 
nous e n tiron s : 

(1.4.4) <CT,x > =  x.D +  m, . 
v,e V (x) 

(en effe t (x.y(x) ) =  1  puisqu e A  es t liss e su r S) . E n particulie r 
la classe mo d %  d e ̂ cr,x ) n e dépen d qu e d e y(x ) (e t no n d e x ) ; 

V, £ 
i l es t clai r d'autr e par t qu'ell e n e dépen d pa s d e e  ,  e t n e chang e pa s 
si o n multipli e a pa r un e fonctio n méromorph e su r A ^ .  L e lecteu r 
attentif d e l a démonstratio n d e 11,1. 1 constater a alor s ave c plaisi r qu e 
cet élémen t d e Q /Z* n'es t autr e qu e l'obstructio n d L d e loc . c i t . . 
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évaluée su r l'élémen t y(x ) £  3> : 

(1.4.5) ^ ' x >

v e ( m o d =  d L(7(x)) 

avec u n lége r abu s d'écritur e d û à  l ' identificatio n Z 7^ F . 
Enfin, i l sembl e à  l'auteu r qu e l a décompositio n (1.4.3 ) ressembl e 

fort à  [ N], I I I , §4 , th . l p . 319 . 

1.5. Exemple de s courbe s elliptiques . 

Soit E ^ un e courb e elliptiqu e su r F  ,  d e modèl e d e Néro n E  , 
r 

supposé semi-stable, su r A  . O n sai t qu e E  adme t un e compactificatio n 
naturelle, l e modèle régulie r minima l Ë  d e l a courb e E „ ;  l a fibr e 

- -  v  1 
fermée E q d e E  es t alor s u n polygon e à  n  côté s isomorphe s à 
(nous supposon s k  algébriquement clos ), e t E  es t l'ouver t d e Ë  form é 
des point s lisse s su r S  .  L e polygon e E q perme t d'ordonner d e faço n 
naturelle (a u sen s d e parcour s près ) le s composante s d e E q ,  (resp . E  ) , 
que nou s noteron s don c < J\ (resp . C \ ) ( O ^ i ^ n - l ) , l a composant e C Q 

étant cell e qu i rencontr e l a sectio n unit é e  :  3 E  .  Noton s qu e l e 
k-groupe E q es t isomorph e à  ^  x Z/n^ . 

Soit D  = [e^ l l e diviseu r su r E ^ rédui t à  l 'origine . D'aprè s 
1.4, i l exist e u n diviseu r D  su r E  ,  d e l a form e 

D = [e ] +  > . ' m. [c. ] (m . € Q) 
i=0 1 1 1 

vérifiant l e théorèm e d u cub e su r E  ;  D  es t uniqu e à  l'additio n prè s 
d'un multipl e entie r d e E  ,  e t nou e pouvon s don c suppose r qu e m  =  0 , 

o -  o 
car ni Q es t entie r d'aprè s (1.4.5) . 

Comme D  es t symétrique, D  l ' e s t aussi , d'o ù 
(1.5.1) [n]*(D ) n 2!) 

IL 
où ~  désign e l'équivalenc e linéaire , e t [ n^ E

 l a multiplicatio n pa r 
n .  Comm e [n ]E(C^) =  C q pou r tou t i  ,  e t qu e m

Q

= 0  '  o n a 

(1.5.2) [n]jj,(D ) =  nE =  Ker [nj (considér é comm e diviseu r su r E ) 

et (1.5.1 ) donn e alor s 
:i.5.3) E  - n 2[el +  jHj n 2m. [c. 3 . 

Mais cec i implique , su r l a compactificatio n E  : 
(1.5.4) E  - n 2[e] +  f i] n 2m. [c.] 

n i= l 1 1 
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(en effe t l e schém a E  es t régulier , e t E  es t u n gro s ouver t d e E) . 
Intersectant le s deu x membre s ave c pou r i  =  0 , . . . ,n -l ,  o n trouv e : 

(1.5.5) 
2 n =  n (  1+m . , ) n-1 1 

(i= 0 ) 
2 n =  n  (  m. - , -2m. +m. , A ) i - l i  î+ l 

(i = 1, . . . , n - 1, e n convenan t qu e 
m =  m =0 ) n o 

système linéair e don t l a solutio n es t 

(1.5.6) m _  i(i-n)  
m i 2n ~ 

Ce calcu l es t essentiellemen t fai t dan s [ N], p . 318 . I l montr e qu e 
le dénominateu r 2 n es t l e meilleu r possibl e ;  o n vérifi e d'autr e par t 
que l'obstructio n d(C^ ) =  nu mo d 2 ? es t bie n quadratique , e t qu e s a 
forme bilinéair e associé e es t 

m.,, -m . -  m. =  ^  ; 

c 'est un e dualit é parfait e su r E Q /E° , à  valeur s dan s Q/ ^ ,  c e qu i es t 
un ca s particulie r d'u n résulta t d e SG A 7, expos é IX . 

2. Hauteurs locale s :  cas archimédien . 

2.0. O n s e plac e su r F  = C .  Pou r z  € C ,  o n not e v(z ) =  -log | z | . 
Soient A  un e variét é abélienn e su r C  ,  L  u n fibr e e n droite s 

cubiste su r A  ,  e  : C =- L(e^) l a rigidificatio n associée . Noton s 

^ g , d , n^ g , d , n^ 

la norm e hermitienn e su r L  compatibl e à  s a structur e d u cube , défini e 
en 11,2.1 , e t posons , pou r tou t x^A(C ) e t tou t c v £ L(x) : 

(2.0.1) p v , e , x ( Q / ) =  -  l o g V ^ { a ) ' 
Le lecteu r établir a san s pein e un e l is t e d e propriété s entièremen t 

analogue à  cell e d e 1.1 , à  quelque s nuance s prè s due s a u context e archi -
médien . 

2.1. D e même, s i l'o n s e donn e d e plu s un e sectio n méromorph e a  d e L , 
on peu t définir , pou r tou t x^div(a ) : 

(2.1.1) <Œ,x>V/£ =  P v , e , x ( C T ( x ) ) =  "  l o g v e( a ( x >> 
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avec de s propriété s analogue s à  celle s d e 1.2 . Enfin , o n e n déduit , 
comme dan s 1.3 , u n symbol e 

(2.1.2) ^ D ' a > v 

à valeur s réelles , défin i pou r tou t diviseu r D  su r A  e t tou t O-cycl e 
a d e degr é 0  conten u dan s A-Supp(D) , e t o n démontr e encor e qu e 

(2.1.3) <D , a> v =  -(D, a)_v 

où (D,a)__ v es t l e symbol e défin i dan s [ N1. Cec i n'es t autre , d 'a i l -
leurs, qu e l e théorèm e 5  d e [ N!, I I I , § 7 :  soi t e n effe t ïï :  V A  l e 
revêtement universe l d e A  ;  V  es t don c u n C-espac e vectorie l d e 
dimension g  = dim A .  Soi t X  € H°(V, ïï '*L ) un e trivialisatio n (analytique ) 
de -. 7 L compatibl e a  s a structur e cubist e ;  l a fonctio n meromorph e 
9(z) su r V  défini e pa r 

(2.1.4) 0 (z)X(z) =  (7T*GT)(z ) 

est l a fonctio n thêt a associé e à  0 " e t X  .  D'autr e par t o n a  su r ïï*L 
une norm e hérité e d e v̂ 1 ,  encor e noté e v̂ 1 ,  e t déterminé e d e faço n 
unique pa r l a fonctio n 

(2.1.5) v (̂X) :  V > R> 0 . 

Le fai t qu e X  e t v̂ 1 soien t compatible s à  l a structur e cubist e 
de L  impliqu e qu e l a fonctio n V^(X) es t pointé e d e degr é ^  2  .  Enfi n 
on a 

(2.1.6) |9 (z) U^(X(z)) =  v£(ff*(T)(z ) 

ce qu i montr e qu e l e membr e d e gauch e es t invarian t pa r l e résea u 
H (A,^)C v .  Comm e la fonctio n v̂ (A. ) es t manifestemen t déterminé e pa r 
ces conditions , o n e n conclu t qu e 

logl 9(z)| +lo g v^(.\( z)) 

n'est autr e qu e l a fonctio n 9  d e loc . c i t . 

3. Hauteurs globale s su r le s corp s d e fonctions . 

3.0. Soien t k  u n corps , 3  un e k-variét é irréductibl e normale (l e ca s 
le plu s intéressan t étan t celu i o ù S  es t projective), F  so n corp s de s 
fonctions, T) =  Spec (F) l e poin t génériqu e d e S  .  O n posera r  = dim S . 
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Notons M  l'ensembl e de s point s d e codimensio n 1  de S  ;  u n te l 
point ser a identifi é à  l a valuation v correspondante , don t l e group e 
sera not é .  L e group e de s diviseur s d e Weil de S  s ' identifi e alor s 
à ©  T  ,  e t l'o n a  l a suit e exact e habituell e 

V€MO

 V 

FX div ® r  -£L * CH As) — * o 

où CH. . (S) désign e l e group e de s classe s d'équivalenc e rationnell e d e 
cycles d e dimensio n i  su r G  .  Noton s qu e s i UC 3 es t u n gros ouver t 
(11,3.1), alor s o n a  CH r_1(S) -  CH^^U) , e t mêm e C H (  3 ) = - Pic(U) s i 
U es t régulier. 

3.1. Soi t A „ un e variét é abélienn e su r F  .  I l résult e d e l'existenc e r 
du modèl e d e Néro n N^(A p) e n chaqu e v^ M ,  qu ' i l exist e u n gro s 
ouvert Uc s (qu e nou s supposeron s régulier, quitt e à  l e restreindre ) 
et u n U-schém a e n groupe s l iss e A U ^ U ' tel qu e A TT x__ Spec F =- A^ , 

U U  r 
et qu e Â . X^ Spec & v = - N V(A P) pou r tou t v  £ M g . 

Soit (L,e ) u n faiscea u inversibl e rigidifi é su r A ^ , mun i d e s a 
structure cubist e canonique . Comm e l'ensembl e de s v € Mg tel s qu e A P 

ai t mauvais e réductio n e n v  es t fini , i l exist e u n entie r n  qui , pou r 
tout v  ,  annul e l e group e de s composante s connexe s d e A T ^ H ( V ) ; 

®2n v ~ par suite , M  = L adme t u n prolongemen t cubist e M  au-dessu s d'u n gro s 
ouvert d e U  , e t don c auss i (11,3.2.2 ) su r Â . puisqu e U  es t régulier . 
Notons qu'e n fai t l e faiscea u M  es t indépendant d e l a rigidificatio n 
e :  multiplie r e  pa r < p £ FX n e fai t qu e modifie r M  pa r l e faiscea u 

2 n 
inversible t r iv ia l f  (di v c p ) . Poson s alor s 
(3.1.1) L = (M ) 2 n ^ P i c ( A u ) Q â i l picfAyî ^Q : 

c'est l'uniqu e élémen t d e Pic(A u)(^ ,  prolongean t L  e t vérifian t l e 
théorème d u cub e su r A  . 

Si U l (=u es t u n gro s ouvert , alor s Ay , es t u n gro s ouver t d e 
Ay qu i es t u n schém a régulier , don c Pic(A^ ) Pic(A^, ) ;  l e choi x d e 
U es t don c san s importance . 

Enfin soi t x^A(F) . D'aprè s l a propriét é néronienn e d e ,  i l 
existe u n gro s ouver t VCT j te l qu e x  s e prolong e e n un e sectio n 
x :  V —» A, . . 

3.2. Définition. Avec le s notation s d e 3.1 , l a hauteu r géométriqu e cano -
nique du poin t xA A„(F), relativement a u faiscea u inversibl e L  sur A ^ 

r r 
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(et a u modèl e S  d e F ) est l'élémen t hg g L (x) d e CH R_ 1(3)^ défini  
par 

hg S / L (x ) =  S*(L) €  Pic(V)Q = , CH^CS^ . 

3.3. Propriétés d e l a hauteu r géométrique . 

. Additivité e n L  : 

(3.3.1) ^ S , L l ® L 2

( : t ) =  ^ S ^ ^ + ^ S , ! ^ 0 • 

. Fonctorialité :  s i X  :  B_ >  A^ es t u n morphism e d e variété s abé -
liennes su r F  ,  o n a 

(3.3.2) h 9 s / L

( X ( y ) ) =  h g S / X * L ( Y ) (y € B F ( F ) , L é PicfAp)) . 

."Quadraticité" e n x  :  o n dédui t d e (3.3 .1) e t (3.3.2 ) e t d u théorèm e 
du cub e (o u d u carré ) pou r L  ,  qu e l'applicatio n 

(3.3.3) x i *  hg^L (x) :  Ap(F) •CH r_ 1(S) Q 

est pointée d e degr é 2  ;  ell e es t mêm e quadratique s i L  es t symétrique , 
e t additiv e s i L  es t dan s Pic°(A_ ) . 

r 
3.3.4. Proposition (  changement d e bas e ) . Soit 7 7 :  3 ' S  un morphism e 
dominant e t génériquemen t fin i d e k- variétés normale s irréductibles , 
et soi t F ' le corp s de s fonction s d e S' . On note A„ , =  A® F' , 

————— j- . ^ 
77 ' :  A„ , *  A-, le morphism e canonique , L  ' =  7 7 ' L  .  Soit x  € A^( F) , e t 

r r  r 
posons x* = 7T*(K) € A„t (F1 ) . 

r 
( i ) Si 7 7 est propr e on a 

h*S,L<5° =  diglF ff^h9S-,L-(::,))€cHr-l(S)ffi 
(i i) S i 7 7 est quasi-fin i ( par exempl e s i S ' est l e normalis é d e 

S dans F ' ) , on a 
h g s . f L l ( x ' ) =  ^ ( h g g ^ U N E C H ^ S ' ^ . 

La démonstratio n d e (ii ) es t entièremen t analogu e à  cell e d e 
(1.1.8), s i l'o n s e plac e su r u n gro s ouver t U  convenabl e d e S  : 
remarquer qu'alors , puisqu e 7 7 es t quasi-fini , 77 "1(U) es t encor e u n 
gros ouver t d e S ' (c 'es t d 'ail leur s c e qu i perme t d e défini r 
77* :  CH r_1(S) *C H (S 1) dan s c e cas) . 
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Dans l e ca s o ù 7 7 es t fini, o n e n dédui t (i ) puisqu e 77^.77 * es t l a 
multiplication pa r de g 7 7 dan s C H 1 (S) . 

Pour montre r (i ) dan s l e ca s général , noton s alor s qu e 7 7 es t fin i 
au-dessus d'u n gro s ouver t U  d e S  : 

77 г» 1 

о 

'•J 

S 

. ^ ] 

U' g . •  >  u fini 

Soit A^CH^__ 1(S) l a différenc e de s deu x membre s d e ( i ) . Comm e 
(i) es t vra i pou r l e morphism e fin i 77 ^ ,  o n a  j  A  = 0 ,  don c A  = 0 
puisque U  es t u n gro s ouvert . • 

Soit maintenan t F  un e clôtur e algébriqu e d e F  ,  e t soi t 
x^AT n(F). Soi t F - un e extensio n fini e d e F  tel l e qu e x^A^CF^) , e t F 1  F  1 
soit S. ^ S  l e normalis e d e S  dan s F ^ .  Nou s pouvon s alor s pose r 
(avec de s notation s évidentes ) 

(3.3.5) hg S / L (x) =  r ? i F ] «» (hg S i f L i (x ) ) = («* ) - 1 (hg S i / L i (x ) ) ëCH^^S) ^ 

et l 'assertio n (ii ) d e 3.3. 4 montr e qu e hg 0 T (x) n e dépen d pa s d e 
O , J_l 

l'extension F 1 choisie . Cett e fonctio n hg g L (x) pou r x^Ap(F ) 
vérifie bie n entend u le s propriété s (3.3.1 ) à  (3.3.3) . Ell e vérifi e éga -
lement celle s d e 3.3. 4 :  e n effet , ave c le s notation s d e 3.3. 4 e t 3.3.5 , 
i l exist e u n diagramm e commutâti f 

s' - 2 1 - * s ' 

i 77 
s i * s 

où S ^ es t normal , en1 es t fini , e t T T propr e (resp . quasi-fini ) s i 
77 l ' e s t (prendr e pou r S ^ l e normalis é d'un e composant e convenabl e d e 
S^XgS'). L'assertio n résult e alor s d e 3.3. 4 appliqu é a u poin t 
x£A_(F_.), e t d u fai t qu e a e t a ' induisen t de s isomorphisme s entr e 

r - L 
les groupe s C H . 
Translations :  soien t x^A„(F) , y€A_(F) f e t cherchon s à  calcule r 
hgg ,j,* L(x) . Nou s pouvon s suppose r qu e x^A^fF) , qu e (Ap,L ) s e prolong e 
en (A_ T,L) su r u n gro s ouver t U< = S ,  e t qu e x  e t y  s e prolongen t 
en x  e t y t A  (U). O n a montr é dan s 1.1.9. 1 qu e &  (T~L) = - f  ( ^ L ) , c e 
qui montr e qu e T̂ L ® f y  L  es t (isomorph e à ) u n prolongemen t cubist e 
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de T* L ,  don c hg 0 m *T (x ) =  x*(T̂ L̂ > f*y*L X) =  (x+y)*L®y* L 1 d'o ù : 
y b # i y y 

(3.3.6) h g S,T*L ( x ) =  h g S , L ( x + y ) h g S , L ( y ) * 

Décomposition e n terme s locau x :  soi t c r un e sectio n méromorph e d e L  , 
régulière e t no n null e a u poin t x  ;  alor s : 

(3.3.7) hg0 m*T (x) = x*(T^L^> f*y*L X) = 

où e  désign e un e rigidificatio n quelconqu e d e L  ,  e t o ù 
cl^ :  ©  ( T <S >Q) ^  CH -.(S) » es t l a surjectio n canonique . 

Q

 v 6MS

 V  r - l v Q 
La formul e (3.3.7 ) es t immédiat e :  s i L  es t u n prolongemen t 

cubiste d e L  e t c r l a sectio n méromorph e d e L  prolongean t c r , 
alors hg „ _  (x) es t bie n l a class e d e div(x*(j ) =  ) (cr ,x) 

S'L <£HS 

3.4. Supposon s maintenan t S  projective e t fixon s u n faisceau inversibl e  
ample H  su r S  .  O n a alor s un e fonctio n "degré " : 

degR :  CH^^S) * Z 

qui, à  u n cycl e Zc S ,  associ e l a multiplicit é d'intersectio n 
r-1 

(Z.H H ) . 

3.4.1. Définition. La hauteu r numériqu e canoniqu e (o u d e Néron-Tate ) d e 
x £ (F ) ( relativement a u faiscea u inversibl e L  et a u faiscea u ampl e 
H sur S ) est l e rationne l 

h H , L ( x ) =  d e % h % , L ( x ) € < B • 
On laiss e a u lecteu r l e plaisi r d e déduir e d e 3. 3 le s propriété s d e 

fonctorialité, d 1additivité, etc . d e h „ _(x) . Noton s qu e l a décompositio n 
ri, J_i 

en terme s locau x d e (3.3.7 ) montr e qu' i l s 'agi t bie n d e l a hauteu r global e 
de Néron-Tat e a u sen s habituel . 

4. Hauteurs globale s su r le s corp s d e nombres . 

4.0. Soien t F  u n corp s d e nombres , A = A P so n annea u d'entiers . O n pose 
S n r  =  S r =  Spec A  ,  e t o n not e S ^ =  S l'ensembl e de s place s archimé -
F,f f  ^  F,o o c o ^ 

diennes d e F  .  O n pose "formellement " S p =  S  =  S^JLS ^ ,  e t 
S £ =  {point s fermé s d e Ŝ } ,  S ° = S° U S œ .  L'ensembl e S ° ser a identifi é 
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à l'ensembl e de s place s d e F  .  Plu s précisément , pou r v € s ° o n not e 
r =  F / U ,  e t v  : F > T l a projectio n naturelle , U  désignan t l e 
v v  v  v  v  J v  ^ 

groupe de s élément s d e valeu r absolu e 1 . x *  \ Pour v  finie , o n not e o r d

v

 :  F

v *  2 7 l a valuatio n équivalente à 
v normalisé e pa r ord^(ïï ̂ ) =  1 ,  ïï^ désignan t un e uniformisant e e n v  . 

Pour v  € Sœ ,  o n défini t o r d

v comm e l e compos é 
F x „  Rx - l Q g »  1 >  R ( v réelle ) 

F x ^  log 1 I  > [ R ( v complexe ) 

où |  | désign e l a valeu r absolu e ordinaire. 
Enfin o n pos e pou r tou t v  e t pou r tou t x  £ F^ : 

-d or d (x ) 
I L V  V x =  e v 

où d v =  lo g N v (v£  S ° ,  N v = Gard K(V) ) 
d =  1  ( v réelle ) 
d^ =  2  ( v complexe) . 

Pour v  complexe , | | correspon d don c a u carr é d e l a valeu r absolu e 
ordinaire su r C  . 

4 .1 . Définition. Un faiscea u inversibl e sur S  est l a donné e d'u n 
A-module inversibl e L  ,  et pou r chaqu e v  £ ,  d'une norm e ( non  
nulle I ) 

! |L :  L  =  L®A F >  R V 

v v  A v  //O 
vérifiant !ao' | L= |  a I I  cv | L pou r a  € F e t oi £ L 'v v  v  ^  v  —  v 

On note Pic(S ) le group e de s classe s d'isomorphism e d e faisceau x 

inversibles su r S  . 

Bien entendu , s i o> € L^y-{o) ,  o n pourr a alor s pose r 

ordJ(<*) =  -  - L lo g | Q-|J (v € S (X)) . 
V 

Notons qu e pou r v  ultramétriqu e o n peu t encor e défini r 
ord :  L  -{ O) >  H 

v v 
et I  | L :  L  — ^ R 

v v 
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grâce à  un e trivialisatio n quelconqu e d e . 
On a u n homomorphism e surjecti f nature l 

Pic(S) Pic(S f) 
S 

dont l e noya u es t isomorph e à  I R °°/log| A |  o ù lo g | A I  désign e l e 
X 

plongement logarithmiqu e d u group e de s unité s A 
4.2. Définition. Un diviseur sur s  est un . élément d u group e 

Div(S) =  ©  r  . 
v€s° V 

Si l'o n not e [v ] £ T l a class e d'u n x  €  FX te l au e or d ( x )  = 1 , 
v v  v  v  v 

un élémen t d e Div (S) s 'écri t don c 
D = ) a  [v l (somm e finie) 

v€s° V 

avec a  £  % s i v^S ? ,  a  s i v  £ S^ . 
v r  V  0 0 

Si a  £ F  ,  o n pos e 
div(a) =  IZ] ord(a)[v ] . 

v€s° v 

Un tel diviseu r es t di t principal. O n note Div a(S) -  Div(S ) l e 
groupe de s diviseur s principaux . 

Si L  es t u n faiscea u inversibl e su r S  , e t s i O R € L® F-{ 0} / o n 
pose encor e 

div(cr) =  ) or d (CT)TV ] . 
v£so v 

Si c r ' es t u n autr e élémen t d e L^F -{o}, l a différenc e 
div(cr') -  div(cr) es t dan s Div a(S). O n obtient ains i u n isomorphisme 

(4.2.1) Pic(S ) Div(S)/Div a(S) . 

4.3. Soi t D  = / a  [v l u n diviseur . O n définit so n degré comm e l e rée l 
v 

(4.3.1) cLeg_(D ) =  JZZ d  a  £  R 
JF 1 1  v  v 

v 
où d  es t défin i e n 4.0 . L a formule d u produi t di t alor s qu e pou r tou t 
a^F ,  deg(div(a) ) =  0  .  O n obtient don c grâc e à  (4.2.1 ) u n homomorphisme 
(4.3.2) deg_:Pic(S ) • R 

r 
dont l e noya u es t extensio n d e Pic(S f) pa r u n group e isomorph e à 
(R/Z) C a r d 3 0 0 - 1 . 
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Si F ' es t un e extensio n fini e d e F  ,  o n poser a 

(4.3.3) deg p =  [ F?~ îF] deg R l :  Pic(S p I) >  R 

de sort e qu e s i ïï : S„. >  S „ désign e l e "morphisme " nature l e t s i 
r r 

L € Pic(S^), o n a 
r 

(4.3.4) degF(îf\) = degpL . 
Un mot su r 77 *L au x place s archimédienne s :  s i v ' £  s_., e t 

F ,oo 
v = 77(v ') , e t s i x^ L -{o} # o n a  toujour s ord^ , (r/"*(x) ) =  ord^(x) ;  pa r 
contre, dan s l e ca s o ù v  es t réell e e t v ' complex e o n a 
U*(x) i ;> =  (|:clj) 2 . 
4.4. Donnons-nou s maintenan t un e variété abélienn e A „ su r F  ,  e t 

F 
notons A  >  so n modèl e d e Néro n su r .  Soi t L  u n faiscea u 
inversible su r A — , su r leque l o n choisi t un e structur e cubiste . I l 
existe alors , comm e a u §3 , u n entie r N  te l qu e M = L ai t u n prolon -
gement cubist e M  su r A  .  Pou r tout e plac e v£ Sœ , =  es t mun i 
(ce mêm e que ,  d'ailleurs ) d'un e uniqu e norm e compatibl e à  v  e t à 
la structur e cubist e (11,2.1) . Soi t alor s x^A(F) , prolong é e n 
x^A(S^). L e A-modul e inversibl e x*(M ) es t alor s mun i d e norme s au x 
places à  l ' inf ini , don c défini t u n élémen t Pic(S ) encor e not é x  (M) . 
4.4.1. Définition. La hauteu r géométriqu e canoniqu e d e x £ A(F), re la t i -
vement a u faisceci u inversibl e L  sur A „ ,  est l'élémen t d e 

t 
Pic(S)_ =  Pic(S)®_CB défini pa r 

<8>± 
h g F , L ( x ) =  N ^ P ± C ( S ) Q 

où N  e t M  sont défini s comm e ci-dessus . 
La hauteu r numériqu e canoniqu e ( ou d e Néron-Tate ) d e x  relative-

ment à  L  est l e rée l 
h F ( L (x ) =  deg p hg P f L (x) 6 r . 

On vérifie comm e au § 3 que l a hauteu r n e dépen d pa s d e l a structur e 
cubiste choisi e su r L  .  O n laisse a u lecteu r l e soi n d e s e convaincr e 
que le s analogue s de s propriété s (3.3.1 ) à  (3.3.7 ) son t encor e valable s 
i c i . Précison s toutefoi s qu e l a décompositio n e n terme s locau x s 'écri t 
comme e n 3  . 3 . 7 : 

hg (x ) =  c l (E U <<r fx> J 
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où x  désign e u n poin t d e A(F) , e un e rigidificatio n d e L  e t a 
une sectio n méromorph e d e L  ,  e t o ù cl ^ :  Div(S)®Q >  Pic(S)®Q es t 
la surjectio n canonique . D e plus dan s l e membr e d e droite , l e symbol e 
(cr,x) es t celu i défin i a u § 1 pour v  £ S _ ,  e t pou r v £ S  c'es t 

V , £ i. 
celui d u §2 , compte-ten u d e l 'identificatio n T ^y R vi a or d 

v v 
( i .e . vi a l a fonctio n -lo g (valeu r absolu e ordinaire)) . 
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CHAPITRE IV 

Le group e K(L ) 

Sommaire. 
0. Introduction . 
1. Sous-groupe s quasi-fini s d'u n group e semi-stabl e su r un e bas e 

hensélienne. 
2. Rappel s e t complément s su r l'extensio n d e Raynau d ;  énonc é d u 

théorème. 
3. L e ca s o ù S  es t u n t ra i t :  généralités . 
4. L e ca s o ù S  es t u n t ra i t :  démonstratio n d e 2.4 . 
5. Démonstratio n d e 2. 4 :  ca s o ù A  es t à  fibre s connexes . 
6. Démonstratio n d e 2. 4 :  ca s général . 
7. Applicatio n à  l a variét é duale . 
8. Gonflemen t de s modèle s semi-stables . 

0. Introduction. 

L'objet d e c e chapitre , asse z technique , es t d'énonce r e t d e démon -
trer l e théorèm e 2.4. , qu i éten d a u ca s de s schéma s e n groupe s semi -
stables ( à fibr e génériqu e propre , su r un e bas e normale ) le s outil s fon -
damentaux qu e son t le s groupe s K(L ) e t Q(L ) attaché s classiquemen t à 
un faiscea u inversibl e L  su r u n schém a abélie n A  ;  o n démontr e e n 
particulier qu e lorsqu e K(L ) es t fini, l a form e commutateu r associé e à 
l'extension central e Q(L ) es t no n dégénérée , c e qu i permettra , a u 
chapitre VI , d'applique r lorsqu e L  es t relativemen t ampl e l a magi e de s 
représentations de s groupe s thêta , exposé e a u chapitr e V . 

Lorsque l a bas e es t u n t ra i t , l'existenc e d e K(L ) n e pos e pa s d e 
difficultés (§3) , grâc e à  l'existenc e de s modèle s d e Néron . L e poin t 
délicat es t l e "théorèm e d'orthogonalité " 2. 4 (iv) , établ i a u § 4 par un e 
méthode à  certain s égard s pe u satisfaisant e (cf . 4.2.5) . 

Au contraire , dan s l e ca s d'un e bas e d e dimensio n ) / 2 ,  l e poin t no n 
t r ivial es t l'existenc e (o u plu s exactemen t l a platitude ) d e K(L) , le s 
énoncés d e non-dégénérescenc e s e déduisan t san s difficult é d u ca s d'u n 
t r a i t . C'es t ic i qu e 1'"extensio n d e Raynaud " (don t l a constructio n es t 
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rappelée a u §2 ) jou e u n rôl e crucial , puisqu'ell e permet , grâc e à  forc e 
dévissages, d e s e ramene r a u ca s de s schéma s abéliens . 

On donne enfi n a u § 7 un e applicatio n d e l a platitud e d e K(L ) :  s i 
une variét é abélienn e A  su r u n corp s F  adme t u n modèl e semi-stabl e 
au-dessus d'u n modèl e norma l S  d e F  ,  i l e n es t d e mêm e de s a duale . 

1. Sous-groupes quasi-fini s d'u n group e semi-stabl e su r un e bas e hensé -
lienne. 

1.0. Soi t S  l e spectr e d'u n annea u loca l noethérie n hensélien R  , e t 
soient s  so n poin t fermé , k  so n corp s résiduel . O n se donn e u n 
S-schéma e n groupe s semi-stable A  y^J- s •  S î X  es t u n S-schém a 

SA 
e;uasi-f ini e t sépar é su r S  ,  nou s noteron s X  (  "partie finie " d e X ) 
son plu s gran d sous-schém a fin i su r S  ;  o n a  don c (cf . SG A 7, IX. 2.2.3) : 
(1.0.1) X  = X F jlX' 

où X F es t fin i su r S  e t o ù l a fibr e fermé e X ' d e X 1 es t vide . 
o 

1.1. E n particulier prenon s pou r X  u n sous-schém a e n groupe s ferm é H 
de A  , quasi-fin i su r S  .  Alor s H  es t u n sous-group e ouver t e t ferm é 
de H  ; nou s poseron s d e plus , dan s c e ca s : 

(1.1.1) H F N = (H D A ° ) F =  H FH A° 

("partie fini e neutre " d e H ) ;  c 'es t u n sous-group e ouver t e t ferm é d e 
. S i H 1 es t u n sous-group e ferm é d e H  , o n vérifi e immédiatemen t que 

(1.1.2) =  H D  H F 

(1.1.3) H^ N = H 1n Hf n . 

1.2. Supposon s d e plu s H  plat su r S  :  alor s H F e t H F N l e son t 
également puisqu'il s son t ouvert s dan s H  . Soi t T q

c A^ l e tor e maxima l 
de l a fibr e fermé e A q .  L e group e H  H T q es t d e typ e multiplicati f 
donc, d'aprè s SG A 7, IX. 6.1, s e prolong e e n u n uniqu e sous-group e fini , 
plat e t d e typ e multiplicati f d e H  , not é 

(1.2.1) Ĥ CI H ("parti e torique " d e H) . 

On a évidemmen t c  H f n ,  e t s i H^ H es t ferm é e t pla t su r S 
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on a 

(1.2.2) =  H 1H . 

Notons enfi n qu e s i S ' >  S es t u n morphism e local d e schéma s 
u f  n f 

locaux henselien s l a formatio n d e H  ,  H  e t H  commut e a u change -
ment d e bas e S 1 *  S .  Nou s poseron s enfi n 
(1.2.3) H A B =  H F R W ; 

ab 
c'est u n S -schéma e n groupe s fin i e t plat , don t l a fibr e fermé e H Q 

s'identifie à  u n sous-group e d e l a "parti e abélienne " A°/T O d e A Q . 
1.3. Soi t maintenan t U  u n S -schéma noethérien , e t soi t u n sous -
schéma e n groupe s fermé d e A  =  A x U  , quasi-fini e t pla t su r U 

U o 
(dans no s applications , U  ser a souven t u n sous-schém a ouver t d e S ) . 
Il exist e alor s m) / 1 te l qu e H TT<= A TT .  Comm e A  es t semi-stable , A 

U m  U  m 
est u n sous-group e ferm é d e A  , plat e t quasi-fini su r S  (SG A 7 , 
IX.2.2.1), e t nou s pouvon s don c pose r : (1.3.0) H J / 3 =  H u n ( M A F

) T J 

(1.3.1) 4% =  v  ( г / П ) и 
(1.3.2) H ^ / G =  H u n {y)v 

(on not e ic i 

Af =  (  A) f , etc. ) 
m m 

Il es t immédia t qu e ce s définition s n e dépenden t pa s d u choi x d e m 
(à caus e d e (1.1 .2), (1.1 .3) e t (1 .2.2) appliqué s au x inclusion s 

M A c m A  lorsqu e m^|m^) . D e plus le s troi s sous-groupe s d e ains i 
\ ^  f définis son t finis su r U  ca r fermé s dan s (  A  ) TT ;  i l es t d e plu s 

f— f  n m  U 
immédiat qu e ̂ u/ g e t H U/° s o n t ouvert s dan s Ĥ . ,  don c e n fai t finis 
et plat s su r U  . D e même : 
1.3.3. Lemme. Le group e H u/g £L§ . (1.3.2) est pla t su r U  . 

En effe t o n peu t encor e défini r ^u/ s comm e l e noya u d u morphism e 
composé 

(1.3.2) H^/G = Hun {y)v(1.3.2) H^/G = Hun {y)v 

de U-groupe s fini s e t plat s ;  i l suffi t don c d e voi r qu e c e morphism e 
est d e ran g localement  constan t su r U  , o u encor e qu' i l e n es t d e même 
du morphism e dédui t pa r dualit é d e Cartier . O r c e dernie r envoi e u n 
groupe fin i e t pla t ver s u n group e fini étal e ;  so n noya u es t don c ouver t 
et fermé , d'o ù l e lemme . I 
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Grâce à  1 .33 , nou s pouvon s alor s défini r l a " partie abélienne " 

(1.3.4) H ^ g =  H^ s /H^ / S 

de ;  c'es t u n U-schém a e n groupe s fin i e t plat . 
f f  n [i* 

1.3.5. Lorsqu e U= S i l es t clai r qu e le s groupe s Hu/3 '  Hu/s '  ^Ij/S ' 
TTab .  -, ,  TTf TTfn TTM' ,  TTab . , ^ \ Hŷ g coïnciden t ave c le s groupe s H U ,  B.^ , e t a e (1.0) , 
(1.1.1), (1.2.1) , (1.2.3) . 

De plus, l e schém a S  étan t fixé , leu r formatio n commut e à  tou t 
changement d e bas e U ' •  U  entr e S-schémas . D e faço n plu s générale , 
si l'o n a  u n diagramm e commutati f 

U' *  U 
ï ï r> i  ~  r* O *  O 

où S ' es t loca l hensélie n e t l e morphism e S ' — > S local, o n a , e n 
posant Hy , =  HyXyU' : 

(1.3.5.1) Hj? / S , =  H J ? / S =  (H^ S)X UU' 

et d e mêm e pour le s partie s finies , torique s e t abéliennes , l a premièr e 
égalité résultan t d u fai t déj à remarqu é qu e ^m A S'^ n =  m A~̂ n XS S '  * 

2. Rappels e t complément s su r 1 'extension d e Raynaud ;  énoncé d u théorème . 

2.0. Gardan t le s hypothèse s d e 1.0 , nou s supposeron s d e plu s qu e R  es t 
complet e t (pou r simplifier ) qu e A  es t à  fibres connexes . Nou s poseron s 
R =  R/m^ +1 ,  S  =  Spec(R ) , A  =  AX_ S ,  e t nou s désigneron s pa r n - R n  ^  n  n  S  n  ^ 
(2.0.1) A . =  ( A )  v , 

for n n)/0 
le schém a forme l complét é d e A  l e lon g d e s a fibr e fermé e A q .  Cett e 
dernière est , pa r hypothèse , extensio n d'un e variét é abélienn e B q pa r 
un tor e T q ,  e t o n e n dédui t (SG A 7 , IX. 7) un e suit e exact e d e 
S-schémas formel s e n groupe s 

ïï 
(2.0.2) 0  > T . = • A . — EPJL*. B,. 

for fo r fo r 
c'est-à-dire u n systèm e compatibl e (pou r n )/0) d e suite s exacte s d e 
S -schéma s e n groupe s 
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77 
(2.0.3) 0  * T * A ^  B  0 
v '  n  n  n où B  es t u n S  -schéma abélie n e t T  u n tor e su r S n n  n  n 
2 . 1 . Proposi tion. Soit L r u n G  -torseur cubist e su r A - ( c'est-c fo r —  m  fo r 
à-dire u n sy stème ( L )  \ „ d e G  -torseurs cubiste s su r A  munis  2 n  n  ¿0 —  m  —  n 
d'isomorphismes d e transition ). Alors L f o r ®[- lJ ( L

f o r ) provient cano -
nicfuement d  ' un G- torseur cubist e su r B f o r •  De plus i l exist e 
S1 >  S fin i étal e tel qu e (L _ )  ,  provienne d'u n G  -torseur 

1— fo r S  J m cubiste su r (B, - ) O I . for S 
Notons qu e s i l e corp s résidue l k  d e R  es t séparablemen t clos , 

la second e assertio n montr e qu e l e foncteu r nature l 
CUB(B-_ , G _  )  *  CUB (A,. , G )  es t essentiellemen t surjectif . 

for m,fo r fo r m,fo r J 

La premièr e assertio n résult e d e 1 ,7 .2 .3 appliqu é au x schéma s d e 
base S ^ .  L a second e es t égalemen t un e variant e "formelle " d e loc . ci t : 
en vert u d e 1 , 7 . 2 . 2 i l suffi t d e t r ivial ise r l a restrictio n d e L̂ _ à 

for 
T_£or (comm e extension , cf . 1 , 7 . 2 . 1 ) . Mai s pou r cela , compt e ten u d e 
SGA 3, X.3.3 , i l suffi t d e tr ivial ise r L  su r T  ,  c e qu i s e fai t 

o o 
après extensio n fini e séparabl e d u corp s d e base . B 
2 . 2 . Proposition. On suppos e qu' i l exist e su r A  un faiscea u inversibl e  
cubiste ampl e relativement à  S  .  Alors l'extensio n (2 . 0 . 2 ) est algébri -
sable, c'est-à-dire qu ' i l exist e un e ( unique) extension 
(2.2 .1) 0  ^  T r A^ B  *  0 
d'un S- schéma abélie n B  par u n S- tore T  ,  dont l'extensio n formell e  
associée soi t ( 2 . 0 . 2 ) . 

De plus l e foncteu r nature l 
( 2 . 2 . 2 ) CUB(A t=1,G _ ) ̂ CUB(A ^ ,  (E _  ) 

m,S fo r m,fo r 
déduit d e 1  ' isomorphisme (A^) ^ -  A £ es t un e équivalenc e d e catégories . for fo r 1 u  

Remarques : 
- L'extensio n (2.2 .1) es t appelé e (SG A 7 , IX ) 1'extension d e Raynau d 

attachée à  A  (cf . [ R2]). 
- L'hypothès e d'existenc e d'u n faiscea u cubist e ampl e es t satisfait e 

dès qu e S  es t normal :  e n effe t A  es t alor s quasi-projecti f su r S 
[RI] e t l'o n appliqu e 1 ,2 .6 . 
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Démontrons qu e (2.0.2 ) es t algébrisabl e (cf . SG A 7, IX.7) . Soi t L 
un G  -torseur cubist e su r A  , ampl e su r S  .  Alor s (L ® [-l],L)^_ 

m ' r A  fo r 
provient d'aprè s 2. 1 d'u n G^-torseu r ^fo r S U r ^fo r '  ̂ u^" e s ^ a m^^- e 

([Ri], XI.1.11 ) e t pa r suit e (EG A 111,5.1.4) B f Q r es t algébrisable . 
D'autre par t l e tor e T f o r provien t d'u n uniqu e tor e T  su r S  (SG A 3, 
X.3.3) e t l'extensio n (2.0.2 ) correspon d à  u n morphism e 
(2.2.3) X - > 

-for fo r 
de S-schéma s formel s e n groupes , o ù X  désign e l e dual de T  ,  e t B t 

le S-schém a abélie n dual de B  .  Comm e T  es t isotrivia l (SG A 3, loc . 
c i t . ) , X  es t somm e d e S-schéma s fini s étale s su r S  ;  e n conséquence , 
(2.2.3) provien t d'u n uniqu e S-morphism e X  *  qu i correspon d à 
l'extension (2.2.1 ) annoncée . 

Montrons qu e l e foncteu r (2.2.2 ) es t pleinemen t fidèle . Soi t 
L^CUB(At=1,G )  e t soi t a , un e trivialisatio n d e L, . su r A, -

m fo r fo r fo r 
Celle-ci indui t un e trivialisatio n ô _ =  &_(cr_ )  d e l a biextensio n 

for 2  fo r & (̂L,- )  su r A r XAr- .  Mai s considéron s l e diagramm e : 2 fo r fo r ro r ^ BIEXT( A^ , A^ ; G ) 
4 m 

BIEXT(Â  ,  A.- ; G ) for fo r m 
A 

BIEXT(B,B; G ) m BIEXT(B- ,B . ; G )  . for fo r m 
On sai t (SG A 7, VIII ) qu e le s flèche s verticale s son t de s équiva -

lences, e t i l e n es t d e mêm e de l a flèch e inférieur e pa r l e théorèm e 
d'algébrisation (EG A III , loc . c i t . ) don c auss i d e l a flèch e supérieur e : 
ainsi, ^for provien t d'un e uniqu e trivialisatio n 6  d e ¿S í̂̂ ) s u r 

A^ X A^ ,  c'est-à-dir e (1,3 ) qu e L  es t mun i d'un e structur e d'extensio n b h centrale d e A  pa r G m ,  commutativ e puisqu e A  es t semi-stabl e a 
fibres connexes . Comm e on a  ô _ =  & 0(cr_ )  cett e extensio n es t d e plu s 

for 2  fo r * 
munie d'un e trivialisatio n cr _ su r A, - .  O r l e foncteu r nature l 

for fo r h 
EXT(A , G )  EXT(Ar r ,  <G .  ) 

m fo r m,fo r est un e équivalence :  o n a  e n effe t l e diagramm e d e suite s exacte s 

0 Hom(Â ,G ) 
m 

- Hom(T,Gm) > Ext 1(B,G ) m 
(a) (b) (c) 

0 Horn ( Ar , G -  ) for m,fo r Hom(T£ , G -  ) for m,fo r 
1 v 

• Ext (B - , G -  ) for m,fo r 
Ext1(Ab',G ) m Ext1(T,G ) m 

(d) (e) 
•Ext1(A c , G -  ) for m , for - Ext1 (T. fG .  )  . for m,fo r 

86 



LE GROUPE K(L) 

Comme la catégorie de s tore s su r S  es t équivalente à  celle de s 
"tores formels " (e t d'ailleurs à  celle de s tore s su r S q = Spec k  , cf. 
3GA 3, X.3.3), (b ) et (e) sont de s isomorphismes , d e même que (c ) par l e 
théorème d'algébrisation , don c (a ) et (d) sont de s isomorphismes , d'o ù 
notre assertion . E n particulier l a trivialisation cr _ d e l'extension - fo r 
L'for provien t d'un e trivialisatio n o r d e L  , cqfd . 

Montrons qu e (2.2.2 ) es t essentiellement surjectif . Soi t 
L r £  CUB(A^ , G -  ) . D'aprè s 2. 1 i l exist e S ' * S fin i étal e tel 

for fo r m,fo r ^ 
que L f o r

 =  ( Lfor^S' provienn e d'u n Mf o r

 s u r B f 0 r '  l u i ~ m ^ m e algébri -
sable e n M 1 su r B' , donc L f o r s'algébris e e n L  ' =  77*(M') su r 
(A^)'. I l s'agi t dè s lor s d e redescendre L ' à  S  . Considéron s les 
diagrammes 

S" =  S ' Xg S 1 -£ > S' s 
(2) 

P 
a) 

p p 
s" =  s1 x0 s' n >  S ' — -iU S ( n >/0) n n  S n (  2 ) n n 

où l'o n a  posé S ' = S ' X^ S .  Comm e L ' provien t d e su r S  , n S  n fo r ^  fo r 
( 1 )  * # V (  2 ) * on a  pour tou t n  un e donné e de descente p  L ' * - p L ' ,  c 1 est-a--n n  n  n 

U (1) * (  2 ) * - 1 dire un e trivialisatio n su r AT,, , de p  L  ' ® p L ' ,  ou encor e un e S n  ̂ n n 
n (  1 ) * O S ( 2 ) * - 1 trivialisation, au-dessu s d e ,  de p  L'® p L ' ,  ce s t r iv ia l i -

sations étan t compatible s pou r n  variable . Or , comme S " es t lui-même 
somme de spectres d'anneau x locau x complets , o n peu t applique r l e résulta t 
de plein e fidélit é précédent , d'o ù un e trivialisatio n su r Â „ de 

( 1 ) * (  2 ) * - 1 , p L ' ®p L ' qu i es t bien entend u un e donné e de descente. • 

2.3. Gardon s le s hypothèses d e 2.0, e t soi t m  un entie r ) / 1 .  Procédan t 
comme expliqu é e n SGA 7, IX.7. 3 pou r le s modules d e Tate, o n trouve de s 
isomorphismes canonique s 

(mA >" ~m T 

(2.3.1) ( mA) f =  ( m A ) f n - m ( A ^ ) 
( A) a b -  B 
m m 

de S-schéma s e n groupes, caractérisé s pa r l a condition d'induire , sur 
les complété s formels , le s isomorphismes naturel s 

(mA )for "  m ( Afor } "  m ( Afor } "  ^ ^ f o r 
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(resp. le s isomorphism e s analogue s (  . A)^ ,  —  (, . T).„ _  e t 
( r a A ) fo r - ^ W " 

Soit maintenan t U  u n S-schéma , e t soi t H  ,  comm e clan s 1.3 , u n 
sous-schéma e n groupe s fermé c e A ^ ,  plat e t quasi-fin i su r U  .  On 

M* f  n alo 
dispose alor s de s U -groupes fini s e t plat s Hy/g > '  Hu/° '  c o n t e " 
nus respectivemen t dan s (  A^)TT ,  (  A 1"11)^ e t (  A a^°)TT dè s eu e H TT̂ = A_ T 

m U  m  U  m  U  "  U  m  u 
Grâce au x isomorphisme s (2.3.1 ) o n e n dédui t de s U -groupes fini s e t 
plats, note s Hy/ g /  Hu/c '  H u / C P o u r fa:.re  jol i , e t défini s pa r l e 
d i ag ramrae commut a t i f 

(2.3.2) 

O M» 
Hu/s 

fn 
HU/S 

ab 
Hu/s 

0 

HU/3 Hu/s ' Hu/s • 0 

o ( T ) vm JXJ n m U m U 0 

O T B 0 

où le s ligne s son t exacte s e t o ù le s isomorphisme s entr e le s ceu x pre -
mières ligne s son t induit s pa r (2.3.1) . I l es t clai r d'autr e par t qu e 

i " h les sous-groupe s Hu/S '  etc. de T  ,  A  e t B  son t indépendante ; d u 
choix d e m  . 

(Bien, qu e Hu/S e t H U/S E O - e n t canoniquemen t isomorphe s i l es t 
préférable, a u moin s dan s l'immédiat , d e mainteni r l a différenc e d e 
notation). 

Nous pouvon s maintenan t énonce r l e théorèm e principa l d e c e chapitre . 

2.4. Théorème. Soient S  un schém a intègr e localemen t noethérie n normal , 
i] son poin t générique . Soit A  ^ r S  u n S- schéma e n groupe s semi -
stable (11,1.2.7 ) tel eu e s a fibr e génériqu e A ^ soit un e variét é abé -
lienne, et soi t u n - torseur cubist e su r A ^ .  On suppos e qu e : 

est no n dégénéré , i . e . le group e K(L^ ) est fin i (1,4.2 ) ( ce  
dernier ser a not é )  ; 

admet u n prolongemen t cubist e L ° sur l a composant e neutr e 
A° d e A  ; 

(la premièr e hypothès e es t vérifié e pa r exempl e s i es t ample , et l a 
seconde s i S  est régulie r ou s i es t symétriqu e (11,3.2. 2 e t 3.3)) . 
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Alors : 
(i) se prolong e e n u n uniqu e sous-group e ferm é K g d e A 

qui es t pla t et quasi-fin i su r S  ( et qu i es t don c nécessairemen t  
l'adhérence schématiqu e d e dan s A) . 

(ii) I l exist e u n uniqu e accouplemen t altern é 

e^1 :K rXK p ^  € . 
S S  S  m , b 

prolongeant 1'accouplemen t e Lll d e [M2l , §  23. De plus s i K  est fin i 
L ° sur S  ,  e 71 es t un e dualit é parfaite . 
b 

( i i i ) On suppos e qu e L  admet u n prolongemen t cubist e L c su r A . 
Alors l a restrictio n à  K g X A de l a biextensio n ^(L^ ) est muni e d'un e 
trivialisation prolongean t cell e d e ^(L^ ) définie e n I,§4 , de sort e que d'aprè s loc. c i t . l e G  -torseur L . i  _ e st mun i d'un e structure -1 ^  m  S  I Kg  

naturelle d'extensio n centrale , notée 

1 >  G c ^  CJ(L̂ ) *  K0 ^  0 
m, S ^  o  S 

et d'un e actio n d e cett e extensio n su r L ^ .  De plus l a form e d e (ii ) 
coïncide alor s ave c l a form e commutateu r d e 1'extensio n Q(L C). 

(iv) ( Théorème d'orthoqonalité ). On suppos e qu e S  est l e spectr e  
d'un annea u loca l hensélie n R  , de sort e qu e (§1 ) K g es t mun i d'un e 
filtration K ^ C K^n c K  .  Alors Ki n es t l'orthogona l d e K ^ pour l a 

L a b forme e  71 ,  et l a form e induit e su r l e quotien t K ' est un e dualit é 
parfaite. Si d e plu s K g es t fin i sur S  ,  e ^ induit un e dualit é par -
faite entr e K ^ e t K_/K^ n . 

o o  o 
(v) On suppos e qu e S  = Spec R o ù R  est loca l complet , et qu e 

A est à  fibre s connexes , de sort e qu e 1'extensio n d e Raynaud 
о > T A$ > в о 

de A  est défini e (2.2) . D'après loc . c i t . , i l exist e u n uniqu e 
G -torseur cubist e L ^ sur A ^ dont l e complét é forme l soi t (L° ) r-m e _  S  fo r 
Supposons alor s qu e If 1 provienne  d'u n G- torseur ( cubiste) L  sur 
B ( ce qu i es t vérifi é e n tou t ca s aprè s changemen t d e bas e fin i étal e 
d'après 1,7.2.3) . Alors l e sous-group e K n d e (2.3.2 ) coïncide ave c — L  a b K(L), et l a form e induit e pa r su r K c K ^ grâce à  (iv ) coïncide L o  b  b 
avec e 
2.4.1. Lemme. Supposons 2. 4 ( i) , ( i i ) , ( i i i ) établis chaqu e foi s qu e S 
est u n t ra i t , e t 2. 4 (i ) établi pou r A  , 3  ,  L ^ donnés . Alors 2. 4 (ii ) 
et ( i i i ) sont vrai s pou r A  , S  ,  Lr ) . 
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En effet , appliquan t (ii ) e t ( i i i ) au x point s d e codimensio n 1  de 
S ,  o n voi t qu'il , exist e u n gro s ouver t (11,3.1 ) Uc s e t un e form e 
alternée 

e ! ? : K u X K u ^ V u ( a v e c Kv-W 
L 

prolongeant e  ^  .  Mai s comm e K g es t plat su r S  ,  KyXK y contien t 
tous le s point s d e profondeu r (  1  de K nXKp ,  don c eî ^ s e prolong e e n 

b b  U 
e ^  ,  évidemmen t bilinéair e alterné e pa r densité . D e plus s i K 0 es t 
b y  o 

fini su r S  ,  e^ T| défini t u n morphism e d e dan s so n dua l d e Cartier , 
qui es t u n isomorphism e e n codimensio n 1 , don c es t u n isomorphisme . 

La démonstratio n d e ( i i i ) es t tou t à  fai t analogu e :  un e t r ivial isa -
tion d e ^(Ly ) su r K̂ X (ave c le s notation s ci-dessus ) s'éten d e n 
une trivialisatio n d e ^(L^ ) su r K nXA pa r l e mêm e argument d e 
profondeur. • 

Nous allon s don c commence r (§ 3 e t 4 ) pa r démontre r 2. 4 lorsqu e S 
est u n t r a i t ;  dan s c e ca s l e théorèm e reposer a d e faço n essentiell e su r 
l'existence d u modèl e d e Néro n d e l a variét é dual e aJ t . 

3. Le ca s o ù S  est u n t ra i t :  généralités. 

3.0. Dan s c e §  on fix e S  = Spec A , o ù A  es t u n annea u d e valuation 
discrète d e corp s d e fraction s F  e t d e corp s résidue l k  .  O n note 
T] =  Spec F ,  s  =  Spec k ,  e t T =  FX/AX . 

On s e donn e d e plu s u n S-schém a e n groupe s liss e d e typ e fin i 
A r >  S ,  te l qu e l a fibr e génériqu e A ^ soi t un e variété abélienn e su r 
F (mai s o n n e suppos e pa s A  semi-stable) . O n note A ? l a dual e d e 

t t  . 
Â  ,  e t A  l e modèle d e Néro n d e A ^ su r S  .  Enfi n o n not e l a 
biextension d e Poincar é d e (A ,̂A^ ) pa r . 

Soit L ^ u n G m~torseur rigidifi é su r A ^ ,  qu e l'o n muni t d e so n 
unique structur e cubist e compatibl e à  l a rigidification . O n a alor s u n 
homomo rphi sme 

\ : \ —  < 
(cf. 1,4.1 ) défin i pa r l a conditio n 
(3.0.1) (cp L XId A -  & 2

( I V 7 

1'isomorphisme (3.0.1 ) es t alor s uniqu e s i o n lu i impos e d e respecte r le s 
rigidifications, ou , c e qu i revien t a u même , le s structure s d e biexten -
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310ns. Rappelon s auss i l e group e 

K(L„) =  Ker(9T )  (1,4.2 ) 

et l e < G -torseu r su r K(L^ ) 

9<V =  SlK(i^) ( I ' 4 - 4 ) 

qui es t mun i canoniquemen t (I,§4 ) d'un e structur e d'extensio n central e 
et d'un e actio n d u group e sous-jacen t su r l e torseu r L ^ .  Enfi n o n not e 

9<V = SlK(i^)9<V = SlK(i^) 

la form e commutateu r associé e à  cett e extension , qu i es t u n accouplemen t 
alterné. 

3.1. Appliquon s maintenan t a u morphism e co la propriété universell e 
du modele de Néro n A  :  o n obtien t u n uniqu e S-morphism e 

(3.1.1) 9<V = SlK(i^) A t 

prolongeant c p ,  e t 1 1 on pos e 

(3.1.2) K0(L„) =  Ker(cp )  • 

c'est u n sous-S-schém a e n groupe s ferm é d e A  (no n nécessairemen t pla t 
sur S ) prolongean t K(L^) . 

3.2. Lemme. Soit A^ ^ le plu s peti t sous -S-crroupe ouver t d e A  conte-
nant Kg(L^ ) :  i l exist e alor s un e uniqu e biextensio n E  d e (A ^ ,A ) 
par prolongean t ^ 2(L^) ;  cette biextensio n es t muni e canoniquemen t 
d'une trivialisatio n ( 7 au-dessus d e K (̂ L )  X A , et d'u n isomorphism e  
de symétri e 

5 :  E  [ i l [ i ] 
AL XA L J 

9<V = SlK(i^) 
AU X A 

(où s  : A ^ X A ^ A ^ X A ^ est l'échang e de s facteurs ), prolon-
geant le s donnée s naturelle s analogue s su r $ ^ (LTJ  ̂'  en particulie r § 
est l ' identi t é su r l a diagonale ). 
Démonstration :  poson s pou r abrége r K ^ =  K(L^), K g =  KgfL^), ^  = \ 
cp =  cp Soi t A t , ° l a composant e neutr e d e A t ;  alor s o n a 

71 Tl l - 1 t  o  t évidemment A  c i cp g ( A t / 0 ) . Comm e A t , ° es t à  fibre s connexes , i l 
existe (3G A 7, VIII.7.1 ) un e uniqu e biextensio n P  d e (A t ,°,A) pa r 
Gm prolongean t P ^ .  I l suffi t alor s d e pose r 
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E =  (CP g X ldA) (Pg ) 
qui prolong e ^ 2(L^) pa r (3.0.1) . L'unicit é d e E  ,  ains i qu e 1'isomor -
phisme d e symétri e §  ,  résulten t d e SG A 7, loc . c i t . L a tr ivialisatio n 
de E  su r K g X A provien t d e l a définitio n d e E  e t d e K 0 .  • 

La tr ivial isatio n a  e t 1'isomorphism e d e symétri e §  donnen t 
naissance, comm e e n 1,3.3.5 , à  un e second e trivialisatio n c r d e E  su r 
K X K ,  d'o ù u n accouplement alterné , "différence " d e c r e t c r : 

(3 .2 .1) e^ l :  K Q(L„) XK„(L„ ) G ( C T = L 7 1 - ) 

S S ^ S 7 ! m, b S 
qui prolonge l'accouplemen t ,  cec i grâc e à  1,3.3.6 . 

3.3. Donnons-nou s d e plu s u n G  -torseur cubist e L ^ su r A  , prolon -
- m  S  ^ 

géant L ^ .  O n posera alors , pou r simplifie r l 'écri tur e : 
<PT =  cp T c  :  A  *  A* " 

LS V S 

(3.3.1) K(L S) =  KgCL̂ ) 
eLS =  e ^ :  K(L P)XK(LC) © 

b s  b  m , b 
On vérifie immédiatemen t qu e s i A  es t u n schéma abélien , ce s nota -

tions son t compatible s ave c le s notion s habituelle s (I,§ 4 e t [M2] , §23 ) : 
par exempl e K(L C) es t bie n l e "group e de s translation s qu i respecten t 
V -

D'autre par t noton s A'̂ CTA *" l e plu s peti t sous-group e ouver t d e 
t t A contenan t l'imag e d e <P T ,  e t soien t <ï > e t $ ' le s groupe s d e 

L s .  t 

composantes connexe s respectif s de s fibre s fermée s A q e t A ^ .  Consi -
dérons l e morphism e 

<PT Xld , :  AX A •A^X A . 
LS A 

3.3.2. Lemme. I l exist e un e ( unique) biextension P i d e (A' t,A) par 
b 

Ĝ  s prolongean t P ^ ,  et 1'o n a  u n ( unique) isomorphisme d e biexten -
sions : 
(3.3.2.1) (c p x  Id_ )*(PA) -  & 9(LQ) 

Lg A  o  z  b 
prolongeant (3.0.1) . De plus l a restrictio n d e & 0(LG) à  A^XA^ 1 ^ 

Til 
est canoniquemen t isomorph e a  l a biextensio n E  d e 3. 2 (A L étan t  
comme dan s loc . c i t . ) . 
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Démonstration :  d'aprè s SG A 7, VIII.7.1 , l'obstructio n à  l'existenc e d e 
Pg s'interprèt e comm e un accouplemen t 

dCP )̂ :  QltxQ ^  (QA)k . 

Comme su r l a fibr e génériqu e o n a  ^ 2(L^) -  ( 9̂  X Id)*(P^), l'obstruc -
tion à  prolonge r l a biextensio n ^^(h^) su r AX A es t l'applicatio n 
composée : 

9qXId d( P ) 
— ^  $'rxç& !— * (Q/Z')k 

où $ s es t indui t pa r <P g don c es t surjectif pa r définitio n d e A f t . 
Comme ^(L ) es t prolongé e su r AX A (pa r ^(Lg)) , cett e applicatio n 
composée es t null e don c d( P )  =0 puisqu e cp n X Id es t surjectif . Cec i 
prouve l'existenc e d e P g e t le s autre s assertion s résulten t d e l 'unicit é 
du prolongemen t (SG A 7, loc . c i t . ) . • 

3.3.3. L'isomorphism e (3.3.2.1 ) fourni t un e trivialisation naturell e d e 
la restrictio n à  K c X A d e l a biextensio n $ 0(L^), prolongean t l a t r i -
vialisation habituell e d e ^^(1, ) s u r ^  x \ *  D 'après I,§ 3 o n e n t i r e 
un S- schéma e n groupes , extension central e d e K 0 =  K(L0) pa r G 

g g  m , S 
et not é Q (L0) ;  l e G-torseu r su r K(L P) sous-jacen t à  Q (L ) 

o m  o  o 
s'identifie d e plu s à  l a restrictio n d e L g à  K(L g), e t 1'o n a  un e 
action à  gauch e d e Q (Lg) su r L g ;  ce s donnée s prolongen t l e group e 
Q.(L̂ ) e t so n actio n su r L ^ .  Enfi n i l résult e d e 1,3.3. 6 e t d e l a 
compatibilité d e E  e t & 0(L 0), qu e l a forme commutateu r su r K(L 0) 
déduite d e Q( L )  coïncid e ave c l a form e e  s =  d e (3.3.1) . 

o S 
3.4. Proposition. Sous le s hypothèse s d e 3.0 , supposons d e plu s qu e 

(a) A  est semi-stabl e 
(b) L ^ est no n dégénéré , i . e . K(L^ ) est fini . 
Alors : 
(i) le morphism e cp ° induit pa r c p „ sur le s composante s 

Urç , o L , b 
neutres A ° e t A t / 0 es t surjectif . plat e t quasi-fini . 

(ii) c p est pla t e t quasi-fini . 
L^b 

En particulie r l e group e K g(I^) d e (3.1.2 ) est pla t e t quasi-fin i 
sur S  . 
Remarque. L'hypothès e d e semi-stabilit é es t essentiell e :  prendr e pou r A 
une courb e elliptiqu e à  réductio n additive , e t pou r L ^ l a puissanc e 
p-ième (ave c p=car(k ) )  0) d e l a polarisatio n canonique . Pa r contr e s i 
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A es t semi-stable mai s quelconque , j 'ignor e s i K^(h^) es t 
toujours pla t su r S  . 

Démontrons 3 .4. Comm e A ° es t u n sous-group e ouver t d e A  , (i i ) 
résulte d e ( i ) . Montron s don c ( i ) . Comm e c p =  cp es t fini , i l exist e 
m )  0 e t 0 ^ : A^ *  A^ tel s qu e v ^ 0 ^ soi t l a multiplicatio n pa r m 
dans A ^ .  Comm e A  es t semi-stabl e c'es t u n sous-groupe ouver t d u 
modèle d e Néro n à d e A ^ (SG A 7, IX. 3.2) don c 0 ^ es t indui t pa r u n 
morphisme 0 ° :  At'° ̂ A°=*fc ° ,  qu i vérifi e 0 °ocp° = [ml_ 0 -  O r [m]_ 0 

est quasi-fin i puisqu e A  es t semi-stabl e ;  i l e n es t don c d e mêm e de 
qui es t pa r suit e surjectif pou r de s raison s d e dimension , e t don c 

o 
plat grâc e a u critèr e d e platitud e pa r fibres (EGA IV, 11.3.10) . B 
4. Le ca s o ù S  est u n t r a i t :  démonstration d e 2.4 . 

4.0. O n s e plac e maintenan t sous les hypothèse s d e 2.4 , ave c d e plu s 
S =  Spec A comm e au §3 . Grâc e au x construction s d u §3 , le s partie s ( i ) , 
(ii) e t ( i i i ) d e 2. 4 son t démontrée s su r S  ,  sau f l 'assertio n d e non -
dégénérescence d e ( i i ) . Cependan t : 

4.1. Lemme. L'assertion d e non-dégénérescenc e d e 2. 4 (ii ) résulte d e 
2.4 (iv) . 
Démonstration :  o n peu t évidemmen t remplace r A  pa r so n hensélisé . 
Supposons K  fin i su r S  e t soi t N  l e noya u d e e 0 =  ,  c 'est-à -fa o  o  ^ 
dire l e noya u d u morphism e d e K g dan s so n dual de Cartie r K g défin i 
par e s . 

On a  d'abor d N C (K^) 1 =  K^ n d'aprè s 2. 4 (iv ) ;  d'autr e par t l a 
o fa 

dernière assertio n d e 2. 4 (iv ) montr e qu e N n K g =  {o } ,  don c N  s'iden -
t i f ie à  u n sous-groupe d e Kg n/Kg =  Kg b ,  d'o ù N  = 0 puisqu e l a form e 
induite su r es t un e dualit é parfaite . • 
4.2. Prouvon s maintenan t 2. 4 (v) , ains i qu e l'inclusio n K ll c(K^ n) J" d e 

L fa fa 
2.4 (iv ) e t l e fait , affirm é dan s 2. 4 (iv) , qu e eA indui t un e dualit é a'b * parfaite su r K g .  Pou r ce s deu x dernière s assertion s nou s pouvon s 
supposer A  à  fibre s connexes , remplace r l'annea u R  pa r so n complété , 
puis effectue r u n changemen t d e bas e fin i étal e d e manièr e à  nou s place r 
sous le s hypothèse s d e 2. 4 (v) . Poson s alor s L  = L° .  O n dispose alor s 
de 1'extensio n d e Raynaud 

0 > T >  A^ B  >  0 
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et d u G  -torseur cubist e su r qu i "algébrise" •'-'fo r '  a i n s i ' 
par hypothèse , qu e d'u n G^-torseu r cubist e L  su r B  te l que 

7T*(L). L'existenc e d e L  équivau t d'ailleur s à  celle d e ^ 
descendant L f o r

 s u r l e schém a forme l B f o r "  de plus , notan t pou r sim -
plifier K = Kg ,  j e dis qu' i l suffi t d'établi r : 

( 4 . 2 . 1 ) l e schém a forme l ( K a b ) f Q r =  ( Kf n ) f o r / ( K ^ ) f Q r < = B f Q r s'identifi e 
à K ( L f o r ) "  d e P l u s l a restrictio n d e e L ( 3 . 3 . 1 ) à 
(K"̂ n) X  (K"̂ n) es t l'application composé e : 

K̂  X  K^ for fo r K? XK ? =  K(L_p )  XK(L. ) for fo r fo r fo r 
L^ for e 

G m, for 
(notons qu e K f Q r = "̂ fo r P u i s c ï u e A  e s t à  fibre s connexes) . 

En effe t cec i établir a bie n 2 . 4 (v) et l'inclusio n K ^ c (K^ n) 1 , ab b  b mais auss i l 'assertio n d e dualité parfait e su r K  puisque , comm e 
ab -  -  ,  , ,  , K,. =  K(LC )  es t fini, l e faiscea u L r es t non dégénér é su r B£ for fo r fo r —= j 3 fo : 

et l'o n sait ([ M2], §  23) que cec i impliqu e qu e e  es t non dégénéré e 

Considérons maintenan t l a composante neutr e A t , ° d u modèl e de 
Néron A* " de A ^ . Comm e ell e es t semi-stable, o n a  encore un e extensio n 
de S-schéma s formel s e n groupes 

о T' 
for 

for -> B ' 
for 

• о 

(ainsi qu e l'extensio n d e Raynaud correspondante, qu e nou s n'utiliseron s 
pas i c i ) . O n sai t d'autr e par t qu' i l exist e un e uniqu e biextensio n P  de 
(A t / 0,A) pa r G m s ,  prolongean t l a biextension d e Poincaré (§3 ) et u n 
unique isomorphism e d e biextension s su r AX A : 

( 4 . 2 . 2 ) ( C P L X I d A ) ( P ) 

d'où un e trivialisatio n d e $ 2(L) su r K  X K qu i sert à  définir e 
Or le morphisme c p donn e naissanc e à  un diagramm e commutati f 

0 for for B 
for 

0 

cp 
yL,for 

cp 
t L , for 

0 TL for 4 ' ° 
for 

for 0 

et d  autre par t d'aprè s SG A 7, VIII. 3.5 l a biextension P ^ su r 
t / 0 _  f o r 

A f ' XA. F s e redescend e n une uniqu e biextensio n P _ d e (BJ . ,B r ) ror ro r -  _  for fo r for 
Par G  .  Comm e & 0 (L )  s e redescend e n &~(L, - )  su r B  _ XB r , m, ror 2  ro r 2  fo r fo r fo r 
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on en déduit grâc e à  loc . c i t . un unique isomorphism e d e biextension s 

(4.2.3) *  <L )   ̂ ( V f Q r X I d )*(P f o r ) 
for 

qui descen d (4.2.2) . 
Or o n sai t (SG A 7, IX.7.4 ) qu e l'o n peu t identifie r B f o r s u schéma 

abélien forme l B f o r dua l d e B f o r '  d e sorte qu e P f o r correspond e à 
biextension d e Poincaré su r B f Q r X B f o r *  L ' i s o m o r P h i s m e (4.2.3 ) montr e 
alors que , modul o cett e identification , o n a 

(4.2.4) c p =  cp- :  ^  B ^ L,for Lj . fo r fo r for 
Comme il est immédiat qu e Ker(^ L f o r ) = K f o r

 =  K for '  e t d o n c c ï u e 

K e r ̂ L for = K for '  ( 4 ' 2 - 4 ) montr e bie n qu e =  K(L )  = Ker(cp- ) . 
' fo r 

Enfin l a compatibilit é d e (4.2.2) e t (4.2.3) nou s di t que l a t r iv ia l i sa -
tion d e ^2^ Lfor' S U r K for X Kfor ̂ U ~̂ ^ ^ n ^ efor e S t ^ m a < ? e réci -
proque , via 

XKr ^  K^b XK ? =  K(L r )  XK(Lr )  , 
for fo r fo r fo r fo r _ for 

de l a tr ivialisation d e ^2^for ^ C^U ~̂ ^ f i n i t e  "^°r . Cec i achèv e de 
prouver (4.2.1) . 

4.2.5. Remarque. L'auteu r regrett e d'avoi r e u à ut i l iser l a dualité de s 
parties abélienne s BfQr e t BfQr (SGA 7 , IX.7.4) , laquell e repos e dan s 
loc. c i t . sur un théorèm e d'orthogonalit é (pou r le s modules d e Tate) 
tout à  fai t analogu e a u nôtre, e t qui devrai t l'implique r d e manière 
beaucoup plu s "formelle" . 

4.3. I l rest e à  établir 1'égalité K f n = (K^)^ ,  ains i qu e l a dualit é 
LL / f n 

entre K  e t K/K dan s l e cas fini . Nou s allon s l e fair e sou s les 
hypothèses générale s d e 2.4 (iv), i . e . sans suppose r qu e di m S  = l , e t 

f n M * i 
en uti l isan t seulemen t l'inclusio n K  c  (K ) 

D'abord l 'égal i t é K f n = (K^) 1 entraîn e l 'assertio n d e dualité : 
en effe t l a form e e g indui t u n morphism e 
(4.3.1) K/K fn >  (K^f 
qui es t un isomorphisme su r les fibres génériques , parc e qu e e L r ) es t 
une dualit é parfait e ( L étan t no n dégénéré ) e t que pa r hypothès e K^ n 

est l'orthogona l d e K  . Comme les deux groupe s concerne s son t étale s 
sur S  , et fini s pa r hypothèse , (4.3.1 ) es t bien u n isomorphisme, cqfd . 
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I l suffi t d'établi r l 'égali t é K F N =  (K^) 1 su r le s fibres généri -
ques :  e n effe t (K^) 1 , qu i es t pa r définitio n l e noya u d'u n morphism e 
de K  dan s l e group e étale ( K ) ,  es t ouver t (e t ferme ) dan s K  don c 
plat su r S  ,  e t l e quotien t d e ( K ) pa r so n sous-group e fin i e t pla t 
K es t don c pla t e t quasi-fin i don c nu l dè s qu e s a fibr e génériqu e es t 
nulle. 

Pour tou t m  )/1 ,  introduison s le s groupe s 

(4.3.2) K m =  K s(L®m) .  =  K(L^) 

dont chacu n es t mun i d'un e form e alterné e 
<S>m 

e =  ê H :  K  X  K + G _ 
m S  m m m , b 

< 4 ' 3 - 3 ) 0 m 
e m =  e Ll^ :  K  X  K » G 

m,Ti m ,7i m ,T] m ,T] la form e e  étan t un e dualit é parfaite . m,T] 
Comme c p ^ m =  mcp ,  o n a 

(4.3.4) K m^ =  [m3^( V 

et o n rappell e ([M2] , §  23) qu e pou r x £ e t y  € K M ,  o n a 

(4.3.5) e  (x,y ) =  e  (x,my ) . 

Par densité , (4.3.4 ) e t (4.3.5 ) entraînen t respectivemen t 

(4.3.6) K M =  [m ]^1(K) 

(4.3.7) e m(x,y) =  e c(x,my) (x ^K ,  y  € K  )  . 
m S  m 

La démonstratio n v a consiste r à  compte r le s dimensions . Poson s 
(4.3.8) d  =  r g ,  d ^ =  r g ,  d f =  rg K F N 

g =  dim Â  ,  g ^ =  dim T q ,  g & =  dim B q =  g-g^ 

(on rappell e qu e T  es t l e tor e maxima l d e A  ,  e t B  =  A°/T ) . ^ o  o  o  o 7 o 
4.3.9. Lemme. Pour tou t m  )/ 1 ,  on a  : 

rg K  ^  =  d m   ̂,  r g K  =  d. . m  ,  r g K  =  m ^ m,T | ^  m  M » ^  m  f 
i 

De plus o n a  ( K )  c  ( K )̂ m (o ù ± m désign e l'orthogona l pou r e  ) 
et cett e inclusio n indui t u n isomorphism e 
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(4.3.9.1) K ' K ^ 1 ^ » ^ • 

Les assertion s su r le s rang s son t immédiates , l a premièr e e n remar -
quant d'aprè s (4.3.4 ) qu e K  es t extensio n d e K  pa r A  ,  le s 
deux autre s résultan t d e faço n analogu e d e (4.3.6 ) e t d u calcu l d u ran g 

i 
sur l a fibr e fermée . L'inclusio n (K^) ±c= ^ K

m^ m résult e d e (4.3.7 ) :  s i x€ (K ^ )1 e t y€K ^ »  on a  e  (x,y ) =  e(x,my) =  0  ca r m y £ K H K ^ = m m  j~ _  m 
(1.2.2). Enfin , d'aprè s (1.1.3 ) o n a  K  H  K  = K  don c l e morphism e 

m 
(4.3.9.1) es t u n monomorphism e ;  mai s d'autr e par t comm e e m es t no n 
dégénérée o n a 

i 2cr-c r rg ( K _  ) =  r g K  /r g K  =  —  m ; ^v rn, V ^  m,'!] 7 ^  m ,Ti d M* 
par suit e l e ran g d u secon d membr e d e (4.3.9.1 ) es t ^   ̂,  don c es t 
indépendant d e m  don c éga l (e n faisan t m = 1) à  celu i d u premie r 
membre. B 

4.3.10. Lemme. Pour tou t m^ l ,  le morphism e d e multiplicatio n pa r m  : 

( K £ ) ± m JS U ( K V 

est u n épimorphisme . 
En effe t soi t <p :  K — > K l e morphism e indui t pa r l a form e m m , T] m,T ] ^ 

e ^  (d'u n côt é o u d e l 'autre , a u choi x d u lecteur ) e t ij) = ij) :  K •  K . 
m,Tl 1  T | i l 

On a alor s l e diagramm e commutati f : 
K 
m. Ti 

K 
m,T] 

can m,ri 

Xm 1 
can 

2 
can 

KK 
K 

K KK 
K 

can KKK 
KK 

1 2 * 
où le s flèche s ca n ,  ca n ,  ca n son t déduite s pa r dualit é d e Cartie r 
des inclusion s naturelles . L a commutativit é d u carr é d e gauch e résult e 
de (4.3.5) . Pa r définition , (K ^ )  m (resp . ( ) 1 ) es t l e noya u d e l a 

m,îi ' H 
flèche composé e su r l a premièr e (resp . deuxième ) ligne . Pa r l e lemm e du 
serpent, i l suffi t d e voi r qu e l a flèch e Ker(can1) 2 

Ker(can ) 
est surjective , c e qu i équivau t pa r dualit é à  1'injectivit é d e 

ÏÏI,TI/ T ) K / K m, ty T Î 
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autrement di t à  l 'égali t é =  K H qu i résult e d e (1.2.2) . • 
T| r ) m , T] 

4.3.11. Le s lemme s 4.3. 9 e t 4.3.1 0 montren t que , pou r tou t m  )/1 ,  l a 
multiplication pa r m  dan s l e group e (X^)2"/K^n est surjective. Comm e 
ce group e es t fin i i l es t alor s nécessairemen t nul , c e qu i achèv e l a 
démonstration. 

5. Démonstration d e 2. 4 (i ) :  cas o ù A  est à  fibre s connexes . 

5.0. Plaçons-nou s maintenan t sou s le s hypothèse s générale s d u théorèm e 
2.4. L'assertio n 2. 4 (i ) étan t d e natur e locale , nou s pouvon s suppose r 
que S  es t affine , e t même , grâc e à  EG A IV, 8.8.2 , qu e S  es t l e 
spectre d'un e ^-algèbr e d e typ e fin i e t normale . D'autr e par t comm e 
2.4 es t démontr é e n dimensio n 1 , i l exist e u n gros ouver t UC s (II , 3.1 ) 
et u n sous-group e ferm é K^ c ,  pla t e t quasi-fin i su r U  , prolongean t 

, e t mun i d e plu s d  ' une form e alterné e ê . prolongean t e Lrl .  S e 
plaçant au x point s maximau x d e S- U ,  o n voi t don c qu e 1  ' on peu t suppo -
ser qu e S  es t loca l norma l d e dimensio n )/ 2 , e t essentiellemen t d e 
type fin i su r ^  ,  don c excellent, e t qu e U  es t l e complémentair e d u 
point fermé . Enfin , compt e ten u d u comportemen t d e l'adhérenc e schéma -
tique d e K y pa r changemen t d e bas e fidèlemen t pla t (EG A IV, 11.10.5 ) 
nous somme s ramené s pa r completion à l a situatio n suivant e : 

(5.0.1) S= Spec R , o ù R  es t loca l noethérie n comple t norma l d e 
dimension ) / 2 ,  e t s i s  = Spec k désign e l e poin t ferm é d e S 
et U  = S-{s}, i l exist e ferm é dan s A y ,  pla t e t quasi-fin i 
sur U  e t prolongean t ,  e t un e form e alterné e e y su r Ku 
prolongeant e 1"̂  

Dans c e §  nous supposeron s d e plu s qu e 

(5.0.2) A  es t à  fibre s connexes . 

Sous ce s hypothèse s l'adhérenc e d e K _ dan s A  es t réunio n d e K 
f n f  n et d e l'adhérenc e d e Ku/g (1-3.1 ) don c i l s'agi t d e voi r qu e Ku/s 

admet dan s A  u n prolongemen t fin i e t pla t su r S  . 
Comme R  es t loca l comple t nou s pouvon s considérer , comm e dans 

2.4 (v) , l'extensio n d e Raynau d A ^ d e A  , e t mêm e (quitt e à  effectue r 
un changemen t d e bas e fin i étale ) suppose r comm e dans loc . c i t . qu e L o t |  

provient d'u n ( E -torseur cubist e L  sur B  .  Noton s d'autr e par t que , 
la correspondanc e entr e sous-groupe s d e A  e t d e A ^ exposé e e n 2.3 , 
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i l suffi t d e voi r qu e l e sous-group e (fin i e t pla t su r U ) K T^/o d e A! ? 
b b  .  .  U / o U 

admet u n prolongemen t K  c  A , fini e t pla t su r S  .  Commençon s pa r so n 
"quotient abélien " ^ c B y (2.3.2 ) : 

5.1. Proposition. Kŷ / g =  K(L y) ;  de plu s K(L ) est fin i e t pla t su r S  . 
La second e assertio n résult e d e l a premièr e :  e n effe t 

cpr :  BTT *  B?l es t alor s un e isogénie , don c cp - : B >  B* " es t un e 
Lijj U  U  J_ J 

isogénie. 
Montrons Ici . premièr e assertion . L'ensembl e de s point s x^ U tel s 

que K^y s(x) 7 ^ K(Lu)(x) es t u n ouvert ;  s ' i l n'es t pa s vide , i l exist e 
donc u n sous-schém a ferm é Y  es ,  intègr e e t d e dimension 1 , d e poin t 
générique §  ,  te l qu e : 

. K^ / s(§) ï K(L U)(§) 

A^ es t u n schém a abélie n su r Spec &g ^  (don c (K U)^=K(L^ )) 
Soit S ' l e normalisé d e Y  (qu i es t u n t ra i t , ca r Y  es t l e 

spectre d'u n annea u loca l complet) . L a formatio n d e A ^ , ,  , 
etc.,commute a u changemen t d e bas e (local ) S ' — > S ,  don c nou s somme s 
ramenés a u ca s o ù S  es t u n t ra i t , e t l a propositio n es t alor s u n ca s 
particulier d e 2. 4 (v) . • 

U 
Le group e K(L ) fourni t don c u n prolongemen t fin i e t pla t d e 

dans B  , qu e nou s noteron s K 7^ . 

5.2. Soi t m  u n entie r ) / 1 te l qu e m K =  0 .  O n a alor s de s diagramme s 

(5.2.1) 

0 T 
m 

• A^ 
m 

mff 

B 
m 

0 

0 •p KK KKK 0 

(5.2.2) 
0 T m U ATT m U mBU 0 

0 KKK KU/S 
KKK 
KKK 

0 

KKKK 
KKKK 

et l e problèm e consist e à  compléte r l a lign e inférieur e d e (5.2.1 ) d e 
façon compatibl e ave c cell e d e (5.2.2) . Poson s d'abor d 

H =  ( T T ) " 1 ^ ) c  A ^ ; m m 
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c'est u n sous-group e fin i e t pla t d e mA^ ,  extensio n d e K  pa r mT . 
D'autre par t o n voi t immédiatement , comm e T  es t d e type multiplicatif , 

L L  m 

que Kŷ g s e prolong e e n K  c: ,  fin i e t pla t su r S  (o n peu t pa r 
exemple suppose r T  déployé , e t ut i l ise r l a dualit é d e Cartie r e t l e 
fait qu e U  es t connex e puisqu e S  es t normal) . Nou s somme s don c con -
duits à  u n diagramm e 

0 

». » 
0 •  K  *  ?  *  Kn *  0 

I I I L 
0 *  T  *  H *- ¥T *  0 

m /*. 
C = T/ K 
I 
0 

et l'existenc e d e l'extensio n cherché e (d e K  pa r K  ) équivau t à 
celle d e l a flèch e pointillé e (rendan t l e diagramm e commutatif) , sachan t 
que celle-c i exist e déj à su r U  . O r comm e S  es t norma l d e dimensio n )/2, 
un morphism e +  Cy s e prolong e e n H  C  puisqu e le s groupe s e n 
question son t fini s e t plats . Cec i achèv e d e démontre r l'existenc e d e b 
K ,  don c d e K  lorsqu e A  es t a  fibre s connexes . 

6. Démonstration d e 2. 4 :  cas général . 

6 .1. Commençon s pa r démontre r 2. 4 ( i ) . L e raisonnemen t d e 5. 0 perme t d e 
se place r dan s l a situatio n d e (5.0.1) . D e plus l'adhérenc e d e dan s 
A es t réunio n d e ¥ ^ e t d e l'adhérenc e d e -̂ u /S (1-3.0 ) don c nou s 
devons montre r qu e Ku/S a < ^ m e t u n prolongemen t fin i e t pla t su r S  . 
Comme dans 5 .2, soi t m  )/1 te l qu e m  =  0 .  Nou s avon s de s diagramme s 

0 •  A f n >  A f *  E  > 0 
m m 

(6.1.1) J  J  J 
o — > K f n > ?  > ?  *  0 fn f 0 *  A TT *  A TT E TT *  0 

m U  m  U  m  U 
(6.1.2) J  J  J 

f n f 
0 — * K u/s — * K u/s —~ KU/S ~ ~ 0 

II 
<*fn>u 
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où il s'agit de compléter la ligne inférieure de (6.1.1) de façon compa

tible avec celle de (6.1.2). Ici le groupe K existe grâce à 5.2, et 

comme E est étale et fini sur S nous sommes dans une situation duale 

de celle de 5.2 (plus exactement les diagrammes faisant intervenir les 

conoyaux des inclusions verticales sont du type dual de (5.2.1) et 

(5.2.2)). On peut donc conclure de la même façon à l'existence d'une 

suite exacte 

o — > K f n > K f * K > 0 

complétant (6.1.. 1), ce qui démontre 2.4 (i). 

6.2. Les parties (ii) et (iii) de 2.4 sont alors démontrées grâce au 

lemme 2.4.1. Il reste à montrer (iv) et (v), et nous pouvons pour cela 

(sauf pour la dernière assertion de (iv)) nous placer dans la situation 
* — $ de (v). L'égalité K = K(L) résulte alors de la construction de K 

(5.1). Considérons maintenant la forme alternée composée : 

K

f n x K f n - ^ K a b X K a b =- K # x / ——*• (G „ . 
m, S 

Comme l'ensemble des points de S où elle ne coïncide pas avec eg 

est un ouvert, nous pouvons appliquer le raisonnement de 5.1 et nous 

ramener à la dimension 1, ce qui démontre 2.4 (v), ainsi que l'inclusion 

Kg R c z (K^) 1 et l'énoncé de non-dégénérescence sur K a^ dans (iv) 

(puisque L est non dégénéré). Enfin les autres assertions de (iv) en 

résultent d'après 4.3. 

7. Application à la variété duale. 

7.1. Théorème. Soit S un schéma intègre localement noethérien normal 

de point générique r\ . Soit A un S-schéma en groupes semi-stable  

dont la fibre générique A^ est une variété abélienne. Alors : 

(i) Il existe un unique S-schéma en groupes semi-stable à fibres  

connexes, noté A t / C >, prolongeant la variété duale A^- de A^ , et une  

unique biextension P de (At,c?A) par g prolongeant la biextension  

de Poincaré P̂  sur A^Xi^ . 

(ii) Soit L° un G -torseur cubiste sur A° , dont la restriction 

L^ a A^ est non dégénérée. Notons A le plus petit sous-groupe 

ouvert de A contenant le groupe K (L ) de 2.4. Alors le morphisme 
t t il "t,o cpT : A ^ A se prolonge en un unique morphisme 9 T 0 : A A , 
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et l'on a Ker(YL ,S) = KS(~)· De plus si L[l] est un a; -torseur m 

cubiste 
rI J11 

LO isomorphisme canonigue de sur A p-rolongeant , on a un 

biextensions sur A[l]XA[lJ : 

(7.1.1 ) ( [lJ) ~ , . )*( ) 
/)2 L ~ \ CPL S X Id 'lJ P t [lJ 

11' AL A ,0XA 

prolongeant l'isomorphisme habituel sur ~ X~ , et l'extension centrale 

de K0(L~) = Ker(CPL c) par a; 0 déduite de cet isomornhisme par 
û '1 li Il.J m,ù 

(",(L[l]) (""") l .4. l, coîncide avec l' e),tens ion '! de 2.4 III . 

Démontrons (i). L'assertion d'unicité pour At,o est bien connue 

en codimension 1 sur S, et en codimension ~ 2 elle en résulte par 

[RI], IX.1.4. L'existence et l'unicité de P résultent de II,3.6. 

Pour l'existence de A t,o nous pouvons supposer S local. Il 

e):iste alors sur AO un a; -torseur LO comme dans (ii) (par exemple 
m 

ample relativement à S, cf. [Rl]). Il suffit alors de montrer que le 

faisceau quotient AO /KS (L11 ) n AO est un schéma, puisque ~ s'identifie 

à ~/K(L11). Plus généralement: 

7.1.2. Lemme. Soient S un schéma localement noethérien, A ~ 

S-schéma en groupes semi-stable, K un sous-schéma en groupes fermé de 

A , plat et guasi-fini sur S . On suppose vérifiée l'une des deux hypo

thèses suivantes : 

(i) localement pour la topologie étale sur S, A est guasi

projectif. 

(ii) K est étale sur S . 

Alors le faisceau guotient A/K est un S-schéma en groupes 

(évidemment semi-stable). 

Démonstration: montrons d'abord que A/K est un espace algébrigue sur 

S (cf. [K]). C'est clair dans le cas (ii) ; dans le cas (i) la question 

est locale sur S pour la topologie étale, donc nous pouvons supposer 

que A est quasi-projectif sur S et que K se dévisse en 

o _Kf -K _ E ~ 0 

où Kf est fini et plat et E étale sur S . D'après SGA 3, V.4.1 et 

l'hypothèse de quasi-projectivité, le quotient A' = A/Kf est un schéma, 

donc A/K A'/E est bien un espace algébrique. 

Pour voir que A/K est un schéma, il suffit de remarquer que (loca

lement sur S) il existe N )/ 1 tel que K C ~ ; il existe donc un mor-
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phisme quasi-fini 7 7 :  A/K *A ,  e t 1 1 on appliqu e [ K], I I . 6 .16 (u n 
espace algébriqu e quasi-fin i e t sépar é su r un schéma es t un schéma). • 

( i i ) . L e quotient A^^/ K (L ) s'identifi e à  A°/ K (L )  H A° puisqu e 
A =  K0(L )A° . I l s'identifi e don c auss i à  A^ 0 d'aprè s l a construc -

S T ) L 

tion fait e e n (i ) ;  modul o cett e identification , o n définit 9 T 0  comm e 
la projectio n naturell e A -̂ 1^ * • A^-1^/KC (L )  . 

L1isomorphisme (7 .1 .1) résult e d e 11 ,3.6. Enfi n o n a  su r l e torseu r 
L̂ ~1 restrein t à  Kg(L^ ) deu x structure s d'extensio n central e qui 
coïncident a u point génériqu e d e S  , don c coïnciden t su r S  .  • 

8 . Gonflement de s modèles semi-stables . 

8 . 1 . Proposition. Soient S  un schéma, A  u n S- schéma e n groupes  
semi-stable, j  :  H c—> H' un morphisme d e S- schémas e n groupes commuta -
t i fs étales , séparés e t guasi-fini s su r S  , gui est une immersion 
ouverte, e t < P : H  * A un morphisme fin i d e S- schémas e n groupes. 
Alors l a somm e amalgamé e A ' =  A-"- H ' existe dan s l a catégori e des 
S-schémas e n groupes commutatif s ;  de plus l e morphism e nature l 
H' >  A ' est fini , le morphism e nature l A  >  A' est une immersion 
ouverte, e t A 1 es t un S- schéma e n groupes semi-stable . 

En effe t considéron s l e morphism e 

S :  H  >  A Xs H ' 
h .  •  (9(h),-j(h) ) . 

Comme pr̂ o Â :  H  •  H' es t une immersion, L es t une immersion. 
Comme pr̂ o Â :  H  A  es t fin i e t H ' séparé , Â  es t fin i 

(EGA II , 6 . 1 . 5 ) . 

Donc 5  es t une immersion fermée , e t comm e H  es t pla t su r S  , 
le quotien t 

A' =  CokerU) 

est u n schéma e n groupes semi-stabl e (ca s (ii) d e 7 .1.2) e t i l es t 
immédiat qu e c'est l a somm e amalgamé e cherchée . Pou r voi r qu e le mor -
phisme nature l A  A ' es t une immersion ouvert e i l suffi t d e remarquer 
que l e diagramm e 
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(a,h) AX g H  < I D X J >  AX Q H ' 

1 i 
a+<P(h) A  ~ 

ïï (projectio n naturelle ) 

A' 

est cartésien , le s deu x flèche s verticale s étan t de s épimorphisme s d e 
même noyau . Comm e ïï es t fidèlemen t pla t e t qu e Idx j es t un e immersio n 
ouverte, u  es t un e immersio n ouverte . 

On montre d e mêm e que v  : H' 
cartésien 

A' es t fini , grâc e a u diagramm e 

(h,h' )  HX S H' C p X I d >  A  Xs H' 

j(h)+h' H' 
r 
A' 

8.2. Corollaire. Soient S  un schém a noethérie n excellen t intègre , A 
un S- schéma e n groupe s semi-stable , N  un entie r ) / 1  .  I l exist e alor s  
un morphism e fin i surjecti f ïï :  — > S ,  avec intègr e normal , et 
un S  - schéma e n groupe s semi-stabl e A ' ,  contenant A 1 =  AX S 
comme sous-group e ouver t e t avan t mêm e fibr e générigu e gu e lui , et te l  
gue l e noya u d e l a multiplicatio n pa r N  dans A ^ soit fini . 

Désignons e n effe t pa r F  l e corp s de s fonction s d e S  e t pa r F 
une clôtur e algébriqu e d e F  .  Soi t F ^ un e extensio n fini e d e F  con -
tenue dan s F  ,  tel l e qu e le s point s d'ordr e N  d e A(F ) soien t 
rationnels su r F̂ ^ ,  e t prenon s pou r S 1 l e normalisé d e S  dan s F ^ , 
qui es t fin i su r S  puisqu e S  es t excellent . Noton s G  l e group e 
fini ^A 1(F 1). Pou r tou t a^ G ,  considéron s l'adhérenc e (a l d e a 
dans A 1 ,  muni e d e s a structur e d e sous-schém a réduit . Comm e {a l es t 
contenu dan s ̂ A ^ i l es t guasi-fini su r S 1 ;  comm e a  es t rationne l 
sur F. ^ ,  l e morphism e nature l (a l >  S1 es t birationne l don c es t un e 
immersion ouvert e d'aprè s l e "Mai n theorem " d e Zarisk i (puisqu e S 1 es t 
normal). Considéron s l e schém a somm e 

H = ra 
â G 

c'est d e faço n naturell e u n S-schém a e n groupe s puisqu e l a lo i d e 
groupe d e A ^ indui t de s morphisme s 

{a"}xg{b} *  (a+b) (a,b^G ) 

qui son t d'ailleur s de s immersion s ouvertes . 
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On a pa r ailleur s un e immersio n ouvert e 
j : H  — * H1 : = G =  i l S 

S l a€ G

 1 

de H  dan s l e S^group e constan t H' , e t u n morphism e nature l 
cp :  H *  A 

induit pa r le s inclusion s (a ) c —A^ ,  e t c p es t fini puisqu e ce s 
dernières son t de s immersion s fermées . Nou s pouvon s don c applique r 8. 1 
et pose r 

A' =  A^HH- ; 

c'est bie n u n S^-schém a e n groupe s semi-stabl e contenan t A 1 comm e 
sous-groupe ouver t ;  A | e t A ^ on t mêm e fibr e génériqu e ca r H  e t H ' 
ont tou s deu x pou r fibr e génériqu e .  Enfin , comm e A ' es t semi -

F l 1 

stable, l e groupe; ; ̂ A ^ es t pla t su r S  don c so n espac e sous-jacen t es t 
l'adhérence dan s A | d e l a fibr e génériqu e ^^{^ p = H p ; c'es t don c 
aussi l'imag e dan s A ^ d u group e constan t H' , qu i es t fin i su r S  .  I l 
en résult e qu e (  i ^ A ^ ) e st fin i su r S  c e qu i achèv e l a démonstratio n M 

8.2.1. Compléments. Supposon s qu e S  soi t normal , qu e N  soi t inversible 
sur S  e t (pou r fixe r le s idées ) qu e A ^ soi t un e variét é abélienn e d e 
dimension g  sui : F  .  L e morphism e ÏÏ consist e à  rendr e rationnel s le s 
points d'ordr e N  d e A ^ ;  s i U  désign e u n ouver t d e S  te l qu e Â . 
soit u n U-schém a abélien , o n peu t suppose r d e plus , dan s 8.2 , qu e : 

a) ïï es t étal e au-dessu s d e U  . 
b) ÏÏ es t modérémen t ramifi é e n codimensio n 1  su r S  . 
c) ïï es t gciloisien , d e group e d e Galoi s isomorph e à  u n sous-group e 

de GL 2 (Z/W ) . 
En effe t a ) e t c ) résulten t d u fai t qu e ( j ^ u e s t isomorphe , loca -

lement pou r l a topologi e étal e su r U  , à  (Z/NZ0^ g .  Montron s b) . Soi t 
x u n poin t d e codimensio n 1  de S  e t soi t 1 ^ ' c  Gal(F /F ) l e group e 
d'inertie sauvag e correspondant , o ù p  es t l a caractéristiqu e résiduell e 
de x  .  I l s 'agi t d e montre r que , pou r tou t nombr e premie r £^ p , 
opère trivialemen t su r l e modul e d e Tat e (A p ) . Comm e GL(T (̂A F ) ) 

( ) s s 

est u n group e d e Li e £-adiqu e e t qu e es t u n pro-p-groupe , 
x /  \ 

l 'action e n questio n s e factoris e pa r u n quotien t fini d e ^  '  comm e 
A a  réductio n semi-stabl e a u poin t x  ,  cett e actio n es t unipotent e 
(SGA 7 , IX.3.5 ) don c t r iv ia le . 

106 



CHAPITRE V 

Représentations de s groupe s thêt a 

Sommaire. 
0. Introduction . 
1. Rappel s e t notations . 
2. Représentation s d e poid s 1  des groupe s thêt a no n dégénérés . 
3. Représentation s d e poid s 1  e t sous-groupe s d e niveau . 

0. Introduction. 

Ce chapitr e es t entièremen t indépendan t de s précédent s ;  i l vis e à 
établir de s théorème s d e structur e pou r le s représentation s d e poid s 1 
des "groupe s thêt a no n dégénérés " su r un e bas e quelconque,  à  valeur s 
dans u n modul e no n nécessairemen t localement  libre . L e ca s d'u n group e 
lisse (qu i es t essentiellemen t celu i de s classique s "groupe s d e 
Heisenberg finis" ) es t t rai t é dan s [M3 ] ;  celu i d'u n group e no n nécessai -
rement liss e su r u n corp s algébriquemen t clo s s e trouv e dan s l'appendic e 
de [Se ] (d'aprè s de s note s d e Mumford) . 

Au § 2 o n obtien t l'analogu e d u théorèm e d e structur e habitue l 
(th. 2.4.2 ) lorsqu e l'o n adme t l'existenc e d'un e représentatio n locale -
ment libr e ayan t l e "bo n rang " ;  o n montr e ensuit e qu'un e tel l e représen -
tation exist e aprè s u n changemen t d e bas e fidèlemen t pla t (e t mêm e lisse , 
cf. th . 2.7) . L e § 3 étudi e le s invariant s d'un e représentatio n d e poid s 1 
sous u n "sous-group e d e niveau " (th . 3.2 ) e t e n particulie r montr e expli -
citement, lorsqu e l e sous-group e d e nivea u es t "lagrangien" , commen t 
reconstituer l a représentatio n à  parti r d e se s invariant s (th . 3.4) . 

1• Rappels e t notations . 

1.0. Dan s tou t c e chapitre , S  désign e u n schéma . S i X  es t u n S-schém a 
affine su r S  ,  o n not e A(X ) l a & g-algèbre quasi-cohérent e associée , 
de sort e qu e X  —  Spe c A(X) . 

Tous le s (pré ) faisceau x considéré s seron t su r l e petit sit e de s 
S-schémas plats su r S  ,  ave c l a topologi e fppf . E n particulier u n 
&s~module quasi-cohéren t M  es t identifi é a u faiscea u T  i—> T ( T , ) , 
et u n S-schém a pla t su r S  a u faiscea u qu' i l représente . 
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On note QC 0 la catégorie des & -modules quasi-cohérents. 

1.1. Tous les S-schémas en groupes seront supposés dans ce chapitre 

affines et plats sur S . Si G est un tel schéma en groupes, un 

G-module (à gauche) est par définition un &s-module quasi-cohérent M, 

muni d'une représentation linéaire de G (au sens des faisceaux), i.e. 

d'un morphisme de faisceaux en groupes 

(1.1.1) P  = G — * A u t V M o d ( M ) 

ou, ce qui revient au même (en considérant le point de G à valeurs 

dans le S-schéma G correspondant à Id ) d'un automorphisme du 

& -module M_ , ou encore d'un homomorphisme de & -modules G G o 

(1.1.2) M A(G) $ M 

vérifiant certaines relations. Lorsque l'on interprète A(G)®M comme 

le faisceau Hom(G,M) des "fonctions sur G à valeurs dans M", alors 

1 1 homomorphisme (1.1.2) associe à m^M la fonction g i *• p(g)(m) 

sur G . 

G 
1.2. Si M est un G-module, on note M le sous-faisceau de M formé 
des G-invariants. Remarquons que M est un &g-module quasi-cohérent : 
en effet, désignant par M la restriction de M au petit site zaris-

zar 
kien de S , ceci revient à dire que la formation de (M ) commute au 

zar 

changement de base plat, ce qui est immédiat car il peut se définir 

comme le noyau d'un morphisme convenable 
M ^A(G)®M 

zar — zar 

(Cette propriété des invariants est la raison essentielle pour laquelle 

nous nous limitons au petit site, lequel suffit à nos besoins puisque 

nous ne considérons que des schémas en groupes plats). 

1.3. Soit G un S-schéma en groupes : le (̂ g-module A(G) = Hom( G, ) 

est muni d'une structure naturelle de (G X G)-module, grâce à la formule 

(1.3.1) [(y,7')f](g) = ffy'V/) (f e A(G);V,y',g£ G). 

Nous noterons A(G) + (resp. A(G)_) le G-module obtenu en res

treignant l'action ci-dessus à {il X G (resp. G X{l}). Notons que 

A(G) + est simplement la représentation régulière (droite) de G . 
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Si M  £ QCg nou s noteron s M t r i V l e G-modul e M  mun i d e 1'actio n 
tr iviale d e G  .  O n vérifie alor s san s difficult é l e lemm e suivan t : 

1.3 .2 . Lemme. Si M  est u n G- module, le morphism e (1.1 .2) 

M > • A(G) ® M= Horn(Gf M) 

est u n G- morphisme d e M  dans A(G ) ®  Mt r i V ,  et u n isomorphism e d e 
..triv ,  , M avec l e sous-modul e 

(A(G) ®M) G =  Horn (G,M) 

de A (G)®M 

1.4 . S i G  es t u n S-schém a e n groupes , o n not e I_CIA(G ) l ' idéa l d e 
la sectio n unité . S i G  es t fini localement  libr e su r S  ,  o n not e G 
son dual de Cartier , d e sort e qu e 

G =  Honu (G, G _ ) (-!_ 4 ]_ ) S-groupe s m , S 
A(G) =  Hom & M o d (A(G),Ê s) 

et qu e A( G) es t d e faço n naturell e u n A( G)-module, qu i n'es t autr e 
que l e modul e dualisan t relati f d e G  su r S  . 

Le group e G  opèr e d e faço n naturell e su r l e faiscea u A (G) ;  o n 
note 

(1.4 .2) D G =  A(G)G<=A(G) 

le sous-© c-module de s "mesure s invariantes " d e G  . I l possèd e le s 
propriétés suivante s (cf . [R3J , Appendice ) : 

( 1 . 4 . 3 ) es t u n Q-modul e inversible e t u n idéa l d e A(G ) ;  le s 
idéaux I g e t d e A (G) son t localemen t facteur s direct s 
dans A(G ) ; leu r formatio n commut e à  tou t changemen t d e base , 
et chacu n es t 1'annulateur d e l 'autre . 

( 1 . 4 . 4 ) L e morphisme 

A(G) | > D Q > A(G ) 
S 

déduit d e l a structur e d e A(G) -module su r A(G ) es t u n iso -
morphisme d e A(G) -modules (o n noter a qu e l e dualisan t A(G ) 
est u n A (G)-module inversible) . 
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(1.4.5) O n dispose pa r dualit é d u &g-modul e inversibl e Dgc : A(G) : 
alors l e morphism e 

D6 i s ° G —  & S 

induit pa r l'accouplemen t nature l entr e A(G ) e t A(G) , es t un e 
dualité parfait e entr e D  e t (loc . c i t . , lemm e 7) . 

2. Représentations d e poid s 1  des groupe s thêt a no n dégénérés . 

2.0. O n s e donn e dan s c e §  un S-schém a e n groupe s commutati f K  , fini 
2 ^ 

localement libr e d e ran g d  su r S  ,  e t u n groupe thêt a Q  au-dessu s 

de K  , c'est-à-dir e ([M2] , §  23 ) un e extensio n central e 

(2.0.1) ^ V s ^ ^ K ^ l 
de K  pa r G ^ s ,  qu e nou s supposeron s non dégénérée , c'est-à-dir e qu e 
1'accouplement altern é 
(2.0.2) e  :  KXK * G 

m, S 
défini pa r e (7T (g) ,77 (g1 ) ) =  [g,g' l =  gg"g~ 1g'""1 /  es t un e dualité par -
faite .  Noton s qu e C J es t affine e t pla t su r S  puisqu e c'es t u n G -torseur su r K  . m 

2.1. S i M  es t u n G- module, l a restrictio n à  G ^ g d e l 'actio n d e ( J 
sur M  fourni t un e décompositio n naturell e 

(2.1.1) M  =  0  M ( l ) 

où M^ ' es t l e plu s gran d sous-modul e d e M  su r leque l G  opèr e pa r 
le caractèr e X  i—> X1 .  O n di t qu e M  es t de poid s i  €   ̂s i M  = M 

En particulier , l 'actio n d e Q  su r lui-mêm e pa r translation s donn e 
une décompositio n 

(2.1.2) A(q. ) =  ©  A ( i )((J) 

où A^(Q. ) est . l'ensembl e de s fonction s f  su r Q . vérifian t 
f(Xg) =  X 1f(g) pou r X  £  G ^ e t g £ Q  . I l es t alor s immédia t qu'u n 
Q-module M  es t d e poid s i  s i e t seulemen t s i l e morphism e (1.1.2 ) 

M *  A( Q) ® M 

se factoris e pa r A^(Q)® M . 
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2.2. Bie n entend u l a décompositio n (2.1.2 ) n e dépen d qu e d u G-torseu r 
sur K  sous-jacen t à  Q  : d e faço n précis e s i L  es t l e & K-module 
inversible associ é à  c e torseu r (d e sort e qu e Q  =  Isom& -mod^K' L^ e t 

K 

si p  : K ^  S désign e l e morphism e structural , o n a 

(2.2.1) A ( i )(Q) =  P^L^" 1) 

ce qu i montr e qu e A^^(Q ) es t u n A(K)-modul e inversibl e e t u n 
2 

&s~module localemen t libr e d e ran g d 
Il es t immédia t qu e l'actio n d e Q . X q. su r A(Q ) défini e e n 1. 3 

respecte l a décompositio n (2.1.2 ) ;  nou s noteron s 
(2.2.2) E ( l ) 

le ( Q X Q.)-module ains i obtenu , ayan t A^(Q ) pou r modul e sous-jacent , 
et 
(2.2.3) E | i } (resp . E^ l }) , 

(conformément à  1.3 ) l e q-modul e obten u e n restreignan t à  {  l} X (J 
(resp. Qx{l} ) l 'actio n d e q  X q. su r E ^ ;  i l es t clai r qu e E|"* " ' 
(resp. E _ )  es t d e poid s i  (resp . - i ) . 

Nous nou s intéresseron s désormai s surtou t au x q-module s de  
poids 1  ;  i l s formen t un e catégori e abélienne , qu e nou s noteron s 

REP1(CJ) . 

Considérons d'abor d l e (  q X q.)-module E^ 1^ : 

2.3. Lemme. E^ 1^ est u n (  £ x G) -module irréductible , au sen s suivan t : 
tout sous -(G X G)-module d e E^ 1^ est d e l a form e IE^ 1^ ,  o ù I  est u n  
idéal d e & g . 

La démonstratio n es t identiqu e à  cell e d e [Se] , Th . A.4 , repris e 
dans [Sz] , VII , 5.2.3. 1 :  s i WCE ^1' es t invarian t sou s q  X Q, , i l es t 
en particulie r invarian t sou s l a diagonale Q CQXQ ,  d'o ù l'o n dédui t 
que s i f  £ W e t y  £ q ,  W  contien t encor e l a fonctio n 

g l— * f(y" 1gy) =  [y~ 1,g]f(g) . 

Comme q  es t no n dégénéré , [y _ 1 /g] =  e (77 (g) ,77 (7) ) parcour t l 'en -
semble de s caractère s d e K  lorsqu e 7 parcour t Q  ; appliquan t cec i 
au caractèr e universe l d e K  (défin i aprè s l e changemen t d e bas e 
K ^S) , o n e n dédui t facilemen t qu e W  es t u n sous-A(K)-modul e d e 
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E^1^ ,  don c d e l a form e JE^ 1^ o ù J  es t u n idéa l d e A(K) , ca r E^ 1^ 
est u n A(K)-modul e inversible . Enfi n comm e W  es t invarian t sou s 
QX{l} ,  l ' idéa l J  es t invarian t pa r translation s don c provien t d'u n 
idéal d e &  .  • 

2.4. Supposon s maintenan t donn é u n Q-modul e 

V £ REP *1 ' ( Q ) 

qui soi t localement libr e d e ran g d  e n tan t qu e &  -modul e (o n 
2 

rappelle qu e r g K = d ) . 
Le morphism e (1.1.2 ) (pou r M=V ) donn e naissanc e à  u n homomorphism e 

(2.4.1) V  ® V v *A ( 1 ) (Q) =  E ( 1 ) 

&S 
qui, à  v v £  V®V V ,  associ e l a fonctio n g  1  (gv,v v) su r Q  . 
C'est manifestemen t u n C J X Q-morphisme, lorsqu e l'o n fai t opére r Qx{l } 
sur V  pa r l 'actio n donné e d e Q  , e t ( i l X( J su r V v pa r l 'actio n 
contragrédiente. 
2.4.2. Théorème. 

(i) Le morphism e (2.4.1 ) est u n isomorphisme . 
(i i) V  es t u n Q- module irréductibl e ( au sen s d e 2.3) . 
( i i i ) Sj L M  est u n Q-modul e de poid s 1  Quelconque, le 

Ci-morphisme nature l 

(2.4.2.1) oi : v ® HoïïV,(V,M)triV >  M 
M ^ 

v® u 1  >  u(v) 
est u n isomorphisme . 

(iv) Si . N  est u n g-modul e quasi-cohérent, le G- morphisme  
naturel 

(2.4.2.2) P N : N *  Homg(V,V® N t r i V ) 

x »  >  (v 1  *  v® x) 

est u n isomorphisme . 
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2.4.3. Corollaire. Le s foncteur s 

M 

N 

Hony,(V,M) :  REP (Q) *  QC C 

V CG>N t r i V :  QC C REP^Ç) 

sont de s équivalence s d e catégories , quasi-inverses l'un e d e l 'autre . 
C'est e n effe t un e reformulatio n d e 2.4. 2 ( i i i ) e t (iv) . 

Démontrons 2.4. 2 ( i ) . Grâc e à  2.3 , nou s savon s qu e l'imag e d e 
(2.4.1) es t d e l a form e IE^ 1^ ,  o ù I c &  es t u n idéal . Considéron s 
le compos é 

V®vV ( 2 - 4 - 1 )

i A ( 1 )(Q) -1*0« , 

où e  es t l'évaluatio n à  l'origin e d e Q . . C e compos é n'es t autr e qu e 
la form e canoniqu e v ® vv >—» - (v; v v ) don c es t surjectif. I l e n résult e 
que I = &  don c qu e (2.4.1 ) es t surjectif , d'o ù notr e assertio n puisqu e v (  1 ) 2 V®V e t E  son t d e mêm e rang d 

Pour établi r (ii ) considéron s u n sous-q-modul e W  d e V  : alor s 
W®VV es t u n sous- ( (J X Q)-module d e V ® Vv = * E^ ,  don c i l exist e u n 
idéal I ^&s te l qu e W ® Vv =  I(V®V V) =  (IV)®V V d'o ù W  = IV ,  cqfd . 

Notons ensuit e qu e (iv ) résult e d e ( i i i ) :  i l es t e n effe t immédia t 
que l e diagramm e 

V® N 
I d V 0 ß N HomQ(V,V^N t r Ì V) 

IdV® N °V®N t r Ì V 

v 0 N t r i v 

est commutati f :  s i don c «  .  es t u n isomorphisme , i l e n es t d e 
V® Nt r i V 

même de Id v® P  ,  don c d e ^ N • 

Pour montre r ( i i i ) , considéron s l e diagramm e 

V® HomG(V,M) Id ® (inclusio n naturelle ) 
V® Horn (V,M) 

' L  S 

VV V® VV $ M 
(2.4.1)® Id M 

M (1.1.2) 
E (  1 ) ®  M 
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Je di s qu e c e diagramm e es t commutatif. D'abord , s i v € V  , v v €  vv 

et m M̂ ,  l'imag e d e v®v v8>m p a r l a flèch e (2.4.1 ) ®  Id es t l a 
fonction g  i— > (gv,v v ) m su r Q . à  valeur s dan s M  .  O n en dédui t qu e 
si v ^v e t u  € Hom(V,M) (e t e n particulie r s i u  £ Hom̂ (V,M) ) alor s 
y(v^u) es t l a fonctio n 

g l— * u(gv) . 

Partons maintenan t d e v ^V e t u  € Hony (V,M). Alor s 
a (v ® u) = u(v) ,  e t lorsqu'o n appliqu e l e morphism e (1.1.2 ) à  ce t 
élément d e M  o n trouv e l a fonctio n 

g i —* gu(v) =  u(gv) 

puisque u  es t u n Q -morphisme, d'o ù l a commutât! vite annoncée . 
D'autre part , faison s opére r Q . su r yS > Hom (V,M ) pa r l 'actio n 

_i s 

t r iviale su r V  e t pa r (g,u ) i  * gug su r Homf (V,M ) ;  i l es t alor s 
s ( d 

immédiat qu e 7 es t u n Q -morphisme à  valeur s dan s E _ ® M ;  i l e n 
résulte qu e c e s'identifi e à  l a flèch e induit e pa r y  su r le s 
Q—invariants, puisqu e Homg( V,M) =  Hom̂  (V,M ) pa r définition , e t qu'o n 

1 S 
a déj à v u (1.3.2 ) qu e M  =  (E _®M) .  Cec i achèv e l a démonstratio n 
puisque 7 es t u n isomorphisme . • 
2.5. Le s résultat s d e 2. 4 amènen t à  pose r l e problèm e d e 1'existence 
(après u n changemen t d e bas e "raisonnable" ) d'un e représentatio n locale -
ment libr e d e ran g d  .  Commençon s pa r indique r l a méthod e "classique " 
pour obteni r d e tel le s représentation s : 
2.5.1. Définition. Un sous-groupe d e nivea u d e Q . est u n sous-schém a e n  
groupes H c ( } , fini localemen t libr e su r S  et te l qu e H  H G ^ = {  1} . 
Un sous-groupe d e nivea u es t di t lagrangie n s ' i l es t d e ran g d  sur S  . 

Si H  es t u n sous-group e d e nivea u d e Q  , l a projectio n 
77 :  CJ —^ K indui t u n isomorphism e d e H  su r u n sous-group e H 1 d e K  ; 
en particulie r H  es t commutatif e t es t isotrope pou r l a form e 
e :  KXK — *- G ,  don c l e ran g d ' d e H  divis e d  ,  e t l'orthogona l 

m 
H- d e H  (noya u d u morphism e compos é K  ^  >• K  *  H ) es t fin i loca -

2 
lement libr e d e ran g d  / d ' . E n particulie r H  es t lagrangie n s i e t 
seulement s i =  ;  nou s diron s dan s c e ca s qu e es t u n sous-
groupe lagrangie n d e K  .  O n prendra gard e qu'u n sous-group e lagrangie n 
n'a pa s nécessairemen t d e supplémentair e :  o n peu t avoi r pa r exempl e 
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K = (Z /nZZO XO- l 2 e t H 1 (Z/nZ ) Xp^ .  Enfi n i l résult e d e l a démons -
n 

tration d e 2.5. 4 ci-dessou s qu e H  es t lagrangie n s i e t seulemen t si , 
pour tou t changemen t d e bas e S ' S  ,  l e group e H g, es t maxima l 
parmi le s sous-groupe s d e nivea u d e Q g i  • 

2.5.2. Proposition. Soit H c (J un sous-group e d e nivea u d e ran g d' , et 
posons 

V = (E* 1*)» =  ( E ( 1 ) ) { 1 } X H =  A ( 1 )(H\Q). 
( 1 ) 2 Alors V  est u n sous -Q-module d e Ê _ ,  localement libr e d e ran g d  /d ' 

comme Q^-module . En particulie r s i H  est lagrangien , V  est localemen t 
libre d e ran g d  . 

En effet , V  es t l e faiscea u de s morphism e s f  :  CJ > & s vérifian t 
f(hg) =  f(g) e t f(Xg)=Xf(g ) pou r h  € H , g  £ (} e t X € g  .  I l s'iden -
t i f ie don c à  l'imag e direct e su r S  d'u n certai n faiscea u inversibl e 
sur K/ H ( à savoi r l e dua l d u faiscea u inversibl e associ é a u 
G-torseur H\ Q su r K/H ) d'o ù l a propositio n puisqu e K/ H es t locale -
ment libr e d e ran g d^/d' . • 

Nous voyon s don c qu e l'existenc e d'u n sous-group e d e nivea u 
lagrangien impliqu e cell e d'un e représentatio n d e poid s 1 , localement 
libre d e ran g d  .  O r : 

2.5.3. Proposition. Le foncteu r 

N :  (Sch/S) ° *  (Ens) 

gui, à u n S- schéma S' , associe l'ensembl e de s sous-groupe s d e nivea u  
lagrangiens d e CJ g,, est représentabl e pa r u n S- schéma projecti f e t 
surjectif sur S  . 
Démonstration :  o n représent e d'abor d l e foncteu r N 1 de s sous-groupe s 
lagrangiens d e K  pa r u n ferm é d e l a grassmannienn e de s quotient s d e 
rang d  d e l'algèbr e A(K ) d e K  .  Su r l e schém a obten u (encor e not é N^) 
on a  l e sous-group e universe l H^CK ^ ;  l e faiscea u de s relèvement s d e 
H1 dan s (J N es t alor s u n torseur (su r N 1) sou s l e group e fin i H 1 , 
puisque Ext1(H1,G )  = 0 .  C e torseur es t l e S-schém a projecti f cherché , 
la surjectivit é résultan t d u lemm e ci-dessou s : 

2.5.4. Lemme. Si S  = Spec(k) o ù k  est u n corp s algébriguemen t clos , 
le group e Q  admet u n sous-group e d e nivea u lagrangien . 
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En effet , soi t H^C K un sous-group e maxima l parm i le s sous-groupe s 
isotropes, e t soi t so n orthogona l pou r l a form e e  .  Supposon s 

et soi t Z  c H /̂H^ u n sous-group e d e ran g premier. Soi t H CQ. 
un sous-group e d e nivea u relevan t H  (i l e n exist e ca r 1 , Ext (H /̂G^ ) =0) e t considéron s l e group e thêt a no n dégénér é 

q. = 7r _1(H^)/H 

au-dessus d e H^/H 1 :  alor s d'aprè s [ffî L §  23, lemm e 1  (o u [Sz] , VII , 
th. 2.3 ) l'imag e réciproqu e d e Z  dan s Q  es t u n group e commutatif , 
i . e . Z  es t isotrop e dan s H^/H 1 ,  c e qu i contredi t l e choi x d e H 1 . 
On a don c =  ,  don c e t H  son t d e ran g d  puisqu e K/H 1 — . • 

La propositio n 2.5. 2 e t l e lemm e 2.5. 4 permetten t d e retrouve r 
(compte ten u d e 2.4 ) l e classiqu e 

2.5.5. Théorème. On suppose qu e S  = Spec(k) o ù k  est u n corp s algé -
briquement clos . Alors Q  admet un e uniqu e représentatio n irréductibl e 
V de poid s 1 . On a dirn̂ V = d ,  et tout e représentatio n d e poid s 1  de Q 
est somm e direct e d e copie s d e V  .  • 

2.5.6. Remarque. Si  l e corp s k  n'es t plu s suppos é algébriquemen t clos , 
i l rest e évidemmen t vra i qu e tout e représentatio n d e poid s 1  de Q . es t 
de ran g multipl e d e d  . 

2.6. I l n' y a  aucun e raiso n pou r qu e l e schém a N  d e 2.5. 3 soi t plat 
sur S  ;  j ' ignor e mêm e s i l e morphism e N  —S es t u n épimorphism e d e 
schémas. Revenan t a u problèm e in i t ia l d e 2.5 , remarquon s d'abor d qu e s i 
V es t u n Q-modul e d e poid s 1 , localemen t libr e d e ran g d  ,  alor s V 
est, e n vert u d e 2.4. 2 ( i ) , localemen t isomorph e à  u n facteu r direc t d u 
Q-module E+~^ •  Cec i nou s condui t à  poser , pou r tou t S-schém a S 1 : 

(2.6.1) Pis1) =  {sous -Q-modules de ( E J 1 ^ , ,  localemen t facteur s 
directs d e ran g d  comm e sous-& g,-modules) . 

I l es t immédia t qu e P es t représentabl e pa r u n ferm é d'un e 
grassmannienne convenabl e don c pa r u n S-schém a propre ;  d e plu s l e 
morphisme P —> S es t surjectif grâc e à  2.5.3 . 

2.7. Théorème. L e S- schéma P d e (2.6.1 ) est propr e e t liss e sur S  , 
et se s fibre s géométrique s son t de s espace s projectif s d e dimensio n d- 1 
(autrement dit , P est u n "S- schéma d e Severi-Brauer "). 
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Démonstration :  supposon s d'abor d qu ' i l exist e u n (J-modul e V  d e 
poids 1 , localemen t libr e d e ran g d  .  O n a alor s (2.4.2 ) V^V V =* E ^ 
et le s sous-(J-module s d e ran g d  d e E^ 1^ son t (d'aprè s 2.4.3 ) d e l a 
forme V® W o ù W c vv es t inversible . Cec i établi t u n isomorphism e 
entre P  e t l e schém a P V(VV ) de s "droites " d e V V ,  d'o ù l 'assertio n 
sur le s fibre s géométriques . Pou r voi r qu e P es t liss e su r S  ,  nou s 
pouvons suppose r S  = Spec A  ave c A  local . Soi t S Q = Spec(A/l) o ù I 
est u n idéa l d e carr é nul . Poson s ( J =  Q. x S  ,  e t soi t 

O o  O 
p :  G  •  GL( V ) 

une représentatio n d e poid s 1 , o ù V q = (A/l)^ . 

Posant V =A ,  i l s  agi t d e montre r qu e p Q s e relev é e n 

p :  Q  *  GL(V ) 

(nécessairement d e poid s 1 ) . 
Soit r  u n entie r ) / 1  e t considéron s l a représentatio n 

Por) % ~ * G L ( V o r ) 

déduite d e p Q , e t supposons qu e p ^ se relèv e e n 

p' :  Q . »  GL(W ) 

où W  es t libr e d e ran g r d ave c w

q ~ V q •  Nou s pouvon s évidemmen t 
supposer qu e W  = V R (d e faço n compatibl e à  l a décompositio n w

0

 =  V o)« 
Pour tou t g  £ Q. , p'(g ) :  VR V R es t représent é pa r un e matric e 
(p i : 3(g)) ( l ^ i /  3 i r) à  coefficient s dan s End (V) . D e plu s 
p 1 1 (g) = PQ(g) (mo d I ) e t p 1^(g) es t à  coefficient s dan s I  s i i ^ j 
Pour g  e t g ' £  Q , l a relatio n p ' (gg ' )=p ' (g)p ' (g ' ) impliqu e e n 
particulier ("produi t pa r blocs" ) : 

r 
11/ i \ ^  1 ^li / \  i l / i \ 11 / \  11 / i \ 

P (g g )  =  1 ,  P (g )p ( g )  =  p (g )p ( g ) 
i=l 

puisque, pou r i ^ l ,  p 1 1 e t p 1 1 son t à  coefficient s dan s I  ,  e t qu e 
2 1 1 

1 = 0 . Don c p  :  CJ > GL(V ) es t un e représentatio n d e Ç  relevan t 
Po • 

Il suffi t maintenan t d e remarque r qu e V E"1"  ̂V  ^ V V -  E^ ^ ,  don c ( d ) o  o  o  o  m que p ^ " s e prolong e e n l a représentatio n naturell e d e Q  su r E_| _ , 
et d'applique r l e calcu l ci-dessu s ave c r  = d .  • 
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3. Représentations d e poid s 1  et sous-groupe s d e niveau . 

3.0. O n se donn e S  e t ( J comm e e n 2.0 , e t 1  'on fix e d e plu s u n sous-
groupe d e nivea u H c Q  ;  o n not e l'imag e d e H  dan s K  , e t 
H l 3 H l S O n ^"^hogona l ; o n P o s e d e plu s 

Q» =  ff" 1(H^) 

Q =  Q '/H = H \Q' ; 

i l es t immédia t qu e Q ' es t l e centralisateu r d e H  dan s Q  , qu e 
c'est u n sous-group e invarian t d e Q  , e t qu e Q - es t u n group e thêt a 
non dégénér é au-dessu s d e 

K =  H^/H 1 . 

Si H  es t lagrangien, o n a  simplemen t 5 = G

m s  • 

3.1. Soi t M  u n Q -module :  l e sous-Qg-modul e M  de s H-invariant s 
est d e faço n naturell e u n Q -module, qu i es t d e poid s i  dè s qu e M 
est u n Q -module d e poid s i  .  O n obtient ains i u n foncteu r 

REP1(Q) •  RE P (̂Q) 
(3.1.1) 

M I  ^  M  . 

3.2. Théorème. 
(i) Le foncteu r (3.1.1 ) est un e équivalenc e d e catégories . 

(ii) Soit M  u n Q- module d e poid s 1 , et soi t P  u n dé - module 
guasi-cohérent, muni de s action s triviale s d e Q  e t Q  . Alors l e mor -
phisme nature l d e Q -modules. 

M

H 0 p  ^  (M ® P ) H 

est u n isomorphisme . En particulie r l e foncteu r (3.1.1 ) commut e à  tou t 
changement d e base . 
Démonstration :  pa r descent e fidèlemen t plat e appliqué e a u S-schém a P 
de (2.6.1 ) (grâc e a u théorèm e 2.7 ) o n peu t suppose r qu e Q  admet un e  
représentation d e poid s 1 , localement libr e d e ran g d  ,  qu e nou s note -
rons V  7 on sai t alor s (2.4.3 ) qu e tou t Q -module d e poid s 1  est d e 
la form e V $ Pt 2 l v pou r u n uniqu e P  quasi-cohéren t su r S  . 

Commençons pa r montre r (ii ) :  d'aprè s c e qu i précèd e i l suffi t d e 
le fair e pou r M= V 7  considérons don c l e morphism e 
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( 3 . 2 . 1 ) Ve® P  > (V® P ) H ; 

tensorisant pa r V V (mun i de s actions triviales d e Q  e t Ç ) on obtient 

( 3 . 2 . 2 ) V H ^ V V ^ P •  (v^P )H'S)VV 

mais comm e V V es t localemen t libr e i l es t clai r qu e ( 3 . 2 . 2 ) s'identi -
fie à 

( 3 . 2 . 3 ) (vS >VV)H2>P >  ( V ^ V V ^ P ) H . 

Or le théorèm e 2 . 4 . 2 affirme qu e le Q-modul e V3 > V V (pou r le s 
actions d e Q  envisagée s ici ) es t isomorph e à  •  Nou s somme s donc 
ramenés à  prouver que 

( 3 . 2 . 4 ) ( E | 1 } ) H ® P > ( E | 1 } ® P ) H 

est u n isomorphisme ;  o r i l es t immédia t qu e les deu x membre s s'identi -
fient à 

Hom (C}/H,P ) , 
m, S 

la notatio n Hom désignan t le s morphisme s d e faisceau x qu i son t 
m, S 

"de ooid s 1" , i . e . compatible s au x actions naturelle s d e G  _  . 
1 m , S 

Il rest e à  établi r ( i ) . Noton s d ' l e ran g d e H  , e t montron s 
d'abord qu e le Q .-module v " es t localement libr e d e rang d/d ' comm e 
&c-module (o n pourra don c lu i applique r 2 . 4 . 2 puisque K  es t d e rang 

2 2 
d /d' ) . I l suffi t pou r cel a d e voir qu e le & 0-module V E S > V V =  (V^V") H =  ( E ( 1 ) ) H 

2 
est localemen t libr e d e ran g d  /d' ;  l a démonstratio n es t entièremen t 
analogue à  celle d e la propositio n 2 . 5 . 2 . 

Ceci étant , l'assertio n (i ) résult e d e la considératio n d u diagramme 
de foncteur s suivan t : 

P QC g P 

/ AK) (N^\ \ 

V^P REP 1(q.) ( C ) >  REP 1(q>) Ve® P 

M l  M H 
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L'assertion ( i i ) , déj à prouvée , montr e qu e ce diagramm e es t commu -
tat i f ( à isomorphism e près ) ;  l e foncteu r (A ) es t un e équivalence grâc e 
à 2.4.3 , e t i l e n es t d e même de (B ) d'aprè s c e qui vien t d'êtr e di t . • 

3.2.5. Remarque. I l résult e d u théorème ci-dessu s qu e pour tou t 
1 H  s 

REP (Q) , l e Q-modul e M  es t induit pa r M  lorsqu e l'o n considèr e 
celui-ci comm e un Q'-modul e grâc e à  1'isomorphism e Q  =  Q. '/H : en 
effet s i M  es t u n Q.-modul e (qu e l'on peu t suppose r d e poids 1) , o n a 

HoiïIQ , (M^, M-^ ) =  Hoiïiç, (M ,̂M^) =  Hom (̂MH,M )̂ =  Hom^M,!^) . 

3.3. Dan s l e ca s où C J adme t un e représentation V  , localemen t libr e 
de ran g d  ,  l a démonstratio n d e 3. 2 donn e u n quasi-i nver s e d u foncteu r 
M i y M :  c'es t l e foncteu r 

(3.3.1) REP X(Q) •REP 1(Q) 

N i  •y S Hom^(VH,N) t r i v . 
s* 

Nous allon s l 'explicite r u n peu plus dan s l e ca s particulie r o ù H 
est u n sous-group e d e nivea u lagrangien e t où 

V = (E^ l } ) H (cf . 2.5.2 ) . 

Dans c e cas , o n a 5 = G ^  e t es t u n &  -modul e inversible, T m , o S 
comme on l ' a v u dans l a démonstratio n d e 3. 2 (puisqu e d ' =  d ,  ave c le s 
notations d e loc . c i t . ) . O n obtient donc , comm e quasi-inverse d e 
M y—* M ,  l e foncteu r 

(3.3.2) QC S *  REP X(Q) 

N i  + V® (V1 1)- 1^ N . 

I l s 'agi t don c d e calcule r 

3.3.3. Lemme. V* * est canoniquemen t isomorph e a u faiscea u D_ _ des  
mesures invariante s su r H  (1.4) . 
Démonstration :  V* * es t pa r définitio n l'ensembl e de s f ^A(Q) véri -
fiant, pou r h  £ H , g  € Q e t X  € Gm : 

(a) f(hg ) =  f(g ) ,  i . e . f € Hgm(H\Q,& G) =  A(H\Q ) 

(b) f(Xg ) =  Xf(g) ,  i . e . f  € Horn̂  (H\Q,& S) =  A( 1 )(H\Q) =  V 
m 

(c) f(gh ) =  f(g) . 
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Nous a l l o n s c o n s t r u i r e un morphisme 

<P : D R * A ( 1 ) (H\Q) = V 

e t montrer ensu i t e q u ' i l i n d u i t un isomorphisme de sur . 

Localement sur S , i l e x i s t e une sec t ion 

CT : H\K > H\Q 

du G - t o r s e u r H\Q sur H\K : en e f f e t s i S e s t l o c a l , H\K e s t m 
semi- loca l donc Pic(H\K) e s t n u l . Nous pouvons de p lus supposer que cr 

r e spec t e l e s s ec t i ons u n i t é s de H\K e t H\Q , i . e . que 

( 3 . 3 . 3 . 1 ) ^ « W = EH\ Q. • 

Une fo i s c h o i s i e une t e l l e s ec t i on , on o b t i e n t un isomorphisme de 

A(H\K)-modules : 

( 3 . 3 . 3 . 2 ) cp̂  : A(H\K) V = A ( 1 } (H\Q) 

en a s s o c i a n t à l a fonct ion f sur H\K la fonct ion ^ ( f ) s u ^ H\Q 

t e l l e que pour X £ G^ e t k £ H\K , on a i t 

cpŒ(f) (Xcr(k) ) = Xf(k) 

puisque t o u t gÉH\Q. s ' é c r i t de façon unique g = Xcr(k). 

Bien entendu cp̂  dépend du choix de cr ; mais s i l ' o n change j 

en a(J (où ry : H\ K G v é r i f i e a ( e„ x T J = 1 à cause de ( 3 . 3 . 3 . 1 ) ) , 
m ri \ rv 

on o b t i e n t immédiatement l a formule 

<Pa(J(f ) (Xcr(k) ) = «(k) 1 Xf(k) 

d 'où (cp (f )-cp (f ) ) (X<7(k) ) = X ( ^ ( k ) _ 1 - l ) f (k) . 
(VU u 

Comme l a fonct ion k i > »(k) "^-l e s t dans l ' i d é a l ^fj\K ' n o u s 

voyons que l a r e s t r i c t i o n de ^ à 1 ' i d é a l annula teur de n e 

dépend pas de cr . Comme d ' a u t r e p a r t H\K e s t isomorphe à H grâce à 

l a forme commutateur e de Q , ce t annula teur s ' i d e n t i f i e à 
^ ( f t ) ( I a } = DH ( 1 - 4 - 3 ) -

En bre f nous obtenons grâce à cp̂ . un isomorphisme (globalement 

d é f i n i sur S) de D„ sur un sous-& -module de V qui n ' e s t a u t r e que 
ri o 

1 ' annu la teur , dans l e A(H\K)-module V , de l ' i d é a l ITTXT^ , puisque 
ri \1\ 

9 a e s t un isomorphisme de A(H\K)-modules. En p a r t i c u l i e r ce sous-Sg-

module e s t i n v e r s i b l e e t localement fac teur d i r e c t , e t puisque nous 
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de montre r qu e 

^ V ( I H \ K > C ^  • 

Soit don c f  € V  , annulé e pa r I t t V T , :  nou s pouvon s considére r f 
ri \i\ 

comme un e fonctio n su r Q  vérifian t le s condition s (a ) e t (b ) énoncée s 
au débu t d e l a démonstration . I l rest e à  vérifie r l a conditio n (c ) ;  o r 
si g  £ Q e t h  £ H , o n a 

f(gh) =  f([g,h]hg ) =  [g,h]f(hg ) (conditio n (b) ) 
= [g,h3f(g ) (conditio n (a)) . 

Mais pou r h  fixé , l a fonctio n g  i  >  [g,hl provien t d'u n carac-
tère X  d e H\ K (vi a l a projectio n Q . >  H\Q +  H\K) ;  e n particu -

le h 
l ier 1 -X es t dan s I__ . don c f  =  X  f puisqu e f  annul e I__ . ,  i . e . 

ri \ r\ rl \ X\ 
f(gh) =  [g,h]f(g ) =  f(g ) 

ce qu i établi t l a conditio n (c ) e t achèv e l a démonstration . • 
Nous pouvon s résume r comm e sui t le s résultat s d e 3. 3 : 

3.4. Théorème. Soit H  un sous-group e d e nivea u lagrangie n d e Q  : 
alors pou r tou t M  € REP1 ( Q.) , on a  u n isomorphism e canoniqu e 

M -  A ( 1 ) (H\Q ) ® D " 1 ® ^ 

de Q- modules, 1 ' action d e Q  sur A^dAQ ) étant déduit e de s trans -
* H lations à  droit e su r H\C J , et 1  ' action su r e t M  étant t r iv ia le . 

ri 
3.5. Compléments. Lorsqu e H  n'es t plu s suppos é lagrangien , o n peu t 
montrer qu e l e foncteu r (3.1.1 ) adme t pou r quasi-invers e l e foncteu r 

(3.5.1) REP X(Q) *  REP1(Q) 

N i— » Hom (̂H\q,N)® DH

1 

ici o n fai t opére r Q  su r H\ Q pa r translation s à  gauche , d e sort e qu e 
Horn-(H\G,N) a  bie n u n sen s ;  c e dernie r es t alor s mun i d e l 'actio n d e Q 
Q déduit e de s translation s a  droit e su r H\Q , d e sort e qu e l e secon d 
membre d e (3.5 .1) es t bie n u n Q-modul e d e poid s 1  (ave c actio n t r i -
viale d e G . su r D̂ . )  . 

ri 
Pour voi r qu e (3.5.1 ) es t u n quasi-invers e d e (3.1.1 ) i l suffit , 

puisque (3.1.1 ) es t un e équivalence , d e construire , pou r tou t 
M^REP^Q), u n isomorphism e canoniqu e 122 
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(3.5.2) C M :  M®D R Hom (̂H\G,M H) . 

Introduisons d'abor d un e notatio n commode . S i G  es t u n S-schém a 
en groupe s commutati f fin i localemen t libr e e t P  u n © -̂modul e quasi -
cohérent, l'accouplemen t nature l 

A(G) ® A(G) *  ô s 

induit pa r tensorisatio n u n morphism e 

P® A(G) <8> A(G) *  P 

ou encor e u n morphism e 

(3.5.3) Hom(G , P) ® A(G) > V . 

Conformément à  l'usag e d e [R3] , nou s pouvon s considére r le s section s 
de A(G ) comm e de s mesures su r G  ; dan s ce s conditions , 1'homomorphism e 
(3.5.3) ser a not é 

(3.5.4) f® n r\ f(g)| i ( f £  Hom(G,P) ;H € A( G ) ) . 
JG g 

Nous pouvon s alor s défini r l e morphism e annonc é :  s i m  € M 
et s i M * £ D_j es t un e mesur e invariant e su r H  , o n considèr e l a fonctio n ri 

cp :  Q  M 
f 

g i  * cp(g) =  \  (hgm) H : 
J H n 

i l es t alor s immédia t qu e c p es t H-invariant e à  gauch e e t qu e 
cp(g) € M H pou r tou t g  € q. ,  don c c p 6 Hom(H\G,MH) , e t i l es t no n moin s 

H — 
clair qu e c p : H\ Q *  M es t u n Q -morphisme, qu i es t pa r définitio n 
GM(m®p<). Nou s n'infligeron s pa s a u lecteu r le s calcul s sinistre s mon -
trant qu e es t u n isomorphisme , e t nou s n'utiliseron s pa s c e résulta t 
dans l a suite . 
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CHAPITRE VI 

L'image direct e 

Sommaire. 
0. Introduction . 
1. Q(L ) e t l a descente . 
2. Faisceau x ample s :  ca s o ù l a bas e es t u n t r a i t . 
3. Généralisatio n à  un e bas e normal e quelconque . 
4. Applicatio n :  u n théorèm e d e négativit é d e l'imag e directe . 
5. Caractéristiqu e 2  :  l a variant e d e Mori . 

0. Introduction. 

Etant donné s u n schém a S  ,  suppos é norma l irréductibl e pou r simpli -
fier, u n S-schém a e n groupe s semi-stabl e A  —^ S  qu i es t générique -
ment u n schém a abélien , e t u n faiscea u inversibl e cubist e L  su r A  , 
ample relativemen t à  S  ,  o n s'intéress e dan s c e chapitr e au x propriété s 
de l'imag e direct e f̂ L . 

L'action d u group e CJ(L ) (construi t a u chapitr e IV ) su r f̂ L 
s'avère u n outi l auss i efficac e qu e dan s l a théori e classiqu e [M3 l : 
c'est ains i qu e l'o n obtien t san s difficulté s le s énoncé s habituel s su r 
la descent e pa r isogéni e d e L  e t d e se s section s (§1) . 

Pour un e étud e plu s fin e o n es t condui t (comm e au x chapitre s I I e t 
IV) à  t ra i te r d'abor d l e ca s o ù S  es t u n t ra i t (§2 ) :  dan s c e ca s f̂ L 
est automatiquemen t libr e d e ran g fini , e t est , lorsqu e K(L ) es t fin i 
sur S  ,  u n Q(L)-modul e irréductible a u sen s d u chapitr e V . O n en 
déduit u n résulta t qu i ser a essentie l dan s tout e l a suite , l e théorèm e 

02 
2.4 "d'invarianc e pa r gonflement " lorsqu e L  es t symétriqu e e t K( L ) 
fini su r S  . 

Lorsque di m S  )/2 o n n e dispos e d e résultat s intéressant s (§3 ) qu e 
lorsque L  es t symétrique ;  o n procèd e e n quelqu e sort e e n sen s invers e 
du §2 , e n étendan t d'abor d (3.4 ) l e théorèm e 2. 4 déj à cité , pui s e n 
montrant que , sou s le s même s hypothèses , f̂ L es t localement libr e 
(3.5 ;  l'énonc é es t mêm e plus précis ) e t qu e s a formatio n commut e à  tou t 
changement d e bas e "raisonnable " (3.5.3) . L a démonstration , u n pe u déli -
cate, occup e l a majeur e parti e d u § 3 ;  ell e fai t u n usag e essentie l de s 
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résultats d u chapitr e V , e t s'inspir e e n parti e (notammen t l e lemm e 
3.6.5) d e résultat s d e Mumford . 

Enfin l e "théorèm e d e négativité " d u § 4 donn e u n avant-goû t de s 
techniques de s chapitre s suivants , reposan t su r l 'idé e d'évalue r le s 
sections au x point s d'ordr e fini . 

1. Q ( L ) et l a descente . 

1.0. Dan s tou t c e §  on s e donn e : 
- u n schém a localemen t noethérie n S 
- deu x S-schéma s e n groupe s A  —S e t B  -̂ U- S ,  l isses , commu -

tat i f s, séparé s e t d e typ e fin i su r S 
- u n morphism e surjectif (don c plat, grâc e à  EG A IV, 11.3.10 ) 

X :  A >  B  d e S-schéma s e n groupe s ;  o n not e H  = Ker X  . 
On fai t d e plu s su r A  e t B  l'hypothès e suivant e : 

(1.0.1) i l exist e u n sous-schém a ouver t UC S ,  schématiquement dens e 
dans S  ,  te l qu e le s schéma s induit s A y e t soien t de s 
U-schémas abéliens. 

On se donn e pa r ailleur s su r G  -torseur cubist e L  su r A  . 
m 

Au-dessus d e l'ouver t U  , o n dispos e alor s d u sous-group e ferm é 
Ku =  K ( L u ) C A u 

et d e l'extensio n central e =  QtLy ) d e pa r G m y  ,  laquell e 
"opère" naturellemen t su r l e torseu r L y ;  ce s donnée s son t équivalente s 
à cell e d'un e trivialisation naturell e d e l a biextensio n ê^i^) res -
treinte à  K^XA y (I , § 3 e t 4) . 

Dans ce s condition s o n suppos e d e plu s donnés : 
- u n sous-schém a e n groupe s fermé K  d e A  , prolongean t 

- un e trivialisatio n d e l a biextensio n ^2^ L^|KXA '  P r o l o n 9 e a n t l a 

tr ivialisation naturell e d e ^(L JJ) s u r K u X ̂ S j 7 o u e n c o r e ' e n 

d'autres termes , un e extensio n central e 

1 *  (Gm,S *  ^ *  K ^  0 

prolongeant CJ ^ , e t muni e d e plu s d'un e actio n su r L  prolongean t 
l 'action d e su r ,  l e G^-torseu r su r K  sous-jacen t à  Q 
s'identifiant alor s naturellemen t à  l a restrictio n à  K  d u torseu r L  . 
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1.1. Remarque. Le s donnée s K  e t ( J ci-dessu s existen t e n particulie r 
dans chacu n de s ca s suivant s : 

1) U= S ,  i . e . A es t u n S-schém a abélie n (I ) 
2) S  es t régulier d e dimensio n 1  (IV , §3 ) 
3) S  es t normal au x point s d e S- U ,  A  es t semi-stable su r S  , 

et l e faiscea u L y su r l e schém a abélie n A ^ es t non dégénér é (IV , 
2.4) :  dan s c e ca s o n peu t mêm e suppose r K  plat e t quasi-fin i su r S  . 

1.2. Proposition ( descente d e torseur s cubistes ). Sous le s condition s d e 
1.0, i l y  a  équivalenc e entr e : 

(i) la catégori e de s couple s (M,cv ) o ù M  est u n G  -torseur  
cubiste su r B  e t ot :  X M L  un isomorphism e cubist e 

(ii) comme ( i) , en suppriman t deu x foi s " cubiste" 
( i i i ) la catégori e ( discrète) des morphisme s P  :  H Q . de 

S-schémas e n groupes , rendant commutati f l e diagramm e 

H = Ker X 

C} > K <  *  A 

En particulier , pour qu e L  se descend e à  B  ,  i l fau t e t i l  
suffit qu e H  soit u n sous-group e d e K  , et qu e l'extensio n central e  
induite su r H  par Q . soit t r iviale . 
Démonstration :  comm e le s troi s catégorie s e n questio n son t de s 
groupoïdes rigides , le s équivalence s s e réduisen t simplemen t à  de s 
bijections entr e classe s d'isomorphism e d'objets . 

Montrons d'abor d l'équivalenc e entr e (i ) e t ( i i ) . S i M  es t u n 
G^-torseur su r B  e t a : X M >  L  u n isomorphisme , i l s'agi t d e 
trouver su r M  un e structur e cubist e descendan t cell e d e L  .  O r o n a 
déjà su r M  un e rigidificatio n déduit e d e cell e d e L  ,  grâc e à  1'iso -
morphisme «  .  O n en déduit , au-dessu s d e U  (puisqu e B ^ es t u n 
schéma abélien ) un e uniqu e structur e cubist e su r compatibl e à  cett e 
rigidification, don c auss i à  l a structur e cubist e d e L  .  Soi t T  l a 

3 
section d e ^(L ) s u r A  définissan t l a structur e cubist e d e L  :  s a 
restriction à  U  es t compatibl e ave c l a donné e d e descent e su r 
^ 3 (L) U (relativemen t à  X  X \ X  X :  A3 >  B 3 ) déduit e d e (f l (M ) ,&3 ( cv ) ) , 
puisque nou s venon s d e voi r qu e T  provien t d'un e structur e cubist e 

3 ,  3 
sur My . Comm e A ^ es t schématiquemen t dens e dan s A  ,  T  es t elle -
même compatibl e à  l a donné e d e descent e e n question , d'o ù pa r descent e 
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, .  . . . . . . . .  „  ̂ 3 . . . fidèlement plat e un e trivialisatio n d e $̂ (M ) 

H 

s u r B  '  <3U^- e s t auto -
matiquement un e structur e cubiste . 

(i) >  ( i i i) :  parton s d e (M,cv ) comm e dans ( i ) . O n en dédui t su r 
L un e donné e d e descent e relativemen t à  \  ,  c'est-à-dir e un e action d e 
H su r l e S-schém a sous-jacen t à  L  ,  compatibl e à  l 'actio n pa r trans -
lations su r A  .  L e S-schém a L  es t d'autr e par t mun i d'un e sectio n £ 
déduite d e l a rigidification . O n en dédui t u n S-morphisrn e | 3 ("orbit e 
de s") , rendan t commutati f l e diagramm e 

y \ 
L *  A 

Au-dessus d e U  , i l es t bie n conn u ([ M2], §  23 O U [SZ] , exp . VII) 
que HyCK y e t qu e P  : > (Ly) |  ̂=  Qd^ ) es t u n morphism e d e 
groupes. Mai s comm e H  es t pla t su r S  ,  es t schématiquemen t dens e 
dans H  don c H <zK (ca r H H K es t u n ferm é d e H  contenan t H^ ) e t 
P s e factoris e don c e n H  * Q.= L|K ,  qu i es t encor e u n morphism e d e 
groupes pa r densité . 

Enfin, s i l'o n s e donn e 3  : H *  Q. comm e dans ( i i i ) , l 'actio n d e 
CJ su r L  donn e pa r restrictio n un e actio n d e H  su r L  ,  c'est-à-dir e 
une donné e d e descent e relativemen t à  \  .  • 

1.3. Corollaire. On suppose d e plu s qu e H  est fin i sur S  .  Alors le s  
conditions suivante s son t équivalente s : 

(i) i l exist e S ' >  S  fini e t pla t te l qu e l e G -torseur L g, 
sur A c, =  A X S  ' se descend e à  B  ,  . 

o o  o 
(ii) H^ K ,  e t H  est isotrop e pou r l a form e commutateu r 

e L :  KXK •  G déduite d e 1  ' extension central e G  ( en d'autre s terme s 
m ^ 

l'extension d e H  par G m induit e pa r ( J est commutative ) . 
De plus, si ce s condition s son t vérifiées , on peu t dan s (i ) prendre  

pour S ' un torseu r sou s l e dual de Cartie r H  d e H  . 
I l es t e n effe t immédia t qu e (i ) impliqu e ( i i ) . Inversement , puisqu e 

Ext^ (H, G )  =  0  (voi r pa r exempl e [Szl, VII, démonstratio n d e 2. 3 
fppf 

( i ) ) , un e extensio n commutative devient tr ivial e aprè s changemen t d e bas e 
par u n torseu r sous Horn (H, G )  =H .  • 
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1.4. Nou s allon s maintenan t étudie r le s propriété s d e l'imag e direct e 

(1.4.1) $ = f* L 

du faisceau inversibl e associ é a u G  -torseur L  (encor e not é L  pa r m 
abus d'écriture) . 

1.4.2. Lemme. < $ est u n (̂ -̂modul e cohérent. 
Démonstration (Raynaud ) : d'abor d S es t quasi-cohéren t d'aprè s EG A I , 
6.7.1. D'autr e par t l a questio n es t local e su r S  don c o n peu t suppose r 
S noethérien . Soi t j  :  U  c—^ S l'inclusio n naturell e ;  d'autr e par t 
pour tou t n  ^1 ,  soi t A ^ c—* A l e n-ième voisinag e infinitésima l d e  
la sectio n unit é e ^ :  S *  A  . 

Considérons alor s l e diagramm e commutati f d e & s-modules 
f.(L|An> (a) ULU|A)LU|LU|. 

(b) (b' ) 

f . ( L |A n > 
(a' ) j # ( f U L U | A )  . 

n, U 
La flèch e (a ) es t injective puisqu e L  es t localemen t libr e e t A^ 

schématiquement dens e dan s A  .  D'autr e part , l a famill e de s ( A T )  \ 1 

П , U Пух 
est schématiquemen t dens e dan s A^ (EG A IV, 11.10 ) puisqu e A y es t 
lisse à  fibre s connexe s su r U  , don c l a flèch e naturell e 

( £ и } * Ь и —* i ï ^ V ^ u lA J n n , U 
est injective . Comm e (f^)^L^ . es t cohérent su r U  (Â . es t propr e i ) 
et qu e U  es t noethérien , i l exist e n  )/ 1 te l qu e 

( V . L U - * t V . ^ U > 
n, U 

soit injecti f ;  i l e n résult e que , pou r n  asse z grand , (b 1) es t injecti f 
donc (b')o(a ) es t injecti f e t i l e n es t d e mêm e de (b) , d'o ù l e lemm e 
car, A  étan t fin i su r S  ,  f A,(Li14 )  es t cohérent . • 

n 
1.4.3. Soi t S 1 u n S-schéma . Pou r tou t y ^CJ(S'), l 'actio n d e Q . su r 
L donn e u n isomorphism e 
(1.4.3.1) У : L s . T^Lg . 

de faisceau x inversible s su r A g, , У désignant l'imag e d e У par l e 
morphisme Q . *K c — A .  Passan t à  l'imag e direct e pa r 
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f s ' : A s '  *  s '  ' on obtien t u n isomorphism e compos é 

(1.4.3.2) fS ' *LS' 
Z T*-

f s ' * V 
d'où un e action à  gauch e d u group e Q(S' ) su r l e & s,-module quasi -
cohérent f  ,  L  ,  . D e plus l 'actio n d u sous-group e G  (S 1) c Q(s') n'es t 
autre qu e l'actio n naturell e pa r homothéties . 

En d'autre s terme s nou s avon s défin i un e actio n d u faiscea u Q 
(sur S _ - ) su r l e faiscea u W(L ) défin i pa r fppf 
(1.4.3.3) S ' W(L)(S') =  HS' , f s , ^L s , )  =  H°(A S, ,LS, ) . 

1.4.4. Soi t maintenan t 

5' <= Q 

un sous-schém a e n groupe s d e Q . , plat su r S  .  Prenon s S ' =  Q.' dan s 
les considération s précédente s :  o n a  u n élémen t canoniqu e d e 
Q(S') =  Hom s(q.',Q) défin i pa r l'inclusio n Q. ' c—* CJ , d'o ù u n automor-
ph! sme 

(1.4.4.1) A u t ^ i _ M o d ( f g l ^ L Q l ) . 

Comme la formatio n d e l'imag e direct e commut e a u changemen t d e bas e 
plat Q ' *  S ,  o n a 

ULU|A)ULU|A) ULU|A) 

d'où u n automorphism e d u Qq,-modul e #q , (qu i es t cohérent, grâc e à 
1.4.2 ci-dessus) , c'est-à-dir e u n morphism e d e S-foncteur s 

(1.4.4.2) GL(â) 

qui es t évidemmen t u n morphism e d e groupes . Nou s obtenon s ains i un e 
action d e Q * sur l e -modul e < $ , c'est-à-dire , d e faço n précise , 
sur l e foncteu r V{<$) défini pa r 

(1.4.4.3) v(<*)(s') =  r ( s ' f i s l ) . 

Bien entend u l e morphism e nature l 

V(£) W(L) 

est compatibl e ciu x action s d e CJ ' su r le s deu x membre s ;  d'autr e part , 
pour étudie r l 'actio n d e Q ' su r V(#) , o n peu t (comm e a u chap. V) s e 
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restreindre a u "peti t sit e fppf " d e S  . 
Exemple. Replaçons-nou s dan s l a situatio n d e l a Prop . 1.2 . Soien t M  un 
faisceau inversibl e su r B  ,  »  : X M L  u n isomorphism e e t soi t 
£ : H *  Q l e relèvemen t correspondant . Comm e H  es t pla t su r S  , 
nous pouvon s prendr e pou r Q 1 l e sous-group e H  , imag e d e P  ;  nou s 
obtenons ains i un e action d e H  su r S .  S i s  es t un e sectio n d e <S 
sur S  (o u su r u n ouver t d e S  ,  o u mêm e su r u n S-schém a plat quel -
conque) , un e traductio n fastidieus e débouch e su r le s équivalence s : 

s £ c? s  £ H (A,L) es t compatibl e à  l a donné e d e descent e (rela -
tivement à  X ) défini e pa r P  <==^ s provien t d'un e sectio n d e M  su r B . 

En résum é : 

1.4.5. Proposition ( descente d e sections ). Dans le s condition s d e 1.0 , 
* soient M  u n -modul e inversible, a : X M ~ > L  un isomorphisme , et B 

3 : H > Q le relèvemen t correspondan t (1.2 ) . Alors l e morphism e nature l 
g*M f* L = s 

H * 
identifie g #M au sous-modul e S d e S formé de s invariant s sou s  
1'action d e H  déduite d e 3  .  • 

Une autr e applicatio n important e d e 1. 4 s'obtien t lorsqu'o n suppos e 
que K  ( et don c Q ) est pla t su r S  .  O n obtient alor s un e représentation  
de poid s 1  (V , §2 ) d e l'extensio n central e Q  dan s l e (̂ -̂modul e cohé -
rent < $ .  S i l'o n suppos e d e plu s qu e K  es t fini su r S  ,  l e lemm e 
suivant v a nou s permettr e d'applique r le s résultat s d u chapitr e V  : 

1.4.6. Lemme. On suppose cru e K  est fin i e t pla t sur S  et qu e A  est 
semi-stable. Alors Q . est u n group e thêt a no n dégénér é (V , 2.0) . 

En effet , l'hypothès e su r K  entraîn e déj à qu e es t u n faiscea u 
inversible no n dégénér é su r l e schém a abélie n A ^ .  Pa r ailleurs , l a 
forme commutateu r d e ( J indui t u n morphism e d e S-schéma s finis loca -
lement libre s : 

7 :  K >  K  . 

I l fau t montre r qu e y es t u n isomorphism e ;  cel a s e voi t su r le s 
fibres e t nou s pouvon s don c remplace r S  pa r u n S-schém a S ' te l qu e 
le morphism e S ' S  soi t surjectif ;  prenan t pou r S ' l e normalis é 
de S r e (} ,  nou s somme s ains i ramené s a u ca s o ù S  es t normal , e t notr e 
assertion résult e don c d e IV , 2.4 . • 
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1.4.7. Proposition. On suppose K  fini e t pla t su r 3  de ran g d  ,  e t 
A semi-stable. On se plac e dan s l a situatio n d e 1.4. 5 et l'o n suppos e  
que H^ K est fin i localemen t libr e d e ran g d  ( donc es t lagrangie n 
(V, 2.5.1 ) pour l a form e e L su r K) . Alors o n a  u n isomorphism e cano -
nique d e &g- modules : 

f#L g*M ® A( 1 ) (H\Q ) ® D"1 

où D  désigne l e (^- module inversibl e de s mesure s invariante s su r 
(1) 

H (V , 1.4 ) e t A  (H\Q ) la représentatio n standar d d e poid s 1  de Q 
associée à  H  , définie e n V , 2.5.2 . ( Bien entendu , H  est ic i identifi é  
à u n sous-group e d e Q  grâce a u relèvemen t S  d e 1.4.5) . 

Compte ten u d u lemm e précéden t e t d e 1.4.5 , cel a résult e e n effe t 
de V , 3. 4 appliqu é à  l a représentatio n f̂ L d e Q  . • 
1.4.7.1. Remarque. L a propositio n ci-dessu s n e présent e u n intérê t qu e 
lorsque f^L / 0  , c e qui , puisqu e L ^ es t no n dégénéré , signifi e qu e 
Ly es t ample su r A ^ relativemen t à  U  ; o n sai t d e plus , dan s c e cas , 
que (resp . g*M^ ) es t localemen t libr e d e ran g d  (resp . 1 ) su r U . 

1.4.8. Corollaire. Sous le s hypothèse s d e 1.4.7 , on suppos e d e plu s qu e  
LU est ampl e sur A y relativement à  U  , et qu e f̂ L est localemen t 
libre sur S  (i l es t alor s nécessairemen t d e ran g d  ,  e t ĝ M est u n 
(̂ -̂module inversible ) .  Notons K ' le . S- schéma e n groupe s K/ H ,  con-
sidéré comm e sous-group e d e B  = A/H ,  e t ,  la restrictio n à  K ' du  
faisceau inversibl e M  . Alors o n a  u n isomorphism e nature l d e S^-module s 
inversibles 

Adf.,L -  (g*M)® d® Ad f^ R ® (N^/gM^)" 1 

où , d é s i g n e l a norme . De plus l e R -̂modul e inversible N .̂̂ gM^ , 
est d'ordr e fin i dan s Pic(S ) :  de faço n précise , si m  est u n entie r  
annulant H  , s a classe dan s Pic(S ) est annulé e pa r 2 m ,  et mêm e pa r 
m s_ i m  est impair . 
Démonstration :  l a propositio n précédent e donne , e n prenan t le s déter -
minants 

(1.4.8.1) de t f, L -  (g,M)® d®D®"d^det A (1)(H\(}) . 

Rappelons qu e l e torseu r Q  su r K  s'identifi e à  l a restrictio n à 
K d u G  -torseur L ° associ é à  L  .  O r l e torseu r M ° associ é à  M m 
s'identifie a u quotien t d e L ° pa r l 'actio n d e H  déduit e d e l'inclusio n 
3 : H  c—> (J .  E n particulier M^ , s'identifi e canoniquemen t à  H \ ,  e n 

2 
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tant qu e G  -torseur su r K 1. 
I m 
II e n résult e qu e A^ 1'(H\Q.) (faiscea u de s S-morphisme s d e H \CJ 

dans G ^ g  compatible s à  l 'actio n d e Ĝ ) s'identifi e à  g^îK^}), don c : 

(1.4.8.2) de t A ( 1 )(H\Q) -  det(g„*Ç} ) -  de t ( g^K, )  2> NR, /s*Ç} 

d'où e n reportan t dan s (1.4.8.1 ) 
5?)H (5?)_.r ] - i 

(1.4.8.3) de t f  *L - (g #M) ®  DR ®  det ( g R̂ ,  ) ® (  NR, ,  ) 
Comme H  es t u n sous-group e lagrangie n d e K  pou r l a form e commu -

tateur d e Q  , o n a  pa r ailleur s u n isomorphism e canoniqu e 

K ' = K/H H 

donc 

D|""d®det ^  detCD" 1^ f*&g) 

où f  :  H désign e l e morphism e structural . Enfi n o n sai t (V , 1.4.4 ) 

que f  ^  (f^& H)®DH ,  d'o ù finalemen t 

D|" d ^det g ^ R l -  de t f^ R 

qui donn e l a formul e cherchée , e n reportan t dan s (1.4.8.3) . 
Enfin, pou r établi r l a dernièr e assertion , remarquon s qu e M^ , es t 

un torseu r cubist e su r l e group e K' , leque l es t annul é pa r m  puisqu'i l 
s'identifie à  H  . O n peut don c lu i applique r (I , 5 .7), c e qu i achèv e l a 
démonstration puisqu e /S : Pic(K ' ) >  Pic(S) es t u n morphism e d e 
groupes. • 
1.4.8.4. Remarque. L'adjecti f "naturel " d e 1.4. 8 signifi e qu e 1'isomor -
phisme e n questio n es t fonctorie l pou r le s isomorphisme s d e faisceau x 
inversibles cubistes , e t possèd e d e plu s l a propriét é suivant e :  soi t 
77 :  S' *  S  u n morphism e d e schéma s (ave c S 1 localemen t noethérien ) 
tel qu e 7 7 (U ) soi t schématiquemen t dens e dan s S ' (s i l'ouver t 
U CS d e (1.0.1 ) es t chois i maximal) , e t te l qu e l a formatio n d e l'imag e 
directe f̂ L commut e a u changemen t d e bas e 7 7 ;  alor s 1'isomorphism e d e 
1.4.8 es t compatibl e a u changemen t d e bas e t t . 

2. Faisceaux ample s :  cas o ù l a bas e es t u n t r a i t . 

2.0. Soi t A  u n annea u d e valuatio n discrète , d e corp s de s fraction s F 
et d e corp s résidue l k  .  O n note S  = Spec A  , {TÎ } = Spec F  , 
{s} =  Spec k  . 

133 



L. MORET-BAILLY 

Soit A  »  S u n S-schém a e n groupe s semi-stable don t l a fibr e 
générique A ^ es t un e variét é abélienn e su r F  ,  e t soi t L  u n faiscea u 
inversible cubiste su r A  .  O n suppose d e plu s qu e L ^ es t ample su r 
Â  .  O n dispose alor s d u sous-group e ferm é K(L)c= A ,  pla t e t quasi-fin i 
sur S  (IV , 3.4 ) e t d u schém a e n groupe s Q(L ) (IV , 3.3.3) , extensio n 
centrale d e K(L ) pa r g  ,  no n dégénéré e dè s qu e K(L ) es t fin i 
sur S  (IV , 2.4) . 

2.1. Proposition. L  est ampl e su r A  . 
Démonstration :  lorsqu e l a fibr e fermé e A q d e A  es t connexe , cel a 
résulte d e [Ri! , théorèm e VIII.2 . Dan s l e ca s généra l soi t m  u n entie r 
annulant l e group e < $ =  A Q/A° de s composante s connexe s d e A q .  L a mul -
tiplication pa r m  indui t u n morphism e surjecti f 

[m] :  A * • A° . 
2 

Le group e K( L m )  =  [ m 1  (K(L) ) contien t l e noya u 9A d e l a 
2 ®m 2 

multiplication pa r m  .  I l e n résult e qu e l e sous-group e ACK( L ) 
L®m2 m 

est isotrope pou r l a form e commutateu r e  :  i l suffi t e n effe t d e l e 
vérifier su r l a fibr e générique , o r s i x  e t y £ '  o n a 

m 
m2 m 2 

e L (mx,my ) =  e L (m 2x,y) =  1 

avec m x e t my€^A ^ ,  e t i l suffi t d e remarque r qu e l a multiplicatio n 
par m  indui t u n épimorphism e *  mA^ . 

m 
Quitte à  fair e u n changemen t d e bas e fin i S 1 * • S  ,  o n peu t don c 

2 
supposer qu e L  provien t d'u n faiscea u inversibl e M  su r A  ,  vi a 
le morphism e [m l (nou s n e somme s pa s tou t à  fai t dan s le s condition s 
de 1. 3 puisqu e mA es t seulemen t quasi-fin i ;  cependan t notr e assertio n 
est vrai e su r l a fibr e générique , d'o ù u n su r A ^ ,  d'o ù u n M  su r 
A° puisqu e A ° es t connexe , e t l'o n a  [m ] M  = * L m à  caus e d e l 'unici -
té d u prolongemen t cubiste) . L a propositio n e n résult e ca r M  es t ampl e 

m2 

sur A ° (ca s connexe ) don c L m es t ampl e puisqu e [m J es t quasi-fini .1 
2.2. Proposition. Pour tou t n)/ l ,  notons A^ n"̂  le plu s peti t sous -
groupe ouver t d e A  contenant K(L® n) . Alors, pour tou t n  )/2 ,  la  
restriction d e L® n à l S n ^ e s t engendré e pa r se s section s globale s  
sur A L 

134 



L'IMAGE DIRECTE 

Rappelons d'abor d l e "théorèm e d u carré" , résultan t d e l'existenc e 
d'une structur e cubist e su r L  :  l e morphism e d e S-foncteur s 

A — P i % / S 

x l  *  classe d e (T*L ) <S> L - 1 

est u n morphism e d e groupes . 
En particulier , s i y 1 , . . . , £ A(S ) vérifien t Yi +***+yn ~  0 ' 

alors 

(2.2 .1) T * L  <8>. .  .® T* L  - L® n . 
2 1 2 n 

Démontrons alor s l a propositio n (o n s'inspir e d u ca s classiqu e ^e s sché -
mas abéliens) . I l es t clai r qu' i l exist e un e sectio n 0 " £ H°(A^ n ,L ) qu i 
n'est pa s identiquemen t null e su r l a fibr e spécial e A^ n :  i l suffi t d e 
partir d'un e sectio n no n null e or ^ £ H (A ,̂L^) e t d e l a multiplie r pa r 
un élémen t d e F  d e valuatio n égal e à 

- in f v  (cr' ) 
C 

où C  parcour t l'ensembl e de s composante s d e A -̂ n 

l~n] ° 
Soit alor s C  un e composant e d e A ^ su r laquell e a f0 ,  e t 

soit x  u n poin t d e C  (qu e l'o n peu t suppose r rationne l su r k  ca r 
la propositio n es t "invariant e pa r changemen t d e bas e plat") . I l exist e 
alors (quitt e encor e à  change r d e base ) n  point s y ± / - - . / y n d e A°(k ) 
vérifiant y 1+- • -+Y N

 =  0  e t cr(x+y. . ) /  0  ,  i = l , . . . , n .  O n peut mêm e 
prolonger ce s point s e n de s section s y^ , . . . , y £  A°(S) vérifian t y-,+...+y =  0  ,  e t o n a  don c 1 "  n 

[(T* J) <S> (T * CT)3>. .  j ) ](x) ? o 
Y l Y2 Yn 

ce qu i donne , d'aprè s (2.2 .1) un e sectio n d e L^ n su r A^ n"' ,  no n null e 
au poin t x  . 

S>n 
Donc L  es t san s poin t bas e su r l a composant e C  .  Mai s comm e 1^ 

groupe q,(L? n) opèr e transitivement su r A -̂ n (pa r définitio n d e A -̂ n ) 
et opèr e su r H  (A , L )  d e manièr e compatibl e au x translations , L 
est auss i san s poin t bas e su r Â n"̂  .  • 

o 
2.3. Définition. On dit qu e L  est totalemen t symétriqu e si , localement 
pour l a topologi e fpp f su r S  ,  L  est d e l a form e M & [-i l (M) f pou r u n 
faisceau inversibl e cubist e M  sur A  . 

(On rappell e qu e S  es t u n t ra i t ;  pou r u n ca s plu s généra l voi r 
3.2 ci-dessous) . 
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2.3.1. Remarques. I l revien t a u mêm e de dir e qu' i l exist e S ' y S 
fini surjecti f te l qu e L g, soi t d e l a form e M ® [-l]^ (M ) su r A g , . 

S ' 
I l suffi t mêm e (a u moin s s i S  es t excellent ) qu e S ' soi t l e spectr e 
d'une extensio n fini e d e F  puisqu'alors , quitt e à  étendr e encor e l e 
corps d e base , M  s e prolong e au-dessu s d u normalis é d e S  dan s S 1 . 

Autre définitio n équivalent e :  i l exist e S ' — y S  quasi-fin i e t 2)2 dominant te l qu e L n , soi t isomorph e à  M  ,  ave c M  cubist e symétri -es 
que su r A g , . 

On vérifie auss i qu e tou t cec i équivau t à  l a conditio n qu e L ^ soi t 
totalement symétriqu e su r A ^ a u sen s d e [M3] , §2 . 

Enfin, i l résult e d e 2. 2 qu e s i L  es t totalemen t symétrique , s a 
restriction à  l'ouver t A '-1"^ "engendré " pa r K(L ) (notatio n d e 2.2 ) 
est engendrée pa r se s section s globale s :  o n peu t e n effe t suppose r 
(après changemen t d e base ) qu e L  es t l e carr é d'u n M  ampl e su r A  , 
et o n appliqu e 2. 2 à  M  . 

Le théorèm e suivan t es t d û à  Mumfor d (no n publié ) lorsqu e f̂ L es t 
de ran g 1  e t qu e 2  es t inversibl e su r S  : 

2.4. Théorème. Sous le s hypothèse s d e 2.0 , on suppos e L  symétriqu e et 
02 

K(L )  fin i sur S  .  Alors, avec le s notation s d e 2. 2 : 
(i) H°(A,L ) =  H ° ( A ^ F L ) 

(il) H  (A, L )  =  H (AL , L )  . 
2.4.1. Corollaire. On suppose L  totalement symétriqu e e t K(L ) fini  
sur S  .  Alors H°(A,L ) =  H 0 ( A ^ F L ) (notatio n d e 2.2) . 

En effet , grâc e à  u n changemen t d e bas e pla t o n peu t suppose r qu e 
02 »  A L = M ave c M  symétriqu e ;  l e corollair e résult e alor s d e 2. 4 (ii ) 

appliqué à  M  . 

2.4.2. Lemme . S i L  est symétriqu e i l exist e 0 * € H° ( A, L), non identi -
quement null e su r A q ,  te l le qu e l e diviseu r div(cr ) sur A  soit 
symétrique ( i .e . invarian t pa r 

En effe t soi t c p : L  -^-y [-l^L l'uniqu e isomorphism e induisan t 
l ' ident i té su r l a sectio n unité . Ce t isomorphism e indui t un e involution 
t d e H  (A,L) pa r l a formul e t(CJ ) =  cp ([- lJ^j) . I l exist e don c 

€ H° ( A ,̂ L^ ) no n null e te l l e qu e t  (cr̂ ) =  ±0^ ;  i l suffi t dè s lor s d e 
multiplier pa r u n élémen t convenabl e d e F X pou r obteni r u n élémen t 
(7 d e H°(A,L) , qu i vérifi e T (a) =  ±cr .  • 
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2.4.3. Prouvon s maintenan t l e théorème . Noton s d  l e ran g d e f* L : 
alors K(L ) (resp . K(L® 2)) es t fin i e t pla t d e ran g d 2 (resp . 4 gd 2 ) 02 * sur S  ,  e t Q (L) (resp . Q (L ) ) es t u n group e thêt a non dégénér é au -

$52 

dessus d e K(L ) (resp . K( L )) . Considéron s d'abor d l'inclusio n naturell e 

( 2 . 4 . 3 . 1 ) H°(A,L® 2) - + H ° ( A [ 2 L , L ® 2 ) . 

Les deu x membre s son t de s A -modules libre s de ran g 2 gd ,  muni s 
02 

tous deu x d'un e actio n d e poid s 1  de CJ( L ) , e t don c irréductibles pou r 
ces action s (V , 2.4.2) . L'imag e d e (2.4.3.1 ) es t don c d e l a form e 
I.H°(A '" 2"',L^ 2) o ù I  es t u n idéa l d e A  . Pou r établi r (ii ) i l suffi t 
donc d e montre r qu e l e morphism e dédui t d e (2.4.3.1 ) pa r tensorisatio n 

o S *2 
par k  es t non nul , i . e . gu' i l exist e un e sectio n 3 " € H (A,L )  dont 

r 2 ] la restrictio n a  A  n'est pa s identiquemen t nulle . o 
Or soi t V1 € H°(A,L) comm e dans l e lemm e 2.4. 2 e t soi t X Q £ AQ 

tel qu e ^i^x

Q^ ^ 0 •  Com™0 divfo^ ) es t symétriqu e o n a  auss i 
cr^-x^ ^  0  .  S i x^A(S ) es t un e sectio n d e A  passan t pa r X q ,  i l 
suffit d e prendr e 

cr =  T x ( j i } 0  T - X

( c r i ) 

qui es t bie n un e sectio n d e T^L ^ T_̂ L L  ,  e t qu i es t no n null e à 
1'origine d e A  pa r construction . Cec i démontr e ( i i ) . ° 

[ 2 ] 
Enfin, (i ) es t un e conséquenc e facil e d e (ii ) :  s i C T € H (A ,L) , 

nous pouvon s considére r c r comm e une sectio n méromorph e d e L  su r A  . 02 /s . L'assertion (ii ) montr e qu e J n' a pa s d e pôle s su r A  , don c J 
n'a pa s d e pôle s su r A  , cqfd . I 

On peut mêm e préciser le s chose s d e l a manièr e suivant e : 
2.5. Proposition. On suppose L  symétrique ( resp. totalement symétrique ) 

02 
et K(L ^ )  ( resp. K(L) ) fini su r S  .  Soit X  un sous-schém a no n vid e 
de A '-2 ( resp. A  -1 ) , fini e t pla t su r S  et invarian t pa r K(L® 2) 

02 
(resp. K(L) ) ( par exemple , on peu t prendr e X  = K(L )  resp. K(L)) . 
Alors l e morphism e d e restrictio n 
(2.5.1) H°(A,L ) *H°(X,L| X) 
est scindé , i . e . fait d e H°(A,L ) un facteu r direc t d e H°(X,L| X). 

(En d'autre s terme s :  tout e sectio n d e L  qu i s'annul e su r l a 
fibre fermé e X  =  XH A  d e X  , s'annul e su r A  ) . 

0 0 o 
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Démontrons d'abor d l e ca s totalemen t symétrique . Grâc e à  2 .4 . 1 o n 
peut remplace r A  pa r A '-1"' .  L e morphism e (2 .5.1) es t Q (L) - équiva -
riant e t H°(A,L ) es t u n (J (L)-module irréductibl e don c i l suffi t d e 
voir qu e l e morphism e dédui t d e (2 .5.1) pa r tensorisatio n pa r k  es t 
non nu l pou r conclur e qu' i l es t injectif . Mai s c e dernie r poin t es t 
évident puisqu e L  es t engendr é pa r se s section s su r A^ 1"' ( 2 . 3 . 1 ) . 
Le ca s symétriqu e e n résult e immédiatemen t :  s i 7  es t un e sectio n d e ®2 ® 2 L su r A  , null e su r A  ,  alor s c r es t un e sectio n d e L o 
nulle su r A Q ,  don c null e su r A q d'aprè s l e ca s précédent . Don c 
cr es t null e su r A  .  B o 
2 . 5 . 1 . Remarque. Dan s l e ca s de s schéma s abéliens , o n a  plu s généralemen t 
(sans hypothès e d e symétrie ) : 

Proposition. Soient A  —^ S un schém a abélie n su r u n schém a S  quel -
conque, L  un faiscea u inversibl e su r A  , ample ( resp. ampl e e t engen -
dré pa r se s sections ) relativement à  S  ,  m  un entie r \ 2 .  Soit X  un  
sous-schéma d e A  , fini, plat e t surjecti f su r S  et invarian t sou s 
K(L^m) (resp . K(L)) . Alors l e morphism e d e restrictio n 

f * L — * f ^ ( L | x ) 

est injecti f e t localemen t scindé . 
On laisse a u lecteu r l a démonstration , analogu e à  cell e d e 2. 5 . 

2 . 6 . Nou s allon s maintenan t reformule r 2 . 4 en terme s d e valuations , e n 
X X X 

supposant A  complet. Soi t v  : F — ^ T =  F /A l a valuatio n d e F 
définie pa r A  ; soien t F  un e clôtur e algébriqu e d e F  ,  v  : FX T 
un prolongemen t d e v  (l e group e T es t alor s isomorph e à  Q) , A 
l'anneau d e v  ,  S  = Spec A  . O n dispose alor s d u modèle d e Néro n 
Â > S  d e A - su r S  ,  qu e l'o n peu t défini r comm e sui t :  soien t 
(F^)j_ÉI l e s extension s finie s d e F  contenue s dan s F  ;  pou r tou t i£ I  soi t A . =  A H F  . e t soi t A . l e modèl e d e Néro n d e A ^ su r 1 1 1 F ^ 
A. ;  s i F . CF . ,  o n a  un e immersio n ouvert e 

qui perme t d e pose r 

A. X  S  . >  A . 1 S . 3  3 i 

A = lim(A. X  S ) : 1 S . i 
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c'est u n S-schém a e n groupes , réunio n croissant e d e sous-groupe s 
ouverts lisse s d e présentatio n fini e su r S  ;  s a fibr e génériqu e s'iden -
t i f ie à  A - ,  e t 1'homomorphism e nature l 

r 
Â(S) ^  A-(F) =  A(F) 

est u n isomorphism e puisqu e Â(S ) =  lim A.(S. ) =  lim A(F.) . 
i i 

Pour tou t i  €  I ,  considéron s l e faiscea u inversibl e cubist e L ^ r . 1 
sur A „ :  i l exist e alor s F .^F . te l l e qu e L ^ =  L_ X  F . s e pro -

1 J J 1  "  1 J 

longe e n u n uniqu e faiscea u inversibl e cubist e L. . su r A . X  S . , 
1 3 1 S i 3 

d'où pa r changemen t d e bas e u n faiscea u cubist e L ^ su r l'ouver t A. X  S  d e A .  Pou r i  variable , le s L . son t évidemmen t compatible s i S ± i 
entre eu x e t l'o n obtien t don c u n faisceau inversibl e cubist e L  sur A , 
prolongeant L - ;  o n défini t d e mêm e un sous-group e ferm é 

r 
K(L) C  Â 

qui prolong e K(L- ) e t don t l'algèbr e & . . , - v es t u n Â-modul e libre 
de ran g fin i :  e n effe t i l exist e i  e t j  tel s qu e K(L _̂. ) soi t fini 
sur S . e t i l suffi t alor s d e pose r K( L ) =  K (L. .  ) < X S  . 

-Fn] 
On peut ains i défini r l e sous-group e ouver t A  ,  pou r tou t n  )/ 1 , 

comme dan s 2.2 . Remarquon s qu e Â -̂ n es t u n S-schém a d e présentation finie puisqu e K(L ) es t conten u dan s l'u n de s ouvert s A . X  S  .  Soi t - -  _  1  s ± 

s l e poin t ferm é d e S  ,  e t soi t $  l e group e de s composante s connexe s 
de Â - .  Comm e le corp s résidue l K(S ) es t algébriquemen t clos , o n peu t 
considérer <Ê > comm e u n group e abélie n ordinair e (qu i es t d'ailleur s u n 
groupe d e torsion) . Pou r tou t x £ $  ,  noton s (pou r plu s d e clarté ) C 
la composant e d e A _ correspondante . L'annea u loca l dan s A  d u poin t 
générique d e C Tr es t u n annea u d e valuation , l e group e d e l a valuatio n 
en questio n s'identifian t canoniquemen t à  T  ;  o n noter a l a valua -
tion correspondant e ( à valeur s dan s T) su r l e corp s de s fonction s d e 
A .  D e même, s i j  es t un e section méromorph e d e L  ,  o n peu t parle r d e 
la valuation v

x ( j ) d e 0 * l e lon g d e l a composant e C ^ . 
Alors l e théorèm e d e Mumfor d (2.4 ) pren d l a form e suivant e : 

2.6.1. Théorème. Soit a  £ H°(A^,L-), considérée comm e un e sectio n méro -
morphe d e L  sur A .  Alors l a fonctio n 

x >— * vx(a) 
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de dan s T  est minoré e e t attein t so n minimum . 
De plus , si L  est symétriqu e ( resp. totalemen t symétrique ), ce 

minimum es t attein t e n u n x  £ <£> correspondant à  un e composant e d e 
(resp. AL 1 ] ) . s s 

Démonstration :  commençon s pa r l e ca s symétrique . Notan t 

^ =  ÂL 2 ]/Â2 
S s 

i l s 'agi t d e montre r que , pou r tou t x £ $  ,  o n a 

(2.6.1.1) v  (a ) ) / in f v  (a ) . 

En multipliant c r pa r u n élémen t convenabl e d e F  ,  o n s e ramèn e 
au ca s o ù l e secon d membr e d e (2.6.1.1 ) es t nul ;  o n a  don c 

a 6 H°(Â[ 2 ],L) 

et l e théorèm e 2. 4 impliqu e don c qu e 7  es t régulièr e l e lon g d e l a 
composante x  :  i l suffi t e n effe t d e l'applique r su r un e extensio n 

~\2 ] 
finie F ^ convenabl e d e F  ,  i . e . tel l e qu e x  ,  <£ - e t 7  soien t 
définis su r .  O n a don c bie n v

x ^ ^ ^  0 '  c o n ï ï n e annoncé . 
Le ca s totalemen t symétriqu e s e démontr e d e même . L e ca s généra l s e 

déduit d u ca s symétriqu e :  i l suffi t d e remarque r qu' i l exist e a^Â(S ) 
tel qu e T*(L ) soi t symétrique , e t comm e on sai t (III , 1.1.9.1 ) qu e 

* -  a 

T (L ) adme t un e structur e cubist e (no n canonique) , l e ca s symétriqu e a 
s'applique. • 

3. Généralisation à  un e bas e normal e quelconque . 

3.0. Dan s tou t c e §  on s e donn e u n schém a localemen t noethérie n S  ,  u n 
S-schéma e n groupe s semi-stable A  S  ,  u n ouvert dens e Uc S te l 
que A y soi t u n U-schém a abélien , e t u n faiscea u inversibl e cubist e 
L su r A  .  O n fai t d e plu s le s hypothèse s suivante s : 

(3.0.1) L y es t ample su r A ^ (relativemen t à  :  > U ) 
(3.0.2) pou r tou t poin t x ^ S- U ,  l'annea u loca l & c es t normal. 

O , X 
L'hypothèse (3.0.2 ) impliqu e qu e U  es t schématiquement dens e dan s 

S puisqu e r es t intègr e s i x? U .  D e plus (3.0.1 ) e t (3.0.2 ) 
-A., X 

impliquent, grâc e à  IV , 2.4 , l'existenc e d'u n sous-group e ferm é 
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K(L) C  A , 

plat e t quasi-fin i su r S  e t prolongean t K ( Ly), ains i qu e cell e d'un e 
extension central e 

1 > G  Q  *  Q(L ) •  K(L ) *  0 , 
m, S ^ 

non dégénéré e dè s qu e K(L ) es t fin i su r S  ,  e t opéran t su r L  . 
Enfin nou s supposeron s dan s c e qu i sui t qu e 

(3.0.3) L  es t symétrique. 
Nous pouvon s alor s généralise r 2. 1 : 

3.1. Proposition. Sous le s hypothèse s d e 3.0 , L  est ampl e sur A 
(relativement à  S) . 

La questio n es t local e su r S  ,  e t comm e L y es t déj à ampl e su r 
U , o n peu t suppose r S  norma l grâc e à  (3.0.2) . Lorsqu e A  es t à  fibre s 
connexes, l a propositio n résult e d e [Rl] , X I 1.1 3 e t d e l 'unicit é d u pro -
longement d e L y à  A  .  Dan s l e ca s généra l i l exist e (localemen t su r 
S) u n entie r m  )/1 te l qu e l a multiplicatio n pa r m  s e factoris e e n 

[m] :  A *  A° c—> A . 

D'après l e ca s connexe , Lj Ao e s t ampl e su r A ° ;  comm e [m ] es t 
quasi-fini, [m ] ( L| A Q) es t ampl e su r A  , mai s c e dernie r faiscea u es t 
isomorphe à  L  puisqu e L  es t symétriqu e (1,5.5) . • 

3.1.1. Remarque. J'ignor e s i l a propositio n 3. 1 rest e vrai e san s hypo -
thèse d e symétri e su r L  . 

3.2. Définition. Nous diron s qu e L  est totalemen t symétriqu e s_ i L y 
est totalemen t symétriqu e su r l e schém a abélie n A y ,  i . e . s ' i l exist e 
U' *  U fidèlement pla t te l qu e L  ,  soit d e l a form e 
My, ® L -l-i (My,) pour u n faiscea u inversibl e ( cubiste) My, sur Ay , 
(que l'o n peu t d'ailleur s suppose r symétrique ). 

3.2.1. Remarques. 
a) S i L  es t totalemen t symétriqu e l e morphism e U ' >  U d e 3. 2 peu t 
être chois i fini e t pla t :  e n effe t o n peu t prendr e pou r U ' l e sous -

' v  ® 2 schema de Pic^^/y qu i paramètr e le s M  symétriques vérifian t M  L  : 
ce sous-schém a es t u n torseu r sou s l e group e de s point s d'ordr e 2  de 
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Pic, / T T ,  don c es t fin i e t plat . 
— V u 

b) Lorsqu e S  es t u n t ra i t , l a notio n introduit e ic i coïncid e ave c cell e 
de 2.3 , e n vert u de s remarque s 2.3.1 . 
c) S i L  es t totalemen t symétriqu e i l es t facil e d e voi r (a u moin s s i 
S es t noethérie n excellent ) qu' i l exist e 7 7 :  S' S  fin i surjecti f 
te l qu e L  ,  soi t le carr é d'u n M  symétrique su r A c, :  e n effet , 
supposant S  intègre , i l exist e un e extensio n fini e d u corp s de s 
fonctions F  d e S  tel l e qu e L  ,  soi t l e carr é d'u n ,  symétriqu e 

1 1 
sur l a variét é abélienn e Â , , .  Remplaçan t ensuit e F j pa r un e extensio n 
finie F ' convenable , o n appliqu e à  ,  l e théorèm e d e prolongemen t 
11,3.5 su r l e normalis é S ' d e S  dan s F ' :  l 'unicit é d u prolongemen t 
cubiste assur e qu e l e faiscea u cubist e symétriqu e M 0, prolongean t JVL , 
vernie M  , —  L 0, . 

o o 
3.3. Comm e dans 2.2 , noton s A  1 l e plu s peti t sous-group e ouver t d e 
A contenan t K(L 0n) =  [nl^ 1(K(L)), e t 

f [n] s A [n]UL U | A 

le morphism e structural . L e théorèm e 2. 4 s e généralis e alor s san s diffi -
culté, ains i qu e so n corollair e 2.4. 1 : 

3.4. Théorème. (i ) On suppose qu e K( L )  est fin i sur S  .  Alors l e  
morphisme nature l 

(3.4.1) f#L ULU|AULU|A ULU|A 

est u n isomorphisme . 
(ii) On suppose K(L ) fin i sur S  e t L  totalemen t 

symétrique. Alors l e morphism e nature l 

(3.4.2) f* L £ L I J ( L | A [ I ] ) 

est u n isomorphisme . 

Le théorèm e es t un e conséquenc e d e 2. 4 e t d e l a propriét é fondamen -
tale suivant e d e l'imag e direct e : 

3.4.3. Lemme. Soit V c s un ouver t schématiquemen t dens e ( resp. u n gro s  
ouvert (11,3.1) ) d e S  ,  et soi t j  :  V  c — S 1'inclusion. Alors l e mor -
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phisme nature l 
f * L *  3 *J*F*L 

est injecti f ( resp. bi jectif ) . 

Cela résult e immédiatemen t d u fai t que , A  étan t liss e su r S  , 
l'ouvert f _ 1(V) es t schématiquemen t dens e dan s A  (resp . es t u n gro s 
ouvert d e A ) e t d u fai t qu e L  es t localement  libr e su r A  .  • 

En particulier , lorsqu e V  es t u n gro s ouvert , f̂ L es t détermin é 
par s a restrictio n à  V  .  Or , l e théorèm e 3. 4 es t vra i au-dessu s d e 
l'ouvert U  d e "bonn e réduction " (puisqu e A-J} ^ = ^U ^ = \ ^ '  ains i 
qu'au-dessus de s point s d e S- U qu i son t d e codimensio n 1  dans S  (ca r 
on peu t alor s applique r 2. 4 o u 2.4.1) . V u l'hypothèse (3.0.2) , l e mor -
phisme nature l (3.4.1 ) es t donc , dan s l e ca s ( i ) , u n isomorphism e au -
dessus d'u n gro s ouver t d e S  ,  don c es t u n isomorphism e ;  l a démonstra -
tion d e (ii)es t l a même . • 

3.4.4. Remarques. 
02 

1) L e théorèm e 3. 4 ut i l is e seulemen t l'hypothès e qu e K( L )  (dan s l e 
cas (i) ) o u K(L ) (dan s l e ca s (ii) ) es t fin i au-dessu s de s point s d e 
codimension 1  de S  . 
2) Bie n entend u l'analogu e d e 2. 4 (ii ) es t vra i auss i puisqu e c'es t u n 
cas particulie r d e 3. 4 ( i i ) . 

Nous allon s maintenan t nou s attaque r à  l a généralisation , plu s déli -
cate, d e 2. 5 ;  d e mêm e que 2. 4 ell e a  ét é démontré e pa r Mumfor d (no n 
publié) sou s de s hypothèse s plu s restrictive s : 

' v  0 2 
3.5. Théorème. On suppose K( L )  fini su r S  ( resp. K(L ) fini e t L 

02 
totalement symétrique ). Posons X  = K(L )  ( resp. K(L)) . Alors l e mor -
phisme d e restrictio n 
(3.5.1) f # L _ ^ f # ( L | x ) 
est localemen t scindé , i . e . f̂ L est localemen t facteu r direc t dan s 
f^(L| x). En particulier f̂ L est localemen t libr e ( car f^(L| x) 1'est). 

3.5.2. Remarque. I l revien t a u mêm e de dir e qu e pou r tou t x £ S  ,  l e 
morphisme 

(f*L)0*(x) >  f*(L| x)0H(x) 
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induit pa r (3.5.1 ) es t injectif :  e n d'autre s termes , s i un e sectio n d e 
L au-dessu s d'u n voisinag e d e x  es t identiquemen t null e su r X X n(x) , 
elle es t identiquemen t null e su r tout e l a fibr e A X H(X) , et ell e appar -
tient mêm e à m  (f„L) 

~x *  x 
3.5.3. Corollaire (changemen t d e base) . On se plac e sou s le s hypothèse s 
( respées ou non ) de 3.5 . Soit 7 7 :  S ' S  un morphisme d e schéma s te l 
que 1  ' ouvert 7 7 J'"(U) soit schématiquemen t dens e dans S ' . Soient A' , 
f', L ' les objet s induit s su r S ' par A  , f  ,  L  .  Alors 1'homomorphism e 
naturel 

(3.5.3.1) tf*f*L *  f;L' 

est u n isomorphis me. 
Démontrons l e corollaire . Poson s X ' =  XX G S ' cA' . Comm e X  es t fini e t  
plat su r S  ,  l e morphism e nature l 

77*f*(L|x) — ^ f;(L' l x.) 

est u n isomorphisme . O n a don c u n diagramme commutati f 

tr#f#L H f ; L ' 
( c ) \ / ( b ) 

f;(L'| x .) 

où l a flèch e (c ) es t localemen t scindé e d'aprè s 3.5 . A  fortiori, (a ) es t 
localement scindé e ;  l a questio n étan t local e su r S ' o n peut don c 
supposer qu e 

(3.5.3.2) f;L ' =  77*f̂ L© T . 

Comme A y es t u n U-schém a abélie n e t qu e L  es t ample , (3.5.3 .1) 
est u n isomorphism e au-dessu s d e l'ouver t U ' =77~1(U) d e S' , don c 
Ty, = 0 .  E n d'autres termes , s i j ' :  U' c—^ S' désign e l'inclusion , T 
est dan s l e noya u d u morphisme nature l 

f;L- —*j;j'*f;L ' 

or c e dernie r es t injectif d'aprè s l'hypothès e su r 7 7 e t l e lemm e 3.4. 3 
(qui n'utilis e pa s d'hypothès e d e normalit é su r l a base) , d'o ù T =0 , 
cqfd. H 
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3.6. Démonstration d e 3. 5 :  réductions diverses . 

3.6.1. L'assertio n d e 3. 5 étan t d e natur e local e su r S  ,  nou s pouvon s 
supposer qu e S  es t affin e e t même , grâc e à  EG A IV, 8.8.2 , qu e S  es t 
le spectr e d'un e 2^-algèbr e d e typ e fin i (don c u n schém a excellent) . 

Nous diron s pou r abrége r qu e (A,L,X ) vérifie l a conditio n (C ) 
en u n poin t x  d e S  s i l e morphism e (3.5.1 ) es t scind é au-dessu s d e 
Spec & s ^  .  Noton s 

Wc S 
l'ouvert form é de s point s x  tel s qu e (A,L,X ) vérifi e (C ) e n x  . 
D'après 2. 5 e t l a remarqu e 2.5.1 , W  contien t U  e t le s point s d e S- U 
qui son t d e codimensio n 1  dans S  (ca r ce s derniers , d'aprè s 3 .0 .2, 
sont de s point s régulier s d e S) . S e plaçan t e n u n poin t maxima l d e 
S-W ,  o n peu t don c suppose r qu e S  es t loca l norma l d e dimensio n )/ 2 , 
de poin t ferm e s  ,  e t qu e W  contien t S-{s h Enfi n o n peu t toujour s 
remplacer S  pa r u n S-schém a fidèlement plat , e t nous supposeron s  
donc désormai s qu e 

S =  Spec R  , o ù R  es t u n annea u loca l comple t norma l à  corp s 
(3 6  2 ) résidue l k  séparablemen t clos , e t (A,L,X ) vérifi e (C ) au -

dessus d e l'ouver t V  = S-{s} , o ù s  désign e l e poin t ferm é 
de S  . 

3.6.3. Lemme (descente) . Soit F 1 un e extensio n fini e d u corp s de s  
fractions d e R  , et soi t S ' =  Spec R ' le normalis é d e S  dans F' , 
de sort e qu e R ' est encor e loca l norma l comple t e t qu e l e morphism e 
77 :  S ' >  S est fin i loca l surjectif . Notons A ' , f  ' , L ' , X ' les 
objets déduit s d e A  , f  ,  L  ,  X  par l e changemen t d e bas e 7 7 . S_ i 
(A',L',X') vérifie (C ) (3.6.1 ) au poin t ferm é s ' d e S' , alors 
(A,L,X) vérifie (C ) au poin t s  ( donc su r S) , et d e plu s 
ff*f*L  ̂f;L' . 
Démonstration :  poson s < $ = f^(L| x), <£ ' =  7 7 *£ =  f^ (L ' | x , ) . Comm e R  es t 
local, S es t libr e :  soi t ( e ^ . . . ^ ^ un e bas e d e d . 

Désignons pa r V ^ s l'ouver t au-dessu s duque l 7 7 es t plat : 
comme S  es t normal . S ' intègr e e t 7 7 surjectif , l'ouver t V 1 con -
tient tou s le s point s d e codimensio n ( i .e . d e profondeur ) 4. 1 d e S  . 
Posons V j =  77 ~ (V±) , e t désignon s pa r j 1 : V1

 c—> S  e t i[ '• v[ c—* s' 
les inclusion s canoniques . Noton s qu e 7 7 |v , :  V^ V i e s t fidèlemen t 
plat, e t qu e l e morphism e 1 
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7T*f#L —  f;L -

est u n isomorphism e au-dessu s d e .  D'autr e par t f̂ L es t localemen t 
libre su r V 1 ;  noton s d  so n rang . 

Par hypothès e l e morphism e 

(3.6.3.1) f;L ' 

est scind é su r S 1 , i . e . f*L ' es t (localement ) libre , nécessairemen t d e 
rang d  ,  su r S" , e t (3.6.3.1 ) indui t u n morphism e injectif d e 
K(s 1 )-vectoriels : 

(3.6.3.2) f ; L , ^ K ( s ' ) * < $ ' ® K ( S ' ) . 

I l exist e don c d  élément s d e l a bas e (e^ ) d e 3 , pa r exempl e 
e l ' * " * ' e d '  t e - ' - s ^ u e ^  désign e l e quotien t d e 3 pa r l e sous -
module engendr é pa r le s e_ . pou r j  )  d ,  1  'homomorphisme compos é 

(3.6.3.3) f ;L '®R(s ' ) ( 3 - 6 ' 3 - 2 l 3l ® H ( S ' )  •S ® H  (s1) 

soit u n isomorphisme . Comm e S 1 es t local, cel a impliqu e qu e l e compos é 

(3.6.3.4) f;L ' ( 3 *  6 '  3 * 1 }> 3 '  >7T* 3 

est encor e u n isomorphisme . C'es t e n particulie r u n isomorphism e au -
dessus d e l'ouver t ;  i l e n résult e pa r descent e fidèlemen t plat e qu e 
11homomorphisme compos é 

u : f  #L ^  3 > 3 

est u n isomorphism e au-dessu s d e V 1 .  Mai s o n sai t (3.4.3 ) qu e 
ULU|AULU|AULU|AULU|A 

et o n a  évidemmen t 3  =  J-L^J ^ puisqu e 3  es t libr e ;  don c s i u  es t 
un isomorphism e au-dessu s d e ,  c'es t u n isomorphisme . B 

3.6.4. Lemme. Po ur qu e (A,L,X ) vérifie (C ) au poin t s  ,  i l fau t e t  
i l suffi t qu e l e morphism e nature l 

(3.6.4.1) (f#L)®k —*£® k 

où l'o n a  pos é 3 =  f^tL^ ) soit no n nu l ( on rappell e qu e k  désigne l e  
corps résidue l d e s  € s ). 
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La conditio n es t évidemmen t nécessair e puisqu e f^L / 0  . 
Réciproquement, considéron s l e morphism e nature l (3.5.1 ) 

f.L —*S 
Le group e CJ(L ) opèr e su r f̂ L e t su r S ave c poid s 1  (ca r X 

est invarian t sou s K(L) ) e t l e morphism e (3.5.1 ) es t manifestemen t u n 
2 

Q(L)-morphisme. Désignan t pa r d  l e ran g d e K(L) , o n sai t qu e f̂ L 
est localemen t libr e d e ran g d  su r u n gro s ouver t d e S  . 
D'autre par t (3.6.4.1 ) es t u n morphism e d e représentation s d e poid s 1 
de (J (L) xg Spe c k  ,  don c s ' i l n'es t pa s nu l i l es t d e ran g d  pa r 
V,2.5.6. 

I l exist e don c u n quotien t 3  d e S ,  libre d e ran g d  ,  te l qu e 

(f„L)!S>k. •£3> k >3® k 

soit surjectif , don c pa r Nakayam a l e compos é 

f *L £  *  3 
est surjecti f ;  c 'es t don c u n isomorphism e au-dessu s d e puisqu e 
f̂ L e t 3 ? son t alor s localement  libre s d e mêm e rang, e t l'o n conclu t 
comme dans l a démonstratio n d e 3.6.3 . • 

Nous allon s maintenan t ramene r l a démonstratio n d u théorèm e 3. 5 à 
celle d u lemm e suivan t : 

3.6.5. Lemme. S  étant comm e e n 3.6.2 , on suppos e gu e K(L^ 4) est fin i 
sur 3  .  Alors i l exist e un e sectio n global e 7 € H°(A,L 4 ) , non null e à 
1'origine e _ de l a fibr e fermé e A  d e A  . a A o  — 

o 
3.6.6. Montron s commen t c e lemm e impliqu e 3.5 . 
1) Plaçons-nou s d'abor d dan s l e ca s o ù ( S étan t toujour s comm e en 
3.6.2) l e faiscea u L  d e 3. 5 es t seulemen t suppos é symétriqu e e t o ù 

02 
X = K(L )  es t fin i su r S  :  i l s 'agi t d e montre r qu e (A,L,X ) vérifi e 
la conditio n (C ) d e 3.6.1 . Grâc e a u lemm e d e descent e 3.6.3 , nou s pouvon s 
remplacer S  pa r so n normalis é dan s un e extensio n fini e d u corp s de s 
fractions d e S' , don c suppose r qu' i l exist e (grâc e à  IV , 8. 2 e t 11,3.5 ) 
- u n S-schém a e n groupe s A ' contenan t A  comm e sous-group e ouver t 

avec l a mêm e fibr e génériqu e 
- u n faiscea u inversibl e cubist e L 1 su r A ' prolongean t L 
tels qu e Y  = K(L'® 4) soi t fini su r S  . 

147 



L. MORET-BAILLY 

Il es t clai r qu e s i (A',L',X ) vérifi e (C ) i l e n es t d e mêm e de 
(A,L,X) ca r H°(A,L ) =  H°(A',L') d'aprè s 3. 4 (i ) :  nou s pouvon s don c 

S>4 
remplacer A  pa r A' , i . e . suppose r qu e Y  = K(L )  es t fin i su r S  . 

\ 2~] [ 4~\ 
Notons A  (resp . A  )  l e plu s peti t sous-group e ouver t d e A  con -
tenant X  (resp . Y ) e t considéron s l e morphism e X  :  A "̂^ — * A^2^ d e 
multiplication pa r 2  ;  nou s avon s u n diagramm e commutatif 

1 1 
Xy :  Y *  X 

On a Y  = X  1(X), e t comm e Y  es t fini , X y e s t fidèlemen t plat , 
i . e . o n a  X  = Y/H o ù l'o n a  pos é 

H = Ker X  = 2A . 

Par définitio n d e ^  e t A ^ ,  X  es t don c auss i surjectif , 
donc o n a  un e suit e exact e 

o * • H  *• A^ 4^ ±»№ ^ 0 . 

Comme L  es t symétriqu e o n a 

X*L =• I ?4 (1,5.5 ) . 

Considérons l e diagramm e commutati f d e R-module s 

M =  H°(A [ 4 l ,I? 4) ^ H ° ( Y , L p =  V 

(3.6.6.1) X *J X* . 

H°(AC2l,L) ^H°(X,L, X ) . 

Le group e ( J = Q(L®̂ ) opèr e su r M  e t U  / e t l e morphism e u 
ci-dessus es t compatibl e à  ce s actions . L'isomorphism e X  L ^ L  défi -
nit d'aprè s 1. 2 u n relèvement d e H  = Ker X  dan s Q . , permettan t 
d'identifier H  à  u n "sous-group e d e niveau " d e Q  a u sen s d e V,2.5.1 . 
Par descent e de s sections , l e diagramm e (3.6.6.1 ) s'identifi e alor s a u 
diagramme 

(3.6.6.2) 
M Ir 
J h  î 
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Enfin o n sai t (3.4 ) qu e H°(A,L ) =  H°(A ,  L ) =  MH ,  d e sort e qu' i l 
suffit d e prouve r (compt e ten u d e 3.6.4 ) qu e 1'homomorphism e 

u H 0 k  :  M H0 k *  U H0 k 

est non nul . O r i l s 'identifie , d'aprè s V,3. 2 (ii ) à 

(u®k)H: (M®k) H *(U®k) H 

et d'aprè s l'équivalenc e d e catégorie s V,3. 2 (i ) (appliqué e à  Q ^k), 
ce dernie r es t no n nu l dè s qu e 

u® k :  M ® k >  k 

est no n nul , c e qu i résult e immédiatemen t d u lemm e 3.6.5 . 

2) Supposon s maintenan t qu e L  es t totalemen t symétriqu e e t qu e 
X = K(L) es t fin i su r S  .  Utilisan t l e lemm e d e descent e 3.6. 3 e t l a 
remarque 3.2.1 , nou s somme s ramené s a u ca s o ù L  es t l e carr é d'u n 

02 
faisceau ampl e symétriqu e 1 ^ su r A  .  Comm e X  = K(L) =  K(L^ )  es t 
fini, (A,L ,̂X ) vérifi e (C ) d'aprè s c e qu i précèd e e t i l exist e don c 
une sectio n o r £ H° ( A, L^ ) , no n identiquemen t null e su r X ® k ;  i l e n es t 
donc d e mêm e de O*̂ 2 £ H°(A,L) e t l'o n conclu t grâc e à  3.6.4 . 
3.7. Démonstration d u lemm e 3.6.5 . 

3.7.1. Supposon s don c qu e S  = Spe c R  comm e e n 3.6.2 , e t qu e L  es t 
/ 8) 4 symétrique su r A  ave c Y  = K(L )  fin i su r S  . 

Comme L  es t ample su r A  (3.1) , i l exist e u n entie r m  )/1 e t 
une sectio n global e 

(3.7.1.1) or 1 € H°(A,L^m) 

tel le qu e 'Ji^ej^ )  ^  0 •  Choisisson s m  premier à  l a caractéristiqu e d e 
k ,  e t premier a u ran g d e K(L® )̂ . O n a alor s 

K(L^m) =  [m]~ 1(K(L)) -  K(L ) X ( mA) 

et d e mêm e K(L 0 2 m) -  K(L® 2) X (  A) 
m 

et l e group e ̂ A es t étal e su r S  .  Considéron s l a filtratio n 
0 c  (  A) ^ c  (  A ) f n c  A m m  m 
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définie e n IV , §1. Comm e la décompositio n K(L® m) =  AXK(L ) es t évidem -
ment orthogonal e pou r l a form e e  su r K( L ) , l e théorèm e d'ortho -
gonalité IV,2. 4 (iv ) impliqu e qu e (  A ) n es t l'orthogona l d e (  A)^ 

L®m m m 

dans A  , e t qu e e  indui t un e dualit é parfait e su r l e quotien t 
(A) =  (  A ) */ ( A ) .C e dernie r es t fin i étal e su r S  don c s ' identi -m m m 
fie à  u n group e fin i ordinaire , e t i l exist e don c u n sous-group e constan t 
H c (  A) f n te l qu e H/ ( A) ^ soi t lagrangie n (V,2.5.1 ) dan s (  A) a b . m m m 
Autrement dit , H  es t éga l à  so n orthogona l dan s ̂ A ,  e t l'orthogona l 
de H  dan s K(L® m) es t simplemen t HXK(L) . 

Notons qu' i l suffi t d e démontre r 3.6. 5 "aprè s changemen t d e bas e 
04-

fini surjectif " ïï :  S' *  S :  s i (3.6.5 ) es t vra i su r S 1 , alor s L ' 
P 0 4 0 4 vérifie (C) , donc , pa r l e lemm e d e descente , o n a  ïï f̂ L -^- ^ f^L ' 

04 
donc l'existenc e d'un e sectio n d e L ' no n null e a  l 'origin e impliqu e 

04 
l'existence d'un e te l l e sectio n pou r L 

En particulier nou s pouvon s suppose r qu' i l exist e u n "gonflement " 
A CA 1 d e A  , te l qu e A 1 soi t fin i su r S  ,  e t u n faiscea u inversibl e 

1 m l 
L̂  su r A ^ prolongean t L  .  Nou s choisiron s A ^ d e tel l e sort e qu e 

mA1 =  A 
de sort e que , v u no s hypothèses , o n a  u n morphism e fini d e multiplicatio n 
par m  : [m] :  A1 — * A l / m A l ~  A  ; 

toutefois l a sectio n cr ^ d e (3.7.1.1 ) n e s e prolong e pa s nécessairemen t 
.. _0 m 

en un e sectio n d e L ^ su r A ^ . 
Posons alor s B  = A/H ,  B ^ = A 1/H ,  d e sort e qu e l'o n a  u n diagramm e 

0 H A • B 0 
s? 

0 H A l 
Pl 

B l 
*l x 

A 

où l a lign e supérieur e es t exact e e t o ù ^l-^Pi = /  d e sort e qu e q 1 

est surjecti f ;  so n noya u n'es t autr e qu e Pi ( m

A i ) <ï ui e s t finî # don c 
q.̂  identifi e A  a u quotien t d e B- ^ pa r u n sous-group e fini étale . 

3.7.2. L e sous-group e H<= A étan t isotrope , i l s e relève , puisqu e S 
est strictemen t hensélien , dan s Q.(L® m) (e t auss i dan s CJ(L^ m), qu i 
contient Q(L® m)). S i l'o n fix e u n te l relèvement , le s autre s s'e n 
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déduisent e n l e multiplian t pa r u n caractère d e H  . Chaqu e caractèr e 
X : H y (G donn e ains i naissance , pa r descente , à  u n faiscea u inver-ni 
sible M(x ) su r B  (resp . M^X ) su r B ^ , e t l'o n a 

H°(B,M(X)) =  H O (A,L 0 m ) X , 

sous-module d e H°(A,L^ m) su r leque l H< = CJ(L) opèr e pa r l e caractèr e X . 
Comme k  es t séparablemen t clo s e t qu e H  es t u n group e fin i ordinaire , 
d'ordre premie r à  l a caractéristiqu e d e k  ,  o n a 

H°(A,L^m) =  ^  H°(A,L^ m)X . 
X^H 

L'existence d e 3^ € H°(A,L^ >m) no n null e à  l 'origin e impliqu e cell e 
d'une tel l e sectio n dan s l'u n de s sous-espace s propre s H°(A,L^ m)^ ,  don c 

0m 
d u n faisceau inversibl e M  sur B  , descendant L  ,e t d  un e sectio n 
(3.7.2.1) CT 2£H°(B,M) ,  CT 2

( EB ) ^ ° * 
o 

Notons qu e M  s e prolong e e n u n faiscea u inversibl e su r B ^ 
descendant L^ m, puisqu e l e relèvemen t H  «—>• Q.(L^m) correspondan t à  M 
est auss i u n relèvemen t dan s Q.(L^ m) . D'autr e par t l'orthogona l d e H 
dans K(L® m) (resp . K(J?Zm) )  es t HXK(L ) (resp . KXK(L^ 2)) don c p 
induit de s isomorphisme s 

K(L) K  (M) 
K(L^ 2 ) K(M^ 2) 

02 
de sort e qu e K( M )  c  B  es t fin i su r S  .  Cependan t M  n'es t pa s 
nécessairement symétriqu e ;  mai s s i nou s poson s 

Nx =  M 10 [-i l M 1 ,  N  = N xj 
B 

alors es t totalemen t symétriqu e e t P^ Ni ~  L® 2m. Poson s alor s 

(3.7.2.2) cr 3 =  a 2^[-l]*a 2^H°(B ;N) : 
02 

alors CT 3(eB )  7 ^ 0 et , comm e K  ( N) =  K (M )  es t fini e t N  totalemen t 
o 

symétrique o n conclu t pa r 3. 4 (ii ) qu e cr ^ s e prolong e e n un e sectio n 
de N ^ sur B 1 ,  encor e noté e cr ^ . 
3.7.3. L e faiscea u inversibl e N^ M su r B. ^ vérifi e 

2 *, (0m N _  T02m *  *, T02N P 1 ( N 1 )  L ^ -  p 1q 1(L ) 
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de sort e qu e N^ m e t q*(L® 2) son t totalemen t symétrique s e t on t même 
image réciproqu e dan s A^ . E n conséquenc e i l s son t isomorphes :  i l 
suffit e n effe t d e l e vérifie r au-dessu s d'u n poin t génériqu e géométriqu e 
T]" d e S  ;  s i l'o n pos e E  = N™® q*(L® ) , alor s E - appartien t a u 

t 
noyau d e B  -2— A don c es t d'ordr e fin i ;  i l es t d'autr e par t l e 
carré d'u n faiscea u inversibl e symétriqu e ( i .e . d'ordr e 2 ) don c es t 
t r iv ia l . 

I l e n résult e qu e l e noya u d e :  •  A s e relèv e dan s £}(N^ m) 
(car N^ m provien t d e A ) ;  comm e c e noya u es t u n S-group e fin i cons -
tant, d'ordr e premie r à  car(k) , o n peu t répéte r l'argumen t d e 3.7 .2 e t 
déduire, d e l'existenc e d e 0 " (3.7 .2.2), u n faiscea u inversibl e P 

2 
sur A  , te l qu e q^ P = * N^ (e t don c Lm J P  ^ = * [mj L  )  e t un e 
section 

OT4É H°(A,P ) 

te l le qu e ^^ej^ )  /  0  .  Enfi n l e faiscea u P ® [-il P  es t totalemen t 
symétrique, e t a  mêm e imag e réciproqu e pa r [m ] qu e L® ^ ( à savoi r 

2 04m x  , , <^ r  1  * 0 4 L̂  ) , donc , comm e précédemment, P& > |_-1 J P  L  .L a sectio n 

a 5 =  ff 4®[-l]*JT4€H°(A,P®C-l]*P) =  H°(A,L® 4) 

répond don c à  l a question . Cec i achèv e l a démonstratio n d e 3.6. 5 e t 
celle d e 3.5 . • 

Grâce a u théorèm e 3.5 , nou s pouvon s maintenan t étendr e partiellemen t 
la propositio n 2. 2 : 

3.8. Proposition. Pour tou t n  )/1 notons A  le plu s peti t sous -
groupe ouver t d e A  contenant K(L® n). Alors : 

( i ) S i K ( l?^ ) est fin i su r S  ,  alors pou r tou t n  )/1 ,  la res -
triction d e L ®i*n à  A^ n ^ est engendré e pa r se s section s (  relativement 
à S ) su r A [ 2 n l . 

(ii) Si _ L  est totalemen t symétriqu e ( et K(L ) fini su r S  ,  comme  
toujours ), alors pou r tou t n)/ l la restrictio n d e L® n à  Â n"̂  est  
engendrée pa r se s section s su r Â - n"̂  . 
Démonstration :  nou s pouvon s suppose r S  local . 

T2n] 
(i) Nou s savon s grâc e à  3. 5 qu' i l exist e un e sectio n d e L  su r A 
qui n'es t pa s identiquemen t null e su r l a fibr e fermé e d e A^ n"^ 
(puisque K(L® 2) < = A^- 2n^). L a démonstratio n es t alor s l a mêm e que cell e 

152 



L'IMAGE DIRECTE 

de 2.2 , conséquenc e formell e d u théorèm e d u carr é e t d e l 'actio n d e „/T(g>2n. T02n Q.(L )  su r L 
(ii) Nou s pouvon s suppose r S  excellen t (pa r exempl e essentiellemen t 
de typ e fin i su r % ) ;  i l suffi t d e plu s (grâc e à  3.5.3 ) d e démontre r 
(ii) aprè s u n changemen t d e bas e fin i surjectif , e t nou s somme s ramené s 
grâce à  3.2. 1 c ) a u ca s o ù L  es t l e carr é d'u n faiscea u inversibl e 
symétrique :  o n appliqu e alor s (i ) à  c e dernier . • 

3.8.1. Remarque. Sou s le s hypothèse s d e (ii ) ci-dessu s pa r exemple , 
j 'ignore (mêm e lorsqu e S  es t u n t ra i t ) s i , pou r n  )/ 2 ,  l a restrictio n 
de L® n à  A -̂ n^ es t très ampl e su r A  relativemen t à  S  . 

4. Application :  un théorèm e d e négativit é d e l'imag e directe . 

4.0. O n se donn e S  ,  A  , L  comm e e n 3. 0 e t o n suppos e pou r simplifie r 
S connex e noethérie n ;  o n suppos e d e plus , comm e dans l e théorèm e 3.5 , 

02 
que X  = K(L )  es t fin i su r S  (resp . qu e X  = K(L) es t fin i e t L 
totalement symétrique ) ;  o n not e g  l a dimensio n relativ e d e A  su r 
S ,  d  l e ran g d e f̂ L (o n rappell e qu e f̂ L es t localemen t libr e 
(3.5)), d e sort e qu e X  es t fin i e t pla t su r S  d e ran g 4^d ^ (resp . 2 
d ) . Enfi n o n suppos e dan s c e §  que 
(4.0.1) X  es t étale su r S  . 

Comme X  es t isomorph e à  so n dua l d e Cartier , cec i équivau t à 
supposer qu e X  es t d'ordr e premie r au x caractéristique s résiduelle s 
de S  ;  comm e d'autr e par t d  es t pai r s i L  es t totalemen t symétrique , 
nous voyon s qu e (4.0.1 ) éguivaut dan s tou s le s ca s à 

(4.0.2) 2 d es t inversibl e su r S  . 

4.1. Théorème. 
(i) I l exist e u n revêtemen t fin i étal e ïï :  S' >  S tel qu e 

TT f̂̂ L)* soit engendr é pa r se s section s globale s su r S' . 
(ii) I l exist e u n entie r n  )/l tel gu e l e faiscea u inversibl e 

(Adf^L)® n soi t engendr é pa r se s section s globale s su r S  . 

4.2. Montron s ( i ) . V u nos hypothèses , o n peut , quitt e à  remplace r S 
par u n revêtemen t étal e convenable , suppose r qu e l e schém a e n groupe s X 
est constant su r S  .  Noton s r  so n ran g ;  o n sai t (d'aprè s 1,5.7 ) qu e 
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02 r 
Li es t t r iv ia l , e t comm e 2 r es t inversibl e su r S  ,  i l exist e 

' 7 7 * S' S  fin i étal e te l qu e L  ,  soi t t r iv ia l , ave c X ' =  7 7 X  .  Rempla -x 
çant alor s S  pa r S 1 , o n a  u n isomorphism e 

f.(L, x) -  S | 

d'où grâc e à  3. 5 u n morphism e injecti f localemen t scind é 

f *L —• &l 
d'où notr e assertio n (compt e ten u d u fai t qu e l a formatio n d e f̂ L 
commute au x changement s d e bas e considérés , lesquel s son t d'ailleur s 
plats) . 

d — 1 •  * 4.3. Poson s M  =  ( A f̂ L ) :  i l résult e d e (i ) qu e 7 7 M  es t engendr é 
par se s section s su r S' , e t mêm e par r  section s globale s (ave c 

r= r g X ) d'aprè s 4. 2 ci-dessus , don c défini t u n morphism e 

cp :  S' >  PÏT1 =  P 

tel qu e cp* & (1 ) = * 7 7 *M . 
Pour établi r (ii ) i l suffi t (puisqu e S  es t quasi-compact ) d e 

trouver, pou r chaqu e poin t y £ S  ,  u n entie r n  )/1 e t un e sectio n 
s £ H^SfflT11) tel l e qu e s  (y) /0 .  O r s i x 1 , . . . , x k son t le s point s d e 
S' au-dessu s d e y  ,  l'ensembl e {  9 (x^ ) , . . ., 9(x .̂) }<= p es t fin i don c i l 
existe m)/ l e t h  € H° ( P, &p (m) ) tel s qu e h(cp(x ±)) ¿0 ( i = l , . . . , k ) , 
d'où un e sectio n s ' =  cp*h £ H°( S ' ,7 7 *M®m) te l l e qu e s'(x_.)^ 0 
( i = l , . . . , k ) . L a sectio n 

s =  Ng 1 / S ( s ' ) ë  H°(S,M®m d e g ( f f ) ) (EG A 11,6.5 ) 

répond don c à  l a question . • 

5. Caractéristique 2  :  la variant e d e Mori . 

5.0. L'inconvénien t majeu r d u théorèm e 4. 1 es t qu ' i l suppos e qu e 2  es t 
inversible su r S  ,  mêm e lorsqu e K(L ) es t étale . O n va montre r ic i 
comment contourne r dan s certain s ca s c e genr e d e difficultés , e n 
exploitant un e idé e d e S . Mori . 

Soit C  un e racin e cubiqu e no n trivial e d e l 'unit é dan s ( C , e t 
considérons l'annea u z [c] = - z[x] / (1+X+X ) . S i T  désign e u n topos , l a 
donnée d'u n l\Q]-Module d e T  équivau t à  celle s d'u n Group e commutati f 
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A d e T  e t d'u n homomorphism e d'anneau x 

Z [ C ] + End A 

ou encor e d'u n automorphism e 

[ C ] a : A  —^ A 

du Group e commutati f A  , vérifian t I d

A

 +  ^  £ ]A + [£ 1^ = °  * 
Soient A  u n -Modul e d e T  ,  G  u n Group e commutati f d e T  , 

et L  u n G-torseu r cubist e su r (l e ̂ -Modul e sous-jacen t à ) A  . 
Nous diron s qu e L  es t C -invariant s i le s torseur s cubiste s L  e t 

sont isomorphes . 

5.1. Proposition. Soient A  u n ^[ C]-Module d u topo s T  ,  G  un Group e  
commutatif d e T  ,  L  u n G- torseur cubist e C -invariant su r A  . 
Alors : 

(i) le G- torseur cubist e L  est symétrique , i . e . 

[-l]> 8 3) -  L33 

(ii) i l exist e un e décompositio n fonctoriell e e n L  : 

L — L S L a 

où L S e t L a son t deu x G- torseurs cubiste s C -invariants, L S étan t  
symétrique e t L a étan t mun i d'un e structur e d'extensio n commutativ e d e 
A par G  , tel le qu e 1 1 extension (L a)^ 3 soi t t r ivia le . 

Pour démontre r ( i ) , poson s M  =  %  o n rappell e (1,5.7.1 ) 
que M  adme t un e structur e naturell e d' extension d e A  pa r G  .  O n a 
alors 

(5.1.1) M 03 -  M ® [G]*(M) <8> [Ç 2]*(M) , 

isomorphisme d' extensions dédui t d'u n isomorphism e cubist e 

L ULU|AULU|A 

Mais grâc e à  l a structur e d'extensio n d e M  , l e secon d membr e de 
(5.1.1) n'es t autr e qu e (Id A + [ C ] + [£ 21A)*(M) don c es t t r iv ia l , cqfd . 

On en dédui t (ii ) e n écrivan t 

L = L? 3 $ (  L ® [-lVih))-1® (L" 1^ [-lT (L)) .  • 

LS L a 
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5.2. Soien t S  u n schém a localemen t noethérien , A  ^ S u n S-schém a 
en 5 ?[C]-Modules semi-stable ( i .e . te l qu e l e schém a e n groupe s sous -
jacent soi t semi-stable) . L a décompositio n 5. 1 (ii ) pou r u n G^-torseu r 
cubiste C -invariant su r A  perme t d'applique r le s technique s d u 
chapitre II , §3 . Ains i : 

5.2.1. Théorème. Soit U  un ouver t schématiquemen t dens e d e S  ( ou 
bien l e spectr e d u corp s de s fonction s d e S  ,  si . S  est intègre ) .  On 
suppose gu e S  est norma l aux point s d e S- U ,  et gu e le s fibre s d e A 
aux point s d e S- U sont connexes . Alors tou t G  -torseur cubist e  

m  

C -invariant su r A TT s e prolong e e n u n (  unique ) G  -torseur cubist e U —  M  

(nécessairement C -invariant) sur A  . 
C'est e n effe t un e conséquenc e immédiat e d e II , 3.3 . D e même : 

5.2.2. Théorème. Sous le s hypothèse s d e 5.2 , on suppos e d e plu s qu e S 
est norma l intègr e d e poin t génériqu e ^  ,  et qu e A ^ est un e variét é  
abélienne. Soit n  un entie r annulan t le s groupe s d e composante s con -
nexes de s fibre s d e A  , et supposon s qu e : 

a) les point s géométrique s d'ordr e 8n ^ ( ou seulemen t n ^ si . n 
est impair ) de A ^ sont rationnel s su r *(r\) 

b) i l e n est , d e mêm e des point s géométrique s d'ordr e 9 n . 
Alors tou t G^- torseur cubist e C -invariant su r A ^ se prolong e 

à A  . 
Démonstration :  s i L ^ es t C -invariant su r A ^ ,  considéron s l a 
décomposition 

L =  L S0 L a 

de 5. 1 ( i i ) . L'hypothès e a ) perme t d e prolonge r L ^ e n vert u d e 11,3.5 , 
et l'o n vérifi e qu e L a s e prolong e grâc e à  l'hypothès e b) , e n procé -
dant comm e dan s l a démonstratio n d e 11,3. 5 (i l fau t remarque r qu'e n 
raison de s propriété s d e L a ,  le s obstruction s au x point s d e codimen -
sion 1  son t additive s e t annulée s pa r 3) . • 

5.3. Sou s le s hypothèse s d e 5.2 , soi t U^ S u n ouvert dens e te l qu e 
Ay soi t u n U-schém a abélien , e t supposon s qu e S  soi t normal au x 
points d e S- U .  Donnons-nou s d e plu s u n faiscea u inversibl e cubist e 
C-invariant L  su r A  , te l qu e soi t ample su r A^ relativemen t 
à U  .  Cett e conditio n implique , d 'ail leurs , qu e L  es t ample su r A 

03 
relativement a  S  :  e n effe t L  es t symétriqu e e t o n peu t don c lu i 
appliquer 3.1 . 
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Nous somme s don c dan s de s condition s entièremen t analogue s à  celle s 
de 3.0 , l a symétri e étan t ic i remplacé e pa r l a C -invariance. 

Nous allon s maintenan t étendr e à  cett e situatio n le s principau x 
résultats d u § 3 ;  le s démonstrations , analogue s à  celle s d e loc . c i t . , 
seront simplemen t esquissées . 

5.4. Définition. Sous le s hypothèse s d e 5.3 , nous diron s qu e L  est 
totalement C -invariant s ' i l exist e U ' >  U fidèlement pla t te l qu e 

03 
L ,̂ soit isomorph e à  M^ , o ù My , est cubist e C -invariant su r A^, . 
5.4.1. Remarques. 

a) l e faiscea u M^ , d e 5. 4 peu t êtr e suppos é symétrique (e n vert u 
de 5. 1 (ii) ) ;  e n particulie r s i L  es t totalemen t C -invariant i l es t 
symétrique ; 

b) i l n'es t pa s suffisant , pou r qu e L  soi t totalemen t C-invariant , 
d'exiger qu e soi t localement  d e l a form e M 0 M  ; toute -
fois cett e conditio n es t suffisant e s i [ C] M es t algébriquemen t équi -
valent à  M  e t s i 3  es t inversibl e su r S  (exercic e :  ut i l ise r l e 
fait qu e (C - id ) opéran t su r l e dua l A ^ d e A ^ es t un e isogénie ) ; 

c) l a remarqu e a ) montr e qu e l e morphism e U ' d e 5. 4 peu t 
être suppos é fin i e t pla t ; 

d) s i L  es t totalemen t C -invariantet s i S  es t noethérie n 
03 excellent, i l exist e 7 7 : S ' >  S fini suriecti f te l qu e L 0, = - M , o o 

avec Mg , symétriqu e e t C -invariant su r Ag , (cf . 3.2. 1 c)) . 

5.4.2. Exemple. Soien t S  u n schém a localement  noethérien , A  u n 
S-schéma e n groupe s semi-stable , UC S u n ouver t dens e te l qu e A^ soi t 
un U-schém a abélie n e t qu e S  soi t norma l au x point s d e S- U .  On 
suppose d e plu s qu e 3  est inversibl e su r S  .  Considéron s l e S-schém a 
en groupe s semi-stabl e 

ULU|LU|AAULU| 

c'est d e faço n naturell e u n -modul e ;  l a bas e (1 ,C) d e ^ [ C ] 
o 

permet d'identifie r A  à  A  ,  l 'actio n d e Q étan t donné e pa r l a 
matrice 

[cl = 
0 -1 > 
1 - 1 
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Soit L  u n faiscea u inversibl e cubist e su r A  ;  noton s L  l e 
2 

faisceau inversibl e su r A ^ — A défin i pa r 
h± =  pr*L0pr*L0 (pr 1-pr 2)^L . 

Un calcul immédia t montr e qu e l e morphism e V : A i , u - * A ï , u 
est donn é pa r l a matric e 

•2cpL -cp L-

"'L 2CPL 

d'où 1'o n dédui t qu e [£]tocpT o[C ] =  cp T ; L l L l 
en d'autre s termes , [ C ] \ 

est algébriquemen t équivalen t à  su r l e schém a abélie n A 1 ^  .  I l e n 
résulte, d'aprè s l a remarqu e b ) ci-dessus , qu e l e faiscea u 

L 2 =  L X® [ C l \ 1 0 [ C 2 T L I 

est totalemen t C -invariant su r A ~ .  Enfi n o n vérifi e qu e 

K(L2) =  [9] * (K(L ) XK(L) ) , 

de sort e qu e K ( L 2^ e s t étal e su r S  s i K(L ) l ' e s t . 

5.5. Théorème. Sous le s hypothèse s d e 5.3 , définissons f [n] .  A [nl S 
comme e n 3.3 . A lors 

03 
(i) _s i K( L )  est fin i su r S  ,  le morphism e nature l 

(5.5.1) T3l 
f*L — * f L / J ( L | ^ [ 3 ] ) 

est u n isomorphisme . 
(ii) Si . K(L ) est fin i su r S  e t L  totalement C -invariant, le  

morphisme nature ?! 

(5.5.2) f * L —  f C * l l ( L | A [ l ] } 

est u n isomorphisme . 
Démonstration (esquisse ) :  o n s e ramèn e d'abor d comm e dans 3. 4 a u ca s o ù 
S es t u n t r a i t :  poson s don c S  = Spec A ,  o ù A  es t u n annea u d e 
valuation discrète d e corp s de s fraction s F  e t d e corp s résidue l k  7 
on pos e {T| } = Spec F ,  {s } =  Spec k ,  A Q =  A®k .  Pa r changemen t d e 
base fidèlemen t pla t o n peu t suppose r d e plu s qu e F  contient le s racine s  
cubiques d e 1'unité . Considéron s alor s l'uniqu e isomorphism e 
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u :  L  -^-r [C ]*L 

de faisceau x inversible s cubiste s su r A  :  i l indui t u n automorphism e 
d'ordre 3  d e H°(A,L) , e t l'hypothès e su r F  impliqu e don c qu ' i l exist e 
un vecteu r propr e pou r cett e action , d'o ù un e sectio n cr£H°(A,L) , no n 
identiquement null e su r A q ,  e t don t l e diviseu r es t C -invariant. Dan s 
ces condition s soi t x £ A(S) te l qu e x(S )H div(cr) =  0  :  alor s 

cr =  T*cr® (J® T% cr 1 x  C x r2 C x 
est un e section , no n null e à  l 'origin e d e A q ,  d u faiscea u 

T*L& TV T* 0 L  — L^ 3 (ca r 1 + C + C 2 = 0) . x C x r 2 
b X 

I l e n résult e que , dan s l e ca s ( i ) , l e morphism e nature l 

H°(A,L® 3) ^ H ° ( A [ 3 V 3 ) 
03 

qui es t u n morphism e d e représentation s irréductible s d e Q (L ) , es t 
non nu l dan s l a fibr e spécial e don c es t u n isomorphisme . O n en dédui t 
(ii) puisqu'aprè s u n changemen t d e bas e convenabl e o n a  L= ^ jyP o ù M 
est C -invariant ;  d'autr e par t sou s l'hypothès e ( i ) , s i c r £  H°(A^^L) 
alors cr^ 3 £  H° (A^3^, L^3 ) s e prolong e à  A  , don c c r s e prolong e à  A  .  • 

03 
5.6. Théorème. Sous le s hypothèse s d e 5.3 , supposons K( L )  fini su r 
S (resp . K(L ) fini e t L  totalement C -invariant) et poson s 

03 

X = K(L )  (resp . K(L)) . Alors l e morphism e nature l 

(5.6.1) f #L — ^ f * < L | x ) 

est injecti f localemen t scindé . 
En conséquenc e (cf . 3.5.3 ) la formatio n d e f̂ L commute à  tou t 

changement d e bas e ïï :  S' > • S  tel qu e 7T~ 1(U) soit schématiquemen t 
dense dan s S' . 
5.6.2. Cas o ù A  est u n S- schéma abélie n :  c'es t u n ca s particulie r 
de 2.5.1 . 
5.6.3. Cas o ù S  est u n t r a i t :  c e ca s s e démontr e exactemen t comm e 2.5 , 
en remarquan t qu e s i L  es t totalemen t C -invariant i l es t engendr é 
par se s section s su r l'ouver t A -̂ 1^ (notatio n d e 3. 3 ) :  cec i résult e 
immédiatement d e 2.2 . 
5.6.4. L a questio n étan t local e su r S  nou s somme s ramenés , pou r démon -
trer 5.6 , a u ca s o ù S  es t l e spectr e d'u n annea u loca l comple t norma l 
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de dimensio n )/ 2 à  corp s résidue l séparablemen t clos , e t o ù (5.6.1 ) es t 
localement scind é su r l'ouver t V  = S-{s l ,  o ù s  désign e l e poin t ferm é 
de S  .  I l es t alor s immédia t qu e l e lemme d e descent e 3.6. 3 es t encor e 
valable. D e plus l e théorèm e 5. 5 impliqu e qu e s i A ' es t u n modèl e semi -
stable d e A ^ ,  contenan t A  comm e sous-group e ouvert , e t s i L  s e 
prolonge e n L ' su r A 1, alor s H°(A,L ) =  H°(A',L'). Pa r changemen t d e 

02 
base e t gonflement , nou s pouvon s don c suppose r d e plu s qu e K( L )  est  
fini su r S  . 
5.6.5. Réduction a u ca s symétriqu e :  s i L  es t totalemen t C -invariant 
i l es t symétriqu e d'aprè s 5.1 . Sino n o n a  L  = L s 0 La ave c L s symé -
trique e t L a d'ordr e 3  (5. 1 (i i) ) ;  i l exist e don c (quitt e à  change r 

v 0 3 
de bas e e t à  applique r l e lemm e d e descente ) un e sectio n K( L )(S ) 

•H" s  0 3 te l le qu e T^ L ) . Comm e l a translatio n pa r a  respect e X  = K(L ) , 
on a  u n diagramm e commutati f ULU|AULU|AULU|A 

ULU|A ULU|A 

f*LS _  f # (L S | x ) 

et i l suffi t don c d e prouve r 5. 6 pou r L 
02 

5.6.6. Fin d e l a démonstratio n :  supposan t L  symétriqu e e t K( L ) 
fini, i l résult e d e 3.5. 3 qu e l a formatio n d e f̂ L commut e a u changemen t 
de bas e ïï :  S ' S  ,  o ù S ' es t l e normalis é d'u n sous-schém a ferm é 
intègre d e dimensio n 1  de S  rencontran t l'ouver t U  d e bonn e réduc -
tion. Comm e 5.6 équivau t à  1'injectivit é d e 

f * L ® *< s> —  f *( L l X ® H(S) ) ' 
i l suffi t d e démontre r 5. 6 su r S ' e t nou s somme s ains i ramené s a u ca s 
d'un t r a i t (5.6.3) . • 

Fn] 
5 .7. Proposition. Sous le s hypothèse s d e 5.3 , définissons A  comme 
dans 3.3 . Alors : 

(i) si . K(L® 3) est fin i su r S  ,  alors pou r tou t n  )/1 ,  la res -
j_ •  j _ • T03n v  _  [3nl 7  ,  *  j _ . /  - , ^  • 
triction d e L  a  A u es t engendré e pa r se s section s ( relative-
ment à  S ) su r A'- 3 1 1-'. 

(ii) Sj . K(L ) est fin i su r S  e t L  totalement C -invariant, 
alors pou r tou t n  )/ 1 la restrictio n d e à  A^ n^ est engendré e  
par se s section s su r Â - n~̂  

160 



L'IMAGE DIRECTE 

La démonstratio n es t analogu e à  cell e d e 3.8 . • 
Nous pouvon s enfi n adapte r l e théorèm e d e négativit é 4. 1 : 

5.8. Théorème. Sous le s hypothèse s d e 5.6 , supposons d e plu s cru e S  est  
noethérien e t qu e X  ( notation d e loc . c i t . ) est étal e sur S  .  Alors 

(i) I l exist e u n revêtemen t fin i étal e 7 7 :  S1 >  S  tel qu e 
•X" v 

77 (f*L ) soit engendr e pa r se s section s globale s su r S' . 
(ii) I l exist e u n entie r n ^ l tel qu e l e faiscea u inversibl e 

(det f #L)® n soi t engendr é pa r se s section s globale s su r S  . 
Démonstration :  o n procèd e comm e dans 4.1 . • 

Bien entendu , s i d  désign e l e ran g d e f̂ L (d e sort e qu e K(L ) 
2 

est d e ran g d  ) , l'hypothès e su r X  équivau t a u fai t qu e 3 d soit  
inversible su r S  . 
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CHAPITRE VII 

Structures d e niveau , plongements grassmannien s 

Sommaire 
0. Introduction . 
1. Structure s d e nivea u e t rigidification s :  définition , existence . 
2. Ca s de s schéma s abélien s :  l e théorèm e d e plongement . 
3. Applicatio n au x schéma s d e module s dt _ 

g, d, n 
4. L e 2'-schém a é -, . 

g,d 
5. L e ca s séparabl e :  complément s a u théorèm e d e plongement . 
6. Retou r a u ca s semi-stabl e :  un e propriét é d e prolongement . 
0. Introduction. 

Le principa l résulta t d e c e chapitr e es t l e théorèm e d e plongemen t 
2.6, qu i donn e explicitemen t u n plongemen t projecti f (plu s précisémen t 
"grassmannien") d'u n certai n schém a d e module s fin s paramétran t de s sché -
mas abélien s polarisé s muni s d'un e "N-rigidification" . Cett e dernièr e 
notion es t u n raffinemen t d e l a notio n familièr e d e structur e d e nivea u 
N , l e group e structura l étant , a u lie u d u group e habitue l GL 9 (Z/N^ ) , 

N 2 g-1 A 

une extensio n d e celui-c i pa r l e tor e G  .  I l es t mêm e possible , 
m 

grâce à  l a notio n d e "N-rigidificatio n restreinte" , d e "réduire " l e 
groupe e n questio n à  u n group e fin i ;  o n retrouv e ains i a u § 3 l a repré -
sentabilité de s schéma s d e module s habituel s &  _  pou r n  )/ 3 ,  san s 

g,d,n ^ 
ut i l iser d e théori e général e de s invariants . 

Un autre intérê t es t qu e l'o n obtient , su r ce s schéma s d e modules , 
des faisceau x ample s "explicites" , i . e . calculable s e n terme s d u fonc -
teur représenté . Plu s précisémen t chacu n de s schéma s d e module s fin s 
construits (not é ic i S ) port e u n schém a abélie n universe l A  S  ,  e t 
un faiscea u inversibl e cubist e L  su r A  , ampl e relativemen t à  S  ;  l e 
thème généra l d e c e chapitr e es t qu'alor s l e faiscea u inversibl e 

(det f*L) - 1 

est ample su r S  ;  dan s chaqu e ca s cel a résult e plu s o u moin s t r iviale -
ment d e l a définitio n d u plongemen t grassmannie n d e 2.6 . 
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On construi t encor e a u § 3 de s compactification s de s schéma s d e 
modules grossier s (k - , ( n liée s au x plongement s d u §2 . Ce s 

g,d,n 
compactifications semblen t malheureusemen t dépourvue s d'un e bonn e inter -
prétation "modulaire " ;  o n a  toutefois , pou r u n schém a e n groupe s semi -
stable su r un e bas e normale , un e propriét é d e prolongemen t e n codimensio n 
1 (§6 ) qu i ser a util isé e a u chapitr e XI . 

A l'exception d u § 6 précité , c e chapitr e n e dépen d qu e dan s un e 
faible mesur e de s précédent s ;  l e lecteu r qu'intéressen t surtou t le s 
schémas abélien s pourra , aprè s avoi r pri s connaissanc e d e l a définitio n 
1.2, aborde r directemen t le s § 2 à  5 . 

Notations. Dan s tou t c e chapitr e o n fix e u n entie r g  )/1 .  Pou r tou t 
entier N  )/1 ,  o n pos e 

^ r 2N ( N pair ) 
(0.1) N  = (2,N) N =  j 

N ( N impair ) 

On note l e group e 

(0.2) E N =  (%/NZ)2g 

et pou r tou t schém a S  o n désign e pa r E ^ g l e S-schém a e n groupe s 
constant d e valeu r E_ T . 

N 

1. Structures de nivea u e t ridigification s :  définition, existence. 

On rappelle d'abor d l a propositio n suivant e (1,5.7 ) : 

1.1. Proposition. Soit L  u n G- torseur cubist e su r u n Group e commuta -
t i f A  , et soi t N  un entie r annulan t A  .  Alors L  admet un e t r i -
vialisation canoniqu e ( comme G- torseur cubist e su r A) . 

1.2. Définition. Soient A  ̂ > S  un schém a e n groupe s semi-stabl e d e  
dimension relativ e g  sur u n schém a S  ,  L  u n G^- torseur cubist e su r 
A , N  un entie r ) / 1  inversibl e sur S  . 

a) Une structur e d e nivea u N  sur A  est pa r définitio n u n isomor -
phisme v  : E^ g  ~  > ̂ A d e S- schémas e n groupes . 

b) Une N-rigidificatio n d e (A,L ) est u n couple  (v,tf ) o ù v 
est un e structur e d e nivea u N  e t c r une trivialisatio n d u G- torseur 
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v L ,  qui coïncid e su r l a sectio n null e ave c l a trivialisatio n donné e  
par l a structur e cubist e d e L  . 

c) Une N- rigidification (v,cr ) est restreint e s i Gr̂ N coïncid e 
avec l a tr ivialisatio n canoniqu e d e v *lP^ donnée pa r 1.1 . 

1.3. Proposition. Soient S  un schém a norma l intègre , U ^ S un ouver t  
non vide , u n U- schéma abélie n d e dimensio n relativ e g  avant 
réduction semi-stabl e au x point s d e codimensio n 1  de S  .  Soient u n 
G^-torseur cubist e symétriqu e sur Â . e t N  )/ 2 un entie r inversibl e  
sur S  . 

Alors i l exist e u n gro s ouver t V^ S contenant U  et un e suit e d e  
morphismes fini s surjectif s 

n2 ffl 
V2 V x • V .  7 7 =  7 7 ^ 

avec le s propriété s suivante s : 
(i) 7 7 e s t galoisien , modérément ramifi é su r V  et étal e su r U ; 

son group e d e Galoi s es t u n sous-group e d e GL 9 (  5&/NN̂ ) , et i l exist e u n 
V1-schéma e n groupe s semi-stabl e A ^ prolongeant V 1 ,  u n 
G -torseur cubist e L T7 su r A_ 7 prolongean t L _ X V  ,  et un e struc -m U  V 1 
ture d e nivea u N  sur A ^ 

1 
(ii) 7T ^ est principa l homogèn e d e group e conten u dan s 

EN-{0> N

2 9 _ ! 
pft ^  ̂ î f ( donc 77 2 es t étale ) e t (^^ V '  ÏÏ2LV ^ possède un e 
N-ridification restreinte . 

Si d e plu s i l exist e u n S- schéma e n groupe s semi-stabl e A g pro -
longeant A y ,  on peu t suppose r qu e V  = S à conditio n d e remplacer , 
dans ( i ) , GL 2g(Z/NS^) pa r GL>2 ( . 
Démonstration :  soi t 77 1 rendan t rationnel s le s point s d'ordr e N N d e 
la fibr e génériqu e :  i l exist e su r V 1 (pou r V  convenable ) u n modèl e 
semi-stable A ^ ayan t un e structur e d e nivea u N N , d'aprè s IV , 8.2.1 . 
I l suffi t d e prendr e pou r A ^ l e plu s peti t sous-group e ouver t d e 

1 
Â  contenan t le s point s d'ordr e N  , l'existenc e d e L v résultan t 
alors d e II , 1.2. 8 (o u II , 1.2.8. 1 s i N  es t impair ) quitt e à  res -
treindre V  .  Pou r l e complémen t V  = S dan s l e ca s semi-stable , o n 
rend rationnel s le s point s d'ordr e NN 3 e t o n appliqu e II , 3.5 . • 
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2. Cas des schémas abéliens : le théorème de plongement. 

2.0. Soient d et N deux entiers )/ 1 . Pour tout schéma S , on note 

(2.0.1) Abriç£fd/N(S) 

l'ensemble des classes de S-isomorphisme de suites (A,L,v,(J), où : 

. A est un S-schéma abélien de dimension relative g . 

. L est un faisceau inversible cubiste sur A , ample relativement 

à S et de degré d (i.e. I1 isogénie cp : A >h définie par L H 

est de degré d"), et vérifiant de plus 

(2.0.2) 4A c K(L) = Ker cpL ; 

cette condition signifie que, localement sur Sfppf ' L est la puis

sance quatrième d'un faisceau (automatiquement ample) sur A . Elle 

implique que L est très ample relativement à S ([M2], § 17). 

. (v ,cr) est une N-rigidification (1.2) de (A,L) . 

2.1. Abrig+ , ,T(S) est de façon naturelle un foncteur contravariant en —^g,a,N 
S . Lorsque N //3 , les objets (A,L,v,cr) ci-dessus n'ont pas d'auto-

morphismes non triviaux ([M2], § 21, th. 5) ce qui implique que 

Abrig+ ^ N EST M^ME UN faisceau pour la topologie fppf. Notons que 

Abrig+ XT(S) est vide si 4^ ne divise pas d (à cause de (2.0.2)), g, a, J-SJ 
ou si N n'est pas inversible sur S . 

Nous supposerons dans la suite du §2, sauf mention expresse du con

traire, crue N 3 . Ceci rend inoffensifs les abus de langage tels que 

"soit (A,L,v,CT) € Abrig+ , XT(S)" . 

2.2. Définition. Une constellation de type (g,d,N) sur un schéma S 

est la donnée : 

- d'un & -module V , localement libre de rang d 

- d ' un S-ploncrement a> : E c c—* P = P ( V), tel que pour tout x £ S 

11 image de CY0H(X) engendre P® K(X) (au sens des espaces proiectifs) 

- d'une trivialisation cr de «*& ( 1 ) sur E.T c . 

2.2.1. Exemple. Soit X = (A,L,v,cr) € Abrig+ -, *T(S), et soit f : A — > S 

le morphisme structural. On a alors un morphisme 

(2.2.1.1) ^ : EN,S * P(f*L) = E> 
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composé d e v  : EN g  e t d u plongemen t c—* A c—> P défin i pa r 
L .  D'autr e par t cv*ôp(l ) s'identifi e canoniquemen t à  v* L don c c r 
s'interprète comm e une trivialisatio n d e a*&p(l ) su r s .  O n a e n 
fait l e résulta t suivan t : 

2.3. Proposition. Avec le s notation s d e 2.2.1 , (f^L,a,cr ) est un e cons -
tellation d e typ e (g , d, N) sur S  dès qu e N  )  g i d . 

La seul e chos e à  vérifie r es t qu e s i S  es t l e spectr e d'u n corp s 
(que l'o n peu t suppose r algébriquemen t clos ) le s point s d'ordr e N  d e 
A n e son t pa s dan s u n mêm e hyperplan d e P  .  V u l'hypothèse su r N 
cela résult e d u lemm e suivan t ([M4] , Prop . 7.7 ) : 

2.3.1. Lemme. Soient A  une variét é abélienn e d e dimensio n g  sur u n  
corps k  algébriquement clos , L  un faiscea u inversibl e trè s ampl e su r 
A , de degr é d  .  Soient H  c P( H°(A, L)) une hvpersurfac e d e degr é s 
ne contenan t pa s A  , e t N  )/ 1 un entier . Alors : 

longk(Hn ̂ A ) ULU|AULU 

N 2 g N 
Rappelons l a démonstratio n d e [M4 ] :  soi t 7 C A un e courb e passan t 

par l 'origine , sectio n d e A  pa r u n sous-espac e linéair e d e codimensio n 
g-1 ,  e t tel l e qu e [ N]" 1^/) çz f H .  Alor s s i £  = c^L) ^CH 1(A), o n a  : 

longk(Hn \ < ( [ N I ^ V K H ) =  ( [ N ] * ^ 9 " 1 ) . H ) 

= N 2 G "" 2 (£ G _ 1 .H) (th . d u cube ) 

= N 2 g~ 2 s  deg p ( H o ( L ) ) (A) 

= N 2 g 2  sgi d (Riemann-Roch ) • 

Nous supposerons désormai s vérifiée , jusqu' à nouve l ordre , la con -
dition 

N2 >  g!d 

de 2.3 , e t nou s noteron s 

(2.3.2) C(X ) =  (f*L,cv ,cr) 

la constellatio n associée , pa r l a méthod e d e 2.2.1 , à  X  = (A,L,v,CT) . 
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2.4. Soi t 2  =  (V fa,cr) un e constellatio n su r S  .  Notan t 7 7 :  EN g  * - S 
le morphism e structural , l a donné e d e c v : E  C *• P  équivau t à  cell e 

N, o 
d'un quotien t inversibl e L  d e 7 7 *V .  Comm e L  s'identifi e canonique -
ment à  ( l ) , o n obtien t grâc e à  l a trivialisatio n c r d e L  ,  u n 
morphisme surjecti f 
(2.4.1) 7 7 *V *  & 

hN,S 
de faisceau x localemen t libre s su r E N s  ,  c e qu i équivau t pa r adjonctio n 
à u n morphism e d e & s-modules 

E 
(2.4.2) u(2 ) :  V  *  77 ^_ -  . 

**NfS b 

La conditio n supplémentair e su r &  , selo n laquell e <*(E. T c ) engendr e 
v . 

P ,  revien t évidemmen t a  impose r qu e u(2 ) soi t suriectif. E n bref , 
la constellatio n £  détermin e u n morphism e 
(2.4.3) t(S ) :  S  *  (G —  ( E -

d,N 2 g 

où ( E désign e l a grassmannienn e (su r Spec ^) de s sous-faisceaux loca -
EN 

ment facteur s direct s d e ran g d  d e ^ S p e c ^  • 
I l es t immédia t qu e l a surjectivit é d e (2.4 .1) s e traduit , e n terme s 

EN 
de u(S) , d e l a faço n suivant e :  pou r tou t a £ E. T ,  noton s e  :  &0 & 0 

la form e coordonné e correspondant e ("évaluatio n a u poin t a" ) ;  alor s 
les morphisme s 

v & - V , S q 

o o 
EN 

sont tou s surjectifs . Réciproquemen t u n sous-fibr é v c = ^ s vérifian t 
cette conditio n détermin e u n S-morphism e &  :  E — * P(V) =P e t un e 

JN!, o 
tr ivialisation d e a*& p(l). Enfin , C Y es t u n plongemen t s i e t seulemen t 
s i , pou r a^ b dan s E ^ ,  l e morphism e 
est surjectif , (conditio n qu i impliqu e l a précédente) . S i l'o n not e 

E.T 

(2.4.4) ^ C V 

le sous-fibr é universe l su r ( E , e t 
(2.4.5) ĉ ciC E 
le sous-schém a ouvert d e ( E au-dessu s duque l le s morphisme s 
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Е ел е 

(2.4.6) A V — * A2$ G

N a  b . ô G (a^b ) 

sont surjectifs , nou s avon s don c établ i : 

2.4.7. Proposition. Le foncteu r 

S i— * {classes d 1isomorphisme d e constellation s d e typ e (g,d,N ) su r s } 

est représent é pa r 1  ' ouvert di^i G d e (2.4.5) . 

On a e n particulie r su r Ji^ un e constellation universell e : 

(2.4.8) S  =  (U,çv,çr ) 
avec p = P(u) 

ULU|AULU 

^2 

et G : Ô  -  i \ ( D • 

2.5. Soi t X  = ( A S,L , v,cr) £ Abricr+ (S ) (ave c N 2 > g!d ,  comm e 
g / Q / J>J 

toujours). Nou s noteron s 
(2.5.1) t(X ) =  t(C(X)) ^^ (S ) =  Hom(SJ1) c  Hom(S,G ) 

(cf. (2.3.2 ) e t (2.4.3) ) :  t(X ) es t don c l e poin t d e G  qu i correspon d 
au morphism e compos é d e & s-modules 

(2.5.2) f # L - ! U f f / L ^ f f A ~ 
EN,S S 

I l es t immédia t qu e t(X ) es t fonctorie l e n S  (o n rappell e qu e 
la formatio n d e f̂ L commut e à  tou t changemen t d e base) . Nou s avon s 
donc défin i u n morphism e d e faisceau x su r Spec z{1/N1 : 
(2.5.3) t  :  Abrig+^ N — > ^  ®^ Z [ I /N 1C G 

X i  *  t(X ) . 

2.6. Théorème. On suppose qu e N 2 )  2gid . Alors l e morphism e t  d e 
(2.5.3) induit u n isomorphism e d e Abrig +

 n  ave c ( le foncteu r repré -^g,d,N c  

sente par ) un sous-schém a localemen t ferm é d e G  . 

Les point s cruciau x son t rassemblé s dan s l a propositio n suivant e 
(c'est ic i qu'intervien t d e faço n essentiell e l'hypothès e (2.0.2) ) : 
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2.7. Proposition. Avec le s notation s d e 2.5 , on pos e d e plu s t P = P(f ^L). 
On note p  : P —S le morphism e structural , E  = ^Acp ,  [j ^ ( resp. Î J E ) 
le faiscea u d'idéau x d e A  ( resp. E ) dans P .  Alors : 

(i) le morphism e nature l (2 ) * (2 ) est surjecti f ;  en 
conséquence l e faiscea u p^iJ A(2) est localemen t libr e d e ran g 
(^2^) "  2^d ;  sa formatio n commut e à  tou t changemen t d e base , et 1'o n a 

R1p^ïA(2) = 0 ,  i  >  0  . 

(ii) Le morphism e nature l p*p^3 A(2) — ï ) A ( 2 ) est surjecti f ;  en  
d'autres termes , A  est ( localement su r S ) intersection d e quadrique s  
dans P . 

Si d e plu s N 2 )  2g Id ,  alors : 
( i i i ) p̂ î J (2 ) =  p^3 E(2) ;  en d'autre s terme s ( compte ten u d e ( i i) ) 

A est localemen t su r S  1'intersection de s quadrique s contenan t E  . 
(iv) Le morphism e nature l d e &  - modules localemen t libre s 

o 
(2.7.1) *(X ) :  P #fcp(2) *p #Ô E(2) 
est localemen t scind é ( i .e . Coker P  est localemen t libre ) et es t d e  
rang 2^ d . 
Démonstration : 

(i) L e fai t qu e R 1p^iJA(2) =  0  pou r i  )/2 es t éviden t puisqu e 
R1p^©p(2) =  R 1p^.&A(2) =  0  pou r i  )/ 1 .  D'autr e par t nou s utiliseron s 
constamment l e fai t qu e l a formatio n de s image s directe s p^Q^^) , 
p .̂&A(2) e t p^& E(2) commut e à  tou t changemen t d e base . I l suffi t e n 
particulier d e montre r l a surjectivit é d e 

p * V 2 ) — * p * V 2 ) 

lorsque S  es t l e spectr e d'u n corp s algébriquemen t clos . O r ell e équi -
vaut à  l a surjectivit é d e 

( f # L)®2 _* f # (L® 2 ) 

et résult e don c d e [M5] , th . 9 p . 6 8 puisqu e L  es t l a puissanc e 
quatrième d'u n faiscea u ampl e su r A  . 

(ii) Lorsqu e S  es t l e spectr e d'u n corp s l 'assertio n résult e d e 
[M5], th . 1 0 p . 8 0 ;  dan s l e ca s généra l o n e n dédui t qu e pou r tou t 
x € s l e morphism e 
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p*p* « a (2)®H(X)) ^D a (2)^K(X) 

est surjecti f (e n effet , pa r platitude , b A®x-(x) es t l ' idéa l d e A

H ( X ) 
dans P y ( x ) ) ' 0 r c e morphism e es t dédui t pa r changemen t d e bas e (d'aprè s 
(i)) de ' 

P*P.ÏA(2) — * \(2) ; 

ce dernie r es t don c auss i surjectif . 
( i i i ) Désignan t pa r ^ E / A l ' idéa l d e E  dan s A  , i l suffi t 

d'établir qu e P***E/A^ 2^ E S T nu^~ ' 0 r C e ^ e r n ^ e r e s t noya u d e 

(2.7.2) P * \ ( 2 ) ^ F * V 2 ) 

et notr e assertio n n'es t don c qu'u n avata r d e 2. 3 :  comm e (2.7.2 ) 
"commute a u changemen t d e base " o n s e ramèn e a u ca s d'u n corp s e t o n 
applique 2.3. 1 ave c s  = 2 . 

(iv) O n a Ke r 0(X ) =  p #îlE(2) =  p̂ U (2 ) d'aprè s ( i i i ) don c I m 0 
s'identifie à  pfî^{2) (d'o ù l e ran g d e P ) et Coke r P  a u conoya u d u 
morphisme (2.7.2) , lequel , comm e on l ' a vu , es t injecti f aprè s tou t 
changement d e base , don c localement  scindé . B 

2.8. I l résult e déj à d e 2. 7 que , sou s l'hypothès e N 2 ) 2g! d ,  l e mor -
phisme t  d e (2.5.3 ) es t u n monomo rph i s me :  o n reconstitu e e n effe t 
(A,L ,v,j) à  parti r d e (f^hrafa) (notatio n d e 2.2.1 ) d e l a faço n 
suivante : 

. A  es t l e sous-schém a d e Q ? =  P(f^L) défin i pa r l ' idéa l imag e d e 

P*Pjœ(2) —-..& p 

où p  : P > - S  es t l a projection , e t i ) l ' idéa l d u ferm é d e P imag e 
de a  :  E.T c

 6 —+ P (autremen t di t A  es t l 'intersectio n de s quadrique s 
contenant »( E q ) ) . 

. L  es t l e faiscea u inversibl e indui t pa r & p(l) su r A  . 

. v n  ' est autr e qu e o> :  E  c—* A c—* P . 

. 0 * = cr . 

Il suffi t donc , pou r établi r 2.7 , d e prouve r (supposan t désormai s 
N2 )  2g!d) : 

(2.8.1) i l exist e u n sous-schém a localemen t ferm é dL c  r te l qu e t 
se factoris e pa r < A ,  e t u n X  = (A,L,V,CF ) 6 Abrig n  * T(o&) te l qu e 

"-g, d, N x 
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t(X) :  Jil 9- soi t l'inclusio n naturelle . 

En effet , l 'obje t X  ains i construit , considér é comm e morphisme d e 
dl> dan s Abrig+ ,  ,  es t alor s un e sectio n d e t  su r dl , d'o ù l e 

g / Cl , JN 
théorème puisqu e t  es t d e plu s u n monomorphisme . Bie n entendu , X  es t 
alors l 'obje t universe l d e Abrig+ - . XT(e&) . 

, d, N 
2.9. Définition. Soit £  =  (V,CY,(T ) une constellatio n su r S  et soi t r 
un entier . Notons comm e d'habitud e p  :  P = P(V ) y S le morphism e 
naturel, et poson s E  = a> ( E.T G  ) c p. Considérons l e morphism e nature l d e 
(^-modules 
(2.9.1) 13(2 ) :  p*&p(2) ^p*& E(2) . 

Nous diron s qu e £  vérifi e l a conditio n ( Q )  3(£ ) est localemen t 
scindé ( i .e . son conoya u es t localemen t libre ) et d e ran g r  . 

Nous noteron s E Q ( 2 ) (  enveloppe guadratigu e d e T, ) le sous-schém a  
de P  défini pa r 1'idéa l p*(Ke r ( intersection de s guadrigue s 
contenant E) . 

Notons qu e peu t s'interpréte r comm e u n morphism e 
2 EN Sym V & s 

grâce à  a  •  E >  E  e t à  (P2 :  ô  Cy*©ID(2) . 
N 

2.9.2. Remargue. Si  E  vérifi e (Q r) alor s pou r tou t changemen t d e 
base S ' * S ,  S  .  vérifi e ( Q )  e t l'o n a 

EQ(SgI) =  EQ (E) Xg S' . 

La premièr e assertio n es t tr ivial e e t l a second e résult e d u fai t 
que s i es t localemen t scind é l a formatio n d e so n noya u commut e 
au changemen t de base . 

2.9.3. Soi t X £ Abrig+ ,  (S ) :  alors , e n vert u d e l a propositio n 2.7 , 
g, a, jn 

la constellatio n C(X ) associé e à  X  vérifi e (Q r) ave c 

r =  2 gd , 

et d e plus , ave c X  = (A,L,v,0") , o n a 

(2.9.3.1) A  = EQ(C(X)) . 
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2.10. Posan t don c r  = 2^d ,  i l es t immédia t qu e l e sous-foncteu r d e olt>^ 
formé de s constellation s vérifian t e s t représentabl e pa r u n sous -
schéma localemen t ferm é d e (défin i pa r de s idéau x d e Fitting 
convenables) ;  d'aprè s (2.9.3) , t  s e factoris e pa r X , •  Considéron s 
la constellatio n ^  induit e su r Jk^ pa r l a constellatio n universell e 
2 d e (2.4.8) , e t poson s 

A2 =  BQ (^ 2)CP 2 =  P | 

\ / 
Jl2 

2.11. Soi t X  comm e e n (2.9.3 ) :  alor s l e polynôm e d e Hilbert (relatif 
à S ) d e L  su r A  es t 

H(n) =  n gd . 

Introduisons don c l a strat e d e platitud e ([ M6],8) 

dl4c dt3 

définie pa r l a propriét é suivant e :  u n morphism e S  (U^ se factoris e 
par cM^ s i e t seulemen t s i l e sous-schém a x   ̂S  d e P ̂  x ^  S  es t 
plat su r S  d e polynôm e d e Hilbert H(n). Alor s t  s e factoris e pa r 
otó̂  / e t l e schém a A ^ *• dL^ indui t pa r A 2 es t pla t d e polynôm e d e 
Hilbert H , pou r l e plongemen t A 3

 c —>- ̂ 3 = ^\JJ, 

2.12. Comm e A ^ es t pla t su r Jl^ , i l exist e u n plu s gran d sous-schém a 
ouvert 

^ 4 c ^ 

te l qu e A ^ =  A^ | ^ soi t lisse su r ,  e t t  s e factoris e pa r ctf ^ . 
Notons qu e l'o n a  u n diagramm e nature l (puisqu e A ^ =  EQ(2y/)) 

V ^ 4 

A 4 P 4 =  P U 4 

M2 

et e n particulie r un e section e ^ :  >  correspondan t à  l'origin e 
de E N .  D'aprè s [M4l , th . 6.14 , i l exist e u n plu s gran d sous-schém a 
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ouvert 

di5c ^ 

tel qu e =  A^|^ admett e un e structur e d e schéma abélie n d e sectio n 
5 

unité e ^ =  ,  e t t  s e factoris e pa r <Jl^ .  D e plus A ^ es t d e 
dimension relativ e g  ,  e t l e faiscea u inversibl e ampl e su r A ^ 
induit pa r es t d e degr é d 2 su r A ^ puisqu e so n polynôm e d e 
Hilbert es t n^ d . 

2.13. I l exist e u n plu s gran d sous-schém a ferm é 
dl4c dt3 

tel que , s i es t l e faiscea u inversibl e su r A ^ =  A^|^ indui t pa r 
Lj- ,  o n ai t 

K < V 3 4 A6 • 

2.14. I l exist e u n plu s gran d sous-schém a ferm é 

dl4c dt3dl4c dt3 

tel qu e tf^ =  SL\j^ soi t un e structur e d e nivea u N  , e t t  s e factoris e 
6 

par olhj .De plu s o n a  un e trivialisatio n naturell e d e a 7 L 7 ( ° u 

= L 5 | ^ )  induit e pa r 0 " (2.4.8 ) ;  s i l'o n muni t L,^ d e l a structur e 
cubiste compatibl e ave c CT ^ , o n obtien t su r (A ,̂L^ ) un e 
N-rigidification a u sen s d e 1.2 . I l es t alor s immédia t qu e l'élémen t d e 
Abrig+ ,  ^iùli) ains i défin i vérifi e l a propriét é annoncé e dan s (2.8.1) , g, a, N 
et l e théorèm e 2. 6 es t don c démontré . • 

Dans l e corollair e qu i sui t o n n e suppos e plu s qu e N )  gid : 

2.15. Corollaire. Pour d  e t N  )/1 et pou r tou t schém a S  ,  notons 

dl4c dt3dl4c dt3 

l'ensemble de s classe s d'isomorphism e d e tr iplets (A,L,v ) o ù A  , L 
et v  sont comm e dans 2.0 . Alors pou r N  )/ 3 ,  le foncteu r Abpic + 

g,a,JM 
est représentabl e pa r u n schém a guasi-projecti f M  sur Spe c Z'Ll/NJ. De 
plus s i (A,L,v ) désigne l'élémen t universe l d e Abpic + -  ^(M) , et 

g, o., JM 
f :  A >  M le morphism e structural , alors l e faiscea u inversibl e 
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X = (A df^L) _ 1 

est ampl e sur M  . 
Démonstration :  o n a  de s morphisme s naturel s 

(2.15.1) Abpic* .  — N / N ' • > Abpic+ ,  KT 
c—g,d,N — I ^-g,d ,N 

pour N  divisan t N ' ;  s i N   ̂3 e t s i N  e t N ' ont  le s même s fac -
teurs premier s ( i .e . s i ^[ I /N ] =  z[l/N'3) , l e morphism e ïï^ ^ , es t 
même principal homogèn e sou s l e group e fin i 

Ker(GL2g(2/N'Z) > G L2g ^ ^ /N ^ ) 

ce qu i nou s ramèn e (e n remplaçan t N  pa r un e puissanc e convenable ) a u 
cas o ù N  )  2gid .  O n a d'autr e par t u n morphism e nature l 

Abrig+ - , . T >  Abpic+ 

— ̂ g ,d,N — -̂— g ,d,N 
(oubli d e l a rigidificatio n a ,  ave c le s notation s d e 2.0) , leque l (s i 

EN-{0} 
N)/3) es t principa l homogèn e sou s l e group e G ^ .  C e groupe peu t 
mêrce êtr e rédui t à  u n group e fini, e n considéran t l e sous-foncteu r 
(2.15.2) Abres+ ,  >T c  Abrig+ .  AT 

g,d,N ag,d,N 
formé de s (A,L , v,cr) tel l e qu e (v,cr ) soi t restreinte a u sen s d e 1.2 . 
L'inclusion ci-dessu s es t évidemmen t représentabl e pa r un e immersion  
fermée, e t l e compos é 

Abres+ ,  >  Abpic"*" - , XT 

g,d,N — e—g,d,N EN-{0) 
est principa l homogèn e sou s l e group e fin i étal e 0J"j j 

I l suffi t donc , pou r prouve r l'amplitud e d e X  (e t don c l a quasi -
projectivité d e M ) d'établi r l 'assertio n analogu e su r Abrig+ ,  .  O r 

_j_ g , Q. , JN 
si (A,L,v,cr ) désign e l'obje t universe l su r S  = Abrig ,  , T ,  l e plon -
gement t  :  S *  G d e 2. 6 étai t défin i pa r u n morphism e 

dl4c dt3 dl4c dt3 

En particulier f̂ . L -  t \ o ù 1 / es t l e "sous-fibr é universel " 
sur G  . Notr e assertio n résult e don c d u fai t qu e (A dl/) - 1 es t ampl e 
(et mêm e très ample ) su r G  puisqu'i l défini t l e plongemen t d e Plucke r 
de G  .  • 
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3 . Application au x schéma s d e module s à -, 
g,d,n 

3 . 0 . Soien t d  e t n  deu x entier s V  1 .  Désignon s pa r 

( 3 . 0 . 1 ) A b (S ) 
—g / d, n 

pour tou t schém a S  ,  l'ensembl e de s classe s d'isomorphism e d e t r iplets 
(A,§,v) o ù : 

. A  es t u n S-schém a abélie n d e dimensio n relativ e g  ; t »  2 . §  : A » • A es t un e polarisation d e degr é d  :  e n d'autre s 
2 

termes, l es t un e isogéni e d e degr é d  qui , localemen t su r ^  , 
est d e l a form e c p ,  o ù L  es t u n faiscea u inversibl e ampl e su r A  ; . v  : E „  A  es t un e structur e d e nivea u n  . n, S n 
3 . 1 . S i (A,£,v ) es t comm e ci-dessus , considéron s l e faisceau d e  
Poincaré P  su r A* " X A , e t poson s 

( 3 . 1 . 1 ) L(S ) =  )*(P)® 2 . 

On a alor s 

(3.1 .2) cp L ( Ç ) =  41 : A  *  At 

d'où i l résult e qu e (A,L(Ç),v ) défini t u n élémen t d e Abpic+ (S) . 
g ,4 gd,n 

Posant pou r abrége r 

( 3 . 1 . 3 ) d  =  4 gd 

nous avon s ains i défin i u n morphism e d e foncteur s 

( 3 . 1 . 4 ) A b .  >  Abpic+ -
—g,d,n —*—g,d, n 

qui es t injectif e n vert u d e ( 3 . 1 . 2 ) . Inversemen t s i l'o n par t d e (A,L,v) dan s Abpic+ (S) , l a conditio n (2 .0.2) montr e qu ' i l exist e g,a,n ^ 
une uniqu e isogéni e § T :  A *  A te l l e qu e 4£ T = cp ;  o n e n dédui t 

" J- J J_ i L i 
alors qu e l'imag e d e ( 3 . 1 . 4 ) es t formé e de s (A,L,v ) tel s qu e 
L ^ L(^ L) ;  pa r suit e l e morphism e ( 3 . 1 . 4 ) es t représentabl e pa r un e 
immersion fermé e. Appliquan t alor s 2 .15, on retrouv e : 3 .2 . Théorème. Pour n  )/ 3 ,  le foncteu r A b .  d e (  3 . 0 .1 ) est repré -^ —g,d, n —  ^  * — 
sentable pa r u n schém a guasi-projecti f su r Spe c ^[l/nJ , noté ¿ 1 n * 
De plus s i (A , §fv) désigne l'élémen t universe l d e A b ,  ( # ,  ) K a  —g,d, n g,d, n 
et f  :  A y t ,  le morphism e structural , alors l e faiscea u inversibl e 

g, a, n 
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(Adf^L(§))"1 

(avec d  =  4 gd ,  e t L(§ ) défini e n (3 .1.1)) est ampl e sur (ft -, . • ——— g , ci, r  i 
(Remarque :  comm e de s schéma s d e module s grossier s von t bientô t appa -
raî t re , i l es t préférabl e dè s maintenan t d e distingue r Ab d e 

g r ci / n 
*g ,d ,n K 

3.3. Pou r d  e t n  )/1 e t pou r tou t schém a S  ,  noton s 

(3.3.1) % , d , n ( S ) 

l'ensemble de s classe s d'isomorphism e d'objet s (A ,5,v,cr) o ù (A,Ç,v ) 
est comm e e n 3 .0, e t o ù (v,a ) es t un e n-rigidificatio n restreinte 
(1.2) pou r (A,L(£) ) ;  o n a  don c un e projectio n naturell e (oubl i d e c r ) : 

(3.3.2) A b - , — > Ab 
—g,d,n —g,d, n 

E -(O) 
qui, pou r n  )/3 ,  es t u n revêtemen t principa l d e group e (l>~ ) 

Soit N  u n entie r / / 1  multiple d e n  ,  e t vérifian t N 2 > 2g!d . 
On va s'intéresse r a u morphism e compos é 
(3.3.3) A b - , . _ *  Ab - , ^  Ab . 

—g,d,N —g,d, n —g,d, n 
On sai t qu e Ab̂  ^  N es t représentabl e pa r u n schém a not é 

(3.3.4) É . ^ « -̂ ^ (E — ( E 0 ; 
g,d,N g f N2g 

EN , 
de plu s s i \s c—y désign e l e sous-fibr e universel , alor s I r indui t sur t - , ,T l e sous-fibr é g,d,N 

f̂ L f # v * L JL+ &y 
Éq,a,N 

où (A,L,v,cr ) es t l 'obje t universe l su r Û ,  . T e t f  :  A > <ft -, XT 

g,d,N g,d, N 
E -{ 0) 

le morphism e structural . Le s groupe s =  (0̂ ^ ) e t 
EN 

Aut(E^) = * GL2g(^/N^) opèren t su r l e faiscea u & G ,  respectivemen t pa r 
l 'action diagonal e e t pa r permutatio n de s coordonnées . O n obtient ains i 
une actio n su r G  d'u n group e G ^ ,  produi t semi-direc t d e pa r 
Aut(EN), ains i qu'un e G^-linéarisatio n ([M4] , §3 , 1 .6) d e U  pou r 
cette action . D e plus l 'actio n e n questio n respecte é /  e t corres -

g, d., N 
pond, bie n sûr , à  l'opératio n "changemen t d e N-rigidification" . 
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3.4. Schémas d e module s grossiers , compactifications. 
Gardons le s hypothèse s e t notation s d e 3.3 , e t fixon s d e plu s u n 

"schéma d e base " noethérie n S q au-dessu s d e Spec ZT[I/N]. NOU S dési -
gnerons encor e (pa r abu s d'écriture ) pa r A b n _ T ,  A b _  ,  e tc . , le s 
^ ^  ^  —g,d ,N —g/d ,N 
restrictions d e ce s foncteur s à  l a catégori e de s S Q-schémas, e t pa r 
é - , „  , etc . le s image s réciproque s de s schéma s correspondant s su r S  . g f ci f vi o 
Posons 

(3.4.1) G n^N =  Ker(G N •  GL 2 ( Z/NS) ^  GL2g(^/n^)) 

où G  es t défin i e n 3.3 , l a premièr e flèch e étan t l a surjectio n natu -
relie e t l a second e s'obtenan t e n plongean t (Z/nZ ) g dan s (Z/NZ ) G 

au moye n d e l a multiplicatio n pa r N /n .  O n pose alor s 

(3.4.2) t , =É „/ G XT , 
g, d, n g , d, N n , N 

l 'action d e G  XT étan t induit e pa r cell e d e G XT .  Nou s allon s voir , n,N N 
par de s considération s standar d (cf . [M4J , Prop . 5.4 ) qu e ̂ g 3  n

 e s t 

un schéma d e module s grossie r pou r l e foncteu r A b n su r l a catégori e 
~, r— i 1 —g,d, n ^ 

des S o-schémas (|_M4 -I, déf . 7 .4) e t es t don c indépendant d u choi x d e N . 
3.4.3. E n effe t soi t S  u n S 0-schéma e t soi t (A ,5,v) comm e e n 3 . 0 . 
Alors i l exist e u n revêtemen t s  qu i "paramètre " le s 
N-rigidifications d e (A,L ) compatible s ave c v  .  C e revêtemen t es t 
étale galoisie n d e group e G ^ e t 1 'on a  un e N-rigidificatio n natu -
relle (v,cr ) d e (p*A,p*L ( § ) ) compatibl e ave c p* v ,  d'o ù u n morphism e 
(3 .4 .3 .1 ) S  - ^ * G F D ( N 

compatible au x action s d e G ^ N ,  d'o ù pa r passag e a u quotien t u n 
morphisme 

( 3 . 4 . 3 . 2 ) S  - U * g > d f N • 

Nous avon s ains i défin i u n morphism e d e foncteur s 

(3.4.3.3) 0  : Ab ,  y A , 
—g,d,n g,d, n 

et i l es t immédia t qu e tou t morphism e Ab ^ ^  n Y  , o ù Y  es t repré -
sentable, s e factoris e pa r 0  ,  puisqu e l e compos é 

# A K T A b ,  y Y 
7t,g,d,N —g,d, n 
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est N-invariant don c pass e a u quotient . Enfi n i l rest e à  voi r qu e 
pour tou t corp s algébriquemen t clo s Cl ,  1'applicatio n 

Ф(П) : Ab , (  Q) —g, d, n * (H ) g,d,nv 

est biiective :  cec i résult e d u fai t que , puisqu e G n N  es t fini , 
l'espace sous-jacen t à  of r es t quotien t pa r G  XT d e l'espac e 

r^j y  / Cl, n H , IN 
sous-jacent à  &  - , XT . 
3.4.3.4. Remarque. Bie n entendu , s i n  )/ 3 ,  dt A coïncid e ave c l e 

g, Q , n 
schéma d e module s fin d e 3.2 . 3.4.4. Désignon s maintenan t pa r (jt - i l'adhérence schématiqu e d e ^ g / ci, JM 
# _  r T dan s G  , e t poson s g,d,N ^ 
(3.4.4.1) J  ,  =  * ^  M/G •»-[ • . 

g,d,n g , d, N' n , N 
Nous obtenon s ains i un e compactification d e (fc n qui , elle , 

c g,d, n ^ dépend d e N  (l a notatio n ét n es t don c abusive) . —^ g,d, n 
3.4.5. Considéron s su r «# T ,  „ T l e faiscea u inversibl e 

g,d,N 
(3.4.5.1) X N 

d ^ induit pa r l e faiscea u inversibl e A  v su r G  , d e sort e qu e X n es t 
très ampl e su r dt - , * T .  O n a v u e n 3. 3 qu e V es t mun i d'un e ^— g,d, N ^  ^ 
G-linéarisation naturell e ;  i l e n es t don c d e mêm e de X. T su r 
N N j _ T .  Pa r suit e i l exist e u n entie r r  // 1 te l qu e X̂ T provienn e g, d, N N 

d'un faiscea u inversibl e (automatiquemen t ample) su r l e quotien t 
^g d  n  : ^ 1 s u ^ ^ ^ t ^ e prendr e r  =  Card G ^ N e t d e remarque r qu e 

A ^  ®  7  X N r N 7̂ G .  — n, N 
En d'autre s termes , X N s e redescen d e n un e classe ampl e 

(3.4.5.2) X n 6 p i c ( igfdfn)*i* • 

3.4.6. Su r l'ouver t t e  &  ,  X  adme t l 'interprétatio n 
g,d,n g,d, n n  * 

"modulaire" suivant e : 
Proposition. Soit (A,£,v ) comme e n 3.0 , soit f  : A S  le morphism e 
structural, et soi t j : S >  $ - , le morphism e associ é (3.4.3) . 

y. g  r ci, n 
Alors j  X ^ est l a class e dan s Pic(S)® Q du faiscea u inversibl e 
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(det f„L(5) ) 1 

où L  ( %> ) est défin i e n (3.1.1 ) . 
Reprenons e n effe t le s notation s d e 3.4.3 . O n a u n diagramm e 

commutatif 

S #  ,  .  7 G g,d,N 

s - i ^ <të _ 
g,d,n 

où j  es t associ é à  (p*A,p*§,v,cr ) ;  o n sai t alor s qu e l'imag e réciproqu e 
par to j d u sous-fibr é universe l v  n'es t autr e qu e p  f^L(s ) ;  o n 
vérifie d'autr e par t san s surpris e qu e l a ^-linéarisatio n d e 
p*f̂ L(§) correspondan t à  s a donné e d e descent e naturell e pou r p  ,  coïn -
cide ave c l a linéarisatio n induit e pa r cell e d e 1} su r G  ; l a proposi -
tion e n résulte . • 
3.4.7. Remarque. L a raiso n pou r laquell e nou s avon s introdui t l e schém a 
de bas e S q es t qu ' i l n' y a , semble-t-il , aucun e raiso n (s i n^2 ) pou r 
que l a formatio n d u schém a d e module s grossie r dt (e t a  fortior i ^ _  ^  g,d, n 
de êb ,  )  commut e a u changemen t d e base . Toutefoi s leu r formatio n es t g,d,n ^ 
compatible (v u leu r constructio n comm e quotients ) à  l a restrictio n à  u n 
ouvert d e S q ;  cett e remarqu e v a êtr e utilisé e a u §  suivant . 

4. L e ZT- schéma â , . — g, d 
4.1. Nou s nou s intéresson s dan s c e §  au ca s n = l .  L a remarqu e final e 
de 3.4. 7 perme t alor s d e construir e au-dessus d e Spe c Z T l e schém a d e 
modules grossie r à ,  1 ,  not é désormai s £  . . . D e faço n précis e * g,d, l g, d v ^ 
donnons-nous deu x entier s e t n ^ premiers entr e eu x e t / / 3 ,  e t 
posons S i =  Spec z [ l /n i l ( i = l , 2 ) . 

Au-dessus d e S ^ nou s avon s u n schém a d e module s ^g" ^ '  quotien t 
de (ave c de s notation s évidentes ) pa r l e group e GL 0 (2T/n.Z ) ; g, a, n , ^ s zg i 
au-dessus d e S 1 0 =  S  H  s ~ , $ x o S ^ s'identifi e auss i a u quotien t 1Z l z g, d S ^ 1 2 
de tit - , M M  pa r GL 0 (Z/ n n 0Z) (pou r i = l , 2 ) , c e qu i perme t d e 9 /0/11^2 z g i  z 

recoller e t <ft^\ e n u n ^-schém a <ft ,  , qu i es t naturellemen t g,d g, d g, d 
un schém a d e module s grossie r pou r l e foncteu r Ab̂  ^  ^  su r Spe c 1 . 
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Notons d'autr e par t X ( l ) =  X*1' €  P i c ^1 ^ ® ^ Q  l a class e ampl e 
définie a u moye n d e 3.2.5 . J e di s qu e le s restriction s d e ce s deu x 
classes au-dessu s d e S 1 2 coïnciden t dan s Pic( # dX%Si2^'% ® e t 

définissent don c un e class e ample 

X ë p i c ( * g , d ) 8 Z Q 

i l suffi t e n effe t d e remarque r qu e s i ( A < # - , ,§ ) désign e l e 
g/a/n^n2 

schéma abélie n polaris é universe l su r é - , , alor s l'imag e réci -
g,d,n n 

(Ì) -L 2. /  ^ \ 
proque d e X vi a l e morphism e nature l ét ,  9- $ "  s  ' identi-

g,Q,n_^n2 g/ Q 
fie à  l a class e d u faiscea u inversibl e d e t ( f § ) f ,  c e qu i entraîn e 
que A* 1' e t X< 2> coïnciden t modulo torsion au-dessu s d e S„ ^ 
puisque l a restrictio n d e ïï au-dessu s d e e s t l e passag e a u 
quotient pa r u n group e fini . 

En résum é : 4.2. Théorème. Le schém a d e module s grossie r pou r l e foncteu r A b , . a '  —g,d, l 
sur Spe c 2 ? existe e t es t guasi-projecti f su r Spe c Z T . I 
4.3. Interprétation champêtre . Noton s 

(4.3 .1) A B . 
g,d 

la catégorie de s (S,A ,5) o ù S  es t u n schéma , A  u n S-schém a abélie n 
2 

de dimensio n relativ e g  e t l un e polarisatio n d e degr é d  su r A  ; 
un morphisme (S1 ,A* ) (S,A ,5) es t pa r définitio n u n morphism e d e 
schémas u  : S' ^  S ,  plu s u n isomorphisme A ' -^- ^ u*A ,  compatibl e au x 
polarisations. L a catégori e AB g d  (ains i qu e se s analogue s AB g d  n  , AB ,  etc . , qu e l e lecteu r devine ) es t u n champ d e groupoïde s (  [D-M] , g, a, n 
§4) au-dessu s d e l a catégori e de s schéma s muni e d e l a topologie fppf 
(ou d e l a topologie étale). E n associan t à  ( A — S , 5) comm e ci-dessu s 
le faiscea u inversibl e 
(4.3.2) A(S,A,Ç ) =  (de t f^L(l))"1 

sur S  ,  o n défini t u n faisceau inversibl e X su r A B n ,  qu i es t 
g,d 

ample a u sen s suivan t : 
4.3.3. Définition. Un faisceau inversibl e M  sur A B - , es t ampl e s ' i l . g, d ^ 
vérifie le s condition s équivalente s qu i suiven t : 
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( i ) pour tou t n  )/ 3 1 ' image réciproqu e d e M  sur A B est 
g , a, n ample ( ceci a  u n sen s ca r A B est représentabl e pa r u n schéma ) —. g , d, n 

(ii) pour tou t schém a S  et tou t morphism e quasi-fin i 
j :  S A B _  ,  le faiscea u inversibl e j* M est ampl e su r S 

g,d J K  

( i i i ) même condition gu e ( i i ) , j  étant seulemen t suppos é quasi -
affine. 

L'équivalence de s trois condition s es t immédiate , parc e qu e l a 
question es t local e su r Spec et qu e le s morphisme s 

(4.3.4) A B g / d i n ^ A B g / d ^ z [ l / n ] 

sont représentable s pa r de s morphisme s finis surjectif s :  e n fai t l e 
premier membr e es t représentabl e pa r dt ,  ,  e t l e secon d s'identifi e 
au champ quotien t [à /GL 9 (Z/n*) J ( [D-MJ, 4.8) . 

g, g, n A g 
4.3.5. Le s considération s su r le s schéma s d e module s grossier s s e 
ramènent à  l a remarqu e suivant e :  o n a  u n morphism e nature l 

AB .  £  . g,d g, d 
(qui fai t d e e t ,  pa r définitio n d e celui-ci , l a limit e inductive du g/d foncteur nature l A B ,  >  ( Sch) ) , e t < P indui t u n i s omo rphi sme 

g,d 
cp* :  Pic(* g f d)®^ < D — + Pic(AB g ( d)® z «D 

(remarquer qu e Pic(A B ,  ®!^[l/n]) s'identifi e pou r n  )/3 à 
G g ' Pic (ét -> ) , group e de s classe s d e faisceau x inversible s équivariant s g,d,n c 

sous G  = GL2g(^/n^)) . Enfin , comm e < P es t fini, o n remarqu e qu'u n 
faisceau inversibl e M  su r A B .  es t ampl e s i e t seulemen t s i i l 

g,d ^ 
provient d'un e class e ample dan s Pic(^ t ) ® Q  . 

g, Cl m 
Remarquons enfi n qu e le s compactification s (ft^ ^  n construite s a u 

§3 n e semblen t pa s s e prête r à  c e genr e d e considérations . 

5. Le ca s séparabl e :  compléments a u théorèm e d e plongement . 

5.0. L'hypothès e N 2 ) 2gid d u théorèm e 2. 7 servai t à  assure r le s pro -
priétés suivante s (qu i impliquen t l a conclusio n d e 2.7 ) : 

(5.0.1) Pou r tou t schém a S  su r Spe c Z[I/N ] e t tou t 
(A S,L,v,or ) £  Abrig"*" > T(S), alor s 

g / c, JN 
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(i) l e morphism e nature l 

(5.0.1.1) f» L —» • f . < L | ^ > 
est injecti f e t localemen t scindé . 

(ii) L e morphism e nature l 

Sym2(f^L) •  f*(L® 2) 

est surjecti f ;  d e plu s s i S  es t l e spectr e d'u n corps , A  es t inter -
section d e quadrique s dan s t P ( H° ( L ( 5 ) ) )  . 

( i i i ) L e morphism e nature l 

(5.0.1.2) f*(L^ 2) — + f*(Lf 2.) 

est injecti f e t localemen t scindé . 
I l es t clai r qu e ( i i i ) impliqu e ( i ) . L a conditio n (i ) ser t à  défini r 

le morphism e t  d e (2.6.3) , e t (ii ) e t ( i i i ) assuren t qu e A  est , dan s 
P(H°(A,L)), intersectio n de s quadrique s contenan t ̂ A .  Noton s d'ailleur s 
que (ii ) es t toujour s vérifié e ([M5] , th . 9  p . 6 8 e t th . 1 0 p. 80) . I l 
suffit donc , pou r obteni r 2.7 , qu e N  vérifi e ( i i i ) . 

Or o n rappell e (VI , 2.5.1 ) qu e l e morphism e nature l 

M i P ) ^ f . ( i ? 2 i m ) 
IK(L^) 

est toujour s injecti f localement  scind é ;  l a conditio n ( i i i ) ci-dessu s 
sera cî6n c vérifié e dè s qu e 
(5.0.2) l e group e K( L )  es t annul é pa r N  . 

5.1. Cett e conditio n impos e toutefoi s (puisqu e N  es t inversibl e su r 
8) qu e d  soi t inversible su r S  (o n rappell e qu e d  es t pair e t 
même divisible pa r 4 g ,  faut e d e quo i Abrig* ^  N es t vide) . L e group e 
K(L) a  dan s c e ca s se s fibre s géométrique s isomorphe s à  de s groupe s d u 
type 

G 2 (5.1.1) H(ô ) =  ©  (Z /d..zr 
i=l 1 

Ô- = < d l V • d i >/ l . d

i +  l l d i '  d =  d l - " d g 
(cf. [M3] , §1 ) ;  l a suit e 6  es t alor s pa r définitio n l e type d e L  . 
La conditio n (5.1.3 ) équivau t à 
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(5.1.2) N  es t divisibl e pa r 2 d ; 
notons qu e l'existenc e d'un e structur e d e nivea u N  impliqu e déjà , sou s 

02 
cette hypothèse , qu e K( L )  es t localemen t constant . 

Si l'o n fixe ô  =  (dw. . . , d )  comm e e n (5.1.1 ) e t s i l'o n not e 1 g 
(5.1.3) Abrig+ ,  .  .j. 

le sous-foncteu r (su r Spe c z[l/Nd 1l) d e Abrig+ ,  form é de s 
i g  / ci, JM 

(A,L, v,cr) tel s qu e L  soi t d e typ e 6  ,  alor s o n obtient , dès qu e 
cl11N ,  u n morphisme (analogu e à  (2.5.3) ) 
(5.1.4) t  :  Abrig+ e  XT *  G, TT2q 

—±^Lg,ô,N d, N y 

car l a conditio n (i ) d e (5.0.1 ) es t alor s vérifiée . D e plus o n a  l a 
variante suivant e d e 2.6 , ave c essentiellemen t l a mêm e démonstratio n 
(compte ten u de s considération s d e 5.0 ) : 
5.2. Théorème. On suppose qu e 2d |̂ N .  Alors l e morphism e t  d e (5.1.4 ) 
est u n plongemen t. • 

f 
5.2.1. Bie n entendu , s i ( A ^  3,L;v,j) désign e l'obje t universe l su r 
S =  Abrig+ ^  ^  ,  l e plongemen t t  :  S  c—<G^ N2g correspon d a u morphism e 
de faisceau x localemen t libre s : 

(v,(T) E 
f * L - * f * ( L | N A ) • 

6. Retour a u ca s semi-stabl e :  une propriét é d e prolongement . 

6.0. Soien t S  u n schéma , A  —S u n S-schém a e n groupe s semi-stable , 
L u n faiscea u inversibl e cubist e totalemen t symétriqu e su r A  , ampl e 
relativement à  S  .  O n suppose qu' i l exist e u n ouver t schématiquemen t 
dense Uc s ave c le s propriété s suivante s : 

(6.0.1) A ^ es t u n U-schém a abélie n 
(6.0.2) pou r tou t x £ S- U ,  l'annea u loca l & g ^  es t normal. 

On suppose encor e : 
02 

(6.0.3) K( L )  es t fin i su r S  e t contien t ̂ A 
et l'o n not e d " l e ran g d e K(L) , d e sort e qu e (chapitr e VI ) f̂ L es t 
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localement libr e d e ran g d  . 
Enfin o n s e donn e u n entie r N  inversibl e su r 3  ,  e t un e 

N-rigidification (v,cr ) d e (A,L) . O n en dédui t comm e au § 2 u n morphism e 
EN 

(6.0.4) f* L *  &S

IJ 

composé d e 1 1 évaluation au x point s d 1 ordre N 

(6.0.5) f, L —*f»(L | ) 
et d e 1  ' isomorphisme dédui t d e (v ,cr) 
(6.0.6) f * { L | N A ) ^ * • 

On fai t alor s l'hypothès e supplémentair e suivant e : 

(6.0.7) l a restrictio n à  U  d u morphism e (6.0.5 ) (don c auss i d e (6.0.4) ) 
est injectiv e localemen t scindée . 

Cette hypothès e es t satisfait e e n particulie r s i N  )  gid (e n 
vertu d e 2.3 ) o u s i K(L ) es t annul é pa r N  (VI , 2.5.1) . 

6.1. Sou s le s hypothèse s ci-dessus , 1'homomorphism e (6.0.4 ) défini t (§2 ) 
un morphism e 

(6.1.1) t  :  U ^  G 

de U  dan s l a grassmannienn e de s sous-faisceau x localemen t facteur s 
EN 

directs d e ran g d  d e ^ s p e c ^  '  e t 1'o n a  u n isomorphism e canoniqu e 
(6.1.2) t * Ô G(1) (A d f^L) _ 1 

où ^«(1 ) désign e l e dua l d u déterminan t d u sous-fibr é universe l d e 
E G 

N &G su r G  . 
Bien entend u l a connaissanc e d u morphism e détermine  (A,L,v,a ) 

si N 2>2gid (§2 ) o u s i K(l?2) es t annul é pa r N  (§5) . 
D'autre part , l a conditio n (6.0.2 ) implique , puisqu e G  es t propr e 

sur Spe c 1 ,  l'existenc e d'u n gros ouver t V  d e S  contenan t U  e t 
d'un morphism e 

(6.1.3) t  :  V >  G 

prolongeant t y . 
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6.2. Proposition. L'isomorphisme (6.1.2 ) se prolong e su r V  en u n homo-
morphisme de faisceau x inversible s 

(6.2.1) t* © G(l) —  ( A ^ L ) " 1 . 

De plus s i K(L ) est annul é pa r N  on peu t prendr e V  = S ,  e t (6.2.1 ) 
est u n is omorphi sme. 
Démonstration :  lorsqu e K(L ) es t annul é pa r N  , i l résult e d e VI , 3. 5 
que l e morphism e (6.0.4 ) es t injecti f e t localement  scindé , d'o ù l a pro -
position dan s c e ca s (c'es t essentiellemen t l'argumen t d e VI , 4.1) . 

Dans l e ca s généra l l e morphism e (6.0.4 ) détermine  u n morphism e 

(6.2.2) u  : Ad&s

N ^  (A df^L)"1 . 

Si I  désign e 1'image d e u  ,  i l es t immédia t qu e l'o n peu t prendr e 
pour V  l e plu s gran d ouver t d e S  au-dessu s duque l I  es t inversibl e ; 
le morphism e compos é 

V G  r P 1 U c k e r . P(A d(g>fN )  ) 
Spec ^ 

d EN correspond alor s a u quotien t inversibl e I_ _ d e A  (& T7 ) , don c t T T ©«(1 ) V V  V  ( b 
s'identifie à  I  c  (A df^L)^1 .  • 
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CHAPITRE VIII 

Image direct e e t différentielle s 

Sommaire 
0. Introduction . 
1. Positio n d u problème . 
2. Ca s d'un e bas e d e caractéristiqu e p  ) 0 . 
3. Ca s de s schéma s abéliens . 
4. Ca s d'un e bas e d e caractéristiqu e nulle . 

0 . Introduction. 

Ce chapitr e es t consacr é a u résulta t cl é (selo n l'auteur ) d u présen t 
travail . Sou s s a form e général e i l es t encor e à  l ' é ta t d e conjectur e e t 
est énonc é a u § 1 ;  o n e n démontr e ensuit e de s ca s particuliers . 
Le lecteu r es t invit é à  s e reporte r a u § 1 pou r l'énonc é d u problèm e (1.2 ) 
et so n éta t actue l (1 .3, 1.4) . L a "formule cl é canonique " 
FCC(Spec 7L [1 /d] ,g,d) ,  qu i englob e le s résultat s d e c e chapitre , a  ét é 
démontrée tardivemen t e t s a preuv e (qu i repos e su r lesdit s résultats ) 
figure dan s l'appendic e 1 . Enfi n i l fau t bie n avoue r qu e le s méthode s 
employées ic i n e jetten t guèr e d e lumièr e conceptuell e su r l 'origin e 
d'une tel l e formule . 

1 . Position d u problème . 

1.0 . Soien t S  u n schém a localemen t noethérien , A  S  u n S-schém a 
en groupe s semi-stabl e d e dimensio n relativ e g  (supposé e constante) . 
Soit L  u n faiscea u inversibl e cubist e su r A  , ample relativemen t à 
S ,  e t symétrique. Noton s U c S l e plu s gran d ouver t au-dessu s duque l A 
est u n schém a abélien , e t faison s le s hypothèse s suivante s : 

( 1 . 0 . 1 ) U  es t schématiquemen t dens e dan s S  ,  e t d e plu s S  es t normal 
aux point s d e S- U . 
(1.0 .2) K( L )  es t fini su r S  . 

(Il es t cependan t facil e d'étendr e le s résultat s qu i suiven t a u 
cas o ù K(L ) es t fin i e t L  totalemen t symétrique) . 
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On sai t alor s (VI , 3.5 ) qu e f̂ L es t localement libr e su r S  ,  e t 
N ÏÏ 

que (VI , 3.5.3 ) s a formatio n commut e a  tou t changemen t d e bas e S ' >  S 
tel qu e ïï 1{U) soit schématiquemen t dens e dan s S ' ;  pou r abrége r nou s 
appellerons admissible u n te l changemen t d e base , e t nou s poseron s pa r 
ailleurs 

d =  rg(f^L ) , 
2 

ce ran g étan t suppos é constant su r S  ;  o n a  don c d  =  rg g K(L) . 
Posons 

( 1 - ° - 4 ) V s = A g e l r V s 
où e ^ :  S A  es t l a sectio n unit é ;  ^ A / s es t u n (̂ g-modul e inver -
sible e t nou s noteron s 6(A,L ) l e faiscea u inversibl e 

(1.0.5) Ô(A,L ) =  ( A d f # L ) 3 2 » ^ s 

qui ser a l e héro s d e c e chapitre . 

1.1. Premières propriété s d e ô(A , L). 

1.1.1. Changement d e bas e :  l a formatio n d e Ô(A,L ) commut e à  tou t 
changement d e bas e admissible a u sen s d e 1.0 . 

f i 
1.1.2. Changement d e modèl e :  soi t A 1 S  u n S-schem a e n groupe s 
semi-stable contenan t A  comm e sous-group e ouver t e t coïncidan t ave c 
A au-dessu s d e l'ouver t U  , e t soi t u n faiscea u inversibl e cubist e 
sur Â ^ prolongean t L  .  Alor s o n a 

6(A,L) =  Ô(A 1,L1) ; 

i l es t clai r e n effe t qu e cô ^ ^ =  ^ A y s /  e t d'autr e par t VI , 3. 4 
entraîne qu e f  L  =  f  L  (compt e ten u d e (1.0.2)). 

1.1.3. Comportement pa r isogénie . Soi t H  u n sous-schém a e n groupe s d e 
A ,  fini e t pla t su r S  .  Poson s B  = A/H e t soien t X : A >  B e t 
g : B —• S  le s morphisme s naturels . Donnons-nou s d e plu s u n isomorphism e 

L =* X* M 

où M  es t u n faiscea u inversibl e cubist e symétriqu e su r B  (nécessai -
rement ampl e relativemen t à  S ) te l qu e ĝ M soi t u n (^-modul e inver -
sible. Cett e conditio n équivau t a u fai t qu e H  soi t u n sous-group e 
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2 
lagrangien (V , 2.5.1 ) d e K(L ) ;  remarquon s qu'alor s K(M ® ) =  2& es t un 
quotient d e l'orthogona l d e H  dan s K(L® 2) don c es t fin i su r S  . 
Posons enfi n (comm e dan s VI , 1.4.8 ) 

K' =  K(L)/H C B ; 

c'est u n sous-group e d e B  , fin i e t pla t d e ran g d  e t isomorph e à  H  . 

Proposition. Sous le s hypothèse s ci-dessus , i l exist e u n isomorphism e  
naturel 

( 1 . 1 . 3 . 1 ) ô(A,L ) 6 (B,M)^ d ^N K l / s (M K , ) 0 " 2 

où Mjç , est l a restrictio n d e M  à K 1 , e t Np̂ '/ g la norme . 
De plus soi t m  un entie r annulan t H  ( par exempl e n = d) :  i l  

existe alor s u n isomorphisme nature l 

(1.1.3.2) 6(A ,L)®m ^ 6 ( B , M ) 8 m d . 

Le mot "naturel " signifi e cec i :  à  tout e situatio n d u type 1.1.3 
ci-dessus, o n peut associe r u n isomorphism e ( 1 . 1 . 3 . 1 ) (resp . (1 .1 .3 .2 ) , 
une foi s fix é l 'entie r m ) de faço n compatible à  tou t changemen t d e base  
admissible e t à  tou t changemen t d e modèle. 

La second e assertio n d e l a propositio n es t conséquenc e d e la pre -
mière puisqu e M^ 2m adme t un e trivialisation naturell e (I , 5.7) . 

Montrons l a premièr e assertion . L e corollaire VI , 1 .4.8 nous 
fournit u n isomorphisme nature l 

(1.1 .3.3) A df*L (g*M)^ d^ A^ G ^ N ^ / g U ^ . f'1 . 

Introduisons l e faiscea u D u de s mesure s invariante s su r H 
ri 

(V, 1 .4) e t noton s A(X ) (comm e au chapitr e V ) l a 3 g-algèbre d'u n 
S-schéma X  affine su r S  :  pa r exemple , f = A(H) . O n a : 
(1.1 .3.4) A(H ) = Hom̂  _ m o d(A(H),& s) =  A(H) V 

S 
et d'autr e par t (V , 1 .4.4) : 
(1.1 .3.5) A(H)-A(H)® £ D R (comm e ©-modules ) 

S 
d'où, e n combinan t (1.1 .3.4) e t (1.1 .3.5) e t e n prenant le s déterminant s : 

( 1 . 1 . 3 . 6 ) (A dA(H))^2 -  D ^ d . 
xi 
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<8>2 
En reportan t dan s (1.1.3.3 ) ,  o n obtien t finalemen t 

(1.1.3.7) (A f̂ L ) ^  (g*M ) 'S)D H K  1 /S 1 

D'autre par t l e faiscea u ^ A / s (resp . ^ B/g) n'es t autr e qu e l e 
dualisant relati f d e A  (resp . B ) su r S  ,  restrein t à  l a sectio n unité . 
I l e n résult e qu e c°A/S ^ ^B/S s ' ident i f ie canoniquemen t a u dualisan t 
relatif d e H  , restrein t à  l a sectio n unité . L e dualisan t d e H  , con -
sidéré comm e module su r l a & c-algèbre A(H) , n'es t autr e qu e 
A(H) =  A(H)® ^ D  :  s i o n l e restrein t à  l a sectio n unit é o n obtien t 

S 
donc D̂ . ,  d'o ù u n isomorphism e nature l 

xi 
(1.1.3.8) A/S B/ S DH * 

Enfin o n a  pa r définitio n 

Ô(A,L) =  ( A d f # L ) ® 2 ® ^ s 

et i l suffi t d'applique r a u secon d membr e (1.1.3.7 ) e t (1.1.3.8 ) pou r 
obtenir 1 1isomorphisme annoncé . 0 

1.2. Pou r abrége r nou s appelleron s donnée d e typ e (g,d ) u n t r iple t 
(S,A,L) comm e e n 1.0 , ave c dim (A/S) =g e t rg(f ^L) = d .  Nou s consi -
dérerons dan s c e chapitr e le s énoncé s suivant s : 
FC(S,g,d) ("formul e clé" ) :  pou r tout e donné e (S,A,L ) d e typ e (g,d ) 
sur S  donné , l e faiscea u Ô (A,L) es t d'ordr e fin i dan s Pic (S). 

FCC(So,g,d) ("formul e cl é canonique" , S q étan t u n schéma ) :  i l exist e 
un entie r m  )/1 te l qu e l'o n puiss e associe r à  tou t S  -schéma S  e t 

o (S ) m 
à tout e donné e (S,A,L ) d e typ e (g,d ) un e trivialisatio n d e Ô (A,L) , 
de manièr e compatibl e à  tou t changemen t d e bas e admissibl e (1.1.1 ) e t à 
tout changemen t d e modèl e (1.1.2) . 

D'autre par t nou s désigneron s pa r FC A'B(S,g,d) e t FCC A T )(S q ,g,d) 
les énoncé s analogue s au x deu x précédents,obtenus e n imposan t d e plu s à 
A d'êtr e u n S -schéma abélien. 

1.3. Théorème. Soient g  e t d  deux entier s > _ 1 . 
(i) FCC(Spe c ffi[1/d],g,d)  est vraie . 
(i i) FC( S ,  g, d) est vrai e pou r tou t schém a noethérie n norma l 

excellent S  . 
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1.4. Commentaires. L'auteu r conjecture qu e FCC(Spe c S,g,d ) es t vrai e 
pour tou s g  e t d  .  L e théorèm e ci-dessu s ser a établ i dan s l'appendic e 
1 à  parti r de s ca s particulier s suivants , démontré s dan s l a suit e d e c e 
chapitre : 
- FCC(Spe c ,g,1 ) ,  établi e a u § 2 ave c un e valeu r explicit e d e l'expo -
sant d e torsio n m  . L a cl é d e l a preuv e es t l e changemen t d e bas e pa r 
Frobenius. 
- FCC ak(Spec z[1/d ] ,g,d ) ,  démontré e a u § 3 comm e conséquenc e d e 
FCa^(S,g,d) ( S quelconque ) ;  cett e dernièr e formul e es t prouvé e dan s 
l'appendice 2  (écri t e n collaboratio n ave c L . Szpiro) , a u moye n d u 
théorème d e Riemann-Roch-Grothendieck . 
- FC C (Spec Q),g,1) , déduit e de s précédente s a u §4 . 

En c e qu i concern e c e dernie r cas , o n peu t montre r qu e l'exposan t 
m d e l'énonc é peu t êtr e pri s éga l à  4  ,  lorsqu'o n impos e à  A  l a con -
dition supplémentair e suivant e :  pou r tou t poin t x  £ s l a multiplicit é 
à l'origin e d e Â r d u "diviseu r thêta " défin i pa r L  es t paire . Cec i 
résulte d e l'équatio n fonctionnell e d e l a fonctio n thêt a d e Rieman n 
([M7], chapitr e II , §5) . Nou s n'aborderon s pa s ic i ce t aspec t d e l a 
question (qu e m' a indiqu é D . Mumford) , mai s signalon s qu e cett e méthod e 
donne un e informatio n intéressant e :  supposan t d e plu s qu e S  = Spec ( C , 
le C-vectorie l = H°(A,S^ ) es t mun i d'un e norm e hermitienn e natu -
relle, pa r l a formul e 

(1.4.1) ilcvll 2 =  c  \  »A 5 (c v £  H°(A,Sf ) ) 
JA((r) A 

où c  es t un e constant e n e dépendan t qu e d e g  .  D'autr e par t l e fibr e 
L su r A  adme t égalemen t un e métriqu e hermitienn e canoniqu e (II , §2 ) 
que nou s noteron s p  ,  d'o ù un e norm e su r H°(A,L ) pa r l a formul e 
(1.4.2) ilsll 2 =  \ p(s(x)) 2dx (s€H°(A fL)) 

JA((E) 
où d x désign e l a mesur e d e Haa r normalisé e su r A(C) . Pa r suit e l e 
(C-vectoriel 6(A,L ) es t encor e mun i d'un e norm e hermitienn e e t l'o n 
peut montre r qu e pou r u n choi x judicieu x d e l a constant e c  d e (1.4.1) , 

C54 
la trivialisatio n annoncé e d e ô(A,L ) es t d e norm e 1 . 
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Enfin l 'assertio n (ii ) d e 1. 3 résult e d e (i ) e t d u lemm e suivan t 
(dont l a propositio n 1. 1 d e l'appendic e 1  est un e variante ) : 

1.5. Lemme. Soit S  un schém a noethérie n norma l excellent . On suppos e 
FC(S',g,l) (resp . FC a b(S',g,1)) vérifiée chaqu e foi s qu e S 1 es t u n 
S-schéma norma l quasi-fin i su r S  .  Alors FC(S,g,d ) (resp . 
FC (  S, g, d ) ) es t vrai e pou r tou t d  )/ 1 . 
Démonstration :  pou r fixe r le s idée s nou s nou s placeron s dan s l e ca s no n 
respé, l e ca s "abélien " étan t entièremen t analogue . Soi t (S,A,L ) un e 
donnée d e typ e (g,d ) :  nou s pouvon s suppose r S  intègre e t i l suffi t 
de voi r qu ' i l exist e u n gros ouver t V  «J-*- S ,  e t u n morphism e surjectif, 
fini e t pla t 7 7 :  V >  V  tel s qu e 77 *j*ô(A,L) soi t d'ordr e fin i dan s 
Pic(V') :  e n effe t j * :  Pic(S) •  Pic(V) es t injecti f puisqu e V  es t 
un gro s ouver t e t S  normal , e t d'autr e par t N^.^OTT * es t l a multi -
plication pa r deg(7T ) dan s Pic(V ) . 

1.5.1. Grâc e à  u n changemen t d e bas e V  *  S d u typ e ci-dessus , o n 
peut suppose r qu e l e group e Ç (L) adme t u n sous-groupe d e nivea u  
lagrangien H  , a u sen s d e V , 2.5. 1 :  s i S ^ désign e l e S-schém a 
propre e t surjecti f paramétran t ce s sous-groupe s (V , 2.5.3) , considére r 
un sous-schém a ferm é intègr e S ^ d e S ^ ,  génériquemen t fin i su r S  , 
puis l e normalis é S ^ d e S 2 :  comm e S  es t excellent , S ^ es t alor s 
fini e t pla t au-dessu s d'u n gro s ouver t d e S  ,  e t i l es t normal . 

Supposant don c l'existenc e d'u n te l H  , o n pos e B=A/H ^ O Ù H 1 

est l'imag e d e H  dan s K(L ) ;  o n a  alor s u n faiscea u inversibl e cubist e 
M' su r B  ,  tel . qu e L  = A*M', o ù X : A —> B es t l a projectio n cano -
nique (VI , 1.2) . D e plus, comm e H  es t lagrangien , M ' es t d e degr é 1, 
i . e . défini t un e polarisatio n principal e d e . 

1.5.2. L e faisœa u M ' n'es t pa s nécessairemen t symétrique . Cependant , 
soit T ] l e poin t génériqu e d e S  :  i l exist e (quitt e à  change r d e base ) 
une sectio n b ^ d e B  au-dessu s d e ^  ,  tel l e qu e l e "translat é tordu " 

T* M' ® g^b^R*" 1 

soit symétrique , o ù g  : B >  S  désign e l e morphism e structural . C e 
faisceau adme t d e plu s un e structur e cubist e naturell e (III , 1.1.9.1) . 
Par changemen t d e bas e (toujour s fin i e t pla t au-dessu s d'u n gro s ouver t 
de S ) e t gonflemen t de s modèle s A  e t B  , o n peu t suppose r qu e b ^ 
se prolong e e n un e sectio n b^B(S) , elle-mêm e imag e d'un e sectio n 
a^A(S). Poson s dan s ce s condition s 
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M =  T*M' ® g*b*M' 1 ; b ^ 
alors M  es t cubist e (III , loc . c i t . ) e t symétrique , e t l'o n a 

(1.5.2.1) À* M -  T*L ® f*a*L_1 . 
a 

En particulier (X ^M^L"1)^ es t dan s Pic°(A T1) e t es t symétriqu e 
— 1 & 2 

donc es t d1 ordre 2 , c e qu i montr e qu e ( T L )  es t t r iv ia l , don c 
a € K ( L 8 2 ) . 

Ceci entraîn e qu e a  es t d'ordre fin i dan s A(S) , don c qu e l e 
faisceau inversibl e a* L es t d'ordr e fin i dan s Pi c S  (I , 5 .7) ;  o n 
peut don c suppose r (aprè s changemen t d e base ) qu' i l es t t r iv ia l , e t 
(1.5.2.1) devien t 

(1.5.2.2) X  *M ^  T* L . 

Enfin l a translatio n pa r a  fourni t u n isomorphism e 

T ; :  f .L ^  f  # T ; L 

d'où u n isomorphism e 

ô(A,L) Ô(A,T*L ) . 
a 

Par hypothès e 6 (B,M) es t d'ordr e fin i ;  i l e n es t don c d e mêm e de 
ô(A,T*L) =  ô(A,L), grâc e à  (1.5 .2.2) e t à  l a Prop . 1.1.3 . • a 

2. Cas d'un e bas e d e caractéristiqu e p  ) 0 . 

2.0. Dan s tou t c e §  on fix e u n nombr e premie r p  ,  e t l'o n s e propos e d e 
démontrer FCC(Spe c F ,g,l ) pou r tou t g  1  ;  plu s précisémen t : 

P 

2.1. Théorème. A toute donné e (S,A,L ) de typ e (g#l ) sur u n schém a 
S de caractéristiqu e p  ,  on peu t associe r canoniquemen t un e t r iv ia l i -
sation 0p (AfL) du faiscea u inversibl e 

dl4cdt3dl4cdt3dl4c 

de manièr e compatibl e à  tou t changemen t d e bas e admissibl e e t à  tou t  
changement d e modèle . 
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2.2. Le ca s o ù A  est fini . 
Nous allon s d'abord , grâc e à  un e "frobeniuserie" , démontre r 2. 1 e n 

nous restreignan t au x (S,A,L ) tel s qu e l e noya u ~ A d e l a multipli -
2 2 p , 

cation pa r 2 p dan s A  soi t fini su r S  (conditio n vérifié e e n par -
ticulier s i A  es t u n schéma abélien ). 

Soit don c (S,A,L ) d e typ e (g, l) , ave c 9A fin i su r S  . 

2.2.1. Introduisons , pou r tou t n  )/1 ,  l e plu s peti t sous-group e ouver t 

A r- n ldA 

contenant ̂ A ;  remarquon s à  c e propo s qu e 

nA =  K(I® n) 
puisque L  es t d e degr é 1 . L a multiplicatio n pa r p  indui t e n part i -
culier u n morphism e 
(2.2.1.1) [p ] :  A [ 2 p 2 ] A [ 2 ? ] 

qui identifi e A^ 2p"^ a u quotien t d e A^- 2p ^  pa r l e sous-group e fin i e t 
plat A  .  D e plus L  es t symétriqu e e t K (Fp] L® 2 ) =  0 A c A ^ 2 p ^  es t 

p 2p ^ 
fini pa r hypothès e ;  nou s somme s don c dan s le s condition s d'applicatio n 
de l a propositio n 1.1.3 , ave c m= p e t d  = p2 ^ ,  d  ' où u n isomorphism e 

naturel 

(2.2.1.2) 6 (A , [ P rL ) 0 P- 6 (A,L)®P2 g + 1 

en remarquan t qu e l'o n a , grâc e à  1.1. 2 (changemen t d e modèle ) : 
ô ( A [ 2 p 2 ] , [ P r L ) =  6 (A,[p]*L) 

Ô ( A ^ , L ) =  Ô(A,L) . 

2.2.2. O r comm e L  es t symétriqu e o n a  u n isomorphism e canoniqu e (1,5.5 ) 

[p]*L ^  L®P 2 

ce qu i perme t d e descendr e [p ] L  no n seulemen t suivan t [p ] comm e 
ci-dessus, mai s auss i suivan t l e frobeniu s relati f itér é ^ A / / s défin i 
par l e diagramm e commutatif suivan t : 
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A - î&a, A ' — 

l f ' F2 l f 

x S  — ^ s 

où l e carr é d e droit e es t cartésie n e t o ù (resp . F  )  désign e l e 
frobenius absol u d e S  (resp . A) . L e se l d e l a chos e résid e dan s l e 
fait qu e 1 1 on a  canoniquemen t 

2 

(2.2.2.1) [p]* L -  L® P -  (F 2)*L =  $* / s L ' 

en posan t 

L' =  W*L ; 
(A'iL1) es t don c obten u à  parti r d e (A,L ) pa r l e changemen t d e bas e 

2 
admissible F g :  S S  ,  d'o ù de s isomorphisme s naturel s 

2 
(2.2.2.2) Ô(A\L' ) -  (Fg)*ô(A,L ) -  ô(A,L)^ P . 

Nous pouvon s enfi n applique r 1.1. 3 à  1'isogéni e / c (ave c 
2 2 g V  ' 

m = p e t d  = p ^  ) d  1 ou : ô(A,[p]\)®P 2 -  6(A,i>; / s L - ) ^ 2 (2.2.2.1 ) 

- 5 ( A M ' r P (1.1.3 ) 
o, 2 2g+ 2 

- Ô(A,LT P - P (2.2.2.2 ) 
d'où finalemen t e n comparan t à  (2.2.1.2 ) élev é à  l a puissanc e p  : 

2g+2 „  2  2g+ 2 
Ô(A,L)^P -  Ô(A,L) 0P " P 

~, 2  . 2g+ 2 
qui fourni t un e trivialisatio n naturell e (! ) d e ô(A,L ) -  -  t 

comme annoncé . 

2.3. Le ca s général . 

Nous disposon s maintenant , pou r tou t (S,A,L ) d e typ e (g/1) , 
lorsque S  es t u n schém a d e caractéristiqu e p  ) 0 e t qu e 9A es t 
fini su r S  ,  d'un e trivialisatio n 

a (A,L ) 
P 
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0 ( 2 _ 1x 2g+2 
du faiscea u inversibl e Ô(A,L ) ^  p su r S  ,  compatibl e à  tou t 
changement d e bas e admissibl e e t à  tou t changemen t d e modèle . 

Ne faisan t plu s d'hypothès e d e finitud e su r 9A ,  noton s U 
(comme dan s 1.0 ) l'ouver t d e S  au-dessu s duque l A  es t u n schém a 
abélien :  i l suffit , pou r acheve r l a démonstration , d e prouve r qu e l a 

0 , 2 _ 1x 2g+2 
tr ivialisation CT ^Ay,!̂ ) d e ô(A,L ) p p  au-dessu s d e U  s e 
prolonge à  S  . 

Nous pouvon s pou r cel a remplace r S  pa r l e spectr e d e l'annea u 
local d'u n point , d e S- U (qu i es t normal (1.0.1)) , puis , grâc e à 
EGA IV, 8.8.2 , suppose r qu e S  es t essentiellemen t d e typ e fin i su r 
F don c excellen t (e t toujour s normal) . I l suffi t alor s d e trouve r u n P 
morphisme fin i surjecti f ïï :  S' >  S  ,  ave c S ' normal , te l qu e 
Cf (A^Ly ) se prolong e à  S ' aprè s l e changemen t d e bas e ïï .  O r i l 
suffit pou r cel a d e choisi r S ' (grâc e à  IV , 8.2 ) te l qu e A g, admett e 
un gonflemen t A ' te l qu e 9A' soi t fin i su r S' , e t te l qu e L  , 

2p^ b 

admette u n prolongemen t cubist e L ' su r A 1 :  l a trivialisatio n 
CT (A',L') réalis e alor s l e prolongemen t cherché . • 

3. Cas de s schéma s abéliens . 

Nous utiliseron s l e résulta t suivant , d û à  L . Szpir o e t à  l 'auteur , 
et don t l a preuv e ser a donné e ailleur s : 

3.1. Théorème. Soient S  un schéma , d  un entie r inversibl e su r S  . 
Alors F C (  S, g, d ) est vrai e pou r tou t g  )/ 1 . 

On s e propos e ic i d e déduir e d e 3. 1 l e théorèm e suivan t : 

3.2. Théorème. Pour tou s g  e t d  >/1 ,FCCab(Spec z[l/d],g,d ) est vraie . 

3.2.1. Désignon s pa r X  ,  l e cham p ( [ D - M ] , §4 ) form é de s donnée s 
g, d. 

(S,A,L) d e typ e (g,d ) o ù A  es t d e plu s u n S-schém a abélien . Nou s 
pouvons considére r ô(A,L) , pou r (S,A,L ) variable , comm e u n faiscea u inversible su r X  ,  ,  qu e nou s noteron s désormai s ô  . . . Si , pou r tou t g,d ^  ^  -g, d 
champ X  (su r l a catégori e de s schémas ) e t tou t entie r n  ,  nou s noton s 
x[l/n] l e cham p X  x g p e c ^  Spe c z[l /nl ,  alor s l 'assertio n d e 4. 2 es t 
simplement qu e l a restrictio n d e ^  à  X ^ ^[l/dl es t d'ordre fini . 
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Pour tou t entie r n ^l noton s X  - , l e cham p de s (S,A,L , v) 
g,d,n 

où (S,A,L ) es t dan s X  e t o ù v  es t un e structur e d e nivea u n 
g,d 

sur A  .  O n a alor s u n morphism e 
77 :  X ,  +  X  J l /n l 

n g,d, n g , d-qui identifi e X  ,[l /n] a u cham p quotien t [ x - , /GL 0 (  Z'/n^) ] g, et g , ci, n z g 
([D.MJ, 4.8 ) pou r l 'actio n naturell e d e GL 2 (Z/nZ ) su r X g d  n  .  De 
plus, pou r n  )/3 ,  l e cham p Xg ^  n

 e s t représentable . 
3.2.2. Traiton s d'abor d l e ca s d  > 1  .  S i l'o n pren d pou r n  un e 
puissance d e d  qu i soi t ) / 3 ,  alor s X  Tl /d] es t don c quotien t g ® m (au sen s de s champs ) du schém a X  - , .  Un e trivialisatio n d e ô  - , ^ g,d, n -g, d 
sur X  ,[l /d] équivau t don c à  un e trivialisatio n d e 77 * 5®m su r g,dL ^  n  ~g,d 
X - , ,  compatible à  l'"action " naturell e d e GL ~ (Z/nZ ) su r 7 7 * 6  _ g,d,n K 2 g 7 n  —g,d 
Or l e théorèm e 3. 1 appliqu é à  l 'obje t universe l su r X  n affirm e ^ g , d, n 
l'existence d'u n entie r k  )/l te l qu e 7 7 6  _  soi t t r ivia l :  i l e n 

a n  —g, d 
résulte immédiatemen t qu e 3k.Card GL n (Z/nZ ) 

n -g, d 
admet un e trivialisatio n équivariante , cqfd . 

3.2.3. Plaçons-nou s désormai s dan s l e ca s o ù d = 1  .  L a méthod e ci-dessu s 
montre qu' i l existe , pou r tou t nombr e premie r p  ,  u n entie r m  )/ 1 e t 
une trivialisatio n d e ^  su r X ^ ^[ l /pj . I l s 'agi t d e prolonge r 
l'une de s q  .  à  X  tou t entier . Pou r cel a nou s auron s besoi n d e 

(p) g, i 
renseignements su r l a géométri e d e X ^ ^  . 
3.2.4. Soi t A B l e cham p de s schéma s abélien s principalemen t pola -

g/ - L 
risés. O n a u n morphism e nature l (3.2.4.1) X  -  > A B . 

g,l g, l 
(A—^ S,L) i  * (A—^ S,cpL :  A^* A 1) 

qui adme t l a structur e suivant e :  soi t H  AB ^ ^  l e cham p de s point s 
d'ordre 2  d u dual du schém a abélie n universe l su r A B .  (e n d'autre s 
termes le s objet s d e H  son t le s (A— > S,5,M) o ù (A— * S,l) €  AB 

g, i 
et o ù M  es t u n faiscea u inversibl e d'ordr e 2  su r A ) ;  alor s X g* 1 est u n H-torseu r su r A B .  .  Pa r suit e l e morphism e (3.2.4.1 ) es t 

g,l ^ 
fini, pla t e t localemen t d'intersectio n complète , e t mêm e étale au-dessu s de A B ^ I /2J . D e plus comm e A B ^  es t liss e su r Spec Z g, 1- ^ g , 1 -
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(Grothendieck), l e cham p 1 es t mêm e plat e t localemen t d'intersec -
tion complèt e relativ e su r Spec 2T ,  e t liss e au-dessu s d e Spec z[l /2l . 

3.2.5. Soi t ( A — S , L) u n obje t d e ^  .  O n a u n uniqu e isomorphism e 
de symétri e 

s :  L  ^  [- l]*(L ) 

respectant le s rigidifications . O n en dédui t un e involution 
s .  . # [-1] * 

T(A,L) :  f #L ^  f ^L-lJ L  -  >  f^ L 

c'est-à-dire, comm e f^ L es t u n ^g-modul e inversible , un e sectio n d e 
P 0 .  Nou s obtenon s ains i u n morphism e 

(3.2.5.1) t  :  X  1 •  ftt 0 ^ Spec (^[Tl/(T2-l) )  . 
g, 1 z 

Comme qjl ^ es t réunio n de s deu x section s T  = 1 e t T  =-1 su r 
Spec % , X -  es t réunio n de s fermé s ^ '  g , 1 
(3.2.5.2) X + =  T  ,  X  =  t " 1 ( - I ) 

dont le s restriction s au-dessu s d e Spec 2?[l/2] son t auss i ouvertes. 

Si S  es t l e spectr e d'u n corp s k  ,  alor s t( A,L) es t u n élémen t 
de [^(k ) =  {-l,+l } qu i n'es t autr e qu e (-1) V o ù v  es t l a multipli -
cité à  l 'origin e d u diviseu r thêt a (l'uniqu e diviseu r d u systèm e 
linéaire IL|). 

3.3. Lemme. Les fibre s générique s X ^ e t X ^ d e X + e t X  sont  
géométriquement irréductibles . 

3.3.1. Montron s d'abor d qu e c e lemm e impliqu e l e théorème . I l a  pou r 
conséquence que , pou r presqu e tou t nombr e premie r p  ,  le s champ s 
X+xSpec et X~ X Spec F^ son t géométriquemen t irréductible s (o n s e 
ramène a u ca s d'u n schém a e n considéran t un e composant e convenabl e d'u n 
schéma d e module s fi n X  1 ,  e t l'o n appliqu e EG A IV , 9.7.7) . Pou r 

g,l,n ^ 
un te l nombr e premie r p ^2 ,  o n considèr e comm e e n 3.2. 3 un e t r iv i a l i -
sation e t x d e 6  au-dessu s d e X  ..[l/pl , ave c m  ^ 1 .  Si  l'o n 

(p) -g , i ,  g , i 
regarde e t .  comm e un e sectio n méromorph e su r X  -  tou t entier , so n (P) + _  9 ' 1 

diviseur es t d e l a form e a( X X  Spec F )  +  b(X X  Spec F^) o ù a  e t 
b £ Z ' (puisqu e X  1 es t liss e su r ^[l /2]) e t pa r suit e 5® m

 e s - j -
de l a form e t  *M o ù M  es t u n faiscea u inversibl e su r QJ ^ •  On conclut 
en remarquan t qu e Picftp^ ) = 0 (o n obtien t fti^  e n recollan t deu x 
exemplaires d e Spec Z pa r l e poin t ferm é Spec F2)•  198198 
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3.4. Démonstration d e 3. 3 (esquisse ) :  noton s l e "cham p analytiqu e 
complexe" dédui t d e X  -  :  u n obje t d e X  es t d e l a form e .c g, l a n 
(A S,L) , o ù S  es t u n espac e analytiqu e complexe , A  u n S-espac e 
analytique e n groupes , propr e e t liss e su r S  à  fibre s connexe s d e 
dimension g  ,  e t L  u n faiscea u inversibl e symétriqu e rigidifi é su r 
A , ampl e d e degr é 1  relativement à  S  (d e sort e qu e A  es t projecti f 
sur S  e t mérit e don c l e t i t r e d e "S-schém a abélien") . Alor s X + ,  .  +  a n 

est reunio n de s deu x ouvert s ferme s X  e t X  déduit s d e X  e t 
+ a n _  a n 

X ,  e t i l s'agi t d e montre r qu e X  e t X  son t irréductibles (a u ^ ^  a n a n 
sens analytique) . 

3.4 .1. Description d e X ^ :  considéron s l'espac e d e Siege l 

& =  ( n ^ M (C)| O es t symétrique , e t l a matric e symétriqu e réell e g g  *  i Im(H) es t défini e positive ! 
et l e résea u (relati f à  U ) 

g 
A =  {(z,.Q) e  cg xH !z £ z g e . n 2 r g } . g 

La fonctio n thêt a d e Rieman n su r C G X  U ,  donné e pa r l a séri e 
g 

9(z,0) =  ZZH ex_p(7ri tman + 2î7i"Lmz) 
m£^g 

a un e propriét é d e quasi-périodicit é relativemen t à  A  ([M7] , chap. II , 
§1) , qu i entraîn e qu e so n diviseu r es t A-invariant . S i nou s poson s 

à = € G X  « / A U 
g g 

alors l e diviseu r e n questio n indui t u n diviseu r symétriqu e su r {ft , qu e 
nous noteron s @ + .  Notan t £ + l e faiscea u inversibl e 

(@+) 0 f * e ^ ( - 0+ ) su r É (o ù e  :  W •  Ê es t l a sectio n nulle) , 
g 

alors (< # ^f t ,1 ) es t u n obje t d e X + ,  qu e l'o n peu t voi r comm e un 
g a n ^  r 

morphisme 
(3.4 .1 .1) U > X+ . 

g a n 
Enfin l e group e symplectiqu e Sp(2g,^ ) opèr e su r C GX & e n g A R 

respectant A  7 l'imag e d e (z,Q ) pa r ( c D ) ^Sp(2g,^ ) es t 
(t(CQ+D)"1z, (An+B) (COH))"" 1) 

(cf. [M7] , chap. II , §4) . I l opèr e don c e n particulie r su r éf r d e 
manière compatibl e à  so n actio n su r & 

199 



L. MORET-BAILLY 

3.4.1.2. Proposition. Le morphism e (3.4.1.1 ) identifie X* n a u champ 
quotient [T+\U ]  ( au sen s d e [D-M ] , 4.8) , o ù r +cSp(2g,Z ?) désigne 
le stabilisateu r d u diviseur ©  (c'es t l e group e T d e [i l e t rM7l; 

1,2 
3.4.2. Description d e X  :  choisisson s un e sectio n d'ordr e 2 ^ a n 

» : tf g ^  ±A/A c & 

telle qu e pou r tou t C £ Wg ,  l a multiplicit é d u diviseur 8 ^ a u poin t 
n>{Cl) d e soi t impaire , pa r exempl e 

a$$$$ 
'1/2' 

О 
¿y 

+ а 
1/2 
О 
О * 

et désignon s pa r 0  c $  l e translat é pa r C Y d e @ + ,  e t pa r X  l e 
faisceau & x(®~) ® f*e*&.(-©") .  Alor s H  ,£~) es t u n obje t d e 
an -  *  .  g 

X '  ,  c'est-à-dir e u n morphisme 

(3.4.2.1) M  ^  X" . 
g a n 

3.4.2.2. Proposition. Notons r "c Sp(2g,^ ) le stabilisateu r d e ® ~ . 
Alors x " s'identifie grâc e à  (3.4.2.1 ) au quotient [ P \ U 1 . 

an g 
3.4.3. L a démonstration d e 3.4.1. 2 e t 3.4.2. 2 aurai t s a plac e naturell e 
dans l a littératur e su r le s fonction s thêt a ;  o n s e borner a ic i à  en 
donner le s grande s lignes . 

Le cham p X  1 [ l /2 ] adme t encor e l a descriptio n suivant e :  c'es t 
^ f  s  f 

la catégori e de s ( A •  S,§,q ) o u ( A *  S,§) es t u n obje t d e 

AB [l/2 ] ,  e t o ù 

q : 2 A -^V2iS 

est un e form e quadratiqu e vérifian t 

(3.4.3.1) q(x+y)q(x)q(y ) =  e^x^ ) 
où e 2 :  2AX2A e S t l a f o r m e alterné e s u r

 2

A =  K e r ^ 2 ^ défini e 
par l a polarisatio n 21 .  O n passe d e (A,L ) à  (A,§,q ) e n prenant 

L r  " l 
£ = q? L e t q  = e(|_M3J, §2) . Un e form e quadratiqu e q  vérifian t 
(3.4.3.1) s'appell e un e thêta-caractéristique pou r l e (F 2-vectoriel 
symplectique (2A,e2) . D e plus l'invarian t T(A,L ) d e 3.2. 5 n'es t 
autre qu e ( - l ) e o ù e  £ F es t l'invariant d'Ar f ([D-G! , III , §5 , 2.7 ) L Z 

de e  „ . 
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Par exemple , dan s l e cadr e analytique , l a form e associé e a 
l 'objet ( A —» U + )  d e 3.4. 1 es t l a suivant e :  soien t Q,€ li e t 

g g 
m +  an ^  | (^ g +a^ g ) 

un poin t d e (E g au-dessu s d e 2^Cl ' a^-ors 

i o \  /  - i \  4̂ m.n e* (m+Un ) = (-1 ) 

Il résult e d e l a théori e classiqu e d e Rieman n qu e l e morphism e 

g ABa r\ 
g, i 

défini pa r l 'obje t (â U ,9 , +  ) d e AB aD' ( M )  fai t d e AB an- l e 
g < ^ g/ 1 g  g* 1 

champ quotien t [Sp(2g , 2?) \  ï i 1 . Autremen t dit , AB 011^ es t connex e e t so n 
groupe fondamenta l s'identifi e à  Sp(2g,^) . 

Les considération s ci-dessu s impliquen t qu e l e revêtemen t nature l 
xan AB a r\ 

( A, L ) • (A,9L) 

est "classifié " pa r l e Sp(2g , ^)-ensemble 

E = ensemble de s thêta-caractéristique s pou r l e ̂ ""Vectorie l 
(F^)^^ e t l a form e symplectiqu e standar d 

et qu e l e sous-revêtemen t X* n (resp . X^ n) correspon d au x thêta -
caractéristiques paire s (resp . impaires) , i . e . don t l 'invarian t d'Ar f 
est éga l à  0  (resp . 1) . Le s proposition s 3.4.1. 2 e t 3.4.1. 3 résulten t 
du fai t qu e Sp(2g,^ ) opèr e transitivemen t su r l'ensembl e de s thêta -
caractéristiques paire s (resp . impaires ) :  cett e dernièr e assertio n es t 
prouvée dan s [ i ] , chap . V , §6 , corollair e d e l a Prop . 2  e t lemm e 25 . • 

4. Cas d'un e bas e d e caractéristiqu e nulle . 

On se propos e d e démontre r l e théorèm e suivan t : 

4.1. Théorème .  Pour tou t g  )/1 ,  FCC ( Spe c Q , g , 1  ) est vraie . 

Nous auron s besoi n d'abor d d e quelques  lemmes . 
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4.2. Lemme. Soient S  un schém a e t d  un entie r ) / 1 .  Alors 
0  FCC(S ,2, d )  i mplique FCC( S , l , d ) . o —  —  o 

Démonstration :  soi t (S,A,L ) un e donné e d e typ e (l,d ) o ù S  es t u n 
S -schéma . Alor s (  S, A X A  , pr 1L®pr0L) es t un e donné e d e typ e (2, d ) 
O t > - L ^  A ^ 

et i l es t immédia t qu e 6  (AXA ,  pr^L ® pr^L) s'identifi e canoniquemen t 
à ô(A,L)® 2d :  cec i résult e d u fai t qu e ^ xA/S ~  ̂ A/ S '  e t d e l a f o r ~ 
mule d e Klinnet h (o n rappell e qu e A  es t pla t su r S) . L e lemm e e n 
résulte. B Nous supposeron s don c désormai s qu e l 'entie r g  d e 4. 1 es t ) / 2  . 
Gardant le s notation s X + e t X  d e (3.2.5.2) , nou s pouvon s dè s lor s 
bénéficier d u lemm e suivan t : 

4.3. Lemme. On a H °(xJ",G> + ) = H °(X m ,$ v )  =  Q -  D e plus , pou r 
Q \  Q X Q + _ 

presque tou t nombr e premie r p  ,  les champ s X  ®  F e t X  ®  F n'ont 
P P 

pas d e fonction s globale s no n constantes . Démonstration :  nou s nou s limiteron s à  X  pou r fixe r le s idées . Soi t 
Y l e schém a d e module s grossie r associ é à  X + :  alor s es t u n 
revêtement fin i connex e ( à cause de 3.3 ) d u schém a d e module s grossie r 
& = {Ê 1 ) m de s variété s abélienne s principalemen t polarisée s su r C D . 
Ce dernie r adme t un e compactificatio n (ft (l a compactificatio n d e 
Satake) qui , pou r g^ 2 ,  vérifi e di m (#-<£) <_dimtfr-2 .  Pa r suit e Y 
admet, au-dessu s d'u n ouver t U * 0 d e Spe c 7L ,  un e compactificatio n 
Ŷ  don t l a frontièr e es t d e codimensio n _ > 2 dan s chaqu e fibre . L e 
lemme e n résulte . • 

4.4. L e théorèm e 3. 2 impliqu e l'existenc e d'u n entie r m^ l e t d'un e 
trivialisation, qu e nou s noteron s cr a'b ,  d u faiscea u §® m

 s u r x 
—g/1 g  /1 

(notations d e 3.2.1) . E n particulier, pou r tout e donné e (S,A,L ) d e 
type (g, l) , o n dispos e d'un e trivialisatio n cr a'b(A^,Ly) d e 6  (A,L)®m 

au-dessus d e l'ouver t U  d e "bonn e réduction " d e A  .  L e théorèm e 4. 2 
sera démontr é s i l'o n établi t que , lorsqu e S  es t d e caractéristiqu e 
nulle, c r (AyjLy ) s e prolong e e n un e trivialisatio n d e ô(A,L ) su r S 
Nous allon s procéde r pou r cel a pa r "réductio n modul o p  asse z grand" . 
4.5. Pou r tou t nombr e premie r p  ,  poson s m ^ = (p 2 - l )p 2 < ^ + 2 e t consi -
dérons l a trivialisatio n 0" ^ construit e e n 2. 1 pou r le s donnée s d e 
type (g,l ) e n caractéristiqu e p  .  Nou s pouvon s considére r s a restric -
tion a u cham p X  .  ® F ,  qu e nou s noteron s cr a"'D .  Dan s ce s condition s 

g,i P  ^  P 
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®m <S>m m 
( j a b r m e t (cr a )  p donnen t deu x trivialisation s d e 6  p su r 

P ~ y F  1 

X F ,  e t i l résult e don c d u lemm e 4. 3 qu e pour presqu e tou t p  ,  i l g*1 P  +  _  x existe de s constante s c  e t c ^ £ F^ telle s qu e 
a b } % = ^(^ab^ m s u r x + 0 p 

(4.5.1) P P  P 

a b } % = -  a b 0m s u r -  ^ 
P P  P 

4.6. Lemme. Pour presqu e tou t nombr e premie r p  et tout e donné e 
(S,A,L) de typ e (g,1 ) sur u n F  - schéma S  ,  la trivialisatio n 
cr^fA , L )  d e 6 (A,L)^m su r 1  ' ouvert U  de bonn e réductio n d e A  se  
prolonge à  S  . 
Démonstration :  l a questio n es t local e au x point s d e S- U e t nou s 
pouvons don c suppose r S  norma l irréductible . Dan s c e ca s U  es t con -
nexe don c l e morphism e U  •  X défin i pa r (A^Ly ) s e factoris e 

+ -  a b ®m 

par X  o u X  ,  e t pa r suit e d'aprè s (4.5.1) , (cr a )  P s e prolong e 
+ ® m —  (S> m 

sur S  pou r presqu e tou t p  e n cp* ap o u C p , C Tp suivan t l e cas . 
Donc O" 3*5 s e prolong e puisqu e S  es t normal . • 
4.7. Fin d e l a démonstratio n d e 4. 1 :  soi t (S,A,L ) un e donné e d e typ e 
(g,1) o ù S  es t u n Q-schéma . L a questio n d u prolongemen t d e cr(A u,Lu) 
est local e su r S  e t nou s pouvon s don c suppose r S  affin e d e typ e fin i 
sur Q  ,  puis qu e (S,A,L ) provien t pa r tensorisatio n pa r Q  d'un e 
donnée d e typ e (g,l ) (noté e désormai s (S,A,L) ) o ù : 

. S  es t u n schém a norma l intègr e d e typ e fin i su r 

. pou r tou t nombr e premie r p  ,  l e schém a S ® F es t norma l e t 
l'ouvert U  d e bonn e réductio n indui t u n ouver t dens e d e S ® F (don c P (S,A,L) indui t su r S®F p un e donné e d e typ e (g , l ) ) . 

Le diviseu r d e cr(A TT/LTT) (  considérée comme sectio n méromorph e d e 
£5m 

ô(A,L) su r S ) indui t pou r tou t p  asse z grand , d'aprè s 4.6 , l e 
diviseur nu l su r S  ® F^ :  i l indui t don c 0  su r l a fibr e générique , c e 
qui achèv e l a démonstration . • 
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CHAPITRE IX 
Positivité d e 

Sommaire. 
0. Introduction . 
1. U n lemme d e Zarhin . 
2. Positivit é d e . 
3. Ca s de s schéma s abélien s :  amplitud e d e c ô . 

0 . Introduction. 

On recueille ic i le s premier s fruit s d e l a "formul e clé " d u 
chapitre VIII , joint e au x propriété s d e "négativit é d e l'imag e directe " 
des chapitr e V I e t VII . 

Si A  es t u n schém a e n groupe s semi-stabl e su r u n schém a norma l 
excellent S  "vérifian t l a formul e clé" , o n montr e e n 2 .1 qu'i l 

\ °  -® n existe n  //1 te l qu e l e faiscea u 7 soi t engendr e pa r se s section s A/bQ 

globales su r S q .  O n uti l ise pou r cel a u n lemm e d e Zarhin , démontr é a u 
§1, qu i perme t d e s e ramene r a u ca s "principalemen t polarisé" . 

Au § 3 (qu i es t indépendan t de s deu x précédents ) o n montr e l'ampli -
tude d u "faiscea u 63 " su r l e cham p modulair e de s schéma s abélien s pola -
risés. C'es t un e conséquenc e immédiat e d e l a formul e cl é pou r le s schéma s 
abéliens e t d e 1'"anti-amplitud e d e l'imag e directe " résultan t de s plon -
gements grassmannien s d u chapitr e VII . 

1 . Un lemme d e Zarhin . 

Nous esquisson s ic i un e démonstration , inspiré e d e note s d e 
P. Deligne , d u lemm e suivan t : 

1 . 1 . Lemme. Soit d  un entie r ) / 1  .  A tout schém a S  et tou t S- schéma 
* t  2 abélien A  muni d'un e polarisatio n y  : A •  A de degr é d  ,  on peu t 

associer canoniguement , de manièr e compatibl e à  tou t changemen t d e base , 
une polarisatio n principal e sur (AXA 1")4 . 
Démonstration :  soien t S  ,  A  , 0  comm e ci-dessus . 
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1 .2 . Soi t M  u n Z'-modul e libr e d e typ e fin i :  alor s A® M  es t u n 
rq M 

S-schéma abélie n (isomorph e à  A  y ) , e t l'o n a  u n isomorphism e cano -
nique 

C(A,M) :  ( A ^ M ) 1 A ^ M * 

où M * es t l e dua l Ho m (M ;Z) d e M  .  Ce t isomorphism e es t d e plu s 
compatible à  l a bidualité , a u sen s suivan t :  1 'isomorphisme compos é 

( A ® M ) T F C ( £ ( A ' M R L ) T . ( A T S M * ) T - L L ^ l X A T T ®M** * • A® M 

où l a dernièr e flèch e résult e d e l a bidualit é pou r A  e t pou r M  , es t 
1'isomorphisme d e bidualit é ([M2] , §  13 ) pou r A® M . 

1 . 3 . Soi t B  un e form e bilinéair e su r M  , considéré e comm e un homomor-
•h- ^ phisme B  : M *  M .  O n peut alor s associe r a  l a polarisatio n 

$ :  A •  AT l'homomorphism e 

0® B :  A ® M *  A T ( ^ M* ^  (A® M)t . 

Ce dernie r es t un e isogéni e s i e t seulemen t s i B  es t no n dégénéré e 
sur Q  , et es t symétrique (i.e . vérifie ( ^ ® B ) T =  ^®B ) s i e t seulemen t 
si B  es t symétrique , c e dernie r poin t résultan t d e l a compatibilit é 
énoncée e n 1 .2 . Enfin 0 ® B es t un e polarisation s i e t seulemen t s i B 
est symétrique défini e positiv e :  c 'es t e n effe t t r ivia l s i B  es t 
diagonalisable dan s M  , e t l'o n s e ramèn e à  c e ca s e n remarquan t qu e 
B es t diagonalisabl e su r u n sous-group e d'indic e fin i M 1 d e M  e t 
que l'homomorphism e nature l A ® M' — > A® M es t un e isogénie . 

Le morphism e ij) ® B es t l e compos é 
0®id i d t ®B 

A® M ^ A ® M *  A ®  M* 

et l e degr é d e tf> ® id M es t d 2 r g M  ,  celu i d e id A t ® B  es t |  det B | 2 G 

où i  det B | es t l e cardina l d e Coke r B  e t o ù g  = dim(A/S). O n a don c 

( 1 . 3 . 1 ) deg (^®B) =  d 2 r g M  Ide t B' | 2 G . 

1 .4 . Supposon s désormai s B  défini e positive . Pou r tout e polarisatio n t § £ : C * • C  su r u n schém a abélie n C  ,  noton s e  :  Ker 5  X Ker l > - G m 
la form e alterné e associée . 

Posant K  == Ke r 0  ,  i l es t d'abor d immédia t qu e K ® M c  Ker(*®B) . 
2 

De plus supposon s qu e B  soi t divisible pa r d  :  alors , posan t 
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B ' = ~B ,  o n a  pou r x  e t y  € Ker ( $ ® B ' ) : 

e r (x,y ) =  e Y (x,y ) =  e r ( d x,y ) 
2 ,  . 

Comme K  es t annul e pa r d  ,  i l e n resuit e e n particulie r qu e l e sous -
lh <8> B 

groupe K® M d e Ker(*P®B' ) es t isotrope pou r l a form e e 

1 .5 . Prenon s M  d e l a form e M  =  o ù JV ^ e t M.^ son t ^-libre s 
de mêm e ran g r  ,  e t supposon s qu e l a form e bilinéair e B< ~ induit e pa r 

2 
B su r (o ) XM^ soi t divisibl e pa r d  .  Identifion s A ® M à 
(A® M1) X (A ® M2 ) e t poson s (ave c K  = Ker < M : 

K' =  {  0} X (K ® M 2) c  (A -S> M )  X (A ® M2) . 
<j £D B 

La fonctorialit é d e l a form e e  pou r l'injectio n naturell e 
A® ^ c— * A® M ,  joint e au x considération s d e 1. 4 (appliquée s à  l a pola -
risation induit e pa r y 1 ® B su r A ® M2 ,  qu i n'es t autr e qu e 0  ® B 2 ) , 
montre qu e K ' es t isotrope dan s Ker(!p®B) , e t pa r suit e qu e l a pola -
risation 0 ® B s e descen d e n un e polarisatio n 0  su r 

(A® M )  X (A ® M2/K® M2) -  (A ® M1) X  (A*- ® M2 ) -  ( A X A V . 

De plus l e degr é d e 0  es t 

deg 0  = deg(0®B)/(rg K') 2 

= d 4 r x ( d e t B ) 2 W r 

= (de t B) 2 g 

r 2  r en vert u d e ( 1 . 3 . 1 ) e t d u fai t qu e K'^ K es t d e ran g d 

1.6. I l suffi t donc , pou r démontre r 1 .1 , de trouve r u n ^-modul e N  , 
libre d e ran g 4 , e t un e form e bilinéair e défini e positiv e B  su r 
NXN ,  divisibl e pa r d  su r (o)x N e t unimodulair e ( i .e . de t B=l ) . 
Prenons pou r N  l'annea u H  de s quaternion s a+bi+cj+d k ave c 
a,b,c,d£ ,  e t cherchon s B  sou s l a form e 

B = partie réell e d'un e form e H-hermitienn e positiv e su r H  X H . 

Si l a form e hermitienn e a  pou r matric e fa ave c a  e t c  € *Z , 
^b c ' 

b£H ,  alor s o n vérifi e qu e de t B  = (ac-bb) 4 .  I l s'agi t don c d e 
résoudre (posan t b  =  x+iy+jz+kt ) 
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ra >  0  ,  c  > O , d 2Ic 
ac-1 =  x  + y +z + t 

d'où l e lemm e puisqu e tou t entie r nature l es t somm e d e quatr e carrés . • 

1.6. Autre version . Zarhi n m e signal e qu e 1. 1 es t u n ca s particulie r d e 
[z4l, lemm e 2. 5 :  ave c le s notation s d e loc . c i t . o n pren d W = Ker X e t 
l'on remarqu e qu'alor s X 8/w es t isomorph e à  (X t) 4XX 4 ,  grâc e à 
11isomorphisme 

4 4 ^ 4 4 X X  X X  X  x 
(u,v) i  > (u,Iu+v) . 

2. Positivité d e c e . 

2.1. Théorème. Soit S q u n schém a noethérie n norma l excellent . 
Soit A  S q u n S Q-schéma e n groupe s semi-stable , abélien 

au-dessus d'u n ouver t dens e d e S  .  Alors i l exist e u n entie r n  > 1 j_ t  -« n . , ,  °  ~ tel qu e sor t engendr e pa r se s section s globale s su r S Q 

(notation d e VIII , 1.0.4) . 

2.3. Démonstration d e 2. 1 :  o n peu t naturellemen t suppose r S q intègre , 
de poin t génériqu e T ] . Soi t S  S q l e normalis é d e S q dan s un e 
extension fini e d e *( TI) :  o n montr e comm e e n VI , 4. 3 qu ' i l suffi t d e 
trouver u n entie r n ' ?/1 te l qu e 7 7 iC

Ays soi t engendr e pa r se s sec -
tions su r S  (l a norm e d'u n faiscea u inversibl e su r S  a  encor e u n 
sens dan s cett e situation , cf . EG A I I, 6.5) . 

2.4. Le mme. Soient A  e t S  comme dan s 2.1 , avec S _ connexe d e 
Q o 

point génériqu e T ] . Soit A* " un modèl e semi-stabl e su r S q d e l a  
variété dual e d e A ^ ( l'existence d e Â ~ est assuré e pa r IV , 7.1) . 
Alors l e faiscea u inversibl e 

A / S o AV s / o 
est d'ordr e fin i dans Pic( S ) . 
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Démonstration :  pa r changemen t d e bas e d u typ e 2 .3 e t gonflemen t d e A  , 
on peu t suppose r qu' i l exist e su r A  u n faiscea u inversibl e cubist e 
symétrique L  ,  ampl e relativemen t à  S q e t te l qu e K(L ) soi t fin i 
sur S  .  D'aprè s l 'unicit é d u modèl e semi-stabl e à  fibre s connexe s o 
( [ R I ] , IX. 1.5) o n peu t prendr e 

A*" = A/K ( L ) 

(cf. IV , 7 . 1 . 2 ) . O n a alor s (VIII , 1.1.3.8 ) 
CC , ûû ® D , , 

A / S o AV s K ( L ) 

O 
mais comm e K(L ) es t isomorph e à  so n dua l d e Cartie r o n a 

K(L) ¡ 3 * 
O 

Le lemm e e n résulte . • 

2 . 5 . Grâc e a u lemm e 2 .4 nou s pouvons , pou r démontre r 2 . 1 , remplacer A 
t 4  -

par (AX A )  puisqu e C0(AXAt)^'/S a m ^ m e c l a s s e dan s Pic(3 o)0Q —08 ^ que ^  / o .  L e lemm e d e Zarhi n (1.1 ) nou s perme t don c d e suppose r qu e 
A/O Q 

Â  adme t un e polarisation principale , e t mêm e (aprè s changemen t d e base ) 
qu' i l exist e su r A  u n faiscea u inversibl e cubist e symétrique L  ,  ample 
relativement à  S q e t de degr é 1  su r A ^ .  D'autr e par t l a questio n es t 
locale su r Spe c 2 T , e t nou s somme s don c ramené s à  t ra i te r deu x ca s : 
(2.5.1) 2  est inversibl e su r S q :  o n peut , pa r changemen t d e bas e e t 

®2 
gonflement, suppose r qu e K( L )  es t fin i su r S q .  O n applique alor s 
VI, 4. 1 (ii ) :  i l exist e n  )o te l qu e (f̂ L) ® n soi t engendr é pa r se s — 0 —2 sections. Pa r ailleurs , d'aprè s FC(S Q,g,1) o n a  j:

A/c ~ 
' o dans Pi c (S )0 Q ;  l e théorèm e e n résult e dan s c e cas . o 

(2 . 5 . 2 ) 3  est inversibl e su r S q :  o n appliqu e alor s l a constructio n d e 
VI, 5.4 .2 :  posan t =  Z[T]/( 1+T+T 2), o n peu t remplace r A  pa r 
A 1 =  A® ^ [ C ] ^  A2 ;  o n construi t dan s loc . c i t . , à  parti r d e L  ,  u n 
faisceau inversibl e totalemen t G -invariant (VI , 5.4) L ^ su r A ^ te l 
que K(L 2) =  gA1 .  Quitt e à  change r d e bas e o n peu t suppose r qu e K(L 2) 
est fin i e t l'o n peu t alor s applique r VI , 5.8 . O n conclut comm e ci-dessu s 
grâce à  FC(S Q,g,1). g 
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3. Cas de s schéma s abélien s :  amplitude d e w . 

3.0. Conformémen t à  VII , 4.3 , désignon s pa r AB ^ ^ l e cham p de s schéma s 
abéliens A  S  d e dimensio n relativ e g  muni s d'un e polarisatio n 

2 -
§ d e degr é d  .  O n dispose su r AB ^ ^ d u faiscea u inversibl e OJ , don t 
la "valeur " su r l 'obje t (A— > S,§) es t pa r définitio n l e ©g-modul e 
inversible • 
3.1. Théorème. Le faiscea u inversibl e c o est ampl e sur A B ,  au sen s 
de VII , 4.3.3 . 
Démonstration :  fixan t n ^ 3  ,  i l s 'agi t pa r définitio n d e montre r qu e 
1 ' image réciproqu e d e LO sur l e cham p représentabl e AB ^ ^  n es t 
ample. Soi t Y  l e normalis é d u schém a d e module s &  ^  correspondant , 

f ,  ,  g/d, n 
et soi t ( A *-Y,§ ) l e schém a abélie n polaris é su r Y  dédui t d u mor -
phisme nature l Y  >  AB ^ ^ .  I l suffi t d e montre r qu e ^/ Y e s t a m P l e 

sur Y  puisqu e l e morphism e Y  > - AB _  es t fin i surjectif . Or , 
g, d, n _  ^ 

comme Y  es t quasi-fin i su r A B ,  ,  l e faiscea u (de t f„L(§) ) es t 
g,d * 

ample su r Y  d'aprè s VII , 3. 2 (o ù L(§ ) es t l e faiscea u défin i e n 
VII, 3.1.1) . Puisqu e L(§ ) es t symétriqu e notr e assertio n résult e don c 
de FC a b(Y,g,4gd) qu i es t vrai e d'aprè s VIII , 1.3 . 
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CHAPITRE X 
Hauteurs projective s e t famille s limitée s 

Sommaire. 
1. Famille s limitée s d'application s rationnelles . 
2. Famille s limitée s e t graphes . 
3. Hauteurs . 
4. L e théorèm e d e l a hauteu r bornée . 

0. Introduction. 

Dans c e chapitre , indépendan t de s précédents , o n étudi e l a notio n 
de "famill e limitée " d e point s d'u n k-schém a d e typ e fin i X  , à 
valeurs dan s u n corp s d e fonction s F  su r l e corp s d e bas e k  .  D e tel s 
points peuven t êtr e considéré s comm e de s application s rationnelle s d'u n 
modèle S  d e F  su r k  ,  à  valeur s dan s X  ; o n montr e alor s a u § 2 
qu'un ensembl e â^X(F) es t limit é s i e t seulemen t s i le s "graphes " 
correspondants formen t un e famill e limitée , a u sen s habituel , d e sous -
schémas fermé s d e S  X X , o ù S  es t u n modèl e norma l projecti f fix é d e F . 

On introdui t a u § 3 le s version s "géométrique " e t "numérique " d e l a 
hauteur projectiv e d'u n poin t d e X(F) , l a hauteu r numériqu e étan t l a 
hauteur habituell e défini e dan s [ LL Le lie n ave c le s famille s limitée s 
est exprim é pa r l e "théorèm e d e l a hauteu r bornée " (4.2 ) ;  i l fau t 
avouer, hélas , qu e l'obstinatio n mis e jusque-l à à  évite r tout e hypothès e 
de séparabilit é pou r F  es t bie n ma l récompensé e (sau f e n dimensio n 1) , 
en raiso n d u pe u d e soupless e d e l a théori e de s "coordonnée s d e Chow " e t 
de l'incapacit é d e l'auteu r à  s'e n passer . 

1 . Familles limitée s d'application s rationnelles . 

1.0. O n fix e u n corps d e fonction s F  su r u n corp s k  ,  c'est-à-dir e 
une extensio n d e typ e fin i d e k  .  U n modèle d e F  (su r k ) es t pa r 
définition u n k-schém a intègr e sépar é d e typ e fin i S  ,  mun i d'u n 
k-isomorphisme d e F  ave c l e corp s de s fonction s d e S  . 
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1.1. Définition. Soient S  un modèl e d e F  e t X  u n k- schéma intègr e  
de typ e fini . Soit < $ une parti e d e X  ( F ), considérée comm e u n ensembl e 
d'applications rationnelle s S  » - X .  On dit qu e < $ est k-limité e 
(ou simplemen t limité e s ' i l n' y a  pa s d e confusion ) s ' i l exist e u n 
k-schéma d e typ> e fin i T  ,  un ouver t UCTX^ S et u n k- morphisme 
cp :  U y X tels qu e pou r tou t f  :  S *• X  dans <S ,  i l exist e u n 
point x F^T(k) tel qu e 

(i) x f ^pr 1 (U) ; 
(ii) l'application rationnell e d e S  = (x ^lxs dans X  induite  

par c p ( qui est , défini e à  caus e d e (  i ) ) coincide ave c f  . 

1.1.1. Cett e notio n es t e n réalit é indépendante d u modèl e S  :  i l es t 
en effe t immédia t qu e l a définitio n obtenu e e n remplaçan t S  pa r 
Spec F  dan s 1. 1 es t équivalent e à  1.1 . 

Un sous-ensemble d'un e parti e limité e d e X(F ) es t limité , d e 
même qu'une réunio n fini e d e partie s limitées . 

1.1.2. Dan s le s condition s d e 1.1 , nou s diron s qu e T  , U  e t c p para-
métrent S .  Quitt e à  modifie r T  o n peu t suppose r qu e pr ^ :  U * - T 
est surjective (remplace r T  pa r l'ouver t pr^U) , c e qu i es t l ic i t e 
d'après ( i ) ) , qu e T  es t rédui t o u mêm e régulier (remplace r T  pa r un e 
somme fini e d e sous-schéma s régulier s d e T  recouvran t T) . Notons qu e 
si T  es t régulier , i l es t liss e su r k  e n chacu n d e se s point s 
k-rationnels, c e qu i permet , e n remplaçan t T  pa r so n ouver t d e l i s s i té , 
de suppose r T  l isse ( i . e . géométriquemen t régulier ) su r k  .  O n peut 
aussi, pa r exemple , suppose r qu e l'ensembl e de s point s x ^ ,  pou r f U , 
est dens e dan s T  ,  etc . 

1.1.3. Si  g  : S" — * S es t u n morphism e d e k-schéma s intègre s d e typ e 
fini (o u mêm e une applicatio n rationnelle ) e t s i <£czx(F ) es t limité , 
i l es t immédia t qu e l'ensembl e de s composé s fo g (  f £ <S ), qu i son t 
définis, es t limité . 

1.2. Proposition. Soient X  e t Y  deux k- schémas intègre s d e typ e  
fini e t soi t j  :  X c—*• Y une immersion . Pour qu e S c X(F) soit limit é  
i l fau t e t i l suffi t qu e so n imag e pa r j  dans Y(F ) le soit . 
Démonstration :  l'implicatio n (S limit é >  j($) limité ) es t t r iv ia le . 
Réciproquement supposon s j($ ) limité . Soi t S  u n modèl e d e F  e t 
soient T  , UCTX S e t c p : u  —* Y paramétran t j(£) . Considéron s l e 
diagramme 
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T x s «— » и —S—* Y 

pr1 pr U j " j 

T U' X 

où l'o n a  pos é U ' =  XX^U ,  d e sort e qu e j ' es t un e immersion . Nou s 
sommes bie n entend u ramené s à  deu x ca s : 
1er ca s :  j  es t un e immersio n ouverte . Alor s U ' es t u n ouver t d e U 
(donc d e TXS ) e t l e lecteu r vérifier a san s pein e qu e < $ es t paramétr é 
par T  ,  U ' e t 0  . 
2èmecas :  j  es t un e immersio n fermée . Poson s 

T ' =  (x  e T  | pr~ 1(x) eu' } . 

Alors T 1 es t fermé dan s T  ca r T-T ' =  pr^U-U' )  e t p r y es t 
ouverte. Pa r construction , V  = U 1 H (T'XS ) =  UH (T'XS) es t ouver t dan s 
T1 XS .  D'autr e par t s i f  :  S > X  es t dan s S , l e poin t 
Xjo^.^T(k) qu i "paramètre " jo f es t dan s T ' puisqu e 
cp( ({x} X S) H u ) =  (jof)(S ) e x .  O n en conclu t qu e $  es t paramétr é pa r 
T1 , V  c T  1 X S e t 0 | V : V *  X . • 

1.3. Remarques. 
a) Sou s le s hypothèse s d e 1.2 , s i KY(F ) es t limité , i l e n es t 

de mêm e de $H j(x(F))cY(F) don c aussi , d'aprè s 1.2 , d e l'ensembl e de s 
f€x(F) telle s qu e jof£ 3 . 

b) Grâc e à  1. 2 o n peu t ramene r d e nombreuse s question s a u ca s o ù l a 
"variété but " X  es t affine , e n écrivan t X  comm e réunio n fini e d e 
sous-variétés affine s (pa r exempl e ouvertes ) X ^ ,  e t e n remarquan t 
qu'alors X(F ) es t réunio n de s X^(F) . O n peut auss i 
représenter ensuit e chaqu e X ^ comm e ouver t d'un e variét é projective, 
et s e ramene r ains i a u ca s o ù X  es t projective, ou mêm e à  X  = p£ . 

c) O n peut bie n entend u étendr e l a notio n d e famill e limité e a u ca s 
où F  = F. X... X F  o ù le s F . son t de s corp s d e fonction s ;  u n modèl e 1 n  i  * 
de F  es t alor s u n k-schém a rédui t d e typ e fin i don t l'annea u tota l 
des fonction s es t F  ,  e t l'o n doi t simplemen t modifie r l a conditio n 
1.1 (i ) e n exigean t qu e pr 1

1 (x f )H u  soi t dens e dan s pr~ 1 (x f ) . O n 
constate alor s san s surpris e qu e Kx(F ) es t limit é s i e t seulemen t s i , 
pour tou t ±€{l,...,n} , l'imag e d e 3 pa r l'applicatio n naturell e 
X(F) ^X(F ±) es t limité e dan s X(F i). Cett e brillant e "généralisation " 
peut toutefoi s rendr e de s service s dan s l e ca s d'u n corp s d e fonction s F 
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tel qu e Spe c F  n e soi t pa s géométriquemen t irréductibl e su r k  . 

2 . Familles limitée s e t graphes . 

2 .0 . O n fixe dan s c e §  un modèle norma l proiecti f S  d u corp s d e fonc -
tions F  su r k  ,  ains i qu'u n k-schém a proiectif intègr e X  . 

Si P  désign e u n k-schéma , o n rappell e qu'u n ensembl e c f d e 
sous-schémas fermé s d e P  es t di t limité s ' i l exist e u n k-schém a d e 
type fin i T  e t u n sous-schém a ferm é Z  c T P  ,  pla t su r T  , te l qu e 
pour tou t Yc p appartenan t à  t P i l exist e x^T(k ) te l qu e z

x

 =  Y  • 
Lorsque P  = ,  cett e conditio n impliqu e qu e le s degré s de s Y^iP son t 
bornés ;  l a théori e de s "coordonnée s d e Chow " [Sa ] montr e qu e l a réci -
proque es t vrai e s i le s Ŷ t P son t éguidimensionnels e t géométriquemen t  
réduits su r k  ([G] , 2 . 4 ) . 

2 . 1 . Soi t f  :  S >  X un e applicatio n rationnelle , défini e su r un 
ouvert no n vid e V  d e S  .  Noton s 

( 2 . 1 . 1 ) T(f ) c  SX X 

l'adhérence schématique , dan s SX X ,  d u graphe d e f| v (leque l es t u n 
fermé d e V x X) ;  T(f) ser a appelé , pa r abu s d e langage , l e graphe d e f . 

Désignons pa r U l e schéma d e Hilber t [G ] des sous-schéma s fermé s 
de SX X (qu i es t u n k-schém a localemen t d e typ e fini ) e t soi t 

( 2 . 1 . 2 ) ^ c j f x s x x 

le sous-schém a universe l :  c'es t u n sous-schém a ferm é d e UxSx X , pla t 
sur U .  Pou r tou t f£x(F) , noton s 

( 2 . 1 . 3 ) 7  (f) e H(]ç ) 

le poin t correspondan t a u sous-schém a T(f)<=SX X ,  d e sort e qu e T(f ) 
s'identifie à  $V(f ) •  Noton s qu e pa r constructio n l a projectio n 
T(f) —> - S es t birationnelle. Considéron s l e diagramm e 

( 2 . 1 . 4 ) 

a xSz pa x S 

q $ 

$ 
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où p  ,  q  e t 0  son t le s projection s naturelles . Remarquon s qu e p 
est propre e t qu e q  e t 0  son t plats e t d e typ e fini . Noton s 

(2.1.5) U  c = # X S 

le plu s gran d sous-schém a ouver t d e M  X S au-dessu s duque l p  es t u n 
isomorphisme ;  d'autr e part , pou r f^X(F) , soi t V(f ) u n ouver t d e 
définition d e f  :  i l s'identifi e à  u n ouvert , encor e not é V(f) , d e 
{ 7( f ) } X S <= &  x S ,  au-dessu s duque l 

py(f) --Uf) - " ( y l f ) h s 

est u n isomorphisme . J e di s qu'alor s 

(2.1.6) V(f ) < = u . 

Pour cel a i l suffi t d'établi r (puisqu e p  es t propre ) qu e s i 
y£v(f) e t s i x  es t l e poin t d e ^  au-dessu s d e y  ,  alor s p  es t 
plat a u poin t x  :  mai s cec i résult e d u critèr e d e platitud e pa r fibre s 
EGA IV, 11 .3.10, appliqu é a u faiscea u . 

Si l'o n not e P y : p  1(U) U  1  ' isomorphisme indui t pa r p  ,  o n 
obtient u n k-morphism e 

(2.1.7) c p : u  *  X 

par compositio n d e p^1 ave c l a projectio n ^ — X .  I l es t alor s 
immédiat (grâc e à  (2 .1.6)) qu e U , U  e t c p "paramétrent " l'ensembl e 
X(F) a u sen s d e 1.1. 2 (à cec i prè s qu e U n'es t pa s e n généra l d e typ e 
fini mai s seulemen t localemen t d e typ e fin i su r k) . 

2.2. Théorème. Si £czx(F) , les condition s suivante s son t équivalente s : 
(i) $  est limit é (1.1 ) 
(ii) l'ensemble de s graphe s T(f)c=SX X (2 .1.1), pour f € <S ,  est  

limité. 
Démonstration :  l'implicatio n (ii ) (i ) résult e d e l a constructio n 
2 .1, puisqu e (ii ) signifi e qu e le s point s y(f)€tt(k ) (2 .1.3), pou r 
f € S ,  appartiennen t à  u n sous-schém a d e typ e fin i d e U . 

Montrons qu e (i ) impliqu e (ii ) :  S étan t suppos é limité , soien t T , 
UcTXS e t cp: U >  X paramétran t â ;  o n supposer a qu e pr ^ :  U —>* T 
est surjectiv e e t qu e T  es t réduit . 
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Notons r ^TXSXX l'adhérenc e schématiqu e d u graph e d e c p 
(lequel es t isomorph e à  U) . I l fau t prendr e gard e qu e s i x^T(k) , 
peut n e pa s êtr e l'adhérenc e schématiqu e d e ^ Q ^ x *  Soit T ' C T  l e 
plus gran d sous-schém a ouver t d e T  te l qu e 1̂ , , soi t plat su r T ' : 
c 'est u n ouver t dens e d e T  puisqu e T  es t réduit . Soi t T " l'ensembl e 
des t £ T ' tel s qu e F ^ soi t san s composante s immergée s e t qu e ^ Q ^ t 
soit u n ouver t dense d e r  .  Alor s T " es t ouvert dan s T ' ;  e n effe t 
nos deu x condition s équivalen t au x deu x suivante s : 

(a) es t san s composante s immergées , e t di m r  =  dim(Fo)̂ _ 
(= di m S) 

(b) s i Y  = r-r ,  alor s di m Y. <  dim S  . 
o t 

La premièr e conditio n es t ouvert e e n vert u d e EG A IV, 12.2. 1 ,  ( i i i ) e t 
(iv), e t l a second e pa r l e théorèm e d e semi-continuit é d e Chevalle y 
(EGA IV, 13.1.3) . D e plus T " contien t le s point s maximau x d e T ' 
(et d e T ) don c es t dens e dan s T  . 

Si t € T" , alor s r  es t automatiquemen t 1'adhérence schématiqu e 
de ( F )  dan s {tlxSX X .  E n particulier s i t  €  T " (k) e t s i f \ o t  t 
désigne l'applicatio n rationnell e d e S  dan s X  paramétré e pa r t  , 
alors 

(2.2.1) r t =  F (f t ) . 

I l suffi t dè s lor s d e recommence r l'opératio n au-dessu s d u ferm é 
T-T" d e T  ;  comm e T  es t noethérie n o n obtien t finalemen t u n nouvea u 
schéma d e paramètre s pou r â ,  somm e disjoint e fini e d e sous-schéma s 
localement fermé s d e T  ,  e t u n sous-schém a F ^ c T  X  S X  X , pla t su r 
et te l qu e pou r tou t t ^ T ^ k ) , o n a i t (ave c le s notation s ci-dessus ) 
( F 1 ) t =  F(f t) :  cec i prouv e qu e le s F (f) (f£# ) formen t un e famill e 
limitée. • 

2.3. Corollaire. Soit k ' une extensio n d e k  te l le qu e k ' ®^ F soit 
intègre, et soit . F ' le corp s de s fraction s d e k 1 .  Pour qu e 
#c:x(F) soit k- limité, i l fau t e t i l suffi t qu e so n imag e dan s X(F' ) 
soit k '- l imitée. 

En effe t la . constructio n d u graph e commut e a u changemen t d e bas e 
Spec k ' » - Spe c k  ,  e t u n ensembl e * f d e sous-k-schéma s d e S  XX es t 
limité s i e t seulemen t s i l'ensembl e d e sous-schéma s d e (SXX) ^ , 
déduit d e $  pa r extensio n de s scalaires , es t limité . B 
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3. Hauteurs. 
3.0. O n fix e dan s c e §  un modèle norma l S  d u corp s d e fonction s F  e t 
l'on pos e r  =  dim S  .  Soi t X  un e k-variét é ( i . e . u n k-schém a sépar é 
de typ e fini ) intègr e e t propre su r k  ,  e t soi t L  u n faiscea u inversi -
ble su r X  .  S i f  :  S > X es t un e applicatio n rationnell e noton s 

cz s so n domain e d e définitio n :  c'es t u n gros ouver t (II , 3 .1) d e S  , 
donc (comm e dan s III , §3 ) o n a  u n homomorphism e nature l 

(3.0.1) Pic(U f) »  CHr__1(S) 

qui es t mêm e un isomorphism e s i U  es t régulier . L'imag e pa r ce t homo -
morphisme d e l a class e d u faiscea u inversibl e f  L  es t alor s u n élémen t 

(3.0.2) h g S , L ( f } €  C H

r - l ( S ) 

appelé hauteur géométrigu e d e f^X(F) , relativemen t a u faiscea u L  e t 
au modèl e S  . 

3.0.3. Remarque. Si  X  es t un e variété abélienn e su r k  e t L ^ l e 
r 

faisceau inversibl e su r X ^ dédui t d e L  ,  o n vérifi e immédiatemen t qu e 
r 

la hauteu r d e (3.0.2 ) coïncid e (modul o torsion ) ave c cell e d e III , 3. 2 : 
i l suffi t d e remarque r qu e l e modèl e d e Néro n d e su r S  es t l e schéma abélie n constan t X X S ,  e t qu e l e prolongemen t cubist e d e L ^ F 
est l e faiscea u pr^ L su r X X S . 
3.1. Propriétés d e l a hauteur . 
(3.1.1) Additivité e n L  :  h g ^ L 0 L (f ) =  h g ^ L (f ) + h g s ^ (f) . 

(3.1.2) Fonctorialité e n X  :  s i l'o n a  u n diagramm e 

Y 

S -—— 7=*X 
gof 

avec Y  propre , alor s hg. . T(gof) =  hg e (  f ) . 
• , L  o , g J_I 

(3.1.3) Fonctorialité e n S  (cf . III , 3.3.4 ) :  s i 7 7 :  S ' *  S es t u n 
morphisme dominant e t génériquement fin i d e k-variété s normales , alor s : 

(i) s i 7 7 es t propre , o n a  (pou r tou t f  :  S +  X ) : 

(deg 77 ) hg s^ L(f) =  7 7  ̂(hgg . ^  L ( f ott ) ) e CH^ ( S ) 
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(ii) s i 7 7 es t quasi-fini , o n a 

h g S ' , L ( f o T r ) =  ff *(hgS,L(f )  )  e  C H r - l ( S ' } * 

En effe t (ii ) es t t r iv ia l ;  o n e n dédui t (i ) lorsqu e ïï es t fin i e n 
appliquant ïï# au x deu x membre s d e ( i i ) , pui s dan s l e ca s généra l e n 
raisonnant comm e dan s I I I , 3.3.4 . 

3.2. Hauteur numériqu e :  supposon s maintenan t S  projective e t soi t L Q 

un faiscea u inversibl e ample su r S  .  O n a alor s u n homomorphism e 

(3.2.1) deg L :C H ^(S ) X 
o 

r—1 "intersection ave c €  " , o ù Z es t l'élémen t d e l'annea u d e Cho w de o o 
S défin i pa r L  ;  s i L q es t trè s ampl e e t défini t u n plongemen t 
i :  S  c—• P n ,  deg T (Z ) es t simplemen t l e degr é d u cycl e i(Z ) d e P n . 

o 
On pose alor s 

(3.2.2) h L (f ) =  deg L hg g L (f) €  s r 
o' o  ' 

pour tou t f £x(F) e t tou t faiscea u inversibl e L  su r X  ;  h T T (f) J_i w J_I o 
est pa r définitio n l a hauteur numériqu e d e f  (relativemen t à  S  ,  L Q 

et L)  . 

3.2.3. Nou s nou s intéresseron s e n particulie r a u ca s o ù L  es t ample su r 
X :  dan s c e ca s i l es t immédia t qu e h T (f ) )/ 0 ,  e t qu e h T _  (f) = 0 J_i J _j J _i ,  J_i O' o 
si e t seulemen t s i f  es t "constante" , i . e . s e factoris e pa r l e 
k-schéma fin i Spe c H 0(S,& g). 

3.3. Décomposition e n terme s locau x :  supposon s X  = e t L  = &X(1), e t 
soient f ,...,fdes coordonnée s homogène s d e f  € X(F). Alor s 

(3.3.1) hg 0 T ( f ) es t l a class e d u diviseu r -in f div 0 (f . ) 
S ' L 0 \<ix<N S 1 

(3.3.2) h L L ( f ) =  -deg L (in f di v ( f ^ ) . 
o' o  i 

On démontre (3.3.1 ) e n remarquan t que , su r u n gro s ouver t convenabl e 
de S  r f *L s ' identifi e à  1'idéal fractionnair e engendr é pa r le s ; 
or l e diviseu r -in f di v (f. ) es t l e diviseu r d e l a sectio n rationnell e 

i b 1 

de ce t idéa l défini e pa r l a fonctio n 1  £ &g .  Enfi n (3.3.2 ) es t consé -
quence immédiat e d e (3.3.1) . 
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Bien entendu , (3.3.2 ) es t l a définitio n "habituelle " d e l a hauteur , 
et so n interprétatio n comm e degré (3.2.2 ) es t bie n connu e chap . 3 , 
§3). 

4. Le théorèm e d e l a hauteu r bornée . 

4.0. Soi t S  u n modèl e norma l projecti f d u corp s de s fonction s F  , 
muni d'u n faiscea u inversibl e trè s ampl e L q ,  d'o ù u n plongemen t 

scpf . k 
Soit f  :  S •  un e applicatio n rationnell e :  nou s considére -

rons l e graphe F ( f ) c s x P N d e f  (2 .1.1) comm e un sous-schém a d e P q , 
avec q  =  (N+l)(d+l ) -  1  ,  grâc e a u plongemen t d e Segr e X  PN «—Q? q . 

4.1. Théorème. Avec le s notation s ci-dessus , posons h(f ) =  h  * ,  v (f) 
o f ® P N U ; 

et r  =  dim S  .  Alors : 
deg S+rh(f ) i  de g T(f ) <  B(h(f) ) 

p P q 

où B  :  N •  N est un e fonctio n n e dépendan t qu e d e r  e t de g ^  S  . 

Démonstration :  aprè s un e extensio n convenabl e (pa r exempl e transcendant e 
pure) d u corp s k  ,  o n peu t suppose r qu e celui-c i es t infini. 

4.1.1. Introduison s d'abor d quelques  notations . Nou s désigneron s respec -
tivement pa r x  e t y  le s opérateur s (d e degr é -1 ) c  (pr * &  ri^ 1^ e t 

P 
c^pr* & ^ ( 1 ) ) dan s l e group e CH.(P dXipN). S i V c p d x P N es t u n sous -
schéma ferm é puremen t d e dimensio n m  , e t s i u  es t u n opérateu r d e 
degré - m dan s CH(P dXPN), o n notera , pa r abu s d'écriture , u(V ) l e 
degré d e l'élémen t u ([vl) d e CH q(!Pd X IPN) . 
4.1.2. Lemme. Dans l a situatio n d e 4.1 , et ave c le s notation s d e 4.1.1 , 
on a  : 

deg S  = x r(T(f)) 
Pa 

h(f) =  x r _ 1 y( r ( f ) ) 

deg r(f ) =  (x+y) r(r(f)) . 
Pq 
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Démonstration :  l a premièr e inégalit é es t immédiat e puisqu e l a projec -
tion < * :  T(f) » • S  es t birationnelle . L a troisièm e résult e d u fai t qu e 
c,(& (1) ) =  x+y comm e opérateur su r CH.(P^XP N), cec i pa r définitio n 

1 P q 

du plongemen t d e Segre . Enfi n l a hauteu r géométriqu e hg g ^  ^^(f ) 
PN 

n'est autr e qu e l'élémen t «*(y([T(f)]) ) d e C H ^(S) (considére r u n 
gros ouver t UC S su r leque l f  es t u n morphisme , e t remarque r qu e 
CH -(S ) =  CH .(U)) . L a second e égalit é e n résulte . • r-1 r- 1 
4.1.3. L e lemm e ci-dessu s impliqu e l a premièr e inégalit é d e 4.1 , puisque , 
L e t ô  (1 ) étan t engendré s pa r leur s sections , le s terme s d u déve -
loppement d e (x+y ) (F(f) ) son t tou s positifs . 

La second e inégalit é d e 4. 1 résult e d u lemm e suivant , qu e j e doi s 
à W . Fulto n : 

4.1.4. Lemme. Les entier s d  ,  N  e t r  étant fixés , i l exist e un e 
application G  :  IN X IN >  IN tel le qu e pou r tou t sous-schém a V  d e 
P XP N ,  purement d e dimensio n r  ,  te l qu e x r(V) ^ 0 ,  on ai t 

xV(V) \ < G(x r(V),x r"1y(V)) 

pour tou t ( i , j ) tel qu e i+ j =  r  (notatio n d e 4.1.1) . 
Démonstration. 
4.1.4.1. Supposon s déj à borné s le s x r~ 1y 1(V) pou r i = 0 , . . . , s - l .  Soi t 
Acp d u n sous-espac e linéair e "générique " d e dimensio n d-r+ s e t poson s 
W =  V̂ l ( A X IPN) , d e sort e qu e di m W = s .  Alor s pou r i  e t j  )/ 0 , 
i+j =  s ,  o n a 

xV(W) =  x r " j y j (V) 

ce qu i montr e (e n remplaçan t V  pa r W ) qu' i l suffit , pou r établi r l e 
r r  r— 1 r— 1 lemme, de borne r y  en terme s d e x  , x y , . . . ,x y 

4.1.4.2. Traiton s maintenan t l e ca s r ^ 2 .  Lorsqu e ri- 1  ,  l e lemm e es t 
t r iv ia l . Lorsqu e r= 2 ,  l e théorème d e 1  ' indice d e Hodg e (appliqu é à  un e 
désingularisation d e v

r e c ^ ) impliqu e qu e l a form e quadratiqu e 

(u,v) i  *  (ux+vy) 2(V) 

sur es t soi t dégénérée , soi t d e typ e (+/- ) (remarque r qu e x+ y 2 ^ est ample ) e t pa r suite , s i x  (V ) ^0 ,  l e discriminan t d u polynôm e 
(Tx+y)2(V) =  T 2x2(V) +2Txy(V ) +y 2(V) es t > 0 ,  d'o ù 
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y2(V) \ < xy(V) 2/x2(V) 

dès qu e x 2(V) )  0 . 

4.1.4.3. Pou r r  ) 2 ,  soi t W  un e sectio n linéair e génériqu e d e dimen -
sion 2  d e V c p d X P N ^ r e > P q .  Alor s [w l =  (  x+y )r" 2 (  [v] ) ,  e t 
x1y^(W) =  [  (x4-y)r"2x1y : i] (V) pou r i+ j = 2 .  D'aprè s l e ca s r= 2 ci -
dessus, o n a  : 

yr(V) \ < [(x+y) r""2y2](V) =  y 2(W) 

\< xy(W) 2/x2(W) 

= (x+y) r" 2xy(V) 2/(x+y) r" 2x 2(V) .  • 

Le théorèm e 4. 1 es t don c démontré . 

4.1.5. Remarque. Lorsqu e F  es t un e extensio n séparable d e k  (autre -
ment di t lorsqu e S  es t géométriquemen t réduit) , o n montr e e n s 1 inspi-
rant d e [ L], chapitr e 3 , §3 , qu e l'o n a  e n fai t l ' inégalit é 

(4.1.5.1) de g T (f) \ < (h(f)+degS) r ; 
(Pq 

i l y  fau t toutefoi s quelque s précautions , l'auteu r avouan t n e pa s bie n 
comprendre l a notio n d'intersectio n utilisé e dan s loc . c i t . , lemm e 3.5 . 
Sans hypothès e d e séparabilité , l ' inégalit é (4.1.5.1 ) résulterai t d'un e 
"inégalité d e Bezout " d u typ e d e cell e annoncé e à  l a fi n d e [ F-H]. 

Le théorèm e suivan t rassembl e le s résultat s d e 2. 2 e t 4. 1 : 

4.2. Théorème d e l a hauteu r bornée . Soient S  un modèl e norma l proiecti f  
de F  muni d'u n faiscea u ampl e L q ,  X  une k- variété projectiv e muni e  
d'un faiscea u ampl e L  .  Soit S une parti e d e X (F), et considéron s le s  
propriétés suivante s : 

(i) $  est limitée . 
(ii) Les graphe s T (f), pour f € S ,  forment un e famill e limité e  

dans SXX . 
( i i i ) Les T (f), pour ,  sont d e degr é born é relativemen t a u  

faisceau ampl e pr * L

Q ®P r 2 L  sur SX X . 
(iv) Les hauteur s h T T ( f ) , pour f€â ,  sont bornées . 

LQ,L 
Alors o n a  le s implication s 
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(i) 4== ^ (ii) = ^ ( i i i ) (iv ) . 

De plus le s condition s (i ) à  (iv ) sont équivalente s s i F  est un e  
extension separable de k  ,  ou s i F  est d e degr é d e transcendanc e 1 
sur k  . 
Démonstration :  l'équivalenc e (i ) 4 = ^ (ii ) a  déj à ét é démontré e ( 2 . 2 ) , 
et ( i i i ) 4—> (iv ) es t un e conséquenc e d e 4. 1 (o n s e ramèn e immédiatemen t 
au ca s o ù L q e t L  son t trè s amples , pui s a u ca s o ù X=P^) . L 'impli-
cation (ii ) = > ( i i i ) es t bie n connu e ains i qu e s a réciproqu e dan s l e 
cas separable (2 . 0 ) . Lorsqu e F  es t d e degr é d e transcendanc e 1 , alor s 
S es t un e courb e normal e projectiv e donc , pou r f^X(F) , T (f) es t un e 
courbe isomorph e à  S  ;  so n polynôm e d e Hilber t es t don c détermin é pa r 
son degré , e t l'o n appliqu e [ G], 3 . 2. • 
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CHAPITRE XI 

Applications aux variétés abéliennes  

sur les corps de fonctions 

Sommaire. 

0. Introduction et notations. 

1. Hauteurs modulaires. 

2. Hauteur différentielle et hauteur stable. 

3. Comparaison des différentes hauteurs. 

4. Applications : critère d'isotrivialité, familles limitées. 

5. Application aux variétés ordinaires. 

0. Introduction et notations. 

0.1. Etant donnés un corps k , une k-variété normale intègre S de 

coros des fonctions F , et une variété abélienne polarisée (A^,^) 

sur F , on définit dans ce chapitre différentes notions de hauteur pour 

(A^, L) : la "hauteur modulaire", déduite du morphisme Spec F * et -, 

associé à (<£_,?-.,) ; la "hauteur différentielle" associée à l'algèbre de 

Lie relative d'un "modèle de Néron" de A^ sur un gros ouvert de S ; 

enfin la "hauteur stable" qui est une version semi-stable de la précé

dente. Chacune de ces hauteurs a comme toujours une version "géométrique", 

élément de CH r_ 1(S)^
)Q (avec r= dim S) et, lorsque S est projective, 

une version "numérique". Ces hauteurs sont reliées par des inégalités 

rassemblées en 3.2 ; on montre en particulier au §3 comment la "formule 

clé" du chapitre VIII permet de comparer la hauteur modulaire et la 

hauteur stable. 

On en déduit au §4 un "critère d'isotrivialité": supposant S pro

jective, pour que A^ devienne "constante" sur une extension finie de 

F (resp. sur une extension finie non ramifiée en codimension 1 sur S) 

il faut et il suffit que sa hauteur stable (resp. sa hauteur différen

tielle) soit nulle. D'autre part on montre un théorème de "famille limi

tée" pour les (A p,§ F) dont la hauteur stable (ou différentielle) est 

majorée par une constante fixée, ceci en supposant, malheureusement, que 

F est une extension séparable de k . La notion de "famille limitée" 

obtenue est d'ailleurs grossière (4.6) mais le résultat sera précisé au 

chapitre suivant. 
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Enfin, lorsqu e k  es t d e caractéristiqu e p  ) 0 ,  o n dédui t d u 
critère d 1 i sotr ivial i té, selo n un e idé e d e M . Raynaud , qu e s i A ^ a 
réduction ordinair e e n codimensio n 1  su r S  projective , alor s A ^ es t 
isotriviale ;  d e plu s l e "lie u ordinaire " su r l e schém a d e module s 
{£ ..) . es t u n ouver t quasi-affine. g/d k 

0.2. Notations. Dan s tou t c e chapitr e o n fix e u n corp s k  d e caracté -
ristique p^ O e t de s entier s g  V 1 ,  d  )/1 ,  N  )/3 .  O n suppose d e plu s 
que p| N e t que , e n posan t d = 4^d : 

(0.2.1) N 2 >2gi d ,  o u bie n N  es t divisibl e pa r 8 d . 

Tous le s schéma s envisagé s dan s c e chapitr e son t de s k-schémas . 
Nous considéreron s e n particulier , pou r tou t n  )/1 ,  l e k-schém a d e 
modules grossie r 

(0.2.2) *  - , 
g,d,n 

des variété s abélienne s munie s d'un e polarisatio n d e degr é d  e t d'un e 
structure d e nivea u n  ;  c'es t u n k-schém a d e typ e fini , qu i es t d e 
plus u n schém a d e module s fi n s i n  )/3 .  S i S  es t u n k-schém a e t s i 
(A — S , § , v) 6  Ab - , (S ) (notatio n d e VII , 3.0 ) nou s désigneron s pa r g, Q , n 
(0.2.3) J n(A,S.v) :  S — r f g , d < n 

le morphism e associé . 
Nous n e considéreron s qu e de s structure s d e nivea u n  divisant N  . 

Dans c e ca s o n c i construi t e n VII , 3. 4 un e compactificatio n 

(0.2.4) #  ,  c _ . i 
g,d,n g,d, n 

de #  ,  ains i qu'un e class e ample g,d,n ^  —* — 
(0.2.5) À  £  Pic(# ,  ) ® Q  . 

n q,d,n % 
Pour ( A —^ S,§,v) £A b ,  (S ) nou s noteron s encor e j  l e compos é 

—g,d,n Jn ^ 
du morphism e j  d e (0.2.3 ) e t d e l'inclusio n (0.2.4) . O n rappell e 
(VII, 3.4.6 ) qu'alor s l'élémen t j € Pic(S) ® (D es t l a class e d u fais -
ceau inversibl e (de t f^L(^))" 1 o ù L(£) , défin i e n VII , 3.1.1 , es t u n 
faisceau inversibl e su r A  vérifian t ^(Ç ) = 4 ^ : A  — * ^ ' Rappelons qu e &  ,  figure , pa r définition , dan s u n diagramm e g, a, n 
commutatif 
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( 0 . 2 . 6 ) 

ï ,  , T

 c  * t ,  . T G  ( G 0 ) 
g,d,N g,d, N ^ 2 g k 

g,d,n g,d, n 

où t ,  „ T es t l e schém a d e module s fi n défin i e n VII , 3.3 , le s flèche s g,d,N 
verticales étan t de s morphisme s d e passag e a u quotien t pa r l 'actio n d'u n 
groupe fin i ;  d e plu s X^ es t dédui t pa r descent e d u faiscea u t*& G(l) 
sur l'adhérenc e $  ,  XT d e $  ,  XT .  Tou t ceci , dan s l e ca s o ù 

2 _  ^  g,d, N g,d, N 
N /  2gid ,  résult e directemen t d e VII , 3. 4 ave c S  =  Spe c k  ;  dan s l e 

o 
cas o ù N  es t divisibl e pa r 8 d ,  o n remarqu e qu e le s construction s d e 
loc. c i t . son t encor e valable s e n appliquan t VII , 5. 2 puisqu e l'hypothès e 
8d| N impliqu e qu e Ker(2 <PL̂ ^) =  Ker(8?) es t annul é pa r N  . 

Enfin dan s l e ca s particulie r o ù n  = 1  ,  nou s noteron s simplemen t 
( 0 . 2 . 7 ) t .  =  * 7  I ^ = & ^  - , ;  A b ^  =  Ab ,  ,  ;  X=X, g,d g,d, l g , d g,d, l —g , d —g , d, 1  1 
et, pou r (A,§ ) £  Ab -.(S ) o n poser a —g, d 

( 0 . 2 . 8 ) j (A ,5 ) =  J 1(A /§) :  S g,d 

1 . Hauteurs modulaires . 
1 . 0 . Dan s tou t c e §  on désign e pa r S  un e k-variét é normal e irréduc -
tible d e dimensio n r  ,  e t pa r F  so n corp s de s fonctions . S i S  es t 
projective, nou s supposeron s fix é u n faiscea u inversibl e ample L q su r 
S .  Si  (A F,§F) £  Ab^ nou s pourron s don c considére r l e morphism e 

jtAp.ip) :  Spe c F  —  ^ 

de ( 0 . 5 ) comm e un e application rationnell e d u modèl e S  dan s É , . 
g, Q 

1 . 1 . Définition. Soit (A^,§_ ) £  Ab .(F) . 
r r  g /Ci 

1) L a hauteu r géométriqu e modulair e d e (A-,^ ) ( relativement a u modèl e 
r r 

S d e F ) est l'élémen t 
hgmod s(AF,5 p) ^ C H ^ S ^ 

défini pa r 

hgmods(Ap,§p) =  hg g ^(j(Ap,§ p)) , 
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hauteur géométrique (X , 3.0.2) d e ЦР^,£>р) £м ¿( F ) relativement à  S 
et à  X  £ Р 1 с ( * д , Л « 
2) Supposons d e plu s S  projective . L a hauteu r modulair e ( numérique) de 
(A_,, §_) relativement ( à S  et ) au faiscea u ampl e L  sur S  est l e 

r r  O 
rationnel (cf . X , 3.2.2 ) 

hmodL ( A P , 5 P ) =  hL x ( j (A p ,£ p ) ) =  deg L hgmodg(A p,§p) 6 Q 
o o ' o 

qui es t ^  0  d ' après X , 3.2.3 . 

On prendra gard e qu e le s hauteur s ains i définie s dépendent d e l a 
compactif ication (t^ ^  ,  donc d e 1  ' entier N  . 

Bien entendu , l a hauteu r relativ e à  X  €  Pic($ -,) _ doi t s'entendr e 
g/ d ( D 

ainsi :  s i m  £ IN es t te l qu e m \ soi t l a class e d'u n faiscea u inversibl e 
L ,  alor s h g S ( X =  i  h g S ( L . 
1 . 2 . Soi t U  u n gros ouver t d e S  ,  soi t (A TT U , 5 T T ) €  Ab ,(U ) e t 

u u  g  / Q 
soit (A p,§ p) l 'obje t indui t su r Spe c F  .  Alor s j(A p ,§ p) s e prolong e 
en l e morphism e j (Ay , 5 Y ) :  U  —> ^  e t i l résult e d e VII , 3.4. 6 e t 
de l a définitio n d e l a hauteu r qu e hgmod g(Ap,§p) s ' identifie , vi a 1 ' isomorphisme nature l C H -.(S ) -̂ U - CH -(U) , à  l a class e dan s * r- 1 r- 1 1 

CH _i(U) d u faiscea u inversibl e (de t f^.L(§ u))~ su r U  . 

1.3. Soi t 7 T :  S1 S  u n morphism e dominan t e t génériquemen t fin i d e 
k-variétés normales , e t soi t F ' l e corp s de s fonction s d e S' . Alor s 
si (A p,§ p) É  Ab g^d(F) o n a 

(1.3.1) s i 77 est propre : 

hgmods(Ap,§p) = 1 
deg 7 7 77* hgmodg , (ApI ,  §p I )  . 

(1.3.2) S i 77 est quasi-fini : 

hgmodg. (ApI , Sp l )  =  7 7 * hgmodg ( Â  §p ) . 

Ces deu x formule s résulten t d e X , 3.1.3 . 

1.4. Soi t (Ap.Sp.Vp ) S  Ab ( d > n ( F (F) (o ù n  divis e N) . I l résult e 
aussitôt d u diagramm e commutati f 
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i (A Ç v ) .*g,d,n 

s - $ 

^ g , d ^ g , d 

et d u fai t qu e =  a*X ,  qu e l'o n a , compt e ten u d e X , 3 .1 . 2 : 

( 1 . 4 . 1 ) hgmod s(Ap,5p) =  h 9 s , x < W 5 p , v p ) ) . 

2 . Hauteur différentiell e e t hauteu r stable . 

2 .0 . O n garde S  ,  F  e t L q comm e dan s 1.0 . Soi t A p un e variét é 
abélienne su r F  .  I l exist e alor s u n gro s ouver t IJCi S e t u n U-schém a 
en groupe s A ^ su r U  prolongean t A ^ ,  e t qu i es t u n "modèl e d e Néro n 
en codimensio n 1 " d e A ^ ,  a u sen s suivan t :  pou r tou t poin t x  d e 
codimension 1  de U  (o u d e S) , A ^ x^ Spec x es t u n modèl e d e Néro n 
de A p su r l'annea u d e valuatio n discrèt e x .  Poson s alors , comm e 
dans VIII , 1.0. 4 : 

( 2 . 0 . 1 ) 5 ^ =  de t 0 ^ / v 

où e  :  U *  A es t l a sectio n unit é d e A ^ .  C'es t u n faiscea u inver -
% u u 

sible su r l e gro s ouver t U  , e t i l défini t don c un e class e dan s Pi c U  , 
donc auss i dan s C H 1 (S) . 

2 . 1 . Définition. 
1) Avec le s notation s ci-dessus , on appell e hauteu r géométriqu e différen -
t ie l le de l a variét é abélienn e A „ ( relativement à  S) , et o n not e 

r 
hgdif s(AF) e CHr_1(S) 

la class e dan s C H (S ) du modul e inversibl e ôo , sur l e gro s ouver t r - i A T / Uc s .  u 

2) S i S  est projectiv e on appell e hauteu r différentiell e d e A ^ 
(relativement à  L  )  1'entier 

Q 
hdifL (Ap ) =  deg L hgdi f ( A )  € 2T . 

o o 

227 



L. MORET-BAILLY 

2.2. Notation. S i , £ C H ̂ (S ) nou s noteron s 

Z±4 z 2 

la relatio n "l a class e ẑ -ẑ ^ contien t u n cycl e effectif ( i .e . à 
coefficients )/0)" . 

2 .3. Proposition. Soit 7 7 :  S1 — * S  un morphisme dominan t e t générique -
ment fini , S 1 é tant un e k- variété normal e d e corp s de s fonction s F 1 . 
Soit un e variét é abélienn e su r F  .  Alors : F 

(i) si 7 7 est propre , on a 

77* hgdifg, (Ap, ) <  (de g 77 ) hgdif s(AF) dan s CH r_1(S) 

(ii) s_ i 7 7 est quasi-fini , on a 

hgdifg, (Ap, ) 4 ïï* hgdif s(Ap) dan s CH^^S' ) . 

De plus , dans chacu n de s deu x cas , l'égalité a  lie u dè s qu e A „ a 
r 

réduction semi-stabl e e n codimensio n 1  sur S  ,  et auss i dè s qu e 7 7 est  
étale au-dessu s de s point s d e codimensio n 1  de S  . 

Montrons d'abor d ( i i ) . E n remplaçant S  e t S ' pa r de s gro s 
ouverts convenables , o n peu t suppose r qu e A „ (resp . A-,, ) s e prolong e 

r r 
en u n modèle d e Néro n (a u sen s d e 2 .0) A g •  S  (resp . A g , — • S') , e t 
que d e plu s o n a  u n morphisme d e S'-schéma s e n groupe s 
(2.3.1) A g Xg S ' *  A£ , 
se réduisan t (au x point s d e codimensio n 1  de S' ) a u morphism e dédui t d e 
la propriét é universell e d u modèle d e Néro n Ag, . O n en dédui t alor s u n 
morphisme d e ô  ,-module s inversible s 
(2-3-2) \,/s> —ïï*\/s 

qui es t u n isomorphism e a u point génériqu e d e S' , d'o ù l'inégalit é 
annoncée. L'égalit é dan s l e ca s semi-stable , o u lorsqu e 7 7 es t étal e e n 
codimension 1 , résult e d u fai t qu e (2 .3.1) es t alor s un e immersio n ouvert e 
au-dessus de s point s d e codimensio n l d e S ' :  (2 .3.2) es t don c u n iso -
morphisme . 

L'assertion (i ) s e dédui t d e (ii ) comm e d'habitude dan s l e ca s fin i 
en appliquan t 77 * au x deu x membre s d e (ii ) ;  o n es t ains i ramen é a u ca s 
où 7 7 es t birationnel , e t i l suffi t d e s e restreindr e à  u n gro s ouver t 
de S  au-dessu s duque l 7 7 es t u n isomorphisme . • 
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2.4. A _ étan t toujour s un e variét é abélienn e su r F  ,  o n sai t qu ' i l 
F 

existe un e variét é normal e S' , d e corp s d e fonction s F' , e t u n mor -
phisme fin i surjecti f 7 7 : S  ' ^  S tel s qu e A  ,  a i t réductio n semi-

r 
stable e n codimensio n 1  sur S' . 

2.4.1. Lemme. Avec le s notation s ci-dessus , 1'élément 

x' =  hgdi fg . tAp.^ecH^S' ^ 

est imag e pa r ïï* d'un ( unique) élément x  d e C H

r _i^ s ^Q '  vérifiant 
t 2 - 4 - 1 - 1 * x =  d i é i F f f . x , € c H r - i ( s ) f i 
et indépendan t du choi x d e 3 ' . 
Démonstration :  s i x ' =  TT *x alor s x  es t nécessairemen t défin i pa r 
(2.4.1.1). Vérifion s d'abor d qu e x  ,  défin i pa r (2.4.1.1) , es t indépen -
dant d e S ' . Pou r cel a soien t 77 \ :  S\ S  (i = 1,2 ) deu x morphisme s 
finis surjectif s tel s que , s i F | désign e l e corp s de s fonction s d e , 
Ap, ai t réductio n semi-stabl e su r S. ! .  Désignon s pa r S " un e composant e 

i 
de l a normalisé e d e ^ s î x s S 2 ^ r e d '  e t p a r F " S o n c o r P s d e s fonctions , 
de sort e qu e 1'o n a  u n diagramm e commutati f 

(2.4.1.2) 

S" P1 12 
Sj S2 

TT 
1 s *2 

où le s morphisme s son t fini s surjectifs . 
On a alors , e n posan t x ! =  hgdif0 ,  (A„, ) e t x " =  hgdif _,, (A ,̂ , )  : 1 o  . r  . o r 1 1 

— f f - , (x' ) =  • = r  77- , p , (x" ) (ca r x ! =  -— p . ^x" ) d'aprè s 
deg lî 1 1 * 1  deg(7T ;Lp1) i*-^l* v i  de g p ^ *i * ^ 

2.3) 

= deg(^p 2) ff2.p2*(xM)  

= de g 7T2

 rt2^x2) ' 
Ceci établi t l'indépendanc e pa r rappor t à  S' . 
Il rest e à  vérifie r que , définissan t x  pa r (2.4.1.1) , o n a 

(2.4.1.3) x ' =  7T *(x) dan s CH^CS 1) . 
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Remarquons pou r cel a qu e l e diagramm e (2.4.1.2 ) donn e naissanc e à  un 
diagramme commutati f 

C H r - l ( S M ) G 

Pl VP2 
C H r - l ( S i » « C Hr-l ( S2>Q 

^2* 
C Hr-l ( S )<D 

où toute s le s flèche s son t injectives ;  e n conséquence , ave c le s nota -
tions précédente s : 

provient d e CH^^S) ^ 
4==> x " provien t d e CH^^S) ^ (ca r x " =p?x̂  d'aprè s 2. 3 (  ii ) ) 
< >  x ' provien t d e C H 1 (S)^ . 

2 r- 1 Q 
Il suffi t don c d e vérifie r (2.4.1.3 ) pou r u n choix particulie r d e S' . 
Or nous pouvon s suppose r S ' galoisien su r S  d e group e G  , auque l ca s 
x' es t invariant pa r G  puisqu e A^ , provien t d'un e variét é abélienn e 
sur F  ,  e t 1'o n a  don c : 

(deg 7T)x ' =  ) gx ' =  7 7 *7 7 *(x') =  (de g ff).ff*(x) .  • 
g£G 

2.4.2. Définition. Dans l a situatio n d e 2.4.1 , 1 ' élément x  =  -s—1 — 7 7 ~ x ' <3eg ^  * 
est pa r définitio n l a hauteu r géométriqu e stabl e d e A ^ sur S  ,  et se  
note 

hgs s(A F)€cH r_ 1(S)Q . 

Lorsque S  est proiectiv e o n appell e hauteu r stabl e ( numérique) de A_ , 
r 

relativement a u faiscea u ampl e L q ,  le rationne l 
hs L (A p) =  degL hgs s(AF) 6q ) . 

o o 
La notio n d e hauteu r stabl e perme t d e reformule r e t d e précise r 2. 3 : 

2.5. Proposition. Gardons le s notation s d e 2.3 , et noton s 

2 1 h Z2 ( V Z 2 € C H r - l ( S V 
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la relatio n " il exist e m )o tel cru e l a class e m(z 2-z 1) contienne u n  
cycle effectif ". Alors : 

(i) on a  hgs s(AF) 4Q hgdif g(AF) dans CH r_1(S)Q 

avec égalit é dè s qu e A „ a réductio n semi-stabl e e n codimensio n 1  sur S . 
(ii) S_L S est projective/ on a  d'aprè s (i ) 

hs L ( A )  ^  h d i f L (Ap ) 
o o 

et l 'égali t é a  lie u s i e t seulemen t s i A p a  réductio n semi-stabl e e n 
codimension 1  sur S  . 

( i i i ) Dans l a situatio n d e 2. 3 ( i ) , on a 

h 9 s S ( V = délf "* h 9 s S ' ( V ) d a n S C H r - l ( S ) Q • 
(iv) Dans l a situatio n d e 2. 3 ( i i ) , on a 

hgs s ,(A F ,) =  77* hgss(AF) dan s CH r_ 1(S')Q . 

La seul e chos e à  vérifie r es t l e "seulemen t si " dan s (ii ) (nou s 
laissons ( i i i ) e t (iv ) a u lecteur) . Comm e dans l a démonstratio n d e 2.3 , 
on considèr e l e morphism e 

(2-3-2) \./8' - ^ f f # V S 

où Ag , es t u n modèl e semi-stable su r u n S ' convenable , fin i su r u n 
gros ouver t d e S  .  Alor s s i l 'égalit é a  lie u dan s ( i i ) , le s deu x membre s 
de (2.3.2 ) son t de s faisceau x inversible s d e mêm e degré relativemen t à 
ïï *1< 0 ;  comm e (2.3.2 ) es t no n nu l c'es t don c u n isomorphisme . Pa r suit e 
Ag xg S ' >  Ag , es t étale, don c A g xg S ' es t semi-stabl e e t i l e n es t 
de mêm e de A g .  B 

3. Comparaison de s différente s hauteurs . 

3.1. Théorème. Avec le s hypothèse s e t notation s d e 1.0 , soit 
(A ,̂ §_) £  Ab .(F) . Alors o n a  dan s C H -(S) ^ l ' inégalité (o ù d  = 4gd) t r  g/C l r— i y 2 

hgmodgfAp,§p) ^ Q |  hgSg (Ap) , 

le symbol e ^  étant défin i e n 2.5 . De plus l ' inégalit é ci-dessu s es t  
une égalit é dan s chacu n de s deu x ca s suivant s : 
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(i) A „ a bonn e réductio n e n codimensio n 1  sur S  ( i .e . se pro -
r 

longe e n u n schém a abélie n au-dessu s d'u n gro s ouver t d e S ) 
(ii) le noya u d e l'isogéni e 45 p :  Ap —> Ap est annul é pa r N 

(condition gu i impliqu e gu e p|2 d ,  et gu i es t vérifié e sou s l'hypothès e 
8d|N d e (0.2.1)) . 

Bien entendu , dan s l e ca s projecti f o n e n dédui t l a versio n "numé -
rique" suivant e : 

3.1.1. Corollaire. Sous le s hypothèse s d e 3.1 , supposons d e plu s S 
projective. Alors o n a 

hmodL (Ap,§ p) \ < | h s ( A ) 
o o 

avec égalit é dan s chacu n de s ca s (i ) e t ( i i) d e 3.1 . • 

3.1.2. Démonstration d e 3. 1 :  soi t S ' un e k-variét é normal e d e corp s 
des fonction s F ' e t 7 7 :  S ' >  S u n morphism e fini surjecti f :  v u l e 
comportement d e hgmo d e t hg s pa r l e changemen t d e bas e 7 7 (1.3 , 
2.5) i l suffi t d e démontre r 3. 1 pou r l a variét é polarisé e (A-, i ;L, )  e t 

r r 
le modèl e S ' d e F ' . E n particulier , remplaçan t S  pa r u n S ' idoine , 
nous pouvon s suppose r qu' i l exist e 

1 ) u n gro s ouver t Vc s , 
2) u n V-schém a e n groupe s semi-stabl e A ^ —V , 
3) u n faiscea u inversibl e cubist e (automatiquemen t totalemen t symé -

trique) Ly . su r A v prolongean t L(5 p) (VII , 3.1.1) , te l qu e Kfl^ ) 
soit fin i su r A y , 

4) un e N-rigidificatio n restreint e (v^o^ ) (VII , 1.2 ) d e (A^I^) . 

3.1.3. Grâc e à  4 ) ci-dessu s nou s obtenons , pa r définitio n d u schém a d e 
modules t (VII , 3.3.4) , u n diagramm e commutati f (cf . (0.2.6) ) g, a, JNJ 

u ^  » f  H  W ^  e 
| g,d, N 
V q 
1 

3(Ap, §F) 3 g, d 
où U  désign e comm e d e coutum e l'ouver t d e V  o ù A ^ a  bonn e réduction . 
Le morphism e compos é toJ N :  U *  G n'es t autr e qu e l e morphism e 
t y =  t (A u ,L u ,v u , a u ) d e VII , 2.5.1 . D'autr e par t hgmod g(Ap,5p) n'es t 
autre qu e l a hauteu r géométriqu e d e j(A_,,^_ ) relativemen t à  S  e t à 

F F 
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la class e ampl e X su r t ,  ;  o r q* X es t l a class e d e t*&_(l ) su r _ ^  g, d G 
^g,d,N '  d ' o Ù ( X ' 3 * 1 - 2 ) 

(3.1.3.1) hgmod s(AF,§F) = h g g ^ (D^y ) • 
G 

Lorsque A „ a  bonn e réductio n e n codimensio n 1 , alor s U  es t u n 
r 

gros ouver t e t i l résult e d e l a définitio n d e l a hauteu r e t d e cell e d e 
ty qu e dan s c e ca s 

h g S,$ ( l ) ( t U } =  c l a s s e d a n s C H

r - l ( S ) <D d e t u G 
= class e d e (de t f.L TT) 1 

* U 

= |x class e d e ^  (formul e cl é VIII , 1. 3 (  i )) 

= |  hgs s(AF) 

puisque A y es t semi-stabl e e t qu e L(5p ) es t d e degr é d 
Dans l e ca s généra l o n sai t seulemen t (VII , 6.2 ) que , quitt e à 

restreindre V  , t y s e prolong e e n t ^ :  V •  G e t qu e l'o n a  u n 
homomo rph i s me 

(3.1.3.2) t * & G(1) > (det f #L v) 1 

qui es t u n isomorphism e au-dessu s d e U  .  L a class e dan s C H

r _i^ s ^Q d e 

•* —  1 t v ^ ( i ) es t encor e hg g ^  (îj^u^ ' G t c e l l e d e (de t coïncid e 
d ' G 

avec ^  hgs g(AF) d'aprè s l a formul e cl é don c (3.1.3.2 ) impliqu e l ' iné -
galité d e 3.1 . Enfi n lorsqu e Ker(4§_ ) es t annul é pa r N  , l e group e 

r 
K(L )̂ es t annul é pa r N  don c (3.1.3.2 ) es t u n isomorphism e (VII , 6.2 ) 
d'où l 'égali t é dan s c e cas . • 

Pour plu s d e commodité , nou s pouvon s rassemble r le s inégalité s 
obtenues : 

3.2. Théorème. Avec le s hypothèse s e t notation s d e 1.0 , soit 
(Ap,^) €  Ab g^d(F) .  Alors 

(i) 0  4^ hgmod s(AF,§p) ^ Q hgs s(Ap) ^  hgdif s(Ap) dans CH^tS ) . 

(ii) S i S  est projective on a 

0 i hmod L (Ap,§ F) ^  hs L (Ap ) x< hdifL (A p) 
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( i i i ) La second e inégalit é d e (i ) ( resp. (i i) ) est un e égalit é s i 
Ap a  bonn e réductio n e n codimensio n 1 , ou s i Ker(45 p) est annul é pa r N . 

(iv) La dernièr e inégalit é d e (i ) ( resp. (ii) ) est un e égalit é s i 
(resp. si e t seulemen t si ) A „ a réductio n semi-stabl e e n codimensio n 1 . 

r 
(v) Dans l e ca s o ù S  est projective, l'une de s inégalité s (ii ) 

est un e égalit é s i e t seulemen t s i 1'inégalit é (i ) correspondante es t  
une égalité . 
Démonstration :  l a premièr e inégalit é d e (i ) es t immédait e pa r définitio n 
de l a hauteu r projective. L'assertion (v ) résult e d u fai t qu'u n cycl e 
effectif d e degr é 0  es t nul . L e rest e résult e d e 2. 5 e t 3.1 . • 

4. Applications :  critère d ' isotr ivial i té , familles limitées . 

On garde le s hypothèse s e t notation s d e 1.0 . 

4.1. Définition. Soit (A_, l^) € Ab .(F) . Nous diron s qu e (A„,£„ ) est 
r r  g  / Q ht 

à module s constant s ( par rappor t à  k ) si l e morphism e j(A T?,§1-,) de 
(0.2.8) peut s e factorise r e n 

Spec F  ^  Spec k ' * • $ . 
g,d 

où k ' est un e extensio n fini e d e k  . 

4.2. Proposition. Pour qu e (A 1_1,§Tn)^Ab -,(F ) soit à  module s constants , Y p  —g , a 
i l fau t e t i l suffi t qu' i l exist e un e extensio n fini e k " d e k  et un e  
extension fini e F ' d e F  contenant k" , telles qu e (A F , ,§ F ,) pro-
vienne d'un e vairiét é abélienn e polarisé e su r k" . De plus o n peu t alor s  
supposer F ' séparabl e sur F  . 
Démonstration :  l a conditio n es t évidemmen t suffisante . Réciproquement , 
i l suffi t d e choisi r F ' tel l e qu e A p, possèd e un e structur e d e 
niveau n^ 3 :  s i (A^,^ ) es t à  module s constants , l e morphism e 
j :  Spe c F ' —* - É ,  associ é s e factoris e pa r u n k-schém a fin i Jn ^ g,d, n ^ 
Spec k" , d'o ù l a conclusio n puisqu e <ft , es t u n schém a d e module s 

^ g,d, n 
fin. • 
4.3. Définition. Nous diron s qu e (A^, l^) est isotrivial e sur S  s i 

r r 
elle es t à  module s constant s e t s i d e plu s l'extensio n F ' d e 4. 2 peut  
être choisi e no n ramifié e aux point s d e codimensio n 1  de S  . 
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4.4. Proposition. Soit (A„,£„)£Ab -,(F). Les conditions suivantes sont 

équivalentes : 

(i) (Ap,§F) est isotriviale sur S . 

(ii) ( A ^ , e s t à modules constants sur S et A„ a réduction 
semi-stable en codimension 1 sur S . 

(iii) (A„,L) est à modules constants et A_ a bonne réduction en 
r r r 

codimension 1 sur S . 
Démonstration : si (A^,5_) est à modules constants elle a bonne réduc-

r Jb 
tion potentielle en codimension 1, d'où l'équivalence de (ii) et (iii). 

(iii) > (i) : il suffit de prendre comme "extension trivialisante" 

F' l'extension de F rendant rationnels les points d'ordre n )/3 de 

A_ (avec p4n), comme dans la démonstration de 4.2 : cette extension 
r 
est bien non ramifiée sous l'hypothèse (iii). 

(i) (iii) : supposons (A^,§„) isotriviale et soit F' comme 

dans 4.3. Alors A_, a évidemment bonne réduction en codimension 1 sur 
r 

le normalisé de S dans F', lequel est étale en codimension 1 sur S 

d'où la conclusion puisque la formation de la composante neutre du modèle 

de Néron commute au changement de base étale. I 

4.5. Théorème. Supposons S projective et soit (A^,^) € Ab -.(F). 

a) Les conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) (Ap,^F) est à modules constants sur S . 

(ii) hgmod s(A p,§ p) = 0 . 

(ii bis) hmod L (A F,§ p) = 0 . 

(iii) hgs g(A F) = 0 . 

(iii bis) hs T (A.J = 0 . 
L r O 

b) Les conditions suivantes sont équivalentes : 

(iv) (Ap, 5p) est isotriviale sur S . 

(v) hgdif g(A F) = 0 dans CH r _ 1 ( S ) Q . 

(v bis) hdifT (A_) = 0 . 
O 

Démonstration : les équivalences (ii) < = ^ (ii bis), (iii) (iii bis), 

(v) (v bis) résultent de 3.2 (v) . 

a) L'équivalence de (i) et (ii) résulte de X, 3.2.3, et (iii bis) 

implique (ii bis) en vertu de 3.2 (ii). Il reste à voir que (i) implique 
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( i i i ) :  cec i résult e d u comportemen t d e l a hauteu r stabl e pa r changemen t 
de bas e (2.5 ) e t d e 4. 2 ci-dessus . 

b) L e fai t qu e (iv ) impliqu e (v ) résult e d e l a définitio n 4. 3 e t d u 
comportement d e l a hauteu r différentiell e pa r changemen t d e bas e étal e 
en codimensio n 1  (2.3) . Réciproquemen t s i hdif T (A_ ) =  0  alor s 

° 
hsT (A„ ) = 0 (3. 2 (ii) ) don c (A„ , es t à  module s constant s d'aprè s L r  r  r O 
a), e t d e plu s o n a  hs L (Ap ) =  hdifL ( A )  don c (3. 2 (iv) ) A p a 

o o 
réduction semi-stabl e e n codimensio n 1  et l'o n conclu t pa r 4.4 . • 
4.6. Théorème. On suppose qu e S  est projective , et d e plu s qu e S  est 
géométriquement réduit e ( i . e . F  séparable) sur k  o u d e dimensio n 1 . 
Soit e  un réel . Alors l'ensembl e de s application s rationnelle s 

j t V :  S  * * g f d 

où parcourt . 1  ' ensemble de s (  A,-,, 5  „ ) £ Ab 1{F) vérifiant r r  r  g  / Q ——— — 
hdifL (Ap ) ^  e  ( resp. hs ^ (Ap ) ^  e ) est limit é au sen s d e VII , 1.1 . 

o o 
Cela résult e e n effe t d e 3. 2 (ii ) e t d u théorèm e d e l a hauteu r 

bornée X , 4.2 . i l 
On a bie n entend u un e versio n "fine " d u résulta t ci-dessu s : 

4.7. Corollaire. Avec le s hypothèse s e t notation s d e 4. 6 soit d e plu s n 
un entie r premie r à  p  e t V  3 .  Alors l'ensembl e S des 
(A p ,L,v )  € Ab (F ) vérifiant hdif T (A_, ) ^  e  est limit é a u sen s r r  t g ,Q,n t 
suivant :  i l exist e u n k- schéma d e typ e fin i T  ,  un ouver t 
UCTX Spe c F  tel qu e pr 1 (U) = T ,  et u n élémen t X TT d e A b (U) , ki j . u  g  t d. f n 
tels qu e pou r tou t X p € S i l exist e x  € T(k) tel qu e 
X̂ , = (xXid c _ ) *(!__) € Ab ,  (F) . F Spe c F  U  —g,d, n 

Ceci résult e immédiatemen t d e 4. 6 compt e ten u d e 1. 4 e t d u fai t qu e 
ê ,  es t u n schém a d e module s fin . Remarquon s qu'ic i o n a g,d,n 
hdifL (Ap ) =  hSj (Ap ) puisqu e l'existenc e d'un e structur e d e nivea u 

o " b 
n )/3 impliqu e l a réductio n semi-stable . • 
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5. Application au x variété s ordinaires . 
5.0. Sou s le s hypothèse s d e 1.0 , o n suppos e d e plu s qu e l e corp s k  es t 
de caractéristiqu e p  ) 0 .  Si  T  es t u n k-schéma , o n rappell e qu'u n 
T-schéma e n groupe s semi-stabl e A  es t di t ordinaire s i l e noya u d u 
frobenius relati f F

A / T

 e $ t d e typ e multiplicatif . Enfi n o n suppos e qu e 
la variét é S  es t projective. 

5.1. Théorème ( Raynaud). Soit A „ une variét é abélienn e su r F  .  _Si 
Ap a  réductio n ordinair e sur S  ( i .e . si so n modèl e d e Néro n e n chaqu e 
point d e codimensio n 1  est ordinaire ) alors A_ , est isotrivial e sur F  . 

p 
Démonstration :  soi t Â . u n "modèl e d e Néron " d e A p su r u n gro s ouver t 
convenable V  d e S  .  Quitt e à  opére r u n changemen t d e bas e étal e e n 
codimension 1 , o n peu t suppose r qu e l e noya u d u frobeniu s relati f d e Â . est isomorph e à  ( m ) ^ .  A  fortiori l e faiscea u cô A A _ es t t r ivia l d'o ù ^ P  V  Ay/V 
hgdif0(A_) = 0 e t l'o n appliqu e 4.5 . • 

o r 
Pour le s schéma s abélien s o n a  l a variant e suivant e : 

5.2. Théorème. Pour tou t n  )/1 ,  premier à  p  ,  soit Qcj f 1 ' ouvert __ ^  1 g,d, n 
correspondant au x variété s ordinaires . Alors Cl est quasi-affine . 
Démonstration :  comm e l e morphism e nature l t _ —t ,  es t fini , 

^ g,d, n g, d 
l 'assertion es t indépendant e d e n  e t nou s pouvon s don c suppose r qu e 
n )/ 3 .  O n dispose alor s d u schém a abélie n universe l A  — *- <t .L e 

_ n  g , d, n faisceau inversibl e c o /JL es t ampl e su r Jt -, (IX , 3.1 ) e t s a A /<fu g , d, n n g , d, n ^ 
restriction à  Q devien t trivial e aprè s u n changemen t d e bas e fin i 
Cl% * Cl (voi r l a démonstratio n d e 5.1) . Pa r suit e © Q, es t ampl e su r 
Cl1 , don c Cl' (e t auss i Cl) es t quasi-a f fine. • 
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CHAPITRE XII 

Variétés abélienne s à  lie u d e mauvais e réductio n fix é ; 
le théorèm e d e Zarhi n 

Sommaire. 
0. Introductio n e t notations . 
1. Complément s su r l e group e fondamenta l modéré . 
2. Variété s abélienne s à  réductio n modéré e ;  l e théorèm e d e Zarhin . 

0. Introduction e t notations . 

0 .1. Dan s tou t c e chapitr e k  désign e u n corp s d e caractéristiqu e p) /0 , 
S un e k-variét é normal e irréductibl e projective d e dimensio n r  ,  F 
son corp s de s fonctions , e t Dc i s u n ferm é puremen t d e codimensio n 1 . 
On se donn e d e plu s u n gros ouver t V  d e S  te l qu e V  e t D 
soient lisses su r k  (e n particulie r l'extensio n F/ k es t séparable) 
et l'o n pos e U=V- D . 
0 .2. C e chapitr e vis e à  précise r l e théorèm e d e famill e limité e XI , 4 . 6 
lorsque l'o n s e restrein t au x variété s abélienne s polarisée s (Ap,§p ) 
sur F  ,  à  hauteu r borné e pa r un e constant e donnée , e t qu i d e plu s on t 
bonne réductio n e n codimensio n 1  sur U  e t réductio n modéré e au x point s 
maximaux d e D  .  O n obtient alor s un e propriét é d e "famill e limité e aprè s 
changement d e bas e fixe " moyennan t l'hypothès e qu e l e group e d e Galoi s 
Gal(k s/k) es t topologiquemen t d e typ e fini . Cett e dernièr e hypothès e 
(vérifiée s i k  es t fin i o u séparablemen t clos ) perme t d'applique r le s 
résultats d u §1. 

Lorsque k  es t fini , o n e n dédui t u n théorèm e d e Zarhi n [zi ] qu i 
implique (cf . [z2] ) l a conjectur e d e Tat e su r le s homomorphisme s d e 
variétés abélienne s su r F  ains i qu e l a semi-simplicit é de s représenta -
tions 2-adique s attachée s à  ce s variétés . 

1. Compléments su r l e group e fondamenta l modéré . 

1.1. Ave c le s notation s d e 0.1 , noton s REV D(V) l a catégori e de s revête -
ments étale s d e U  , modérément ramifié s l e lon g d e D  , c'est-à-dir e 
modérément ramifié s e n chaqu e poin t maxima l d e D  .  O n sai t (SG A 1, 
XIII.2.1.3 o u [ G-M], 2 . 4 . 2 ) qu e REV D(V) es t un e catégori e galoisienne. 
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Une foi s chois i u n poin t géométriqu e §  : Spec Cl •  Uc v ,  i l exist e 
donc u n group e profini , not é 

(1.1.1) ff°(V,S) 

et appel é groupe fondamenta l modér é d e V  relativemen t à  D  , te l qu e 
(V) soi t équivalent e (vi a l e foncteu r "fibr e e n 5  " ) à l a catégori e 

des ensemble s fini s muni s d'un e actio n d e 7r^(V,§) . 
Notons qu e s i V  C V es t u n gros ouver t d e V  , l e théorèm e d e 

pureté SG A 2, X .3.4 entraîne qu e l e foncteu r nature l 

REVD(V) ^  REVD(V ) 

est un e équivalence. S i §  es t u n poin t géométriqu e d e V  o n a  don c 
un isomorphisme 

ff!J(V',S) *ff*J(V,S ) 

induit pa r l'inclusio n V  c—• V . 

1.2. Soi t —-* - U u n revêtemen t étal e d e U  , modérémen t ramifi é l e 
long d e D  , e t désignon s pa r >  V  l e normalisé d e V  dan s 
l'anneau tota l de s fraction s d e (d e sort e qu e X ^ U= puisqu e 
U es t régulier) . Soi t x  u n poin t d e V  , e t soi t a  € &v ^  un e équatio n 
locale d e D  e n x  .  L e lemme d'Abhyanka r (SG A 1 , XIII . 5.3 o u [ G-M], 
2.3.2) affirm e alor s qu' i l exist e u n voisinag e étal e W  d e x  dan s V 
tel qu e X ^ W soi t somm e de schéma s d u typ e 

(1.2.1) Spec - & w[T]/(Tn-a) 

où car(k)^ n (remarqu e :  nou s somme s ic i dan s u n ca s particulie r d e 
loc. c i t . , celu i o ù l e diviseu r D  es t régulier) . 

En particulier l e schém a es t régulier. Pa r ailleur s soi t 
Ycv u n sous-schém a localemen t ferm é liss e e t transvers e à  D  , i . e . 
te l qu e Y  soi t u n diviseu r liss e d e Y  .  Alor s Y  es t 
encore, localemen t su r Y  , d u typ e (1.2.1) , don c Y  es t u n revê -
tement étal e d e Y ^ u ,  modérémen t ramifi é l e lon g d e Y ^ D  .  Cec i 
permet d e défini r u n foncteu r "restrictio n à  Y  " 

(1.2.2) REV D(V) REV D°Y(Y) 

d'où, pou r tou t poin t géométriqu e £  d e Y  H u  ,  u n homomorphisme 
canonique 
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(1.2.3) ÎT°(Y,S ) *  7T°(V,S) . 

De plus , ave c le s notation s ci-dessus , l e schém a X̂ Y es t 
encore régulier , don c coïncid e ave c l e normalis é d e Y  dan s Y  . 

1.3. Théorème. On suppose k  séparablement clos . Alors l e group e profin i 
TT̂ (V,§) est topologiguemen t d e typ e fin i ( pour u n poin t géométrigu e  
quelcongue §  d e U) . 
Démonstration :  lorsqu e dim S= 1 c e théorèm e es t démontr é dan s SG A 1, 
XIII.2.12. L e ca s généra l s e ramèn e à  celui-l à :  soi t e n effe t C^ v 
une courb e propr e e t l isse , sectio n d e V  pa r u n sous-espac e linéair e 
(pour u n plongemen t fix é S  c—pj^) e t transvers e à  D  .  I l suffi t d e 
voir qu e s i l désign e u n poin t géométriqu e d e C- D ,  1 1homomorphisme 
naturel 

(1.3.1) 77 ^nC(C,5) —+ ïïD

±(V,Z>) 

de (1.2.3 ) es t surjectif, c e qu i équivau t à  l 'assertio n : 

(1.3.2) pou r tou t revêtemen t étal e connexe d e U  , modér é l e lon g 
de D  , l e revêtemen t indui t X^ C d e C- D es t connexe . 

Or soi t S 1 (resp . V 1) l e normalis é d e S  (resp . V ) dan s U 1 : 
alors S 1 es t irréductibl e don c pa r l e "théorèm e d e Bertini " SG A 1, 
X.2.10, S 1XVC =  V" 1XVC es t connex e ;  comm e nou s l'avon s v u e n 1. 2 i l 
est d e plu s régulie r don c irréductible , e t l'ouver t C  d e C 
est bie n connexe . • 

1.4. Corollaire. Soit k g un e clôtur e separable de k  .  On suppos e  
vérifiée l a conditio n 
(GTF) le group e d e Galois Gal( k /k ) est topologiguemen t d e typ e fini . 

Alors l e group e TT̂ (V ) est topologiguemen t d e typ e fini . 
Démonstration :  remplaçan t k  pa r l'extensio n fini e H°(S, & )  =H°(V,&T7), 
on peu t e n effe t suppose r qu e S  e t V  son t géométriquemen t connexe s 
sur k  .  Notan t S g =  S  k g ,  e tc . , fixon s u n poin t géométriqu e 
a g :  Spec Cl •  U g e t noton s a  (resp . b ) l e poin t géométriqu e d e U 
(resp. Spec k) dédui t d e a g .  O n a alor s un e suit e exact e 

D s D 0 — • TT ( V , a )  —^TT i;(v,a) — • rr i (Spec k,b) — >0 
-L S  S  J L _ L 
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analogue à  SG A 1, IX.6.1 . Cec i démontr e l e corollair e puisqu e 77 1 ( V

S ' A

S ) 
est d e typ e fin i d'aprè s 1. 3 e t qu e 7 7 ^(Spec k,b ) l ' e s t pa r hypothèse . • 

1.5. Remarque. L a conditio n (GTF ) es t vérifié e e n particulie r dan s le s 
cas suivant s : 

(i) k  es t séparablemen t clos . 
(ii) k  es t fini . 
( i i i ) k  =  C((T)), o ù C  es t u n corp s algébriquemen t clo s d e carac -

téristique nulle:! . 
Dans le s ca s (ii ) e t ( i i i ) , e n effet , Gal( k /k ) es t isomorph e à  Z \ 

2. Variétés abélienne s à  réductio n modéré e ;  le théorèm e d e Zarhin . 

2.0. Soi t A_ , un e variét é abélienn e su r F  e t soi t x  u n poin t d e 
codimension 1  de S  .  Nou s diron s qu e A p es t à  réduction modéré e a u 
point x  s i pou r tou t nombr e premie r £  ^p (o u simplemen t pou r u n te l 
£) l e modul e d e Tat e T^(A- ) es t modérémen t ramifi é e n x  .  Cec i équi -
vaut à  l a propriét é qu' i l exist e un e extensio n fini e galoisienn e F ' d e 
F ,  modérémen t ramifié e e n x  ,  te l l e qu e A^ , soi t à  réductio n semi-

r 
stable au-dessu s d e x  . 

Le résulta t suivan t es t l a raiso n d'êtr e d u § 1 : 
2.1. Théorème. Soient g  e t n  deux entier s / / 1  ,  avec pi n .  Supposons  
que l e corp s k  vérifie l a conditio n (GTF ) d e 1.4 . Il exist e alor s un e  
extension fini e galoisienn e F ^ d e F  ,  modérément ramifié e ( en codi -
mension 1 ) sur S  et no n ramifié e ( idem) sur U  , avant l a propriét é  
suivante :  pour tout e variét é abélienn e A ^ sur F  ,  de dimensio n g  , 

r 
à réductio n modéré e ( en codimensio n 1 ) sur S  et à  bonn e réductio n 
(idem) sur U  , la variét é abélienn e A ^ sur F ^ admet un e structur e 
de nivea u n  ( ce qu i entraîne , s i n  )/ 3 ,  que A „ a réductio n semi -

. 1 

stable su r l e normalis é S 1 d e S  dans F 1 ) . 
Démonstration :  s i A „ es t comm e dan s l'énoncé , le s structure s d e 

r 
niveau n  su r A „ son t "paramétrées " pa r l e revêtemen t 

r 
Isomr( (^M )p g , n A p ) 

de Spe c F  .  Si . 5  désign e u n poin t géométriqu e d e Spe c F  ,  le s hypo -
thèses faite s su r A  impliquen t qu e c e revêtemen t s e prolong e e n u n 
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objet d e REV^V ) (notatio n d e 1.1 ) don c correspon d à  u n homomorphisme 

Vn(Ap) :  77^(V, §) ^GL 2 g(^/n^) . 

L'hypothèse (GTF ) impliqu e qu e 77^ (V,5) es t topologiquemen t d e 
type fin i (1.4 ) don c qu e l'ensembl e 

Hom(JT̂ (V,§) ,GL2g(^/n^) ) 

est f ini . L'intersectio n de s noyau x de s v  (A^) , pou r A „ variable , es t n F  F 
donc u n sous-group e d'indic e fini , qu i correspon d à  l'extensio n F ^ 
annoncée. B 

2.2. Corollaire. Avec le s hypothèse s e t notation s d e 2.1 , on fix e u n 
entier d  )/1 ,  un faiscea u inversibl e ampl e L  sur S  et u n rée l e  . 

0  

Soit < $ 1 ' ensemble de s (  A„, §_) €  Ab - , ( F) telles cru e A _ ait bonn e 
r F  g  f a r 

réduction su r U  et réductio n modéré e su r S  ,  et telle s qu e 
hdifL (A p) 4  e  (resp . hs L (A p) ^  e) . 

o o 
Alors i l exist e un e extensio n fini e galoisienn e F 1 d e F  tel le 

que 1  ' image d e S dans Ab ^ ^F^ ) soit un e famill e limité e au sen s d e 
XI, 4.7 . 
Démonstration :  i l suffi t d e prendr e pou r F ^ l'extensio n annoncé e e n 
2.1, ave c n  )/ 3 : le corollair e résult e alor s d e XI , 4.7 . • 

2.2.1. Remargue. L'applicatio n naturell e 

^ g , d , n^ g , d , n^ g 

n'est pa s injectiv e e n généra l ;  toutefois , s i (A^ , L) £  <$ , l'ensembl e 
-1 1 cv cy{A ,  § )  es t e n bijectio n ave c H  ( Gai ( F /F) , Aut (A__ , ,§ )) , ensembl e 

1 1 1 
fini don t l e cardina l peu t êtr e explicitemen t born é puisqu e ([M2] , §  21, 
th. 5 ) Aut(A p ,  §p )  s ' identifie , pou r tou t n^ 3 premie r à  p  ,  à  u n 

1 * 1 
sous-groupe d e GL ĝfZ'/nZ ) . 

2.3. Corollaire. Avec le s hypothèse s e t notation s d e 2.2 , on suppos e qu e 
k est fin i ( ce qu i impliqu e (GTF ) ) . Alors 1  ' ensemble S d e 2. 2 es t 
fini. 

En effe t l'imag e d e (S dan s A b -.( F )  es t alor s fini e e t l'o n 
g, CL 1 

conclut pa r l a remarqu e 2.2.1 . • 
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Lorsque p| d ,  l e corollair e qu i sui t es t d û à  Zarhi n Tzi l s i 
p 7^ 2 e t à  S . Mor i (no n publié ) s i p =2 . 

2.4. Corollaire. On suppose k  fini. Soit A ^ une variét é abélienn e  
sur F  .  Alors l'ensembl e de s (B_,§_ ) €  Ab -,(F ) tel les qu' i l exist e 

P P  g  f  

une isogéni e A ^ —>• Bp d e degr é premie r à  p  ,  est fini . 
Démonstration :  o n peu t supposer , quitt e à  remplace r F  pa r un e exten -
sion fini e galoisienn e e t à  applique r l a remarqu e 2.2 .1, qu e A p es t à 
réduction modéré e (o u mêm e semi-stable ) su r S  .  Dan s ce s condition s le s 

auront encor e réductio n modéré e ave c l e mêm e lie u d e mauvais e réduc -
F 

tion qu e A F .  D e plus un e isogéni e premièr e à  p  d e B p su r A p s e 
prolonge e n codimensio n 1  en un e isogéni e premièr e à  p  (don c étale ) 
des modèle s d e Néron , e t pa r suit e (pou r L q ampl e su r S ) 

hdifL ( B )  =  hdifL ( A )  . 
o o 

Il suffi t dè s lor s d'applique r 2 .3. • 
2.4 .1. Remarque. L a restrictio n su r l e degr é d'isogéni e es t essentielle . 
Par exempl e prenon s S  = P̂ . :  i l exist e su r S  u n schém a abélie n A  no n 
isotrivial e t isogèn e à  u n schém a abélie n constant A Q ( [SZ ] , VIII) . 
Munissons-le d'un e polarisatio n 5  (pa r exempl e principale , cf . loc . 

1 1 ,  * c i t . ) .  Pou r tou t k-morphism e 9  : p ^ p ^ ,  l e schém a abélie n < P A 
est isogèn e à  cp *A ^  A  , don c auss i à  A  , e t l a polarisatio n cp* § o o 
est d e mêm e degré qu e % > . Mai s o n a 

h sG (1) ( C P *V = ( d S g C p ) h s & (1 ) ( A F ) 

et hs^^^Ap ) )  0  puisqu e A  n'es t pa s isotr ivial . Pa r suit e l'ensembl e 
des classe s d  ' isomorphisme de s (<P* A ,cp* § )  lorsqu e c p parcour t 1 1 r  r Hom^tP^/P^), es t infini . 

Enfin, Zarhi n [z2 ] dédui t d e 2. 4 l e résulta t suivan t : 

2.5. Théorème. On suppose k  fini. Soient A  e t B  deux variété s abé -
liennes su r F  e t 2  un nombr e premie r ^  p  .  Désignons pa r T (̂A ) e t 
Tg(B) les module s d e Tat e £- adigues respectif s d e A  e t B  , consi-
dérés comm e 1^-faisceaux étale s su r Spe c F  . 

(i) L'homomorphisme canoniqu e 

HomF(A,B) ®Z Z G —  Hom^_ f a . s c e a u x (T £ (A) ,T { (B) ) 

est u n isomorphisme . 
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(ii) L e (D^- faisceau T^A)®^ , est semi-simple . • 

2.6. E n caractéristique nulle , e t sou s le s hypothèse s d e 2.2 , G . Falting s 
[FI] a  montr é qu ' i l exist e un e constant e c  tel l e qu e l'o n ai t 
hsT (A_ ) \ \ c  pou r toute ( A ,  § )  € Ab -.(F ) tel l e qu e A ^ ai t bonn e 

L r  r  r  g , Q r 
o 

réduction su r U  .  L a conclusio n d e 2. 2 es t don c valabl e san s restrictio n 
de hauteur , i . e . "e n prenan t e  = +oo" . 
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La formul e clé canoniqu e sur 2 Z 

1. Sur l a formul e cl é canoniqu e dan s l e ca s séparable . 
1.1. Proposition (cf . VIII , 1.5) . Soient S q u n schéma , d  un entie r 
> 1  inversibl e su r S q .  Alors FCC( S ,g,1 ) ( resp. FCC a b(S q,g,1)) 
implique FCC(S Q,g,d) ( resp. FCC a b (S q ,g,d)). 

1.2. Soi t ( A S,L ) un e donné e d e typ e (g,d ) (o ù d  n'es t pa s 
supposé inversibl e su r S) . Appelon s système d e descent e pou r (S,A,L ) 
la donné e : 

(i) d'u n sous-group e d e nivea u lagrangie n H  d e G(L ) 
(ii) d'un e sectio n a£A(S ) 

ayant l a propriét é suivant e :  s i l'o n not e l'imag e d e H  dan s 
K(L), B  —^ S  l e quotien t A/H 1 , X :  A —^ B  l a projection , M 1 l e 
faisceau inversibl e su r B  dédui t d e L  e t H  pa r descent e (VI , §1) , 
alors l e "translat é tordu " 

(1.2.1) M:=T * ®  f*a*L~ 1 

A {a ) I 
est symétrique (remarque r qu e a*L = X(a) * )  . 
1.3. L emme. A tout systèm e d e descent e (S,A,L,H,a ) comme ci-dessu s o n  
peut associe r u n isomorphism e d e (^- modules 

2 
6 (B ,M) — > 6  ( A, L) 

(avec le s notation s d e 1.2) , de manièr e compatibl e à  tou t changemen t d e  
base admissibl e e t à  tou t changemen t d e modèle . 
Démonstration (cf . VIII , 1.5.2 ) :  d e 1'isomorphism e nature l X*M ^ L 
on dédui t d'abor d 

A*M T* L ® f  *a*L~1 

a 
f . À*M f 4.T*L®a*L"1 . 
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Par translatio n pa r a  ,  o n a  f̂ L — > f*T* L ,  d'o ù 
f *A*M -̂ V f  *L e a*L~1 

d 1 où 
Ô(A,À*M) ô  (A,L) ®  a*L®" 2d . 

D'après VIII , (1.1.3.1) , Ô(A,À*M ) s'identifi e à  Ô(B,M ) ,d'o ù 
2 2 ~ ,  x.v ®d ~  r / _ _  v ®d t  «  -2d ô(B,M) —> > ô(A,L) ®  a* L 

Or l a symétri e d e M  impliqu e qu e a  G K(L® 2) (S) don c es t annul é 
2 

par 2 d ,  d e sort e (1,5.7 ) qu e a*L ® adme t un e tr ivial isatio n cano -
nique. L'isomorphism e précédent , élev é à  l a puissanc e 2 , donn e don c l e 
résultat . • 
1.4. Lemme. Soit ( S , A, L) une donné e d e typ e ( g , d) . 
(i) On suppos e qu e S  est u n t r a i t de poin t génériqu e U  .  Tout sys -
tème d e descent e pou r (U^^,^ ) se prolong e e n u n uniqu e systèm e d e  
descente pou r (S,A,L) . 
(ii) On suppos e qu e A  est u n S- schéma abélien . Le foncteu r qui , à 
tout S- schéma T  ,  associe l'ensembl e de s système s d e descent e pou r 
(T, A^ ,Lr̂ 1) , est représentabl e pa r u n S- schéma projecti f e t surjecti f 
sur S  .  Si d e plu s d  est inversibl e su r S  ,  ce schém a es t mêm e fin i 
et pla t sur S  et so n degr é e n chaqu e poin t d e S  est major é pa r u n  
entier n  ne dépendan t qu e d e g  e t d  ( et no n d e S , A, L) . 
Démonstration :  l e foncteu r de s sous-groupe s d e nivea u lagrangien s d e 
G(L) es t représentabl e (V , 2.5.3 ) pa r u n S-schém a S ^ ,  projecti f e t 
surjectif. Dan s l e ca s (ii ) ,  l e sous-schém a d e A  form é de s a  véri -
fiant l a conditio n d e 1. 2 (pou r l e sous-group e d e nivea u nature l H  d e 
G(L) )  est , comm e o n l e vérifi e immédiatement , u n S 1-torseur sou s 

b1 ' 
AŜ (K(M^)) donc es t f ini , pla t e t surjecti f su r .  L a premièr e 
assertion d e (ii ) e n résulte . Lorsqu e d  es t inversibl e su r S  i l 
suffit d e voi r qu e S ^ es t fin i e t pla t su r S  d e degr é borné . Or , 
localement pou r l a topologi e étal e su r S  ,  G(L ) es t isomorph e à  l'u n 
des "groupe s d e Heisenberg " G(ô ) d e [M3] , § 1 ;  o n e n dédui t aisémen t 
le résulta t (e n fai t , S ^ es t mêm e étale su r S  dan s c e cas) . 
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Dans l e ca s (i ) soi t (H^a ^ u n systèm e d e descent e pou r 
(U /A U ,L U). L a propret é d e impliqu e qu e s e prolong e e n u n 
unique sous-group e d e nivea u lagrangie n H  d e G(L) . D'autr e par t o n 
vérifie immédiatemen t qu e a^CKlL 8 )(U ) don c s e prolong e e n 
a£ K(L® 2) (S) puisqu e K(L* 2) es t fin i su r S  .  I l es t clai r qu e l a 
condition d e symétri e d e 1. 2 s e prolong e pa r densité . • 

1.5. Montron s maintenan t 1. 1 dan s l e ca s "abélien" . Soi t (S,A,L ) un e 
donnée d e typ e (g,d ) ,  o ù A  es t u n schém a abélie n su r l e S  -schéma 

TT 
S .  Soi t S ' — > S  l e S-schem a de s système s d e descent e pou r 
(S,A,L). O n a  su r S 1 u n systèm e d e descent e nature l (H,a ) pou r 
(A g ( ,L S , ) , d'o ù un e donné e (B,M ) d e typ e (g,1 ) su r S ' et , d'aprè s 
1.3, u n isomorphism e 

2 
Ô (B,M) — >• 6  (A,L) s , 

La formul e cl é FCC A^ ( Sq , g, 1  ) fourni t u n entie r m  _> 1  e t un e 
tr ivialisation d e Ô (B,M)®m, d'o ù grâc e à  1'isomorphism e précéden t un e 
tr ivialisation A'(A ,L) d e Ô(A ,L)®,m .  I l suffi t alor s d e pose r 

/•iv - r \ / M i  / Tv TX%®n!/deg TT A(A,L) =  (N G ,^ SA (A ,L)) ^ 

où n  es t l 'entie r annonc é à  l a fi n d e 1.4 , e t o ù de g T T es t l a fonc -
tion localemen t constant e s  —> • degsïï su r S  .  O n obtient ains i un e 
tr ivial isation d e Ô(A, L)®^mdn*f fonctoriell e e n (S ,A,L). • 

1.6. Démontron s maintenan t l a "versio n FCC " de 1.1 . Soi t (S ,A,L) un e 
donnée d e typ e (g,d) , o ù S  es t u n S Q-schéma. S i U c S es t l e plu s 
grand ouver t au-dessu s duque l A  es t abélien , o n dispose , pa r l e pro -
cédé d e 1.5 , d'un e trivialisatio n AFA ^L^) d e Ô  (A ,L) au-dessu s d e 
U , don t i l s 'agi t d e voi r qu'ell e s e prolong e à  S  .  D'aprè s l'hypo -
thèse d e normalit é VIII , 1.0. 1 nou s somme s ramené s a u ca s o ù S=Spe c A 
est u n t r a i t , e t mêm e un t ra i t complet , e t U  = Spe c K  so n poin t 
générique. 

On a  construi t e n 1. 5 u n revêtemen t fin i U 1 =Spec K 1 d e U  (d e 
sorte qu e K ' es t un e K-algèbr e finie ) ,  e t un e tr ivial isatio n 
A'(A u ,L u ) d e Ô ( A , L ) ^ m d pou r m  convenable , l a tr ivialisatio n 
A(Au,L^) étan t essentiellemen t l a norm e d e OMA ^L^). 
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1.6.1. Lemme. A vec le s hypothèse s e t notation s ci-dessus , pour tou t  
diagramme commutati f 

U" = Spec K " c—> S " = Spec A" 

U' =  Spec K ' 
l 
U =  Spec K S =  Spec A 

où h  est u n morphism e d e t ra i t s e t U " le poin t génériqu e d e S" , la  
tr ivialisation a'( A ,L^ ) d e ô (A,L)®„m s e prolong e e n un e t r i -
vialisation d e 6 (A,L)g^mc^ sur S" . 

Démonstration :  a 1 (Ay,^ ) es t déduit e canoniquemen t d e FCC(S Q,g,1) 
et d'u n système: : d e descent e pou r (U',Ay,, L J  .  Celui-ci , d'aprè s 1. 4 
(i) , s e prolong e à  S" , d'o ù notr e assertio n e n appliquan t su r S " l e 
lemme 1. 3 e t FCC(S o,g,1). • 

1.6.2. Choisisson s alor s un e tr ivialisatio n quelconqu e d e 6 (A,L) su r 
S ,  d e sort e qu e a ' (A ,̂L )  s'interprèt e comm e u n élémen t y  d e K | X . 
Le lemm e ci-dessu s impliqu e qu e l'imag e Y r e (^ d e Y dan s K

r e ( ^ e s t  

entière su r A  .  Pa r suit e y  es t entie r su r A  , c e qu i impliqu e qu e 
N^.,^(y) G  A .  L e mêm e raisonnemen t appliqu é à  y  prouv e qu e cett e 
norme es t un e unité d e A  , c e qu i signifi e qu e N K 1 / K A ' ^ A U ' L U ^ S E 

prolonge e n un e tr ivialisatio n d e ô (A,L)®^mc^ deg( K /K ) # u 

2. Démonstration d e FCC(Spe c E,g,1 ) . 
2.0. O n a  démontr é a u chapitr e VII I l a formul e FCC a^(Spec S,g,1) . 
Nous pouvon s don c fixe r u n entie r m  _> 1  et , pou r tout e donné e 
(A S,L ) d e typ e (g,1 ) o ù A  es t u n S-schém a abélien , un e t r i -
vialisation a a (A,L ) d e ô (A,L)®m ,  compatibl e à  tou t changemen t d e 
base. L a formul e cl é FCC(Spe c Z,g,1 ) résult e d e l'énonc é plu s préci s 
suivant : 

2.1. Théorème . Soient (  S , A, L ) une donné e d e typ e (g,1 ) ,  Uc S le  
plus gran d ouver t te l qu e A y soi t u n U- schéma abélien . Alors 
aak(A ,L^ ) se prolong e e n un e ( unique) tr ivial isation d e ô (A,L)®m 

sur S  . 

250 



APPENDICE l 

2.2. A u chapitr e VIII , §4 , nou s avon s e n fai t montr é c e théorèm e dan s 
le ca s particulie r o ù S  es t u n schém a d e caractéristique nulle . 
D'après l'hypothès e d e normalit é VIII , 1.0.1 , nou s somme s don c ramené s 
au ca s o ù S  =  Spe c A  , o ù A  es t u n annea u d e valuatio n discrèt e com -
plet, à  corp s résidue l k  algébriquemen t clo s d e caractéristiqu e 
p > 0  .  Choisisson s alor s un e immersio n fermé e 

S c—> S 1 =  Spe c A 

où A ^ es t u n annea u loca l régulie r comple t d e dimensio n 2  e t d'iné -
gales caractéristiques , ains i qu'u n élémen t tt ^ d e A ^ relevan t un e 
uniformisante t t d e A  e t non divisibl e pa r p  . 

(Par exemple , s i A  es t d'inégale s caractéristique s o n peu t prendre 
A =A[[t] ] e t t t =  7T+ t ,  ave c A  identifi é à  A 1/tA1 ;  s i A  = k[[ïï]] 
on peu t prendr e A ^ =W[[ÏÏ]] e t t t =  t t ,  o ù W  désign e l'annea u de s 
vecteurs d e Witt  d e k) . 

Notons l'ouver t Spe c A^ I/t t^] d e . 

2.3. Proposition. I l exist e u n S  - schéma e n groupe s semi-stabl e à 
fibres connexe s A   ̂,  abélien au-dessu s d e U   ̂ et prolongean t A° , 
ainsi qu'un e polarisatio n principal e su r (A 1 ) prolongeant l a pola -

1 
risation c p su r A rT . 

LU U 

2.4. Montron s qu e l a propositio n ci-dessu s impliqu e l e théorème . Pa r 
les technique s habituelle s d e gonflemen t (IV , §8 ) e t d e prolongemen t 
(II, §3) , nou s voyon s qu' i l exist e u n morphism e fin i surjecti f 
Ŝ  —> • ,  ave c Ŝ j normal , e t un e donné e (Â j,L̂ j ) d e typ e (g,1 ) 
sur S ' ,  prolongean t l a donné e induit e pa r (A,L ) su r S ' =  S 'x s  . ab ' Notant = u i x

s

 s ^ x x suffi t d e voi r qu e a  ( (Aj )yi ) s e prolong e 
aux point s d e codimensio n 1  de S ^ .  C'es t vra i pou r le s point s d e 
caractéristique 0  comm e nou s l'avon s déj à di t , e t l e fai t qu e P^ tt̂  
implique qu e le s point s d e codimensio n 1  e t d e caractéristiqu e p  son t 
dans Û j ,  cqfd . 

2.5. L a preuv e d e 2. 3 repos e su r de s construction s "analytiques " don t 
le prototyp e es t d û à  Mumfor d [M8 ] e t don t l e ca s généra l es t esquiss é 
dans [Bryl] , [CLC ] e t [F3] . 

Soient R  u n annea u noethérie n norma l excellent , I  u n idéa l d e 
R te l qu e I  = / ï e t qu e R  soi t comple t pou r l a topologi e I-adique . 
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Notons S  = Spec R , S q = Spec Rq ,  K  = corps de s fraction s d e R  . 
On part d e l a l is t e d'ingrédient s qu i sui t : 

(2.5.1) u n S -schéma abélie n B  ; 
(2.5.2) un e polarisatio n principal e Ç  :  B —> B t ; 
(2.5.3) u n 2-modul e libr e d e ran g fin i X  ,  e t so n tore dua l sur S  , 
noté T  ; 
(2.5.4) u n morphism e j  :  X — B d e S-schéma s e n groupe s ( i .e . un 

t 
morphisme d e groupe s X  —> B(S) ) ;  o n not e j ' = :  Xg — > B  ;  l e 
morphisme j ' détermin e canoniquemen t un e extensio n 
(2.5.4.1) 1  —> T  —> G  —> B  —> 1 
de S-schéma s e n groupe s commutatif s ; 
(2.5.5) un e tr ivial isatio n \\j , au-dessu s d u poin t génériqu e d e S  , 
de l a biextensio n symétriqu e 

E := (jxj')*(P ) 

de X  *X_ pa r C E „ , o ù P  désign e l a biextensio n d e Poincar é su r S S  m , S 
BxB̂  (la symétri e provenan t d u fai t qu e Ç  es t un e polarisation) . 
On impos e à  cett e tr ivial isatio n l a condition d e dégénérescenc e sui -
vante :  noton s E  l e faiscea u inversibl e su r X̂ xx̂ , associ é à  E  ; 
alors pou r tou t xG X ,  l a tr ivialisatio n ip T. (x,x) d u K-vectorie l 
E s e prolong e e n u n élémen t d u R-modul e E  ,  qu i es t mêm e 

XK'XK XR'XR 
dans IE 

XR'XR 
Soit U  l e plu s gran d ouver t d e S  te l qu e ty^ s e prolong e e n 

une tr ivial isat io n d e E u .  O n déduit alor s d e u n morphism e 
: X ^ — > G ^ relevan t :  X^ —> B ^ .  Noton s qu e l a conditio n d e 

dégénérescence imposé e à  ip K impliqu e qu e U c s-SQ ,  e t auss i qu e 
est injectif. 
On associe alor s au x donnée s ci-dessu s u n schém a semi-abélie n 

( i .e . semi-stable à  fibre s connexes ) A  —> S  qu i est , e n u n sen s 
assez subtil , l e "quotient " d e G  pa r l e "group e d e périodes " j^X^ ) 
De plu s A ^ es t u n U-schém a abélie n principalemen t polarisé , alor s 
que A g s'identifi e à  G g (e t G  es t l'extensio n d e Raynaud asso-

o o 
ciée à  A  ,  a u sen s d e SG A 7, IX , §7) . 
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Inversement parton s d'u n S-schém a semi-abélie n A  ,  te l qu e 
Ag soi t extensio n d'u n S Q-schéma abélie n B q pa r u n tor e T q ,  e t 

o 
tel qu e A  soi t un e variét é abélienn e principalemen t polarisée . O n 
peut s e demande r s i A  peu t êtr e construi t pa r l a méthod e ci-dessus . 
Lorsque S  es t u n t r a i t , l a répons e es t affirmativ e comm e l'on t mon -
tré indépendammen t Raynau d [R2 ] e t Mumfor d [CLC] , c e dernie r lorsqu e l a 
caractéristique résiduell e es t *  2 .  D'autr e par t Falting s [F3 ] a 
récemment donn é un e démonstratio n d u ca s généra l (sans  restrictio n su r 
Nous n'auron s besoi n ic i qu e d u ca s d'u n t r a i t . 
2.6. Revenon s à  l a situatio n d e 2.2 . Le S-schém a semi-abélie n A ° 
peut, d'aprè s c e qu i précède , s e construir e à  parti r d e donnée s (2.5.1 ) 
à (2.5.5 ) su r S  ,  I  étan t l ' idéa l maxima l d e A  . Pou r établi r 2. 3 i l 
s 'agit d e prolonge r ce s donnée s à  S ^ . 

Tout d'abor d l e schém a abélie n principalemen t polaris é (B,Ç ) su r 
S s e prolong e e n ( B ^ , ^ ) su r S ^ ,  e n vert u d e l a l i ss i t é d u cham p 
des schéma s abélien s principalemen t polarisés . 

Comme B ^ es t liss e su r S ^ e t X  libre , l e morphism e 
j :  Xg —> B  s e prolong e e n j ^ : Xg — > B ^ .  Soi t P ^ l a biextensio n 

t ^ 
de Poincar e su r B-|x B-] '  e t considéron s l a biextensio n symétriqu e 

E1 =  (J 1xj^)*(P 1) 

avec j * ,  ains i qu e l e faiscea u inversibl e associé . L e 
groupe de s classe s d e biextension s symétrique s d e (X c , X )  pa r 

1 1 1 2 (E ~  s'identifi e à  Ex t (Sy m X 0 ,( E )  = 0  don c nou s pouvon s choisi r m, S^ 2 m , S^ ^ 
une tr ivialisatio n d e E ^ .  C e choi x fai t , l a donnée , pou r u n S^ -
schéma Y  , d'un e tr ivialisatio n d e (E^) ^ équivau t à  l a donné e d'un e 
application bilinéair e symétriqu e 

3 y :  Xxx H°(Y,0* ) . 

En particulie r o n dispos e déj à (2.5.5 ) d e 

B v :  Xxx — > KX 

où K  désign e l e corp s de s fraction s d e A  ; d e plu s l a conditio n d e 
dégénérescence d e (2.5.5 ) signifi e que , pou r tou t xG X o n a 

B .(x,x) G  I  =  TT A 
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de sort e qu e l'o n peu t écrir e 

3K(x,y) =  u(x ,y )7T E ( X ' Y ) 

où u  : Xxx —>• A* e t e  : X*x —>- Z son t bilinéaire s symétriques , e 
étant d e plu s d éfinie positive . Nou s pouvon s évidemmen t releve r u  e n 

u1 :  Xxx — ^ A * 

bilinéaire symétrique , e t i l suffi t d e poser , pou r (x,y ) £ Xxx : 

BD (x,y ) =  U l (x,y )TT^ ( X , Y ) ; 

on obtien t ains i un e applicatio n bilinéair e symétriqu e d e Xx x dan s 
r(LL,G>* )  =  A1 [ 1 /TT. ]X , qu i relèv e 3 ^ e t te l l e qu e B  (X,X)€TT 1A 1 

I U  ^ I I K  U   ̂ I L 
pour x€ X .  O n obtient ains i un e tr ivial isat io n d e au-dessu s d e 

vérifiant le s condition s requises . • 
2.7. Corollaire. FC C (Spec 2Z [1 /d] ,g,d) est vrai e pou r tou s g  e t d  , 
et FC(S,g,d ) est vrai e pou r tou s g  e t d  et tou t S  noethérien  
normal excellen t. 

Cela résult e e n effe t d e VIII , 1. 5 e t d e l a propositio n 1. 1 c i -
dessus. • 
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La formul e clé pou r le s schéma s abélien s ;  applications 
{en collaboration avec L . SZPIRO ) 

1. Riemann-Roch e t l a formul e clé . 
1.1. O n s e propos e ic i d'établi r (comm e annonc é e n VIII , 3.1 ) 
FC a b(S,g,d) pou r tou t schém a S  su r leque l l 'entie r d  es t inversi -
ble. E n fai t nou s allon s procéde r d e manièr e u n pe u différent e :  u t i l i -
sant l e théorèm e d e Riemann-Roch-Grothendiec k o n prouv e FC a b(S,g,1) 
pour tou t schém a S  quasi-compac t admettan t u n faiscea u inversibl e 
ample. L'exame n d e l a preuv e d e VIII , 3. 2 montr e qu e cec i impliqu e 
FCCa (Spe c Z,g,1 ) e t pa r suit e (Appendic e 1 , propositio n 1.1 ) 
FCCab(Spec Z[1/d],g,d ) (e t aussi , e n vert u d e Vili, 1.5., FC a b(S,g,d) 
pour S  norma l excellent , san s restrictio n su r d) . 

1.2. Pou r tou t schém a X  , noton s Gr' X (conformémen t à  SG A 6) l e 
gradué, pou r l a y-filtration, d u group e d e Grothendiec k K*(X ) d e l a 
catégorie de s 0 -module s localemen t libre s d e ran g fini . O n rappell e 

x 
(SGA 6 , X.5.3.2 ) qu e l a premièr e class e d e Cher n défini t u n homomor -
phisme injectif 
(1.2.1) c 1 :  Pic X  —> Gr 1X 
qui es t d'ailleur s bijecti f s i X  est , disons , quasi-compact . 

1.3. Soien t S  u n schém a quasi-compac t admettan t u n faiscea u inver -
sible ample , A  —̂ > S u n S-schém a abélie n d e dimensio n relativ e g  , 
L u n faiscea u inversibl e su r A  ,  ampl e relativemen t à  S  e t d e 

2 
degré d  (d e sort e qu e f̂ L es t localemen t libr e d e ran g d) . 

Nous allon s applique r l e théorèm e d e Riemann-Roch-Grothendiec k 
(SGA 6 , VIII.3.6 ) à  f  :  A —> S  .  Nou s travailleron s don c dan s le s 
groupes Gr*A® Œ e t Gr*S® Q .  Poson s 

1 

x = Cj (L) e Gr A  ® Q 
Q =  eA f ii/S 

de sort e qu e = f* ^ •  L e théorèm e d e Riemann-Roc h impliqu e 
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(1.3.1) c h f j x ) = f t ( c h x .Td f*l î )  dan s Gr'S® Q 

= f*(c h x ) .Td Çiy (formul e d e projection ) . 
1 

Calculons le s composante s dan s G r S ® Q} de s deu x membres . Pou r 
le membr e d e gauch e c'es t c ^ (f*L) puisqu e R 1fvtL =  0  pou r i  >  0  . 
Pour l e membr e d e droit e o n a 

f. (c h x ) =  jl - f  * (xk) =  d + f  , (x g + 1 )  + degr é >  2 
k>g '  y 

c (^ v) 
Td 9, = 1  +  — — +  degré >  2  , 

de sort e qu e l a composant e d e degr é 1  du secon d membr e d e (1 .3.1) es t 

"f c 1 ( f i ) +  TgTTT T f . ( x 9 + 1 ) • 
L'égalité (1 .3.1) devien t don c 

(1.3.2) c , (6(A,L) ) =  ( g +

2

1 } ,  f^( C l (L) g + 1) . 

1.4. Ave c le s hypothèse s e t notation s d e 1 .3, supposon s d e plu s qu e 
d= 1  e t qu e L  es t symétriqu e e t r igidif ié . Nou s pouvon s applique r 

2 
(1.3.2) e n remplaçan t L  pa r L * ( n entie r _ > 1 ) c e qu i donn e 

2 9 2g+ 2 
(1.4.1) C l (ô(A,L 8 n ) ) =  f§7ï7 T f*(c 1(L) g ' ) . 

2 
La symétri e d e L  impliqu e qu e L® n ^  [n]j* L ,  d e sort e qu e 

(appliquant VIII , 1.1 .3 à  l'isogéni e ^ n ^^ o n a  : 

2 
(1.4.2) C l(ô(A,L® n ) ) =  ne ^  (  ô(A, L) ) 
et (1.4.1 ) devien t alors , e n simplifian t pa r n 2 g : 

2 
(1.4.3) C l (6(A,L) ) =  ( g

2

+

n

l } ,  f„(c 1 (L) g + 1) . 

Comme l e premie r membr e es t indépendan t d e n  ,  cec i impliqu e 1 
c^(ô(A,L)) = 0 dan s G r S»( B ,  don c ô  (A,L) es t d'ordr e fin i puisqu e 
(1.2.1) es t injectif . Cec i établi t FC a b(S,g,1). 
1.5. Remarque. Soien t A  S  u n S-schém a abélien , L  u n faiscea u 
inversible su r A  ,  no n nécessairemen t ample . Notan t d  l a caractéris -
tique d 1Euler-Poincaré relativ e d e L  (supposé e constant e su r S  pou r 
simplifier) poson s 
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»2 ® d 
Ô(A,L) =  det Rf^(L ) ®cô A/s 

où de t Rf* L es t l e déterminan t d u "complex e parfait " Rf* L (cf . 
Knudsen-Mumford, Th e Projectivit y o f th e Modul i Spac e o f Stabl e Curve s 
1, Math . Scand . 3 9 (1976) , 19-55) . Dan s l e ca s ampl e cett e notatio n es t 
compatible ave c cell e d u chapitr e VIII . I l es t alor s nature l d e deman -
der s i , lorsqu e L  es t symétriqu e e t r igidifié , 6(A,L ) es t d'ordr e 
fini . I l e n es t bie n ains i lorsqu e d  es t inversibl e su r S  ,  o u 
lorsque S  es t norma l excellen t e t d ^ 0  :  o n sai t alor s [M2 ] qu e 
(localement su r S ) le s image s directe s supérieure s R 1f^L son t nulle s 
sauf une , laquell e es t localemen t libr e d e ran g |d | .O n constat e qu e 
l'énoncé d e comportemen t pa r isogéni e d e 6(A,L ) es t encor e valabl e 
dans c e cas , d e sort e qu e l a méthod e ci-dessu s s'appliqu e san s change -
ment lorsqu e d = ± 1 ;  l e ca s d * 0  ,  S  norma l excellen t s'e n dédui t 
par VIII , 1.5 , e t l e ca s o ù d  es t inversibl e su r S  pa r l a méthod e 
du § 1 d e l'appendic e 1 . 

2. Schémas abélien s su r un e courb e e n caractéristiqu e nulle . 
2.0. Soien t k  u n corp s algébriquemen t clo s d e caractéristiqu e 0  ,  C 
une courb e propre , liss e e t connex e su r k  ,  q  so n genre . Soi t 
A —̂ > C u n C-schém a abélie n d e dimensio n relativ e g  .  Comm e nous 
sommes e n caractéristiqu e nulle , nou s pouvon s parle r san s craint e d e 
la partie fix e A q d e A  ,  qu i es t l e plu s gran d sous-schém a abélie n 
constant d e A  .  Soi t g  l a dimensio n relativ e d e A  su r C  . 

^o o 
2.1. Théorème. Avec le s notation s e t hypothèse s ci-dessus , on a 

0< deg c ^ A / c < (g-g Q)(q-1) . 

Démonstration :  o n sai t déj à (chapitr e IX ) qu e de g ^/C — ^ *  Rempla-
çant A  pa r A/A o ,  o n peu t suppose r qu e A q = 0  (noton s qu e 

^A/C^^fA/A )/c^ ' C e t t e hypothès e équivau t à  Pic° C -̂ V Pic° A ,  c 'est -

à-dire à  H1 (C, 0C) H 1(A,0A), o u encor e à  H°(C,^ / k ) -̂ V H° (A ,^ / k ) . 

Notons E  l'algèbr e d e Li e d e A/ C ,  d e sort e qu e co^ ç = det E v . 
La suit e exact e 

0 f *«c/k ~ * "i U f V 0 

donne pa r imag e direct e 
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0 «C/ k f*"l/k E V ( R l f * 0 A» 8 "c/ k • 
1 t 

Notons qu e R  f  i(0 ̂  - Lie (A /C ) ca r un e polarisatio n quelconqu e su r 
A es t u n C-morphism e étal e A  —> A^ .  Notan t N  l'imag e d e u  , 
on a  don c deu x suite s exacte s : 

(2.1.1) 0  - > fij /k —  f ^ / k —  N  — 0 
(2.1.2) 0  — > N —> E V — > E®^c/k * 

Il suffit d e prouve r qu e H°( C ,N) =  0  :  e n effe t l a suit e (2.1.2 ) 
donne h°(E v) <  h°(E « fi,l /k) =  h 1 (E v) d'o ù : 

0> X(E V) =de g E V+g(1-q) =de g ^ R / c -  g(q-1) . 

Or l a suit e (2.1.1 ) es t scindée pa r l a sectio n unit é d e A  su r 
C ,  d e sort e qu e H°(N ) es t l e conoya u d e H °^c/k^ — H ° ^ A / k ^ qu^" 
est pa r hypothès e u n isomorphisme . • 

2.2. Noton s A b - , (C ) l'ensembl e de s classe s d  ' isomorphisme d e 
g , d , n 

C-schémas abélien s d e dimensio n relativ e g  ,  muni s d'un e polarisa -
2 

tion d e degr é d  e t d'un e structur e d e nivea u n  .  U n tel obje t 
(A,C/V) défini t u n morphism e j (A, £ , v) :  C —> A  - , J g,d, n 
de C  dan s l e k-schém a d e module s idoine . 

2.3. Corollaire. 
( i ) L'ensemble de s j  ( A, £ , v ) , pour (  A, Ç , v ) parcourant A b - , (  C ) , 

g , a t n 
est un e famill e limité e d e morphismes . 
(ii) Pour n  > 3  ,  A b ,  (C ) est un e famill e limité e su r k  ( au sen s 

g / u r n 
de XI , 4.7) . 
(iii) Pour n  quelconque, i l exist e u n revêtemen t fin i étal e C ' —> - C tel qu e l'imag e d e A b - , (C ) dan s A b ,  (C ) soi t un e famill e ^ 2 g,d, n g,d, n 
limitée su r k  . 
Démonstration :  (i ) résult e d e XI , 4.6 , (ii ) d e XI , 4.7 , e t (i i i ) d e 
XII, 2.2 . • 
2.4. Comm e nou s l'avon s signal é e n XII , 2.6 , Falting s a  étend u ce s 
résultats au x schéma s abélien s su r un e courb e no n nécessairemen t propre , 
sans toutefoi s donner , comm e e n 2.1 , un e born e explicit e d e l a hauteur . 
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ABSTRACT 

This wor k deal s wit h semistabl y degeneratin g familie s o f polarize d 
abelian varietie s ove r a  scheme . W e extend t o thi s cas e th e basi c tool s 
classically associate d wit h polarization s —  e.g. , th e thet a grou p 
acting o n th e linea r syste m —  and thu s obtai n result s suc h a s negativit y 
of th e determinan t shea f o f th e relativ e Li e algebra . Wheneve r possibl e 
we avoi d makin g restrictiv e hypothese s suc h a s separabilit y o f th e 
polarization. Th e centra l too l i s a  formul a generalizin g th e fac t tha t 
(over <C ) theta constant s ar e modula r form s ;  thi s i s prove d (Chapte r 
VIII) whe n th e bas e i s equicharacteristi c o r whe n th e famil y doe s no t 
degenerate. 

Finally w e giv e application s t o abelia n varietie s ove r functio n 
fields, includin g a s a  specia l cas e Zarhin' s finitenes s theore m whe n 
the groun d fiel d i s finite . 
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