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E x p ' X LA CONSTRUCTION DE KODAI RA-PARSHIN 
Mireille MARTIN-DESCHAMPS 

0.- INTRODUCTION 

Le théorème 2 de l' exposé VIII montre que dans une classe d1 isogénies de 
variétés abéliennes sur un corps de nombres, i l n'y a qu'un nombre fini de classes 
dfisomorphismes. Dans l'exposé IX (Corollaire 2 du Théorème 1), on prouve que, 
sur un corps de nombres, l'ensemble des classes d'isogénies de variétés abélien
nes de dimension et mauvaise réduction données, est f in i . 

On déduit de ces deux résultats la conjecture de Shafarevich pour les 
variétés abéliennes : 

THÉORÈME 0.- Soit K un coip* de nombre*, S un ex̂ emble, hlnl de. place* de, K , 
g un dYvbioA. au moÂM égal à 1 . V e,nhemble, de6 cùUAe* de Y.-À*omon,pJnÂ*me* de 
va/U,été& abéltenne* de, dUme,n6ton g , ayant bonne, KéductÂJon e,n-dehon* de S , 
e*t itnt. 

Par le théorème de Torelli [1] , on obtient la conjecture originale de Shafarevich: 

THEOREME 0. Soit K un con.p& de nombre*, S un ensemble, {Inl de place* de, K , 
g un zntlex au moin* égal à 1 . V ensemble, de* cla**e* de, K-̂ somonpkû>me* de, COUA-

be* pKopue* et lÂ*t>e* AUA K de gcnxe. g , ayant bonne, réduction en dehon* de, 
S , e*t £tnl. 

Deux constructions géométriques, l'une due à Kodaira, l 'autre à Parshin, per
mettent d'en déduire la conjecture de Mordell : 

"Une courbe C propre, l isse et géométriquement connexe, de genre g au moins égal 
à 2, sur un corps de nombres K , n'a qu'un nombre fini de points rationnels". 

L'idée des deux constructions est essentiellement la même, à savoir associer à 
chaque point rationnel P d'une te l le courbe C une courbe Cp de genre y -
où y est un entier ne dépendant que de g , au moins égal à 2 - montrer que ces 
courbes ont bonne réduction en-dehors d'un ensemble fini de places de K , indé
pendant de P , et que chaque classe d'isomorphismesd'une te l le courbe Cp ne 
contient qu'un nombre fini de courbes Cp, , pour P' ^P . 

La construction de Kodaira est "uniforme en P ", c'est-à-dire qu'on obtient 
une famille algébrique de courbes, mais on est obligé de faire une extension 
(contrôlée) du corps de nombres. Nous ferons la construction de Parshin point par 
point, mais sans extension de corps. Chaque méthode a donc ses avantages et ses 
inconvénients, c 'est pourquoi nous les développons toutes les deux i c i . 

Dans chaque cas, nous commencerons par faire la construction "générique" sur 
K - ou sur une extension finie de K - . Ensuite nous préciserons sur quel ouvert 
de l'anneau d'entiers on peut la prolonger. 
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1.- CONSTRUCTION DE KODAIRA [8] 

PROPOSITION 1.- Sott K un coh.p6 de. nombneA, C une. couhbe. phJopKe. eX La*>e., 
geome.trUque.me.nt connexe, &uh. K , de. ge.nh.e, g > 2 . I l exLbtz une. e.xte.n&ton fitnle. 
L de. K , un Ke.veteme.nt étale, a : C-j —^Cx^L , et une, t̂bhatÂjon non XAotKÂjoÂjxle. 
TT : X — à îbfieM ph.oph.eA et Zt&&eA, géométhÂxiuemznt connexes, de, ge.nh.e. 
Y = 4g - 2 . 

Remarque 1 : Rappelons [15] qu'un morphisme propre de L-schémas X—#*C^ à 
fibres géométriquement connexes est une fibration isotriviale s ' i l existe un 
morphisme fini T : C ? >C1 , une courbe F sur L , et un diagramme commutatif : 

Fx C2Fx C2 Fx C2 

/ L 

C 2 

où X est une application birationnelle, et q et q' sont les deux projections. 

Remarque 2 : Si S est un ensemble fini de places de K , et n un entier fixé, 
le Théorème d'Hermite montre que l'ensemble des extensions K' de K , de degré <n , 
non ramifiées en-dehors de S , est f ini , donc i l existe une extension f i 
nie de K qui les contient toutes. Dans la démonstration qui sui t , nous u t i l i se 
rons souvent ce résultat , en laissant parfois au lecteur le soin de vérifier les 
hypothèses. 

Démonstration de la proposition 1 : Soit S un ensemble fini de places de K 
contenant les places divisibles par 2 , te l que C a i t bonne réduction en-dehors 
de S . Soit J = Pic°çyjç la jacobienne de C . Quitte à remplacer K par une 
extension finie, on peut supposer que C a un point rationnel P , et que J 
a un point rationnel d'ordre 2. I l existe donc un revêtement étale connexe de 
degré 2 v : A — • J . 
Soit <p : C > J le morphisme défiai par <p(Q)= Q - P , et le diagramme obtenu 
par produit fibre : 

C =Cx JA q g 

u V 

C 
$ 

• J 

Puisque u est un revêtement étale de degré 2 , C est une courbe propre, l isse 

géométriquement connexe, de genre g' avec : 
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CONSTRUCTION DE KODAIRA-PARSHIN 

2g' -2 = 2(2g-2) . 

La fibre (P) est formée de points à valeur dans une extension de K de 
degré < 2 , étale en-dehors de S , donc quitte à remplacer K par une extension 
finie, on peut supposer que u"^ (P) est formée de deux points rationnels P f et 
P" . 
Soient r =Cf XçC1 , et A la diagonale du produit C xC , qui sont deux 
diviseurs lisses de C xC . 

r = C! x Cf < >C'x C 
P2 

-f>C* 

Pi 

C1 

Sur C'xC le faisceau ^ t x çt (r -2A) est de degré 0 sur les fibres de p£ , 
donc i l existe un morphisme : 

V : C ->Piç°C7K= J f 

te l que & (r-2A) ~ (1 x f ) * ^ S p ^ L ' 

où (P' est le faisceau de Poincaré sur C'xJ' et L1 un faisceau inversible sur 
Cf . 

En restreignant cette égalité h p '^CP') = {P'JxC on obtient : 

où est l'image réciproque de (? f par le plongement : 

J ' ^ { P » } X J ' c >£• xj« . 
Soit Cj une composante connexe du produit fibre par Cf de la multiplication 

par 2 dans J f , et r 1 l'image réciproque de r dans C'xC^ , de sorte 
qu'on a un diagramme commutâtif : r 1 « > C xC1 

hxr 

->C x C 

>c 1 ^ J ' 

[ r x2 

C *J» où r est fini étale, de degré divisant 2 2 g , et est une courbe l isse de 
genre ĝ  avec 

2g1 - 2 = degr (2g' -2) < 2 2 g , ( 2 g ' -2) 

alors 
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(1 x r )* 0 ¿ , x C , (r - 2A) «*<^,xC (rp 0 C1xr)*<^,x C ! (-2A) 

«C1 x ^ ) * ^ » 2 8 (1 xr)*p^*L' 

et : ou bien deg r > 1 , alors deg r est pair, et deg r*L1 est pair 

ou bien deg r = 1 , alors V est de degré pair 

et L'^<3£,(P"-P') e r * ^ , ) " 1 est de degré pair. 

Dans tous les cas, r*L' est un faisceau inversible sur C| de degré pair. 

Notons = r*L' , et d̂  = deg . 

Quitte à faire une extension finie de K , on peut supposer que à un point 

rationnel . Soit T : K > £Í£°c / K = ^1 ^e Po;urt rationnel de 

correspondant au faisceau inversible de degré 0 :L-j ® Oç̂  (-d^Pp. Quitte à faire une 

extension finie de K , on peut supposer que l 1 image réciproque de ce point par 

la multiplication par 2 dans est encore un point rationnel ; donc on peut 

supposer que ^çi x ç est: un double, c 1 est-à-dire qu ' i l existe un faisceau 

inversible ^ sur C'xC^ te l que ®QIX£ ( r ^ ^ á 

Soit p : X > C xC^ le revêtement de C'xC^ de degré 2, ramifié le long 

de r 1 , te l que p * ^ ^ ^ • x C ® °^ 

et soit ir : X ^•C1 obtenu en composant p avec la deuxième projection. 
-1 

Puisque est étale sur , X est l isse sur .La fibre TT (Q )̂ 
d'un point Q̂  de est un revêtement double de C1 , ramifié le long de 

x^k(Q^) = u~^(a(Q-|)) , donc un revêtement de C ramifié exactement au point 
a(Q-|) . C'est une courbe l isse de genre y avec : 

2 y-2 = 2 (2g1 -2) + deg iyCj 

= 4(2g-2) +2 

y = 4g - 2 . 

Si les fibres géométriques de TT sont isomorphes à une même courbe CQ , i l 

existe une infinité de morphismes dominants et separables, distincts - puisque 

ramifiés en des points différents - de C0 dans C , ce qui est impossible puis

que g est >2 [12] . Donc la fibration TT n f es t pas isotr iviale. 

THEOREME 1,.- La conj&cXuAz de SkxlaKzvÂJik poun IQJ> couAb&> zntAaZnz la con/ectote 

de, MoideM. 

Démonstration : Soit K un corps de nombres, C une courbe propre, l i sse , 

géométriquement connexe sur K , de genre g>2 . D'après ce qui précède, i l 

existe une extension finie L de K , un revêtement étale a : C-j —¿> Cx̂ L , et 
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une f ibration l isse et non isotriviale TT : X —^ en courbes de genre 
Y=4g-2 . 
Soit l'anneau des entiers de L . 1 1 existe un ouvert B de Spec Cr tel que 
CxjçL , et X (resp.a et TT ) se prolongent en des schémas V, et OC l isses 
sur B (resp. en des morphismes a étale et TT l i s se ) . 

X X 

TT f 

c 1 - v 1 
a a 

Cx L 
. K 

Spec K - •B . 

Soit L1 une extension finie de L , 0* l'anneau des entiers de L' , B' 
l'image réciproque de B dans Spec 0 X , et S' le complémentaire de B' . Tout 
point Q.| de Cj(L') se prolonge en un B-morphisme : B' , et 

X x B' est l isse sur B' , donc ÏÏ"^ (Q )̂ a bonne réduction en-dehors de S' . 
V 1 

Si C|(L') est infini, puisque la fibration TT n 'est pas isotriviale, i l existe 
une infinité de classes d'isomorphismesde L'-courbes de genre y , ayant bonne 
réduction en-dehors de S' , ce qui contredit Shafarevich. 
On conclut grâce au lemme : 

LENME 1.- Soit a : Cj >C un mohphÂAme, de, L-couUib&>, étale, en dekoKÂ de. S . 
MOKA C(L') (L&t itnt pouA toute. e.xte.nAton £tnte, L' de L *t et 4euZeme,nt &t 
JUL en eMt de. même, de, C1 . 

Démonstration : Soient d le degré de a et Q un point de C(L') . Son image 
réciproque dans est formée de points à valeur dans une extension de L' de 
degré au plus égal à d , et étale en-dehors de S . Puisqu'il n'y a qu'un nombre 
fini de tel les extensions, et s i n'a qu'un nombre fini de points dans une 
extension finie L" de L , i l n'y a qu'un nombre fini de points dans au-des
sus de C(L') , donc C(L') est f ini . 

Remarque 3 : Soit le module des courbes lisses de genre y > le module 
des variétés abéliennes principalement polarisées de dimension y et 
F : My > Ay le morphisme canonique [10] .La fibration TT définit une appli
cation rationnelle <p : . . . — > à fibres finies. Si l'application rationnel
le composée : C 1 . . > M —^> A est constante, i l en est de même de 
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l 'application rationnelle obtenue en étendant les scalaires de К à С , ce qui 
contredit le théorème de Torelli sur С [1] .On peut donc, par un raisonnement 
analogue à celui du théorème, en ut i l isant seulement le théorème de Torelli 
"classique", déduire la conjecture de Mordell de la conjecture de Shafarevich 
pour les variétés abéliennes. 

COROLLAIRE.- (Conjecture de Mordell pour les corps de fonctions sur Q). 
Soit К un соирь de. type, {ini AUX Q , С une. couhbe. ьик К de. дспке, g ^ 2 . 
KJLohJb V'ensemble, deM points hattonneJU de. С eMt £tni. 

Démonstration : Si la fibration n 'est pas isotriviale sur Q , c 'est "Mordell 
pour les corps de fonctions", qui a été démontré par Manin puis Grauert en 
caractéristique 0 [9,4] , et par Samuel puis Szpiro en caractéristique positive 
[13,15] . 

Si la fibration est isotriviale sur Q , i l existe une extension finie L de Q , 
une courbe CQ sur L , une extension finie K' de К contenant L , et un 
К' -isomorphisme X : С x^ К' -^-*>CQx ^ L ' . 

On peut toujours supposer que L est algébriquement clos dans K' , qui est alors 
le corps de fonctions d'une L-variété V (géométriquement irréductible). 
Tout point de C 0x LK'(K') correspond bijectivement à une L-application rationnelle 
de V dans CQ , et puisque le genre de CQ est supérieur ou égal à 2, i l n'y 
a qu'un nombre fini de tel les applications rationnelles dominantes [3,7] . Donc 
s i C(K) est infini, on obtient une infinité de L-applications rationnelles non 
dominantes de V dans CQ , donc de points de C0(L) , ce qui contredit Mordell 
pour CQ . 

La manière dont nous avons fait la construction de Kodaira - d'abord sur la fibre 
générique, puis sur le complémentaire d'un ensemble fini de places - a suffi 
pour démontrer la conjecture de Mordell à part i r de celle de Shafarevich pour 
les courbes. Mais on peut être plus précis, et indiquer exactement où les courbes 
construites ont bonne réduction. C'est l 'objet de la proposition suivante : 

PROPOSITION 2.- Soit К un coh.pt> de. потЬкел, S un ensemble, i ini de. place* de, 
К , contenant 1ел place* divt&tbleA рал 2 , С une, couhbe. phjopfie eX Илье, géo
métriquement connexe, ьик К , de. genne 2 , ayant bonne. réduction en-dehohJb 
de S , et telle, que. C(K) boit non vide.. klohA i l existe, une, extension ^tnie 
L de. К , ne. dépendant que. de. g et de. S , un revêtement a : Ĉ  —*C x ^L 
étale. en-dekohJb de. S , et une. Camille, tu&e non tbothlviale de. couhbe* 
7г : X—5>C1 , de. genre y = 4g - 2 , telle, que pour toute extenbijon L' de L et 
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роил tout point Q de C-|(Lf), la Х̂Ьке, тг~ (Q-j) ait bonne, rédaction m-dekoK* 
de S' , Image. néclpnoque de. S dans Ve.nbe.mble. de* place* de. V . 

Démonstration : Nous allons reprendre la démonstration de la proposition 1 pour 
la prolonger en-dehors de S . 

Puisque les points d'ordre 2 de Р1С°£д sont à valeur dans une extension de К 
de degré au plus 2 2^ , étale en-dehors de S , l'extension de К qui permet de 
supposer que J a un point d'ordre 2 ne dépend que de S et de g . 
Soient ff l'anneau d'entiers de К , B = Spec(?'-S , et f :V—^B le modèle lis-
se de С . 
On vérifie qu'avec les notations de la proposition 1, С a bonne réduction 
en-dehors de S , et u : С ' —» С se prolonge en un morphisme étale de degré 2, 

u :V—*V (V étant le modèle lisse de C) .De plus, l'extension de К 
qui permet de supposer que u" 1 (P) = P1 + P" ne dépend que de S . 
On vérifie ensuite que s i r = VfXgVf , ф se prolonge en IjT : V —>PiÇy,^ 9 

que C1 et r se prolongent en et r : V\j -—*Vf (f é ta le) , et que s i 
est l'image réciproque de Y dans V'XgV-j * le faisceau y (f-j) est le 

В 1 
produit d'un carré par l'image réciproque d'un faisceau sur , de degré 
pair (sur la fibre générique de V )̂ 

LENME 2.- QtUtte. à âJUte. une. extension ^Inle. de К , ne. dépendant que, de. S et 
de. g , on peut шрробел que. e*t un сопле. 

Démonstration : Soit fj : —> B la projection canonique et soit d̂  le degré 
de M1 sur les fibres de f- , qui est pair. 

2e ' 
Rappelons que r : — C est de degré inférieur ou égal à 2 5 , et que 
C a un point rationnel P' . Quitte à faire une extension finie de K ne 
dépendant que de S et de g' (donc de g) on peut supposer que a un point 
rationnel P̂  , qui se prolonge en une section de f ̂  . Soit alors 
T : B * Piç° le morphisme correspondant au fibre inversible 

V-j /B 

Mj H <3y (-d^ E.j) . Soit B' une composante connexe du produit fibre de B par 

la multiplication par 2 dans Piç?r / T ) 

V-|/D fi •B' T' Fx C2Fx C2 

$ a $ 

$ 
$ 

в $ Pic° - V ^ B 
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о est un morphisme étale de degré < 2 2 g 1 (avec 2g-j -2 <2 2 g ' (2g-2)) . 
Par construction : 

M1 8 & v ( - d ^ ) « (1xT)* ^ ® ffL 

où (Pj est le fibre de Poincaré sur V1 x Pic° 
1 B —V-./B 

, et L un faisceau inversi

ble sur В . On en déduit : 

M2 = еПМр * 6*(0^ ( d ^ ) ) в ( 1 * т ' ) * ? { e f ' * a * L . 

Sur B1 , tout faisceau inversible est d fordre f in i , qui divise l 'ordre du groupe 
de classes de B1 . Soit (2n+1).2m l 'ordre de L' =a*L . On construit un re
vêtement B" de B' , étale, de degré 2 m , sur lequel i/^n+1 est t r i v i a l . 
(B- est défini par : ff^ = • L ' 2 " + 1 • L ' 2 ( 2 n + 1 ) 9 . . .« L ' ( 2 l M ) ( 2 n + 1 ) ) . 

Le degré de B" sur B' est borné par la plus grande puissance de 2 qui divise 
l'ordre du groupe de classes de B' , et sur B" l'image réciproque L" de L' 
vérifie : 

L " 2 n + 1 ^ „ donc L"c (L M ) " 2 n 

donc après changement de base de B à B" , l'image réciproque de est un carré. 

Fin de la démonstration de la Proposition 2 

Soit alors p :0C >V-\x}p' l e revêtement de degré 2 de V̂ x̂ V' , ramifié 
le long de , qui prolonge p . On vérifie que CD est l isse sur , et on 
en déduit que pour toute extension K' de K , pour tout point Q de C1(K') , 

-1 
la fibre TT (Q )̂ a bonne réduction en-dehor s de S' , image réciproque de S 
dans l'ensemble des places de L' . 

2.- CONSTRUCTION DE PARSHIN [11] 

PROPOSITION 5.- SoJjt К un солрб de nombn,e&, S un ensemble {InÀ, de placer de, 
К contenant 1ел placer dJLviJbÂhleb рал 2 , С une, coun.be ркорке et Илье, 
géomét/Uquement connexe,, de, gentie g ^ 2 , ayant bonne, tiéductÀJon en-dehoKJb de. S . 
Il exÀAte un entleA g' ne, dépendant que. de, g , et poux tout point наХлдппеЛ. 
P de С (К) un revêtement 9 p : Cp —*-C, njamt̂ le exactement en P , рол une counbe 
Cp de gen/ie g' бил. К , qui, a bonne KediictÀJQn en-dehohA de S . 

Démonstration : Soit P un point rationnel de C . I l permet de construire un 

morphisme cp : C » —C/K = J te l ^ue = Q " p • 

Par image réciproque de la multiplication par 2 dans J , on obtient un revêtement 

étale connexe de C de degré 
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$$ 
cp1 J 

u x2 

C • $ J 

est une courbe de genre g^ avec 

2gl - 2 = 22g(2g-2) 

etC| a un point rationnel P1 tel que u(P') = P et tp(P') = 0 , donc en termes 

de diviseurs : 
u*P = D + P! 

où D est un diviseur étale sur K , ne contenant pas P1 , de degré 

d = 22g- 1 > 15 . 

Soit Jf la jacobienne généralisée de C-j associée à D - qui est aussi la 

jacobienne de la courbe obtenue à partir de en contractant D en un seul 

point - et soit : - D—» J1 le morphisme qui envoie P' sur 0 , origine 

de J\ 

Rappels.- [2,14] . Dans le cas où d>1 , J* représente le foncteur des classes 

d'isomorphismesde faisceaux inversibles sur , rigidifiés sur D par un 

isomorphisme ^CC . On a une suite exacte : 

0- J1- •Pic° 
C./K 

= J >0 (1) 

où TT est le morphisme"df oubli de la rigidification", et G est un tore de 
dimension d - 1 . 
De plus, tout revêtement abélien de - D est induit par un revêtement de Jf . 

Par image réciproque de la multiplication par 2 dans Jf, on obtient un revêtement 
galoisien étale connexe 0'1 : Cf ^C^-D de degré 2^^~^ . Soit C2 une 
completion projective lisse de Cf , et 0 : >Cj le revêtement de 
qui prolonge 0'' : 

C1< C' $$ 

0 ,0' x2 

$$ •C-j-D Jl $$ 

LENME 3.- 0 QJ>t un K<L\)Q±zm<Lnt galo<a><Lm, da groupe. 2gl+d-1 , non na
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ml{iz en Ĉ -D et naml^le en tout point de D . Pe plu6, le. gexvie. g 1 de C2 

vésil£ie. : 

2 g . _ 2 = 22gi*d-1 C 2 g _2D + d . a 2 ^ ^ " 2 

où : 2g1 - 2 = 2 2 g (2g-2) 

et d = 22§-1 

Démonstration : Toutes ces assertions étant géométriques, on peut raisonner sur 
un corps algébriquement clos. Le diviseur D est alors formé de d points 
dist incts . Si 9 n ! est pas ramifié en un point de D , i l existe un diviseur D1 

contenu dans D , de degré d - 1 > 1 , tel que 6 induise un revêtement galoisien 
étale connexe 

6" : 6" 1(C 1 - D1) C1 -D' 

de degré 2 2 g 1 + d 1 . 
Si J" est la jacobienne généralisée de associée à D" , 6" est induit 
par un revêtement abélien de J" . Or tout revêtement abélien de J" annulé par 
2 est un quotient de la multiplication par 2 dans J" , donc est de degré majoré 
par 2 2 g 1 + c *~ 2 , d foù une contradiction. 

D'autre part , pour tout point Q de D , le sous-groupe d' inertie d'un point 
Q' de la fibre G ^ (Q) est un sous-groupe cyclique de (Z/2Z) 2 g 1 +c*~^ , donc 
i l est d'ordre 1 ou 2, égal à la multiplicité de Q' dans la fibre. La multipli
ci té étant la même en tous les points de la fibre, et 9 étant ramifié en Q , 
cette multiplicité est égale à 2. 
On en déduit alors la valeur annoncée pour g' en ut i l isant la formule de 
Hurwitz. 

Pour terminer la démonstration, i l nous faut démontrer le : 

LENME 4.- C2 a bonne. réduction e.n-deko>a de. S . 

Démonstration : Soit O l'anneau d'entiers de K , B = Spec(^-S , et V le 
modèle l isse de C . On vérifie facilement que a bonne réduction en-dehors 
de S , que son modèle l isse possède un diviseur D étale de degré d sur 
B , qui prolonge D . 
I l existe un B-schéma en groupes ^ ' qui prolonge J ' : en effet, s i ^ ' est 
le foncteur sur B des familles de faisceaux inversibles rigidifiés sur D , 
le morphisme TT de la suite exacte (1) se prolonge en un morphisme surjectif : 
TY : R J ' >Pic° V/j3 , dont le noyau est le foncteur des automorphismes de D , 
donc est représentable. Le foncteur <p est donc aussi représentable par 
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un schéma qui prolonge J 1 [2]. 
Le revêtement e ' se prolonge alors en un revêtement galoisien étale 
6 ' : Vf > V1 - D , de groupe ( Z / 2 Z ) 2 g 1 + d ~ 1 . 

Soit alors W la clôture intégrale de dans k(V!) , qui est un schéma normal 
dans lequel se plonge V1 , et 0 le morphisme canonique : W—^V1 

V» =9" 1(V 1-D) $$ 

m 6' 

V^D' V1 • 
En tout point où 6 est ramifié, l ' indice de ramification est égal à 2, donc 
premier à la caractéristique résiduelle. Ceci, ajouté au fait que est l isse 
et D l i sse , implique grâce au lemme d'Abhyankar [5,6] , que W est l i sse . 
D'autre part, l'ouvert de W sur lequel W est l isse sur B contient V et 
un voisinage de la fibre générique de W , donc son complémentaire est un fermé 
de codimension 2, ce qui implique puisque W est l i sse , que ce fermé est vide. 
D'où le résultat . 
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