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Exp-X LA CONSTRUCTION DE KODAIRA-PARSHIN

Mireille MARTIN-DESCHAMPS
O.- INTRODUCTION

Le théoréme 2 de 1'exposé VIII montre que dans une classe d'isogénies de
variétés abéliennes sur un corps de nombres, il n'y a qu'un nombre fini de classes
d'isomorphismes. Dans 1'exposé IX (Corollaire 2 du Théoréme 1), on prouve que,
sur un corps de nombres, 1'ensemble des classes d'isogénies de varié€tés abélien-
nes de dimension et mauvaise réduction données, est fini.

On déduit de ces deux résultats la conjecture de Shafarevich pour les

variétés abéliennes :

THEOREME O.- Soit K un conps de nombrnes, S un ensemble §ini de places de X
g un entiern au moins égal a 1 . L'ensemblLe des classes de K-isomonphismes de
vaniétes abéliennes de dimension g , ayant bonne néduction en-dehorns de S ,
est g4ind.

Par le théoréme de Torelli [1] , on obtient la conjecture originale de Shafarevich:

THEOREME O'.- Soit K un conps de nombres, S un ensemble fini de places de K,
g un entien au moins égal a 1 . L'ensemble des classes de K-isomorphismes de cour-
bes propres et Lisses sur K de genmre g, ayant bonne néduction en dehons de
S , est fand.

Deux constructions géométriques, 1'une due a Kodaira, 1l'autre a Parshin, per-
mettent d'en déduire la conjecture de Mordell :

"Une courbe C propre, lisse et géométriquement connexe, de genre g au moins égal
a 2, sur un corps de nombres K , n'a qu'un nombre fini de points rationnels'.

L'idée des deux constructions est essentiellement la méme, a savoir associer a
chaque point rationnel P d'une telle courbe C une courbe CP de genre vy -
ou Yy est un entier ne dépendant que de g , au moins égal a 2 - montrer que ces
courbes ont bonne réduction en-dehors d'un ensemble fini de places de K , indé-
pendant de P , et que chaque classe d'isomorphismesd'une telle courbe CP ne
contient qu'un nombre fini de courbes CP’ , pour P'#P .

La construction de Kodaira est "uniforme en P ", c'est-a-dire qu'on obtient
une famille algébrique de courbes, mais on est obligé de faire une extension
(contrdlée) du corps de nombres. Nous ferons la construction de Parshin point par
point, mais sans extension de corps. Chaque méthode a donc ses avantages et ses
inconvénients, c'est pourquoi nous les développons toutes les deux ici.

Dans chaque cas, nous commencerons par faire la construction ''générique' sur
K - ou sur une extension finie de K - . Ensuite nous préciserons sur quel ouvert

de 1'anneau d'entiers on peut la prolonger.
Société Mathématique de France
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M. MARTIN-DESCHAMPS

1.- CONSTRUCTION DE KODAIRA [8]

PROPOSITION 1.- Soit K un conps de nombres, C une courbe propre et Lisse,

géométriquement connexe sur K , de gemre g22 . IL exdiste une extension finie

L de KX , un revétement étale o : C; >0l , et une §ibration non Lsotrniviale

T:X—C; a fibres propres et Lisses, geome,tuquement connexes, de genre
=4g-2 .

Remarque 1 : Rappelons [15] qu'un morphisme propre de L-schémas X—=C, a
fibres géométriquement connexes est une fibration isotriviale s'il existe un
morphisme fini = :C2 ———:>C1 , une courbe F sur L , et un diagramme commutatif :

ol ) est une application birationnelle, et q et q' sont les deux projections.

Remarque 2 : Si S est un ensemble fini de places de K , et n un entier fixé,
le Théoreme d'Hermite montre que 1'ensemble des extensions K' de K, dedegré <n ,
non ramifiées en-dehors de S , est fini, donc il existe une extension fi-

nie de K qui les contient toutes. Dans la démonstration qui suit, nous utilise-
rons souvent ce résultat, en laissant parfois au lecteur le soin de vérifier les

hypotheses.

Démonstration de la proposition 1 : Soit S un ensemble fini de places de K

contenant les places divisibles par 2 , tel que C ait bonne réduction en-dehors
de S . Soit J’=£jgfc/K la jacobienne de C . Quitte a remplacer K par une
extension finie, on peut supposer que C a un point rationnel P , et que J

a un point rationnel d'ordre 2. Il existe donc un revétement étale connexe de
degré 2 v:A—J

Soit ¢: C—>J le morphisme défini par ¢(Q= Q-P , et le diagramme obtenu
par produit fibré :

c'=CxJA—L>A
(0]
C —————>

Puisque u est un revétement étale de degré 2, C'est une courbe propre, lisse
géométriquement connexe, de genre g' avec :
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CONSTRUCTION DE KODAIRA-PARSHIN

2g'-2=2(2g-2) .
La fibre u—1 (P) est formée de points a valeur dans une extension de K de
degré <2 , étale en-dehors de S , donc quitte a remplacer K par une extension
finie, on peut supposer que u—i(P) est formée de deux points rationnels P' et
p" .
Soient T =C' Xc
diviseurs lisses de C'xC(C' .

C' , et A la diagonale du produit C'xC' , qui sont deux

p'
['=C'x.C' e—>C'x C' —2 ¢

C'
Sur C'xC' 1le faisceau eé'xC'(F -2A) est de degré O sur les fibres de pé ,
donc il existe un morphisme :
y':C' ———> Pic°C'/K= J'
tel que oS r-28) =~ (1 x¥")* P @ ps*L!

C'xcl
ou @' est le faisceau de Poincaré sur C'xJ' et L' un faisceau inversible sur

c'.
En restreignant cette égalité a p]'-1(P') = {P'}xC' on obtient :
L', (P - P oy (Pp,)7]
ol @1',, est 1'image réciproque de o par le plongement :

J'=>{P'} xJ'—=>(C'x]J'
Soit C] une composante connexe du produit fibré par C' de la multiplication
par 2 dans J' , et I, 1'image réciproque de T dans C'x C1 , de sorte
qu'on a un diagramme commutatif :

l"] > (C'xC, =———>»(C, ——>»]J'

xr T x2

I &——(C'xC' —>| C' ——J'
u
C

1
ou r est fini étale, de degré divisant 2Zg , et C1 est une courbe lisse de
genre g, avec

2g,-2 = degr (2g' -2) s2°8 (2" - 2)

alors :
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x0)* Oy o0 (0 -20) =‘7c'xc1(1“1)@ (XT)*0Z 1 0 (-28)
g(1xw1)*?|2 8 (1 xr)*pé*L'

et :ou bien degr>1 , alors degr est pair, et degr*L' est pair
ou bien degr=1 , alors Y¥' est de degré pair

et L"zOE,(P"-P') ey est de degré pair.

)"
Dans tous les cas, r*L' est un faisceau inversible sur C; de degré pair.
Notons L1 =T*L' , et d1 =deg L1
Quitte a faire une extension finie de K , on peut supposer que C1 a un point
rationnel P1 . Soit T : K—>gi_<_:°c /K = J1 le point rationnel de J1

1

correspondant au faisceau inversible de degré 0:1¢8 0(31(-d1P1). Quitte a faire une
extension finie de K , on peut supposer que 1'image réciproque de ce point par
la mltiplication par 2 dans J1 est encore un point rationnel ; donc on peut
supposer que . IxC, (T'y) est un double, c'est-a-dire qu'il existe un faisceau

inversible &€ sur C'xC, tel que ©., . (T WAL
1 C ><C1 1 .

Soit p: X——>C' ><C1 le revétement de C'x C1 de degré 2, ramifi€ le long
de T, , tel que p*O’X«zO(':,qu L

et soit m: X——}*C1 obtenu en composant p avec la deuxiéme projection.
Puisque T, est étale sur C; , X est lisse sur C; . La fibre ) Q)
d'un point Q1 de C] est un revétement double de C' , ramifié le long de
I‘1 x Clk(Q1) = u'1 (a(Q1)) , donc un revétement de C ramifié exactement au point

a(Q1) . C'est une courbe lisse de genre Yy avec :

2y-2 =2(2g'-2) +deg T /C,
= 4(2g-2) +2
y =4g-2

Si les fibres géométriques de m sont isomorphes a une méme courbe C0 , 1l
existe une infinité de morphismes dominants et séparables, distincts - puisque
ramifiés en des points différents - de Cg dans C , ce qui est impossible puis-
que g est 22 [12] . Donc la fibration m n'est pas isotriviale.

THEOREME 1.-La conjecture de Shafarevich poun Les courbes entraine fa conjectuwre
de Mondetl.

Démonstration : Soit K un corps de nombres, C une courbe propre, lisse,
géométriquement connexe sur K , de genre g22 . D'aprés ce qui précéde, il
existe une extension finie L de K , un revétement étale q: C1 —_ CxKL , et
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CONSTRUCTION DE KODAIRA-PARSHIN

une fibration lisse et non isotriviale 7 :X—> C1 en courbes de genre
y=4g-2

Soit O 1'anneau des entiers de L . Il existe un ouvert B de Spec O~ tel que
Cx, L, C1 et X (resp.o. et m ) se prolongent en des schémas V, V1 et OC lisses

K
sur B (resp. en des morphismes O étale et T lisse).

X ——L

T ﬁ’l

Spec K——B .

Soit L' une extension finie de L , @' 1'anneau des entiers de L' , B'
1'image réciproque de B dans Spec @' , et S' 1le complémentaire de B' . Tout
point Q1 de C1 (L') se prolonge en un B-morphisme : B' —»V1 , et

I x B' est lisse sur B' , donc n-](Q1) a bonne réduction en-dehors de S' .

1
Si C,(L') est infini, puisque la fibration w n'est pas isotriviale, il existe

une infinité de classes d'isomorphismesde L'-courbes de genre y , ayant bonne
réduction en-dehors de S' , ce qui contredit Shafarevich.
On conclut grace au lemme :

LEME 1.- Soit a: C;—>C un monphisme de L-counbes, étale en dehons de S
Alons C(L') est §ini pourn toute extension finie L' de L &4 et seulement 54
AL en est de méme de o

Démonstration : Soient d 1le degré de o et Q un point de C(L') . Son image
réciproque dans C1 est formée de points a valeur dans une extension de L' de
degré au plus égal a d , et étale en-dehors de S . Puisqu'il n'y a qu'un nombre
fini de telles extensions, et si C1 n'a qu'un nombre fini de points dans une
extension finie L' de L , il n'y a qu'un nombre fini de points dans C1 au-des-

sus de C(L'), donc C(L') est fini.

Remarque 3 : Soit MY le module des courbes lisses de genre y , AY le module
des variétés abéliennes principalement polarisées de dimension vy et

F: MY > A le morphisme canonique [10] . La fibration 5 définit une appli-
cation rationnelle ¢ : Cieer—> M a fibres finies. Si 1'application rationnel-

le composée : C1...—Q—> My—F—> AY est constante, il en est de méme de
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1'application rationnelle obtenue en étendant les scalaires de K a € , ce qui
contredit le théoréme de Torelli sur € [1] . On peut donc, par un raisonnement
analogue a celui du théoréme, en utilisant seulement le théoreme de Torelli
"‘classique', déduire la conjecture de Mordell de la conjecture de Shafarevich
pour les variétés abéliennes.

COROLLAIRE.- (Conjecture de Mordell pour les corps de fonctions sur Q).
Soit K un corps de type fini sun Q , C une courbe sun K de genre g22 .
Alons L'ensemble des points nationnels de C est g4ind.

Démonstration : Si la fibration n'est pas isotriviale sur § , c'est '"Mordell
pour les corps de fonctions', qui a été démontré par Manin puis Grauert en
caractéristique O [9,4] , et par Samuel puis Szpiro en caractéristique positive
[13,15] .

Si la fibration est isotriviale sur @ , il existe une extension finie L de Q ,
une courbe C0 sur L , une extension finie K' de K contenant L , et un

0" K
On peut toujours supposer que L est algébriquement clos dans K' , qui est alors

K'-isomorphisme A : CxKK' —=C.x L' .

le corps de fonctions d'une L-variété V' (géométriquement irréductible).

Tout point de Coxy K' (K') correspond bijectivement a une L-application rationnelle
de V' dans Co , et puisque le genre de C0 est supérieur ou égal a 2, il n'y

a qu'un nombre fini de telles applications rationnelles dominantes [3,7] . Donc

si C(K) est infini, on obtient une infinité de L-applications rationnelles non
dominantes de V' dans Cy, , donc de points de C,(L) , ce qui contredit Mordell
pour Co

La maniére dont nous avons fait la construction de Kodaira - d'abord sur la fibre
générique, puis sur le complémentaire d'un ensemble fini de places - a suffi
pour démontrer la conjecture de Mordell a partir de celle de Shafarevich pour
les courbes. Mais on peut étre plus précis, et indiquer exactement ol les courbes
construites ont bonne réduction. C'est 1'objet de la proposition suivante :

PROPOSITION 2.- Soit K un conps de nombres, S un ensemble fini de places de
K , contenant Les places divisibles par 2 , C une courbe propre et Lisse géo-
métniquement connexe sur K , de genre g22 , ayant bonne réduction en-dehons
de S , et telle que C(K) 404t non vide. Alons 4L existe une extension finie
L de K , ne dépendant que de g et de S , un revétement o : ¢ —>Cx L
étale en-dehons de S , et une famille Lisse non isotriviale de couwrbes
m:X—>C; , de geme y=4g-2 , telle que powrtoute extension L' de L et
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pour fout point Q de Ci(L'), £a fibre 17_1(Q1) ait bonne néduction en-dehorns
de S' , image réciproque de S dans E'ensemble des places de L' .

Démonstration : Nous allons reprendre la démonstration de la proposition 1 pour
la prolonger en-dehors de S .

Puisque les points d'ordre 2 de ﬂfc e sont a valeur dans une extension de K
de degré au plus 228 , 6tale en-dehors de S , 1'extension de K qui permet de
supposer que J a un point d'ordre 2 ne dépend que de S et de g
Soient ¢ 1'anneau d'entiers d¢e K , B=SpecO-S , et f:V—=B le modéle lis-
sede C.

On vérifie qu'avec les notations de la proposition 1, C' a bonne réduction
en-dehors de S , et u:C'—>C se prolonge en un morphisme étale de degré 2,
W:V—>V (V' étant le modele lisse de C") . De plus, l'extension de K
qui permet de supposer que u-1(P) =P'+P" ne dépend que de S .

On vérifie ensuite que si 'I“=V'xBV' , ¥ se prolonge en T : V' ——>P_ic°'/B R
que C1 et r se prolongent en V1 et T: V1 —> V' (¥ étale), et que si 'f"1
est 1'image réciproque de T dans V'><BV1 , le faisceau O;IIXBV1 (FT) est le

produit d'un carré par 1'image réciproque d'un faisceau M1 sur V1 , de degré
pair (sur la fibre générique C1 de V1)

LEMME 2.- Quitte a faire une extension finie de K , ne dépendant que de S et
de g , on peut supposer que M1 est un cané.

Démonstration : Soit f1 :V1 —> B 1la projection canonique et soit d1 le degré
de M, sur les fibres de f1 , qui est pair. -

Rappelons que T : C1 —> C' est de degré inférieur ou égal a 2 g , et que

C' a un point rationnel P' . Quitte a faire une extension finie de K ne
dépendant que de S et de g' (donc de g) on peut supposer que C1 a un point
rationnel P1 , qui se prolonge en une section E1 de f1 . Soit alors

T: B———>__P_i<_:‘\’, /B le morphisme correspondant au fibré inversible
1
M, @ OV (-d1 E1) . Soit B' wune composante connexe du produit fibré de B par
1

[+]

la multiplication par 2 dans mv1 /B

f1 T o
Vi B' P].Cv1 /B

£y

B s Pic?®
1 _l—CV1 /B

v
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o est un morphisme étale de degré =< 22g1 (avec 2g; -2 sZZg'(Zg-Z)).
Par construction :
My 0 8 (AiE) & (o) e frL
ou <P1 est le fibré de Poincaré sur V1><B Eig; /B et L un faisceau inversi-

1
ble sur B . On en déduit :

Mz = 6*(M) ~ 0*(OF (d.E)) @ (Ix1)* P2 gfrovt .
1 V2 1™ 1 1
Sur B' , tout faisceau inversible est d'ordre fini, qui divise 1'ordre du groupe
de classes de B' . Soit (2n+1).2m 1'ordre de L'=0*L . On construit un re-

vétement B'" de B', étale, de degré v , sur lequel L'2n+1 est trivial.
m._
(B est défini par : Op, = O, @ L1 g L2(1) g g (2112041

Le degré de B'" sur B' est borné par la plus grande puissance de 2 qui divise
1'ordre du groupe de classes de B', et sur B'" 1l'image réciproque L' de L'
vérifie :

i lag, done Le @) ™®

donc aprés changement de base de B a B'" , 1'image réciproque de M1 est un carré.

Fin de la démonstration de la Proposition 2

Soit aloﬁi ? :3:————>V1XBV' le revétement de degré 2 de V1XBV' , ramifié
le long de Ty qui prolonge p . On vérifie que 2C est lisse sur vV, , et on
en déduit que pour toute extension K' de K , pour tout point Q de C1(K') ,
la fibre n_1(Q1) a bonne réduction en-dehors de S' , image réciproque de S
dans 1'ensemble des places de L' .

2.- CONSTRUCTION DE PARSHIN [11]

PROPOSITION 3.- Soit K un corps de nombres, S un ensemble §ini de places de

K contenant Les places divisibles par 2 , C une courbe propre et Lisse,
géométriquement connexe, de genre g22 , ayant bonne néduction en-dehors de S .
12 existe un entien g' ne dépendant que de g , et pourntout point rationnel

P de C(K) un revetement 6p : Cp—>C, hamigdi€ exactement en P , par une courbe

Cp de geme g' sun K , qui a bonne néduction en-dehors de S

Démonstration : Soit P un point rationnel de C . Il permet de construire un
morphisme ¢ : C—— P_ig"C/K =J tel que ¢Q =Q-P .
Par image réciproque de la multiplication par 2 dans J , on obtient un revétement

étale connexe de C de degré 2%8 .

268


http://coun.be

CONSTRUCTION DE KODAIRA-PARSHIN

J
lxz
J

C, est une courbe de genre g, avec

. N

1

c
Qe———— N

—L

2,-2 = 2°8(2g-2)

etC1 a un point rationnel P' tel que u(P') =P et ¢(P') =0, donc en termes
de diviseurs :
u*P = D+P'
ou D est un diviseur étale sur K , ne contenant pas P' , de degré
d=28-1z15 .

Soit J' 1la jacobienne généralisée de C1 associée a D - qui est aussi la
jacobienne de la courbe obtenue a partir de C, en contractant D en un seul
point - et soit y : C1 -D— J' le morphisme qui envoie P' sur O , origine
de J'.

Rappels.- [2,14] . Dans le cas ou d21 , J' représente le foncteur des classes
d'isomorphismesde faisceaux inversibles £ sur ¢ s rigidifiés sur D par un

isomorphisme i'D gOf) . On a une suite exacte :

0 G J'—IL>pic® =J—>0 (1)
C1/K
ou w est le morphisme'd' oubli de la rigidification', et G est un tore de
dimension d-1 .
De plus, tout revétement abélien de C1 -D est induit par un revétement de J' .

Par image réciproque de la multiplication par 2 dans J', on obtient un revétement
galoisien étale comexe 6 :C'—>C,-D de degré 2281%d-T o4t C, une
complétion projective lisse de C' , et 6: C2 —-—>C1 le revétement de C1

qui prolonge 6' :

C] > ¢ >J!

Je el JXZ
el - )

o8 Cy-D J!

LEMME 3.- 0 est un revitement galodisdien, de groupe (Z;p 7 )Zg1+d-1 , hon ra-

269



M. MARTIN-DESCHAMPS

mifié en C1-D et namifié en tout point de D . De plus, Le geme g' de C
vénifie :

2

2g' -2 = 281" (99 - 2) + a.2%81742
on:2g, -2 = 2% (2g-2)
et d=2%84

Démonstration : Toutes ces assertions étant géométriques, on peut raisonner sur
un corps algébriquement clos. Le diviseur D est alors formé de d points
distincts. Si © n'est pas ramifié en un point de D , il existe un diviseur D'
contenu dans D , de degré d-121, tel que 6 induise un revétement galoisien
étale connexe

8" : 9‘1(c1-D') ——C,-D'

de degré 2281+d-1

Si J" est la jacobienne généralisée de C1 associée a D" , 0" est induit
par un revétement abélien de J'" . Or tout revétement abélien de J" annulé par
2 est un quotient de la multiplication par 2 dans J" , donc est de degré majoré

2g1+d-2 , d'ol une contradiction.

par 2
D'autre part, pour tout point Q de D , le sous-groupe d'inertie d'un point
Q' de 1la fibre 9.1(Q) est un sous-groupe cyclique de (2/22)2g1+d-1 , donc
il est d'ordre 1 ou 2, égal a la multiplicité de Q' dans la fibre. La multipli-
cité étant la méme en tous les points de la fibre, et 6 étant ramifié en Q ,
cette multiplicité est égale a 2.
On en déduit alors la valeur annoncée pour g' en utilisant la formule de
Hurwitz.

Pour terminer la démonstration, il nous faut démontrer le :

LEMME 4.- C2 a bonne néduction en-dehorns de S

Démonstration : Soit O 1'anneau d'entiers de K , B=SpecO-S , et V le
modele lisse de C . On vérifie facilement que C1 a bo’rvme réduction en-dehors
de S , que son modéle lisse vy posséde un diviseur D étale de degré d sur
B , qui prolonge D .

I1 existe un B-schéma en groupes fj' qui prolonge J' : en effet, si }' est
le foncteur sur B des familles de faisceaux inversibles rigidifiés sur D ,

le morphisme m de la suite exacte (1) se prolonge en un morphisme surjectif :
¥ ‘}' —>Pic® V/g , dont le noyau est le foncteur des automorphismes de D s
donc est représentable. Le foncteur <GI' est donc aussi représentable par
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un schéma qui prolonge J' [2].
Le revétement ¢’ se prolonge alors en un revétement galoisien étale

8! V' ——V, -8, de groupe (Z/ZZ)2g1+d'1

Soit alors W 1la cl8ture intégrale de V1 dans k(V') , qui est un schéma normal
dans lequel se plonge V' , et % 1le morphisme canonique : W—>V1

v =6"1(v1-‘15) — W

Le’ ley
V1 D' —— V1 .

En tout point ou 8 est ramifié, 1'indice de ramification est égal a 2, donc
premier a la caractéristique résiduelle. Ceci, ajouté au fait que V] est lisse
et ¥ lisse, implique grice au lemme d'Abhyankar [5,6] , que W est lisse.
D'autre part, l'ouvert de W sur lequel W est lisse sur B contient V' et
un voisinage de la fibre générique de W , doncson complémentaire est un fermé
de codimension 2, ce qui implique puisque W est lisse, que ce fermé est vide.

D'ou le résultat.
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