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Exposé IX 

REPRESENTATIONS l-ADIQUES 

Pierre DELIGNE 

Lf exposé contient la démonstration du théorème suivant de G. Faltings, et 

quelques commentaires. 

THEOREME : Soient k un coip* de nombre*, E une clôture algébrique de k, 

S un ensemble £lnl de place* ilnles de k, i un nombre premier et à un entier. 
I l existe, un ensemble, i lnl T de, place* iinle* de, k, du joint de. S, t e l qu'une, 
représentation a-adique semi-simple de dimension d, P : Gal(k/k) —> Gl(d,(D£)> 

non ramifiée en dehors de. S, soit uniquement déterminée, [à isomorpklsme de repré­
sentations près) pan. les traces Tr(p(F v)), poux v f T. 

On sait (Hermite) qu f i l n 1existe qu'un nombre fini d'extensions galoisiennes 
v 

kf de k, non ramifiées en dehors de S et de degré borné. D'après Cebotarev, i l 

existe donc un ensemble fini T de places de k, disjoint de S, te l que les 

classes de conjugaison des Frobenius géométriques F y (v f. T) remplissent tout 
Gal(k'/k), pour toute extension galoisienne k' de k, non ramifiée en dehors de S, 

2 
de degré ^ l . Prouvons que T convient. 

Soient donc p i ? p 2 deux représentations £-adiques du type di t , avec 

Tr P 1(F y) = T R P 2^
Fv^ Pour vçT> Nous voul°ns montrer que p 1 et p2 ont même 

caractère, donc, étant semi-simples, sont isomorphes. Soit M l'image de l 'algè­

bre Z [ Gai (le A)] par 

P l x p 2 : ZA[Gal(ÏA)] > M d ( y x M d « A ) . 

I l s 'agit de vérifier que, sur M, la forme linéaire ô(m1,m2) := Tr(m1) - Tr(m2) 

est identiquement nulle. L'algèbre M est un TL -module de rang g 2d2» L'image 

de GalflcA) dans le quotient (M/*M)* a donc moins de £ éléments e t , par 

hypothèse, chaque élément de cette image est un (Pi * P2)CF ) , vf T. Par 

Nakayama, les (p 1 x p2)(Fy) (vçT) engendrent Z^-linéairement M. Sur eux, la 

forme linéaire <$ s'annule par hypothèse, d'où 6 = 0 sur M. 

COROLLAIRE 1 . - Soient k,k,S,£ et d corme dan* le théorème, et w un entier ^0. 
I l n'existe qu'un nombre {Inl de classe* d'Isomorphle de représentations i-adlques 
semi-simple* de dimension d, p : Gal(kA) -*Gl(d,QA) ,non ramifiée* en dehors 
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de S et entière* de poids w, l . e . teULe que poux toute, place v t S, notant 
q y l e nombre d'éléments* du coup* lé^lduel, on cuit 

a) la polynôme casiactésUAtlque de. P(F V ) <tt>t à co2.HlctQ.nti> entleru ; 

fa) -ôea >tac/tneô x>we/Lô&6, >c.e. le* conjugué* complexe* de* valeu/u> phjopKe* de 
w/2 

Tiobenlu*, *ont de vateu/i absolue, complexe q v 

Soit T un ensemble fini de places, te l que garanti par le théorème. Pour 

chaque place v t S, la trace Tr(F V) est un entier de valeur absolue û dq™^ . 

I l n'y a donc qu'un nombre fini de possibilités pour le système des ( T r ( F v ) ) v Ç l p , 

et on applique le théorème. 

Une fois acquise la conjecture de Tate sur les homomorphismes de schémas 

abéliens, on en déduit : 

COROLLAIRE 2.- Soient, k un coup* de nombueb et S un ensemble i lnl de place* 
de k. I l n'y a qu'un nombre i lnl de cla**e* d1 ÀAO génie de vanlété* abéliennoA de 
dimension g *UK k, à bonne réduction en dénote de S. 

On fixe un nombre premier £ et on applique le corollaire 1 à 
:= S U {places divisant £}, d = 2g et w = 1. Pour chaque variété abélienne A 

du type considéré, la représentation £-adique V (̂A) := T (̂A) 0 (Ç̂  est semi-
simple (ceci est inclus dans la conjecture de Tate) de dimension d, non ramifiée 
en dehors de et d'après A. Weil, sa duale est entière de poids 1. On conclut 
par le corollaire 1 et la conjecture de Tate. 

2.- VARIANTES 

A. Soient k,lc,S,£ et d comme dans le théorème, et f un entier £ 1. I l existe 

T comme dans le théorème, te l que pour toute extension E de , de corps rés i -

duel à l éléments, une représentation x-adique semi-simple de dimension d : 

p : GalOc/k) Gl(d,E^), non ramifiée en dehors de S, soit uniquement déterminée 

par les Tr p(F V ) (v€T). 

2d2 f 2d2 

La preuve est la même, avec & remplacé par U ) , 7L̂  par l 'an­
neau de valuation fr^ de Ê  et la réduction mod £ par la réduction mod X. 
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A'. Soient k,k,S,£,d et w comme dans le corollaire 1, n un entier > 1, et 
une extension finie de Q .̂ I l n'existe qu'un nombre fini de classes dfisomorphie 
de représentations x-adiques semi-simples de dimension d, 
p : GalOc/k) -> Gl(d,E^), non ramifiées en dehors de S, et te l le que pour v t S, 
les valeurs propres de p(F v) soient des entiers algébriques de degré < n, dont 

w/2 
tous les conjugués complexes soient de valeur absolue q y . 

On procède comme pour le corollaire 1 : on u t i l i se qu ' i l n'y a qu'un nombre 
r 

fini d'entiers algébriques de degré et de valeurs absolues archimédiennes bornés, 

et on invoque A au lieu du théorème. 
B. Des résultats analogues valent pour k un corps de fonctions d'une variable 
sur un corps f ini , à cela près qu ' i l ne suffit plus de fixer S, i l faut en plus 
préciser quelle ramification on permet en chaque v € S : on suppose donné des 
nombres (a ) Q , et on ne considère que les représentations dont la restriction 

V V Ç o 
au groupe de décomposition en v est t r iviale sur le groupe de ramification d'in­
dice a v , en numérotation supérieure. 

3.-RENDRE QUANTITATIF 

Les versions effectives du théorème de ïebotarev pour Gal(k'/k) ne font in­
tervenir k et k1 que via [k' : Q] et le discriminant absolu de k ' . Pour 
rendre effectif le théorème, i l n 'est donc pas nécessaire d 'u t i l i ser une version 
effective du théorème d'Hermite (voir toutefois 8). Le lecteur trouvera dans 
J-P. Serre [3] des énoncés effectifs. Ces énoncés présentent toutefois le défaut 
qu'on y suppose que S est exactement l'ensemble des places de k ramifiées dans 
k ' . Les mêmes énoncés devraient valoir pour S quelconque si on y remplace le 
discriminant absolu D(k') de k' par son produit Dg(k') avec le produit des 

[k' :k] 
Nv * étendu aux places v e S non ramifiées dans k ' . Nous noterons avec 
une étoile des références à des énoncés ainsi modifiés. 

Si on admet ces variantes des énoncés de [3], on a, AOUS UkypothzM d& 
Rlejmann gêné.JuLLUê.e., que toute classe de conjugaison dans Gal(k'/k) est un 
Frobenius F y , avec v t S de norme Nv ^ 70(log DgCk'))2 ([3] 2.5)*. Par ailleurs 

pour k'/k comme dans la preuve du théorème et pour P l'ensemble des caracté-

ristiquesrésiduelles des places v ç S , on déduit de [3] 1.3 que 

log D q(k') < * 2 d 2 ( l og D(k) + [k : <Q]( z log p + l o g U 2 d 2 ) ) ) . 
P€P 
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Sans hypothèse de Riemann, on n f es t sûr d'avoir rencontré toutes les classes 
de conjugaison que pour v £ S de norme allant jusqu fà 2D s (k ' ) c , pour une cons-

* 
tante absolue c ([3] 2.5) . 

Nous nous proposons maintenant de passer en revue des résultats connus analo­

gues au théorème de Faltings. Tout d fabord, une remarque de J-P. Serre. 

4,- PROPOSITION : Soient Ex et E2 deux couhbe* eJUlptlque* hvJi % et 6uppot>ovu> 

qu'eULe* volent de Well, l . e . cowie^pondent à de* ôhmoA modutcuJieA. SuppoàonA que 
teuK conducteur dlvlàe N . klohA, ht let> fiacteu/u locaux de* fonction* L 

de, E et E2 coïncident pouK p < 5 m~J[ (1 + - ) , l&> coïncident pouK tout p. 
p|N P 

Posons q = exp(2iriz). Si Xa^(n)n~s est la fonction L attachée à E^, on 

sai t que := Ia^(n)q n est une forme modulaire de poids 2 pour rQ(N). Une 

te l le forme s 1 interprète comme une section d fun faisceau inversible de degré 

d ^ -g- [SL(2,ZD : rQ(N)] sur le quotient compactifié du demi-plan de Poincaré 

par r (N). On a [SL(2,Z) : r (N)] =71" (1 + —) N, et l'hypothèse assure que 
0 ° p|N P 

fx - f2 a un zéro d'ordre au moins (d+1) à l 1 infini, donc s'annule. 

5.- VARIANTES 

A. Le même argument s'applique aux fonctions L attachées à des formes modulaires 
de poids k sur rQ(N), de nebentypus donné. I l suffit de remplacer 

T: TT 0 + —) par l ï ï «TT C1 + - ) . Le cas du poids 1 est t ra i té explicite-
b p|N P U p|N p 

ment dans J-P. Serre [2] 5.3 . 

B. Dans la preuve de la proposition, nous n'avons fait usage que de la pointe 

"évidente". Supposons que Ej et E 2 aient même conducteur N et que pour chaque 

p|N, les restrictions au groupe de décomposition en p des représentations 

£-adiques attachées à E 1 et E 2 soient isomorphes. D'après Carayol [ 1 ] (que 

nous avons d'ail leurs déjà u t i l i sé pour identifier les conducteurs géométriques 

et analytiques), les p-facteurs (p|N) des représentations automorphes corres­

pondant à E 1 et E 2 sont alors isomorphes. 
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On en déduit que les p-composantes des fonctions de Whittaker des "new form" 

attachées aux Ê  coïncident. La connaissance des facteurs locaux L̂  pour p^A, 

pour un entier A, permet alors le calcul des (A+1) premiers coefficients du 
développement de f. en n'importe quelle pointe. Puisqu'il y a I inf(f,N/f) 

1 f |N 
pointes, on montre comme en 4 que tous les facteurs L̂  coïncident pour F^ et 

E 2 dès qu ' i l coïncident pour 

p s i - T T ( 1 + - ) « N . ( 1 / Z inf(f,N/f)). 
0 p|N P f|N 

Exemple : Supposons N premier. Dans ce cas, Ê  admet un modèle sur de 

réduction mod p une cubique nodale. Ici , connaître la représentation du groupe de 
décomposition revient à connaître le facteur local L . Cela revient aussi à savoir 
s i les tangentes au point singulier de la cubique nodales sont définies sur F , 
ou conjuguées sur 1F ? . 

P Z 

Ceci détermine le comportement de la nouvelle forme sous l'involution d'Atkin -
Lehner wN, qui échange les deux pointes. De là le gain d'un facteur 2 par rapport 
au n° 4. 

C. Soit S un ensemble fini de nombre premiers e t , pour p ç S , soit d^(p) le 

degré du facteur enlérien L̂  pour E^. Soit le conducteur de E i et posons 

d.Cp) 
N-CS) = N. • 7T p 1 . 

1 1 pes 

La fonction f? = i 'a^(n)q n , où la somme est étendue aux n premiers aux peS , 

peut s 'écrire, pour des x 0 convenables 
a 

ff(z) = ZXa f ^az ) , 

d^p) s 

où a parcourt les diviseurs de ~[T P - S i N. (S) divise N, f • est donc une 
P€S 1 1 

forme modulaire sous r

Q (N) . Raisonnant comme en 4. et ut i l isant que la coïnciden­

ce des facteurs L̂  pour p l S l'implique pour tout p, on obtient le résultat 

suivant. 
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Pour E : et E 2 de Weil, s i N^CS^N (i = 1,2) et que les facteurs locaux 

Lp coincident pour p £ S, p < ^« ТГ (1 + ^) > i l s coïncident pour tout p. 

6.- Dans [3], J-P. Serre introduit la méthode suivante pour comparer deux repré­
sentations л-adiques. On "suppose qu'elles appartiennent l'une et l 'autre à un 
système compatible de représentations £-adiques de dimension d, que les traces 
des Frobenius sont des entiers, et que les représentations sont pures d'un poids w. 
Supposons que les polynômes caractéristiques des Frobenius coïncident pour p < A. 
Soit V premier, et considérons les réductions mod V des représentations. On 
déduit de Cebotarev que pour V < B(A), ces représentations mod V ont des 
semi-simplifiées isomorphes. Les traces des F* sont donc des entiers congrus 

mod V. Pour 2 d - p d W / / 2 < \ TT V , les polynômes caractéristiques de F . 
m Г<В(А) 1 £'<B(A) P 

coïncident donc dans les deux représentations. Si 
A' := [ i \ • 7Г u ' I ^ ^ est > A, on peut recommencer, avec A remplacé par 

L 2 a + I £'<B(A) J 

A', Pour que cette méthode marche, i l faut disposer d'une forme de Cebotarev 
suffisamment précise pour pouvoir prendre В(A) grand par rapport à log A. Serre 
n'a pu y arriver que modulo l'hypothèse de Riemann généralisée (GRH). 

7.- Serre me signale que la méthode suivie par Faltings permet d'améliorer cer­
tains résultats de [3]. 

Soient S un ensemble fini de nombres premiers et N = £. Si deux courbes 
£€S 

elliptiques sur (Ç, E et E', ont bonne réduction en dehors de S et s i les t ra­
ces de Frobenius sont les mêmes pour E et E' pour tout p g! S vérifiant 

p^ c 3 7 ( log N) 2 (sous GRH), 

^38 
resp. p й N (inconditionnellement), 
alors ces traces coincident pour tout p et , d'après la conjecture de Tate prou­
vée par Faltings, les courbes sont isogènes. Cf [3] 8.3 Th. 21. Si E a bonne 
réduction en dehors de S et est sans multiplication complexe, GaKÇ/Ç) s'envoie 
4 ил G1(T£(E)) pour tout 

l > c^g log N (sous GRH), resp. 

l ^ N ^ (inconditionnellement). 
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Cf [3] 8.4 Th. 22. Les (i = 37 à 40) sont des constantes absolues, en prin­

cipe explicitables. Ces résultats seront racontés par Serre dans son cours au 

Collège de France 1984/85. 

8.- Je dis au n° 3 que rendre effectif le théorème de Faltings ne requiert pas 
une version effective du théorème d'Hermite. Pour obtenir un algorithme uti l isable, 
i l peut toutefois être préférable de dresserla l i s t e des extensions galoisiennes 
k'/k à considérer et , pour chacune d 'e l les , de calculer explicitement jusqu'où 
i l faut aller pour que les Frobenius Fp remplissent Gal(k'/k) : en pratique, 

V 
beaucoup moins loin que ce qui est garanti par les Cebotarev effectifs. Cette 
méthode, suggérée par Serre, a été uti l isée par Mestre pour prouver 1'isogénie 
de deux courbes elliptiques sur (Ç à bonne réduction en dehors de 5077 (l'une 
d'équation explicite, l 'autre de Weil). 

Je remercie J-P. Serre d'une lecture critique d'une première version de ce 
texte. 
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