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Exposé VIII 

ENDOMORPHISMES DE VARIÉTÉS ABÉLIENNES 

Marguerite FLEXOR 

Cet exposé a pour raison essentielle de montrer que pour K un corps de 
nombres : 
(I) : touta cùu&a d'ÂAoganl&> da K-v&ru.ata& abatcannaA aht aon^titxiaa d'un 

nombre. h<Lnl da c£o64e4 d'<uomoà.pkiai> 

(II) : VacXÂjon da Gal(R : K) &UA V (̂A) 06t t>ml-*Âmpla, pour toute variété 
abélienne A définie sur K . 

(III) : La conjacAitia da Tata sialcLtlva aux andomoiphumaii da vcvUataA abalLannaA 
dî ÂjiidM 6un K . 

Ces résultats, nous les obtiendrons à part i r de 1*énoncé de finitude, démontré 
au chapitre IV : 

(R^ : SI K a&t un coup* de nombfiaA, (g,n,h) da& antianA, IL n'y a qu'un nom-
btia £lnl do, clcu>A£6 d'ÂAomotipklQA da vasUata* ab2.tiennes poZoÂÀAaoA (A,0) 
da cLLmojuZûn g , da dagia da poùinÂAcuUjon n at da kautauA, da Va£bLng& 
h F a l t ( A ) < h , 

et de l1énoncé plus précis, re la t i f à une classe d fisogénie (ch. VI). 

(R2) : Se K <u>t un coup** da nombuzA, A una vcvU&ta abatlanna 6aml-Atabla AUA 
K , ÂJL n'y a qu'un nombtia &ÂJU. da veutausu po^ÂJûta^ poun, tat> kautwAA 
hp a l t (B) , doj> vcvilata& abaLLanna* B YL-l&OQàn<u> à A . 

Lorsque K est de type fini sur son corps premier, les énoncés ( I , I I , I I I ) sont 
vrais , à condition de ne considérer dans (I) que des isogénies de degré premier 
à la caractéristique. Si car(K) >0 , ceci a été démontré par J . Tate ([T-2]) 
pour K fini et par Zarhin ([Z]) et Mori ([Mo]) lorsque deg tr(K : F^) > 0 . 
Si Car(K) =0, ceci est dû à G. Faltings ([F]). On trouvera dans la suite de ce 
séminaire une démonstration de ce dernier cas. 

Beaucoup d1arguments, dans ce qui sui t , ne dépendent pas de manière spécifique 
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M. FLEXOR 

de la nature du corps K . On suppose donc seulement K de type fini sur son 
corps premier et i l est explicitement indiqué là où l'hypothèse K , corps de 
nombres, est essentielle. 

Notations : Si K est un corps, K sa clôture algébrique, G = Gal(K : K) et s i 
A est une variété abélienne définie sur K , A = Ax^K et A* désigne la 
variété abélienne duale de A . Pour tous entiers m^ 1 , l premier à la carac­
téristique de K , on pose : 

Am = Ker(Â—-—>A) = noyau de la multiplication par m 

T (̂A) = lim A^n = 7L̂  -module libre de rang 2 dim A 

V,(A) = T A c A ) e z < f e . 

1.- FINITUDE DES CLASSES D'ISQMORPHIES DANS UNE CLASSE D'ISOGÉNIES 

Nous allons voir que dans (Rp , l'hypothèse sur le degré des polarisations 
n 'est pas nécessaire. 

PROPOSITION 1.- (Zarhin) : SI A a&t une. vasUeté abe.JUe.nm di^inie. 6UK un coup* 
K , B = A 4x (A*)4 2At une. vcvUêté abiZÂJinne. pnÂjncÂjpalemeyvt poùvuAée.. 

La démonstration esquissée ic i est une copie presque fidèle de celle donnée 
par L. Moret-Bailly dans [M.B ] , lui-même inspiré de notes de P. Deligne. 

Soit \p : A >A* une polarisation de A , i .e est un homomorphisme te l 
que s i Â = AxKK , ip = x : A >A* est défini par un faisceau inversible 
ample L sur Â , i .e \J7 = 4>L (si xeÂ , T x la translation par x , 
$L(x) = classe de T*L 0 L - 1 dans Â*) . 

Soit T un Z-module libre de rang r , A®T est une K-variété abélienne isomor-
2Z 

phe à A et on a un isomorphisme canonique : 

(A8ZT)*^A*®.ZT* 

où T* = Hoirie (T,Z), (A ® T) * = duale de A8UT . 
IL ^ IL 

Soit B : T x T—>7L une forme bilinéaire non dégénérée, b : T—»T* l'homomorphis­

me correspondant. On lui associe de manière naturelle 

^ =iJ0b : A 0 s T -> (A®ZT)* 

Clairement ^ est une isogénie, de plus ^ est une polarisation s i et seulement 

s i B est symétrique, définie positive. (En effet, i/̂  est de la forme <j>L , 
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ENDOMORPHISMES DE VARIÉTÉS ABÉLIENNES 

L faisceau inversible sur Ax^T s i et seulement s i la forme de Riemann définie 

sur T£(A®ZT) 
(x®t,y®t ' ) >e £ (x®t , \ ( y ® t ' ) ) = B(t,t')e £(x,ljî(y) 

est alternée (cf. [M] page 188, théorème 2) et est une polarisation si B est 

symétrique définie positive ) . 
On suppose désormais B symétrique définie positive. Posons 

K = Ker ]p et A/K A* . 

Prenons T de la forme N @ N , où N est un 7L-module l ibre. On a les identi­
fications suivantes : 

can can 
A®ZT — - — (A8ZN) x (A®ZN) —^— (AxA) Q̂ N 

{0} x (K®2N)^-(A0Z N) x (A®2N) 

et (A^N) x (A® z N)/ { 0 } x ^ M (A02N) x (A* ^ N ) 

\l 
(A x A*) @ZN 

Posons 0 : (AxA)®zN • (AxA*)®zN l'isogénie de noyau {o} x (KÔ^N) . 
La polarisation définie sur (AxA)®^N provient d'une polarisation 
$ sur (AxA*)®^N s i et seulement s i ([M] corollaire du théorème 2 §23, 
p. 231) : 

a) Ker 0 c K e r ( i l en est ainsi : K e r 0 c KS^TcKer ij^) 

b) s i e est la forme alternée Ker ij^ x Ker \^ ->(£ associée à i/̂  , 

e 'Ker0 xKer0 " 1 * 

Si d = deg i|/ , supposons que la forme bilinéaire induite par B sur {0} x N soit 
divisible par d , alors on a effectivement 

*b 
e ker ©xKer © = 1 * 

Vérifions : s i xSneKB^N , y®meK®zN 

e \ ( 0 , x ® n ) , (0,y®m)) = B((0,n),(0,m))e*(x,y) e d 2 e*(x,y)Z . 

Comme x€K , d 2x = 0 et d2e*(x,y) = e*(d2x,y) = 0 . 
Calculons deg $ : 

* « • • ^ „ № 9 • № " ) 2 r g ; d t o k " E ' 2 g • « 2 r y » 2 8 • ( * . « * 
a d 
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Résumons : pour prouver la proposition, i l suffit de trouver une forme bilinéaire 
symétrique définie positive B sur un 7L-module libre T = N@N dont la res t r ic-

2 
tion à {0} x N est divisible par d et dont le déterminant est égal à 1. 
Voici une solution particulière : 
T = IH @ IH , H = algèbre des quaternaires a + b i + c j +dk 

(a,b,c,d e Z) 

B = partie réelle d'une H-forme hermitienne positive x sur HxIH à valeur 
dans 7L (en particulier la matrice de X est de la forme / a b \ , 

[b c ) 

a>0 , c>0 , d divise c , b€H , b = conjugué de b) , dont le déterminant 
vérifie 

det B = (ac - b b ) 4 = 1 . 

I l s 1 agit donc de résoudre l féquation 
2 2 2 2 

1 = ac - (x +y +z +t ) (si b=x + iy + jz + kt) 
avec a > 0 , c > 0 , d divise c , c<* qui admet une solution puisque tout en­
t ie r naturel est somme de 4 carrés. 

PROPOSITION 2.-Si B 2Ât ULYi2.v(vUQ.té. abétimne, définie. hun. un coip* K , M, 
n}(LXÂAtz, à K-sUornotiplûAmt ptà6, qu'un nombiz ^ÂJÛ. de K-vcULtétéé abêXterm&à 
iactojuA clLn&ct de, B . 

Démonstration : 
2 

Posons E = End̂ B et Idem(E) = {e€E , e = e} et E* l'ensemble des éléments 
inversibles de E. Rappelons que : 

n 
a) les décompositions B= II A- (A. = sous K-variété abélienne de B) 

i=1 1 1 

correspondent à : 
b) des décompositions E = @ E• 

i=1 
ou encore 

n 
c) des décompositions 1= Z e- , e. e Idem(E) tels que pour i € { 1 , . . . , n } , 

i=1 1 ± 

e ± : B p r o J » A i , A i = e i(B) , Ê^ = Ee i . De plus s i e, e'eldem(E) 

e(B)^e'(B)<f 1> Ee^Ee . 
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Comme E^ = E®Q est une Q-algèbre semi-simple, i l n'y a qu'un nombre fini de 
classes d ' isomorphismes de E^-modules de rang 1. Le théorème de Jordan-Zassenhaus 
([C.R] p.534) montre qu ' i l existe seulement un nombre fini de classes d'isomor­
phismes de E-réseaux de rang 1, en particulier du type Ee pour e € Idem(E) 

Des propositions 1 et 2 et des résultats et R2 , on en déduit les théorèmes 
suivants : 

THÉORÈME 1.- SI K eôt un con.p6 de. nombre*, g et h deA mLLoAA, I l n'y a qu'un 
nombre, ^ûvi de. cliUAeA d'ÂAomon.phieA de. v<vUé£é.6 abe.tie.nneA de^uiie* hun K de 
dime.nAion g et de kautmA h (A) < h . 

THEOREME 2.- Si K QJ>t un coup* do, nombueA, une. cùu&e. de. K-iAogénsLeJ> de VOAÂÂ-

£éA abe.tie.nneM eAt donMtiMx.ee, d'un nombre. iixii de. clcu>AeA d'Lbomon.phleM. 

Démonstration : Soit ^ une classe d'isogénie de K-variétés abéliennes. Pour 
n 4 4 tout élément A de , on note B(A) = A x (A*) , c 'est une K-variété abélien-

ne principalement polarisée (util iser la proposition 1). Compte tenu de la pro­
position 2, i l nous suffit de voir que les B(A) , pour A G'É , ne constituent 
qu'un nombre fini de classes de K-isomorphies. I l suffit donc de montrer la f ini-
tude des classes de K-isomorphies pour une classe d'isogénies ^ de variétés 
abéliennes principalement polarisées. Deux cas sont à envisager : 

a) un élément (et donc tous) de % est à réduction semi-stable. On peut alors 
appliquer Of̂ ) et (R )̂ . 

b) Dans le cas contraire, soit (AQ) un élément de "6 . 1 1 existe une extension 
finie K* de K te l le que A^=AQx^Kf est à réduction semi-stable. Les variétés 
abéliennes A' =AxK' , pour A e ^ , ne fournissent qu'un nombre fini de classes 
de K'-isomorphies. De plus, s i B' est un élément de ~& , on a : 

4fc {classes de K-isomorphies de variétés abéliennes B tel les que B'^BxK'} 
= # H1(Gal(K':K),AutK Î(B')) . K 

Comme B' est principalement polarisée, Aut^ f(B') est fini et i l en est de même 
1 if 

de H (Gal(K':K) ,Aut B') . I l s'ensuit que les éléments AE% ne fournissent 
K' 

qu'un nombre fini de classes de K-isomorphies. 

2.- ÉNONCES DES CONJECTURES 

2 .1 . - Soit A une variété abélienne définie sur un corps K . Le groupe de 
Galois G = Gal(K:K) opère sur A n pour tout £ premier et tout n>1 et en 
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passant à la limite, G opère sur (A) . 

Si A et В sont deux variétés abéliennes définies sur К et si f : A —> В 
est un K-homomorphisme, f définit par restriction un G-homomorphisme 

A n > В pour n > 1 

et aussi, un 2Ẑ  [G ]-homomorphisme : 

\ (f ) : T£ (A) > \ (B) . 

On a construit ainsi un homomorphisme de groupes 

Фд B : Horn^B) (8 TL% > H o m ^ [ G ] (T£ (A), T£(B)) . 

Cette application est toujours injective ([M] par. 19 th. 3). Le problème posé 
par J. Tate ([T.2]) et que nous désignerons par "Conjecture de Tate" : 

C-j (K) : MontneA que, Фд ^ eMt b4,j'e.ctA.£ роил tout couple, de, vojûÂtéb аЫ1л,е.ппел 
(A,B) dî ÂjvieM бил К . 

Cette conjecture peut se réduire de la manière suivante : 

1) фд u est bijectif s i et seulement s i ФА в ® 1 л l ' e s t (cf. [T.2]) 
A,r> A,J5 

2) фд g est bijectif pour tout couple (A,B) s i et seulement s i фд д l ' e s t 
pour toute variété abélienne A (définie sur K) . 

En résumé, C (̂K) est équivalente à la conjecture suivante que nous désignerons 
encore par C (̂K) : 

C1 (K) : MontAQA que. End̂ A ©fl̂  ~ EndçCV̂  (A)) роил toute. voJdLeté abéllznne. A 
définie, бил К . 

2.2.- Si X est une variété projective l isse sur К et si X = Xx^K , le 
groupe G opère sur les groupes de cohomologie étale : 

H^X,*^) = ( J imH 1 » ,2/A n2Z)) 0 Q , i€N . 
n TL% 

D'où une représentation P i : G > Autffl^X,^)). J-P Serre, J.Tate (et 

A. Grothendieck) posent la conjecture suivante : 

C2(K,X) : \KowUieA que. 1ем Ke.pH.e6ZYvtoutiovib Ф̂  6ont &e.mi-6ûnpleA. 

Si A est une variété abélienne définie sur К , pour n> 1 , la suite de 
Kummer : 

i n n 0 > M r, ^ G *G *0 (u -ièmes racines de 1) £ n m m дП 

est exacte pour la topologie étale. I l en est de même de la suite exacte longue 
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ENDOMORPHISMES DE VARIÉTÉS ABÉLIENNES 

de cohomologie 

Н°СА, (Б т )—H°(Â ,G M ) ^H1CK,M ) * Н 1 С Я , у £ П > H1(Â,(Km) 

Comme la multiplication par i n est surjective dans H°(Â,(E ) , H1 (À,un) s'iden-
n -

t igie aux points d'ordre £ de Pic°(A) . Si A* est la variété abélienne duale 

de A, on a : 
H1(Â,Qp(1) =^шН 1 (А,и )^V£(A*) . 

n ^ 
De sorte que s i on désigne par С2ГО la conjecture suivante : 

С2ГО : Mon&iQA que, V̂ CA) eAt un [G] -module. &eml-<b<ur\ple. роил, toute, vcuviété 
abélte.nne. A dé^tnle, бил К . 

Remarque : C2OO C2(K,A) , poun toute. K-va/itété. abe.lte.nm A . 

En effet, s i (A) est un Q^tG]-module semi-simple, le Q^-groupe algébrique 
engendré par l'image de G dans Aut V (̂A) est réductif et comme on est en carac­
téristique zéro, toutes ses représentations sont semi-simples, en particulier 

Л H1(A,Q£) = é a A g ) • 

Nous allons voir maintenant que dans une certaine mesure, С2Ш implique Ĉ (K) . 
Plus précisément : 

PROPOSITION 3 . - Soit A une. \)OJuAte abe.JUe.nne. dé^tnle -бал К . St роил tout 
6ou6 ^[G]-тоdale. W de. V (̂A) , JUL exJubte, uEEnd^ ® Q £ tel que, u(V£(A)) = W , 

atom* : 

1) V (̂A) &&t un Q̂ EG] -modale. Aemt-Atmple. 

2) St Ê  = tmage. de. CQ̂ [G] •End V£(A)) , Ê  eAt le, commutant de. 
EndK(A) ® Q dans End V£CA) 

3) EndK(A) ® \ = EndG(V£) . 

Démonstration : Posons = V (̂A) et rappelons que End (̂A) 0 est une 

Q^-algèbre semi-simple. 

Montrons 1) : soit W un sous G]-module de , i l existe u dans 

End^A) 0 te l que u(V^) = W . L'idéal à droite uCEnd^ 0 Q ) est engendré 

par un idempotent v , i .e est un projecteur tel que v(V^) = W . 

Montrons que 1) et 2) entraînent 3) : Comme est semi-simple, Ê  est un 

anneau semi-simple et dans ces conditions l 'égal i té : 

Endjç A 8 = EndG 
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est équivalente, par le théorème de bicommutation, à : 

= commutant de End̂ . A 8 dans End 

Montrons finalement 2) (l'argument est dû à Tate [T.2]). 
Soit D le commutant de End^ A 8 dans End , on a E^cD . S i d € D , 
pour tout sous Q [̂G]-module W de , i l existe u£EndK(A) 8 Q£ te l que 
u(V^) = W . Par suite, dW = du(V£) = ud(V^) W , autrement dit d laisse stable 
tout sous <Q̂ [G] -module de . Par exemple si XÉV^ i l existe a€Q^[G] 
te l qued(x)=ax . Soit V un facteur simple de correspondant à un facteur 
simple E de E£ , d(V)cV et pour tout xçV , i l existe açE te l que 
d(x) =ax . En particulier d commute avec les éléments de End (̂V) , i .e d|y 
est une homothétie. Comme est un Q^-espace vectoriel de dimension finie, 
d est une homothétie. 

3 . - DÉMONSTRATION DE I = > 1 1 et III 

Grâce à la proposition 3 ci-dessus, i l suffit de démontrer le théorème suivant 
dû à J. Tate ([T.2]). 

THÉORÈME 3. - SOÂX A una vahJLata abalianna da{lnta t>uK un ao>ip* K . S I la cÂ£U>-
4e d't&oganta da A OAt composa d'un nombtia {int da cla&6ai> d'ÂAomohphÀAmaA, 
poux tout ÂOU6 $z[G]-modula W da V (̂A) , i l axt&ta u e E n d ^ A ® t a t qua 
u(V^(A))=W . 

Démonstration : Soit W un sous Q [̂G]-module de . Posons T£ = T^(A), 
V =V£(A) et 

pour n > 0 
W° =WHT£ 

W° = W° + i n T £ c T £ 

= (W°) n r n n s i * n : T¿ c a n n > . 

On a W cA . Les variétés B„ = A/Wp sont des variétés abéliennes n ĵ n ~n ' n 
définies sur K et K-isogènes à A . De plus le diagramme commutatif suivant : 

A 
$$ $$ 

$$ $$ 

'A" 

où irn est le morphisme quotient , XR et 7rn sont définis sur K , ^ est 

étale. 
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LENME : Xn(TJ l(Bn))= W° 

Il suffit pour voir cela de montrer que les deux membres de cette égalité ont 

même trace dans Ap et que tous deux contiennent 

Comme 7rn ° Xn ° irn = fc£ ° irn , on a irn ° Xn = % et par suite : 

W° = ^(T^CB^) W° = ^(T^CB^) 

D'autre part, XnCCBn) ^ > XR • i r ^ ) - i \ m - pour tout m>n . 

D'où X n(T^(B n»r>£ n T (̂A) et le lemme s'ensuit. 

Les variétés abéliennes B n , pour neN + , ne fournissent qu'un nombre fini de 

classes d'isomorphismes. Soit IcN un ensemble infini pour lequel B^~Bj 
pour i , j € l . Soient n le plus pet i t élément de I et : B n B^ un 
K-isomorphisme. Dans End^ A® Q , ^ : A >A est inversible et i l en est 
de même de X : B » A : 

n n 
W° = ^(T^CB^) W° 

Pour i e I , définissons A ^ v ^ ^ , c 'est un élément de EndyV ® (Q . 
On a : 

W° = ^(T^CB^) W° = ^(T^CB^) 

et comme W° = ^(T^CB^) par le lemme 1, que ттп ° Xn = £ П 

W° = ^(T^CB^) W° = ^(T^CB^) W° = ^(T^CB^) W° = ^( 

Comme End W° est compact, on peut extraire de la suite C u i ) i ç I une sous-suite 
convergente ( U J ) ^ J qui converge vers une limite u et comme End^A® est 
fermé dans End W° , u est aussi dans End^ AS ^ . Comme W° est compact 
tout élément x de u(W°) est de la forme x = lim x. , où x.Gu. (W°) = W? . 

n ic i J J 3 n J 
Par suite : u(W°) = Л W? = T. nW . 

n jeJ J ^ 
COROLLAIRE 1.- SI К vbt un coups tel que, toute classa d'isogénlzs de K-vasUttés 
abéltcnnas ast constituo.2. d'un nombre, ^ÂJÛ. de CÙJLSSZA d1 LbomotipkieA, aloKS 
C (̂K) tet vtuul роил i = 1,2 . En pantÂJCJutioA, s i К &st un coKps de nombieA, 
Ci(K) &st VMLI роил i = 1,2 . 

4.- CONSEQUENCES DE C1(K)ETC2(K) 

THEOREME 4.- Soit К un сокро роил laquai Ĉ  (K) ast VMLI. Soient A et В deux 
vcutlatas aballannas da^lnlas SUK К . Leo conditions suivantes sont èqulvalantas : 
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1) A eJ>t K-tbogène. à une. AouA-vasuété abélimne, de. B dé^tnle, 6UA K . 

2) I I zxÂAte. un nombre, pKemleA 1 , £^car(K) et un $̂ [G]-monomoh.phÂAme, 
V£(A)< *V£(B) . 

Démonstration : 

Si cp : A ->B est un K-homomorphisme, 2 dim(Keixp) = dim Ker V£(ip) . En particu­
l ie r , cp a un noyau fini s i et seulement si V (̂cp) est injectif. I l est c la ir 
que 1) = » 2 ) . 

Inversement, soit ijj : V£(A) >V£(B) un Q£ [ G]-monomorphisme, 

\\) € HomK(A,B) ®<p£ . Dans tout voisinage U de ^ dans HomK(A,B) 0Q £ , i l existe 

un élément u € HomK(A,B) Q Q . Comme dim V£(A)<+oo , s i U est suffisamment 

pe t i t , l'image de u dans Ffom (̂A,B) ® <Q£ est injective et i l en est de même de 

u . Un multiple de u est dans Hom (̂A,B) et a un noyau f ini . Donc 2)=>1). 

COROLLAIRE : (mêmes hypothèses que dans le théorème) A est K-tbogène. à B 6t 
et t>eulejne,nt ¿1 V£(A)^V£(B) . 

THEOREME 5.- Sott A et B deux v<Vu.été& abe.JUe.nneA dé^tnleA AUK un coup* K , 
A et B A ont K-tsogèneA &i et seulement ht 

1) SI K eAt £tnt, ç A= (ç^Cresp.Cg) fonction zêta de. A (resp.B)). 

2) St K eMt un coup* de. nombxeA et &t poun. psicAque. toute, place, v de, K , leM 
fioncttonA AutvanteA A ont égaler : 

Ly(A,s) = 1 — i  

d e t d - N W ^ I H ' C Â ^ ) v (1)) 

Iv(B,s) . — i  

d e t ( 1 - N M ' ^ I H ' C B ^ ) v (1)) 

où F y eMt le. moKphÂAme. de. ¥iobe.ntuA de. KV , N(v) fa nome, de, v , I Y 

l'tneAtte. e.n la place, v , H1(Â,QA)
 v ( resp . H 1 ( B , Q £ )

 V ) le* tnvanÂantA AOUA 

VactJjon de, i v . 

Démonstration : 

Montrons 1) : d'après le théorème 1, A et B sont K-isogènes s i et seulement s i 

V^(A)~V^(B) , ou encore, s i (resp. F-g) est l'endomorphisme de Frobenius 

de A (resp. B ) , agissant semi-simplement sur (A) (resp. V^(B)) et P^fresp.Pg) 
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son polynôme caractéristique, s i et seulement si P^ = Pg » °u encore si et seule­

ment s i = £g . 

L'assertion 2) se démontre de la même manière en remarquant que 

H1(Av,Q£)(1) = H 1(S,Q £)(D = V£CA*) (A* = duale de A) 

et H1(Bv,Q^)(1) = H1 CB,Q£D CD = V£CB*) (B* = duale de B). 

G opérant sur H1 (Â^Qp I v (1) (resp.H1 (5V,%) v(1)) à travers le quotient 

G(k(v)A(v)) . 

5.- ENDQMORPHISMES DES POINTS DE -̂TORSION 

Les résultats que nous allons exposer dans ce paragraphe sont encore des con­

séquences de la finitude des classes d1isomorphies dans toute classe d fisogénies 

de variétés abéliennes sur les corps K envisagés. 

THÉORÈME 6.- Soient K un con.p& tel que. toute, clxuie. d'iAogenteA de. vaju.étê.6 

abeVuinneA de^tnleA &UK K eAt constituée, d1 un nombre. &int de. claAAeA d'iAomoipkieA, 

A une. va/itêté. abe.LLe.nne. définie, àun K , £ un nombre. ptiemleA, l i car(K) 

Si. I eAt 6uHiAamme.nt Quand, V nomomoh.phÀAme. canonique. : 

EndK A 0 TL/m »EndG(A£) 

eAt un ÂAomosipluAme.. 

Démonstration : Le plan de la démonstration est essentiellement celui u t i l i sé 

pour démontrer Cj (K) : 

1) VOUA tout. £ , End̂ A 8 7L/17L A'injecte. danA End̂ Aji . En effet, s i 
u : A —» A s 1 annule sur Â  , u = £v , v € End̂ A . De plus, pour £ » 0 , 

Endĵ A 8 7L/17L est une algèbre semi-simple. 

2) SI pouA tout 7L/17L [G]-AOUA-module. Wde A£ , U. e.xÂAte. ueEnd KA®Z/£Z 

teZ que. u(A^) = W , 

EndKA0Z/£Z c*EndG A£ 

En effet comme pour la proposition 3 (§2), ceci entraine que Â  est un 

7L/17L [G]-module semi-simple et que tout endomorphisme de A^ qui commute avec 

End^A ® 7L/17L est une homothétie. On conclut grâce au théorème de bicommutation. 

3 . - LEMME.- SoiX. W un bouATLllTL [G]-module, de. Â  . LeA condLUUonA AulvanteA 

6ont é.qutvale.nteA : 
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a) i l existe ue EndK A 8> 71/171 tel que u(A^) = W 

a 1 ) i t existe u f eEnd K A®2/ilZ tel que ( u ' ) 2 = u ' , u'(A £) =W . 

b) i l existe veEndKA® 7L/17L tel que (Kerv) П Â  =W 

b ! ) i l existe v 1 e EndKA® 7L/17L tel que. ( v ' ) 2 = v f , Kerv'П A£ = W . 

Comme End^A® 7L/17L est une algèbre semi-simple, tout idéal à droite (resp. à 
gauche) est engendré par un idempotent. Ceci montre l'équivalence de a) et a 1 ) 
(resp. celle de b) et b 1)) .Soit u 1 comme dans a ' ) , s i v'= 1 - u ' , v 1 sat isfai t 
b ') et réciproquement. 

4) Montrons que : "роил tout bous 7L/&2LL G]-module W de. A£ > i l existe, 
u€EndKA® 7L/17L t e l que. u(A£) = W ." 

Pour tout nombre premier V , distinct de car(K) , et tout sous 7L/V7L [G]-modu­
le W1 de A f̂ , les variétés abéliennes A/W1 sont des variétés abéliennes 
définies sur К et K-isogènes à A . Elles se répartissent donc dans les diffé­
rentes classes d1isomorphies de tel les variétés, qui sont en nombre f in i . 
Pour £ » 0 et pour un te l WcA^ , i l existe l ' ф l , un 7L/V7L [G]-module 
W C A^, et un K-isomorphisme 

r : A/W-A/W1 . 

L'homomorphisme composé : 
r хГ 

v : A^—>A/W ~ > A/W1 c a n >A/A r A 
vérifie Kerv nA^ = W .On conclut grâce au lemme précédent. 

COROLLAIRE : Soient К et A comme dans l e tkéoKeme 6 , Роил tout £ ptiemiesi dis­
t inct de p = car(K) , boit p £ : 2^[G] • End^T^(A) Ы bepKébentxxtijon naturel­
l e . V'autxe pont pobons 7L= П 7L0 , T(A)= n T0(A), et boit p : Z[G]—*End«T(A) 

l^p 36 l^p * £ L 

la KeptébentatLon naturelle. Alors : 
a) VOUA presque tout i , (Im p £) est l e commutant de End^ A0 Z £ danb 

End^ Tn (A) . 7Ll A 

b) Im(p) est d'indice {ini dans le commutant de End̂ A dans EndgT(A) . 

Démonstration : Posons E £ = End^A® TL% , I £ = End^AS 7L/17L 
•p : 7L/17L[G] > End(A£) déduite de manière naturelle de p^ . 

a) le théorème 6 affirme que pour presque tout l : 
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W° = ^(T^CB^) W° = ^(T^CB^) 

le théorème de bicommutation que Im = Endg (A )̂ et le théorème de Nakayama 
que Im p £ = End^ (T^ (A) ) 1 

b) c 'est une conséquence de a) et de C1(K) . 

Note : G. Faltings a aussi démontré que les "conjectures de Tate" impliquent le 
résultat suivant : soit K un corps de type fini sur Q , K sa clôture algé­
brique, G = Gal(K/K) et A et B deux variétés abéliennes définies sur K . Alors 
l 'application canonique HomK(A,B) —• Hom (̂A(K) ,B(K)) est un isomorphisme. Une 
démonstration a été présentée oralement par G. Faltings durant le séminaire. Une 
démonstration simplifiée a été rédigée par 0. Gabber. Ce dernier n f a pas soumis 
son manuscrit à la publication. 
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