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Exposé VIII

ENDOMORPHISMES DE VARIETES ABELIENNES

Marguerite FLEXOR

Cet exposé a pour raison essentielle de montrer que pour K un corps de
nonbres :
(I) : toute classe d'isogénies de K-vaniétés abéliennes est constituée d'un
nombre fini de classes d'.isomorphies

(I1) : R'action de Gal(R:K) sur V(A est semi-s4imple, pour toute variété
abélienne A définie sur K

(III) : La conjecture de Tate relative aux endomorphismes de varniétiés abéfiennes
définies sunr X .

Ces résultats, nous les obtiendrons a partir de 1'énoncé de finitude, démontré

au chapitre IV :

(R1) : S4 K est un conps de nombres, (g,n,h) des entierns, <€ n'y a qu'un nom-
bre fini de classes d'isomonphies de varniétés abéliennes polarisées (A,0)
de dimension g , de degné de polarnisation n et de hauteur de Faltings

hpa1e W sh

et de 1'énoncé plus précis, relatif a une classe d'isogénie (ch. VI).

(RZ) : S4 K est un conps de nombres, A une varniété abélfienne semi-stablLe sur
K , &L n'y a qu'un nombre §ini de valeurs possibles pour Les hauteuwrs
hp1¢(B) , des varniétés abéliennes B K-isogenes a A

Lorsque K est de type fini sur son corps premier, les énoncés (I,II,III) sont
vrais, a condition de ne considérer dans (I) que des isogénies de degré premier
a la caractéristique. Si car(K) >0 , ceci a été démontré par J. Tate ([T-2])
pour K fini et par Zarhin ([Z]) et Mori ([Mol) lorsque deg tr(K: ]Fq) >0 .
Si Car(X) =0, ceci estdi a G. Faltings ([F]). On trouvera dans la suite de ce
séminaire une démonstration de ce dernier cas.
Beaucoup d'arguments, dans ce qui suit, ne dépendent pas de maniére spécifique
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de la nature du corps K . On suppose donc seulement K de type fini sur son
corps premier et il est explicitement indiqué 1a ol 1'hypothése K , corps de
nombres, est essentielle.

Notations : Si K est un corps, K sa cléture algébrique, G=Gal(K:K) et si
A est une variété abéliemme définie sur K , K=A><K-K et A* désigne la
variété abélienne duale de A . Pour tous entiers mz1 , & premier a la carac-
téristique de K , on pose :

Am=Ker(K —=2 57%) = noyau de la mltiplication par m

TSL(A) = 1r:|1m ARn = ZSL -module libre de rang 2 dim A
Ve =

TJL (A) 822522 .

1.- FINITUDE DES CLASSES D'ISOMORPHIES DANS UNE CLASSE D'ISOGENIES

Nous allons voir que dans (R1) , 1'hypothése sur le degré des polarisations
n'est pas nécessaire.

PROPOSITION 1.- (Zarhin) : S{ A est une vaniété abélienne définie sur un corps
K, B=A%x (A"%  est une vaniete abélienne principalement polanisée.
La démonstration esquissée ici est une copie presque fidele de celle donnée
par L. Moret-Bailly dans [M.B ] , lui-méme inspiré de notes de P. Deligne.
Soit ¢ : A—>A* une polarisation de A , i.e Y est un homomorphisme tel
que si K=AXKK » T=yxlp:A

>A* est défini par un faisceau inversible
ample L sur A, i.e §=¢ (si xeA, T, la translation par x ,
9, (x) = classe de T,L ® L~ dans A*) .

Soit T un Z-module libre de rang r, A®T est une K-variété abélienne isomor-
phe a A" etonaun isomorphisme canonique :
* ., A¥ *
(A 8ET) ~A*8.,T
ol T*=HomZ(T,Z), (A®T)* = duale de A@ZZT
Z

Soit B:TxT—>Z une forme bilinéaire non dégénérée, b : T —T* 1'homomorphis-
me correspondant. On lui associe de maniére naturelle
%, =v@b : AR, T ——> (A, T)*

Clairement yy, est une isogénie, de plus ¥y, est une polarisation si et seulement
si B est symétrique, définie positive. (En effet, wb est de la forme ¢L ,
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L faisceau inversible sur Ax ZT si et seulement si la forme de Riemann définie
sur TSL(A @ZT)

(x8t,y8t') —> e, (x8t, Y (y8t')) =B(t,t")e, (x,b(y)
est alternée (cf. [M] page 188, théoreme 2)et est une polarisation si B est

symétrique définie positive).
On suppose désormais B symétrique définie positive. Posons

v
K=Kery et A/K ——A* .

Prenons T de la forme N@ N, ot N est un Z-module libre. On a les identi-

fications suivantes :
can can
A @ZT A @ZN) x (A @ZN) (AxA) QZN

{0} x (K @ZN)i (A GZ N) x (A QZN)

et (A@ZN) x (A @EN)/{O} x (K @ZN) ~ (A QZN) x (A* @ZN)
R
(AxA*) GZN

Posons © : (AxA) OZN —_—— (AxA*)QZN 1'isogénie de noyau {o} x (KQZN) .
La polarisation b, définie sur (AxA) @EN provient d'une polarisation

® sur (AxA*) QZN si et seulement si ([M] corollaire du théoreme 2 §23,
p. 231) :

a) Ker ©c Ker U’b (il en est ainsi : Ker®c K@ZTcKer q)b)

b) si e“bb est la forme alternée Ker q)bXKer /8

%

€ lKer@ x Ker ®

>Gm associee a y, ,

=1

Si d=deg y , supposons que la forme bilinéaire induite par B sur {0} xN soit
divisible par a4 , alors on a effectivement

Yo

€ lKer(E)xKer(a51 )

Vérifions : si x@neK@ZN , y@meK@ZN

ewb((O,XQn), 0,y 8m) = B((0,m),0,m)e¥(x,y) € d® ¥ (x,y)Z

Comme x€K , d2x=0 et dze’p(x,y) =ew(d2x,y) =0
Calculons deg ¢ :

_ (degy) " card(coker B)?8 _ T x (det B)?8

- - 2g
deg & = deg %/card(](er o - er er = (det B)
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Résumons : pour prouver la proposition, il suffit de trouver une forme bilinéaire
symétrique définie positive B sur un Z-module libre T=N@N dont la restric-
tion a {0} xN est divisible par d2 et dont le déterminant est égal a 1.

Voici une solution particuliere :

T=HOH , H = algébre des quaternaires a +bi+cj+dk
(a,b,c,de€Z)
B = partie réelle d'une H-forme hermitienne positive x sur HxH a valeur

dans Z (en particulier la matrice de @ est de la forme /a b\ ,
(b c

a>0, ¢c>0, d divise ¢ , beH , b=conjugué de b), dont le déterminant
vérifie

det B = (ac-bT))4 =1
I1 s'agit donc de résoudre 1'équation

1=ac- (x2+y2+zz+t2) (si b=x+1y+ jz +kt)

avec a>0 , c>0, d divise c , ce qui admet une solution puisque tout en-

tier naturel est somme de 4 carrés.

PROPOSITION 2.-Si B est une variété abélienne définie sur un corps K , L
n'existe, a K-isomonphisme pres, qu'un nombre §ini de K-varniétés abéliennes
facteurn dirnect de B

Démonstration :

Posons E=EndKB et Idem(E)={e€E , e2 =e} et E* 1'ensemble des éléments

inversibles de E. Rappelons que :
n

a) les décompositions B= H1 Ay (Ai =sous K-variété abélienne de B)

i
correspondent a :

n
b) des décompositions E= @ Ei
i=1
ou encore
n
c) des décompositions 1= .21 e; » €€ Idem(E) tels que pour i€ {1,...,n} ,
1=

. T0j = = : 1
ei.BLJ—» A; , Aj=e;(B) , E;j=Ee, .Deplussi e, e'é€lIden(E)

e(B) ~e'(B)e— Ee~Ee .
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Comme E.=E®Q est une Q-algébre semi-simple, il n'y a qu'un nombre fini de
classes d'isomorphismes de EQ-modules de rang 1. Le théoréme de Jordan-Zassenhaus
([C.R] p.534) montre qu'il existe seulement un nombre fini de classes d'isomor-
phismes de E-réseaux de rang 1, en particulier du type Ee pour e€ Idem(E) .

Des propositions 1 et 2 et des résultats R, et R, , on en déduit les théoremes
suivants :

THEOREME 1.- S& K est un conps de nombres, g et h des entiens, il n'y a qu'un
nombre fini de classes d'isomonphies de varniétés abélfiennes déginies sur K de
dimension g et de hauteuwr h(A) <h

THEOREME 2.- S{ K est un conps de nombres, une classe de K-isogénies de varié-
1648 abéliennes est constituée d'un nombre §ini de classes d'isomonphies.

Démonstration : Soit ¥ une classe d'isogénie de K-variétés abéliennes. Pour
tout élément A de % , on note B(A) = A4x (A*)4 , c'est une K-variété abélien-
ne principalement polarisée (utiliser la proposition 1). Compte tenu de la pro-
position 2, il nous suffit de voir que les B(A) , pour A €€ , ne constituent
qu'un nombre fini de classes de K-isomorphies. I1 suffit donc de montrer la fini-
tude des classes de K-isomorphies pour une classe d'isogénies € de variétés

abéliennes principalement polarisées. Deux cas sont a envisager :

a) un élément (et donc tous) de € est a réduction semi-stable. On peut alors
appliquer (RZ) et (R1) .

b) Dans le cas contraire, soit (AO) un élément de % . Il existe une extension
finie K' de K telle que A(') =on]€(' est a réduction semi-stable. Les variétés
abéliemnes A'=AxK' , pour A€%¥ , ne fournissent qu'un nombre fini de classes
de K'-isomorphies. De plus, si B' est un €lément de 2z ,ona:

# {classes de K-isomorphies de variétés abéliennes B telles que B'~BxK'}
TS H‘(Gal(l(':K),AutK,(B')) K

Comme B' est principalement polarisée, AutK,(B’) est fin£ et il en est de méme
de H! (Gal(K':K),Aut B') . Il s'ensuit que les éléments A€ ne fournissent
qu'un nombre fini de classes de K-isomorphies.

2.- ENONCES DES CONJECTURES

2.1.- Soit A une variété abélienne définie sur un corps K . Le groupe de
Galois G=Gal(K:K) opere sur AILn pour tout ¢ premier et tout n21 et en
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passant a la limite, G opere sur T, @\ .

Si A et B sont deux variétés abéliennes définies sur K et si f:A—B
est un K-homomorphisme, f définit par restriction un G-homomorphisme

ARn —— an pour nz1
et aussi, un Zg [G]-homomorphisme :

T, () : T A ——>T, (B .
On a construit ainsi un homomorphisme de groupes

"DA,B : Homy (A,B) 8 Zy ———> Homzl[G] (T (A), Ty (B)) .

Cette application est toujours injective ([M] par. 19 th. 3). Le probléme posé
par J. Tate ([T.2]) et que nous désignerons par ''Conjecture de Tate' :

C1 (X) : Montrer que @\ B est bifectif pour tout couple de varniétés abéliennes
b
(A,B) déginies sun K
Cette conjecture peut se réduire de la maniére suivante :
1) @5 B est bijectif si et seulement si @ B ] 1Q 1'est (cf. [T.2])
’ ’ L
2) @5 B est bijectif pour tout couple (A,B) si et seulement si ©p A 1l'est
’
pour toute variété abélienne A (définie sur K) . ’

En résumé, C1 (K) est équivalente a la conjecture suivante que nous désignerons

encore par C1 x) :

CiK) : Montrer que EndKA 0Q) ~ EndG(Vl (A)) pour toute varniété abélienne A
définie sun X

2.2.- Si X est une variété projective lisse sur K et si X=Xx, K , le

K
groupe G opére sur les groupes de cohomologie étale :
i< .l n .
H'(X,Q) = QimH (X,,2/2°2)) ® ¢, , 1i€EN
n Zy
D'olu une représentation o * G——>Aut(H1()—(,Ql)).J—P Serre, J.Tate (et

A. Grothendieck) posent la conjecture suivante :

C, (K,X) : Montrer que Les neprésentations ©; sont semi-8imples.

Si A est une variété abélienne définie sur K , pour n21 , la suite de

Kummer : n
> G L G 0 (u_= zn-i‘emes racines de 1)
o m m gn

0 > U

est exacte pour la topologie étale. Il en est de méme de la suite exacte longue
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de cohomologie
H° N Qn orA 1 1 Q’n 1
(A,6)——> H°(A,6) ——H &,u p——H (K,Gm) —> H (K,Gm)
2
Comme la multiplication par 2™ est surjective dans H°(K,(Bm) , H' (K’“ln) s'iden-

tigie aux points d'ordre 2" de Pic®°(A) . Si A* est la variété abélienne duale
de A, on a :

H!(R,Qp) (1) = Lim H' () oV (A)
n
De sorte que si on désigne par C2 (K) la conjecture suivante :

Cy(K) : Montrer que Vo (A) est un QQEG]—modu,Ee semi-simple pour toute variéité
abélienne A définie sur K
Remarque : C2 X :CZ(K,A) , pour toute K-varniété abélienne A
En effet, si Vy(A) est un QR[G]-module semi-simple, le Qz-groupe algébrique
engendré par 1'image de G dans Aut VIL(A) est réductif et comme on est en carac-
téristique zéro, toutes ses représentations sont semi-simples, en particulier

1 .
AH'R,Q) = HIAQ)) .

Nous allons voir maintenant que dans une certaine mesure, C2 (K) implique C1(K) .

Plus précisément :

PROPOSITION 3.- Soit A une varniété abélienne définie sur K . SL pour tout
s0us QZ[G]-moduI_e W de VQ(A) , AL existe uEEndKA ® QJL tel que u(Vg(A)) =W,
alons :

1V, (A est un QSL[G]—module semi-simple

2) S& E - Amage de (Q[Gl—>End V,(A)) , E; est Le commutant de

EndK(A) ® QSZ, dans End VZ (A)
3) EndK(A) ® Q!L = EndG(VZ)

L

Démonstration : Posons VQ = VIL (A) et rappelons que EndK(A) (%] QSL est une
Qz—algébre semi-simple.

Montrons 1) : soit W un sous QQ[G]-module de Vy , il existe u dans
EndK(A) e QJL tel que u(Vl) = W . L'idéal a droite u(EndKA (3 QR) est engendré

par un idempotent v , i.e est un projecteur tel que v(Vg) =W

Montrons que 1) et 2) entrainent 3) : Comme VJL est semi-simple, E, est un

L
anneau semi-simple et dans ces conditions 1'égalité :

End A @ Q, = End; V,
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est équivalente, par le théoréme de bicommtation, 2 :

Ez = commutant de EndK A® Qg‘ dans End VSL

Montrons finalement 2) (1'argument est d a Tate [T.2]).

Soit D le commutant de EndKA QQJL dans EndV, ,ona E <D .Si de€D ,
pour tout sous Ql[G]-module W de Vz , 11 existe u€EndK(A) ® Q, tel que
u(Vg) = W . Par suite, dW=du(Vy) = ud(Vy) W ,autrement dit d laisse stable
tout sous QR[G]-module de Vy . Par exemple si xev, il existe aEQl[G]
tel que d(x)=ax . Soit V un facteur simple de V, correspondant a un facteur
simple E de Eg , d(V)cV et pour tout xeV , il existe acE tel que
d(x) =ax . En particulier d commute avec les éléments de EndE(V) , 1.e d|V
est une homothétie. Comme V; est un Qg-espace vectoriel de dimension finie,
d est une homothétie.

3.- DEMONSTRATION DE I ==II et III

Grice a la proposition 3 ci-dessus, il suffit de démontrer le théoréme suivant
di a J. Tate ([T.Z]).

THEOREME 3.- Soit A une varniété abélienne définie sun un conps K . S4i La clas-
se d'isogénie de A est composée d'un nombre fini de classes d'isomorphismes,
pour tout sous QZ[G]-module W de VZ(A) , AL existe ueEndKAeQz Zel que
u(Vo(A) =W .

Démonstration : Soit W un sous Qg[G}-module de Vo, . Posons T£=T2(A),
VQ, = VQ (A) et

We=WnT,
pour n>0 WS =W+ TyeTy
. . cann
W=y, 00 iy, Ty = Ty/e'Ty

Ona W cA . Lles variétés B, = A/W, sont des variétés abéliennes

définies sur K et K-isogénes 2 A . De plus le diagramme commutatif suivant :

i|F
[ | W
A Bn
‘R %
A
ou m estle morphisme quotient , A et m  sont définis sur K , A, est

étale.
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LEWME : A (T, (B,))= W5

I1 suffit pour voir cela de montrer que les deux membres de cette égalité ont
méme trace dans A!'Ln et que tous deux contiennent R,nTZ @ .

= o -, il
Comme m e }‘n° = ZA°“n »ona g ° )‘n = an et par suite :
W =Ker m = )‘n((Bn)gn) .

D'autre part, )‘n((Bn) 2n) 2,0 “n(Alm) = EnAZm =A2m-n pour tout mzn

D'ol xn(Tz(Bn))osz,n T!Z,(A) et le lemme s'ensuit.

Les variétés abéliennes Bn , pour neN* , ne fournissent qu'un nombre fini de
classes d'isomorphismes. Soit IcN' un ensemble infini pour lequel BigB 5
pour i, jeI . Soient n le plus petit €lément de I et vt Bn—&>Bi un
K-isomorphisme. Dans EndKAQ Q , JLR : A—>A est inversible et il en est
de méme de Xn : B —A

_'I o
Ay = 14nem,

Pour i€l , définissons wu;= A;°V;e )\;11 , c'est un élément de EndA @ Q
On a :
_ -1
u (WD) = x0 Vio A W)
n
et comme W;’l = }‘n(Tz(Bn)) par le lemme 1, que T oAn =4

ui(w;;) =250 Vi('I}L (Bn)) = Ai(Tl (Bi)) = W;cW;;

Comme End Wr‘; est compact, on peut extraire de la suite (u;) jer une sous-suite
convergente (uj)j €J qui converge vers une limite u et comme EndKA(O Qq est
fermé dans End Wr‘; , u est aussi dans End]( AQ Qy . Comme W; est compact

o

J

tout élément x de u(W°) est de la forme x=1limx. , o Xx.€u.(W°) =W
n jeJ I J ] n
Par suite : uWe) = N W =T,nW
n J€J ] 2

COROLLAIRE 1.- S{ K est un conps tel que toute classe d'isogénies de X-variétés
abéliennes est constituée d'un nombre fini de classes d'isomorphies, alons

C;(K) est vral pour i=1,2 . En particuliern, s4 K est un conps de nombres,
Ci(K) est viad pour i=1,2 .

4.- CONSEQUENCES DE C;(K) ET C, (K)

THEOREME 4.- Soit K un conps pour Lequel C1(K) est vnal. Soient A et B deux
vaniétis abéliennes définies sur K . Les conditions sulvantes sont équivalentes :
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1) A est K-4iso0géne & une sous-variété abélienne de B définie sur K

2) 1£ existe un nombre premien £ , L#car(K) et un QQ[G] -monomonphisme
V,(A) —— V2 (B)

Démonstration :

Si ¢ :A—>B est un K-homomorphisme, 2 dim(Kery) = dim Ker Vy () . En particu-
lier, ¢ a un noyau fini si et seulement si Vo (@) est injectif. Il est clair
que 1) =2).

Inversement, soit 1y : VR, A) —YV (B) un QJL[G]-monomorphisme,

weHomK(A,B) ®Qy . Dans tout voisinage U de y dans HomK(A,B) 902 , 11 existe
un €lément ue€ HomK(A,B) @Q . Comme dim Vy(A)<+e , si U est suffisamment
petit, 1'image de u dans HomK(A,B)eQQ est injective et il en est de méme de

u . Un multiple de u est dans HomK(A,B) et a un noyau fini. Donc 2)=s1).

COROLLAIRE : (mémes hypothéses que dans le théoreme) AestK-isogéne a B 44
et sewlement 84 Vo (A) =V (B)

THEOREME 5.- Soit A et B deux variétés abéliennes définies sun un conps K ,
A et B sont K-isogénes s4 et seulement s4

1) S& K est find, ty= Ty (Ly(resp.Lp) fonction zéta de A (resp.B)).
2) S4 K est un conps de nombres et si poun presque toute place v de K , Les

gonctions suivantes sont égales :

1

L (A,s)
v -s 1 1
det(1-N() °F,, | H' (&,Qy) V(1))

1

LV(B,S)

- I
det(1-NO)"5E, [H! (B,g) ¥ (1))

ol FV est Le monphisme de F)wbemamlde ](V , NV Ila noume de v , Iv
L'inentic en fa place v , HI(E,Q)) V(resp. H' B.Q) V) Les invariants sous
L'action de I,

Démonstration :

Montrons 1) : d'aprés le théoreme 1, A et B sont K-isogénes si et seulement si
Vy(A)~V,(B) , ou encore, si Fp (resp. FB) est 1'endomorphisme de Frobenius

de A (resp. B), agissant semi-simplement sur Vj (A) (resp. Vy (B)) et PA(resp.PB)
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son polynfme caractéristique, si et seulement si PA=PB , Ou encore si et seule-
ment si CA= CB .

L'assertion 2) se démontre de la méme maniére en remarquant que

H' R ,Q) (1) = H (R,q) (1) = V,(A9) (A'= duale de A)

et H (BV’QSL) m = H1(]§,Q2) (1) = Vo (B*) (B* = duale de B).

— I
G opérant sur H1 (AV,QZ)IV(U (resp.l-l1 (—BV’QQ') V(1) a travers le quotient
Gk k(W) -

5.- ENDOMORPHISMES DES POINTS DE 2-TORSION

Les résultats que nous allons exposer dans ce paragraphe sont encore des con-
séquences de la finitude des classes d'isomorphies dans toute classe d'isogénies

de variétés abéliennes sur les corps K envisagés.

THEOREME 6.- Soient K un conps tel que toute classe d'isogénies de vaniétés
abéliennes définies sur K est constituée d'un nombre §4ini de classes d'isomonphies,
A une varniété abélienne définie sun K , & un nombre premien, & # car(K)

SL % est sufgisamment grand, L'homomorphisme canonique :

End A 8 Z/8Z ————>End;(Ay)
est un Lsomorphisme.

Démonstration : Le plan de la démonstration est essentiellement celui utilisé

pour démontrer C,(K) :

1) Poun tout 2 , EndKA Q@ Z/LZ &'injecte dans EndGAR . En effet, si
u:A—A s'annule sur Ag ,u=av , VEEndKA . De plus, pour £ »0 ,
EndKA ® Z/2Z est une algebre semi-simple.

2) Si poun tout Z/SZ [G]-sous-module Wde ASL , AL existe uce EndK AQZ/Z

fel que u(Ag) =W,
EndKAQ Z/VL gEndG AJZ,

En effet comme pour la proposition 3 (§2), ceci entraine que Ay est un
Z/%Z [G]-module semi-simple et que tout endomorphisme de Ay qui commute avec
EndKA ® Z/LZ est une homothétie. On conclut grace au théoréme de bicommutation.

3.- LEMME.- Soit W un sous Z/%Z [G]-module de A, . Lles conditions suivantes
sont Equivalentes :
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a) AL existe ue End]( A® Z/VZL tel que u(Al) =W

a') 4L existe u'eEnd AOZ/AZ tel que ()P=u', u'(A) =W .

b) 4L existe ve EndKA@ Z/8L  tel que (Kerv) ﬂA’L =W

b') i existe V'eEnd A®Z/Z tel que v")2=v', Kerv'nA, =W

Comme EndKA® Z/%Z est une algébre semi-simple, tout idéal a droite (resp. a
gauche) est engendré par un idempotent. Ceci montre 1'équivalence de a) et a')
(resp. celle de b) et b')) .Soit u' comme dans a'), si Vv'=1-u' , v' satisfait

b') et réciproquement.

4) Montrons que : "'pour tout sous Z/RZIGl-module W de Ay AL existe
u€EndKA0 Z/VL ek que u(Ag)) =W ."

Pour tout nombre premier &' , distinct de car(X) , et tout sous Z/&'Z[G]-modu-
le W' de ASL' , les variétés abéliennes A/W' sont des variétés abéliennes
définies sur K et K-isogénes a2 A . Elles se répartissent donc dans les diffé-
rentes classes d'isomorphies de telles variétés, qui sont en nombre fini.

Pour £>»0 et pour un tel WcA, , il existe g'#g , un Z/%'Z [G]-module

w' CAZ' et un K-isomorphisme
T A/WzA/W' .

L'homomorphisme composé :
%"

~

T
viASRES AN —2 AN S AR, > A

vérifie Kerv nAg =W . On conclut grdce au lemme précédent.

COROLLAIRE : Sodient K et A comme dans Le théonéme 6 . Pour tout & premien dis-

tinet de p=car(K) , so0it Py : EQ[G] —_— Hﬂdlgl(A) La neprésentation natwrel-

Le. D'autne part posons Z=1Z,, T(A)= T T,(A), et s0it p : Z[Gl—> Endes T(A)
1% * 17 * Z

La neprésentation naturelle. ALors :
a) Pour presque tout & , (Im pz) est Le commutant de EndKAe Zy dans

End,, Ty(A)
L
b) Im(p) est d'indice gdini dans Le commutant de EndiA dans EndxT(A) .

Démonstration : Posons Eg = EndgA® Z , 'EZ=EndKA® Z/8T

Pyt Z/Z[G] — End(Ag) déduite de maniére naturelle de Py

a) le théoreme 6 affirme que pour présque tout ¢ :
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Ey = Bndy ezic) M)

le théoréme de bicommutation que Im B, = E.ndE (AZ) et le théoréme de Nakayama
2

que Imp, = EndEz(T,L(A))

b) c'est une conséquence de a) et de C,(K) .

Note : G. Faltings a aussi démontré que les ''conjectures de Tate' impliquent le
résultat suivant : soit K un corps de type fini sur Q , X sa clbture algé-
brique, G=Gal(K/K) et A et B deux variétés abéliennes définies sur K . Alors
1'application canonique HomK(A,B) —_ HomG(A(K) ,B(X)) est un isomorphisme. Une
démonstration a été présentée oralement par G. Faltings durant le séminaire. Une
démonstration simplifiée a été rédigée par O. Gabber. Ce dernier n'a pas soumis
son manuscrit a la publication.
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