
Astérisque

MICHEL RAYNAUD
Hauteurs et isogénies

Astérisque, tome 127 (1985), p. 199-234
<http://www.numdam.org/item?id=AST_1985__127__199_0>

© Société mathématique de France, 1985, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la collection « Astérisque » (http://smf4.emath.fr/
Publications/Asterisque/) implique l’accord avec les conditions générales d’uti-
lisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou
impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie
ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=AST_1985__127__199_0
http://smf4.emath.fr/Publications/Asterisque/
http://smf4.emath.fr/Publications/Asterisque/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


Exposé VII 

HAUTEURS ET ISOGENIES 

Michel RAYNAUD 

INTRODUCTION 

Considérons un corps de nombres K , une K-variété abélienne AK et son modèle 
de Néron A sur l'anneau d'entiers 0 de K. Si a>A est le 0-module inversible 
des formes différentielles sur A , de degré maximum et invariantes par trans­
lations, on a sur o)A une structure d'Arakelov et en particulier, u)̂  a un 
degré deg(o)^) . Si de plus A est semi-stable, on définit la hauteur de A^ : 

ht(AK) = 1 

[K:Q] 
deg(o)J . 

Dans cet exposé on étudie le comportement de deg(u)^) par isogénie. 
Soit donc Ujç : A^—>B^ une K-isogénie et u : A—*B son extension aux 

modèles de Néron. 
Dans le §1 on exprime deg(u)^) - deg(a>g) en fonction de la ramification de 

u , et plus précisément, en fonction de la différente de Ker(u) , lorsque u 
est plat . 

Au §2, on montre que s i A1 est le modèle de Néron de la variété duale A£ 
de Ajç , on a deg(co )̂ = deg(u)^f) . Ce résultat ne sera pas u t i l i sé dans la suite 
du volume ; la preuve est locale et plaide en faveur des propriétés différentiel­
les du modèle de Néron, y compris dans le cas où A n'est pas semi-stable. 

Les résultats essentiels pour la suite se trouvent au §4 . On suppose A 
semi-stable et on établit le résultat suivant : 

THEOREME.- Ue.n&emble. d<u hamteii/u deA va/iléte* abêLLznneA B^ , K-^6ogène4 à AK 

e^t ^ûii. Son caAcLLnal, OÂMJL que. l<u dl6ie.xe.nceA |ht(AK) - ht(B K) | peuvent 
ê&ie. ma joui* de. façon me.cJU.ve.. 

La démonstration du théorème a pour point de départ le résultat suivant, du 
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M. RAYNAUD 

à Faltings : 
Soient p un nombre premier, (typ» = u^Ax^pn > l e K-groupe p-divisible 

constitué par la torsion p-primaire de Av , T (A„) son module de Tate. Consi-
j \ p j \ 

dérons HK = U(HK)pn un sous-K-groupe p-divisible de (AJÇ) ~> • H lui corres­
pond un sous-Zp-module M de T (̂A )̂ , stable sous 1' action du groupe de Galois 
Gal(K/K) ; soit h le rang de M . Supposons pour simplifier K = (Q . Faltings 
calcule la puissance du caractère cyclotomique qui décrit l 'action de Gal(K/K) 
sur A*1 M, au moyen d fun invariant local, l ié à la réduction de en p . Cette 
relation entraîne que les isogénies u^ : A ^ — , de noyau (H )̂ n , conservent 
le degré d'Arakelov pour n » 0 . ^ 

Ceci étant, les sous-groupes p-divisibles de (A~) , du type ftv , qui 
Jv pP° J\ 

apparaissent dans la démonstration de Faltings, s'introduisent de façon non 
effective : i l s sont extrai ts , par un argument de compacité des noyaux, de 
familles infinies de p-isogénies. 

Pour sauver 1'eff ect ivi té , dans cette partie galoisienne de la démonstration, 
on remplace la considération des sous-groupes p-divisibles , par celle des 
sous-groupes (H„) n , dont les points à valeurs dans K , sont du type 

n h r 
(2Z/p Z ) n . Autrement d i t , au lieu des groupes p-divisibles, appelés aussi de 
Barsotti-Tate (BT), on u t i l i se les groupes de Barsotti-Tate tronqués (BTn) . Les 
propriétés différentielles des BTn , ainsi que les propriétés de déformation 
dont on a besoin, sont établies dans ce volume Exp. VI. 

Que l'on u t i l i se les BT ou bien les BTn , i l arrive que ceux-ci se spécia­
lisent mal en les places ramifiées de K . On contrôle ce phénomène, de façon 
effective, au §3, grâce à la "presque décomposition de Hodge-Tate" des schémas 
en groupes f inis , mise en évidence par Fontaine. 

J ' a i appris l ' idée d 'u t i l i ser les BTn dans une le t t re de Parshin. Le §4 
doit également beaucoup à l'exposé de Deligne au séminaire Bourbaki. 

I . - ISOGÉNIES ET DIFFERENTE 

1.O.- Notations : Dans la suite K sera un corps de l'un des deux types suivants 

Cas global : K est un corps de nombres, extension finie de Q . 

Cas local : K est le corps des fractions d'un anneau de valuation discrète 
complet, d'inégales caractéristiques, de corps résiduel k parfait de caracté­
ristique p > 0 . 

Dans les deux cas, on note 0 l'anneau d'entiers de K et K une clôture a l ­
gébrique de K . 

Partant d'un corps global K et d'une place finie v de K , on obtient par 
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HAUTEURS ET ISOGÉNIES 

completion de K en v un corps local , d'anneau d'entiers 0 y , de corps 
résiduel fini k v . 

1 .1Modèle de Néron et isogénies 

Soient AK une K-variété abélienne de dimension g et A son modèle de 
Néron sur 0 . Donc A est 0-schéma en groupes l i sse , séparé, de type f ini , de 
fibre générique AK . On note A0 le sous-schéma en groupes ouvert de A , à 
fibres connexes. Nous dirons abusivement que A0 est le modèle de Néron connexe 
de Â  sur 0 

Soit Ujç : Ajç —» une K-isogénie entre K-variétés abéliennes, de noyau 
. Le degré d de u^ est le cardinal de M (̂K) : 

d=#M K (K) . 

Le morphisme u K s'étend canoniquement en un 0-morphisme des modèles de Néron 
u : A —> B . Soit u° : A —*> B° la restriction de u aux modèles de Néron 
connexes. On pose M = Ker u° qui est un 0 -schéma en groupes. 

Si K est global et s i v est une place finie de K , par changement de base 
on obtient Ay = A ®Q0yy AK = Â  ®K Kv . . . , et Â  est un modèle de Néron de 
Av- sur 0 . 

V v 

La proposition suivante est immédiate : (cf. [5], 2.2.1) : 

PROPOSITION 1.1.1.- SuppoAon* K local. LQJ> condition* 6uivant&> A ont équivalen­
tes : 
(i) u : A—» B <L6t plat. 

(i i) M est plat AUA 0 

( i i i ) M est quasi-^ini ÂUA 0 

(iv) (U°) ® k est 6UA.j'e,Ctti. 
R 

De, plus, lorsque, ces condition!* &ont nJéalÀsees, on a une, ùuite, exacte de schémas 
en groupes poun, la topologie, ^ideleme,nt plate, de présentation iinie. (fppf) : 

0- M- >A° u° 0 . 

Exemples 1.1.2 : Supposons K local. 

a) Si a bonne réduction sur 0 , u et M sont finis et plats . 

b) Si Â  a réduction semi-stable sur 0 , u et M sont quasi-finis et plats , 
(car u se factorise à travers la multiplication par d : A—*A qui a un 
noyau quasi-fini). 

c) Si (d,p) = 1 , alors u et M sont étales. 
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d) Supposons que A ne soit pas semi-stable. Prenons = et pour u^ la multipli­
cation par p . Alors u est la multiplication par p dans A et u n 'est 
pas plate. 

1.2.- Schémas en groupes quasi-finis 

Supposons K local. 

Soit X un 0-schéma quasi-fini et séparé. Alors, comme 0 est complet 
(hensélien suff i ra i t ) , X se décompose canoniquement en 

X = x 1 11 x 2 , 

où X̂  est fini sur 0 et X2 est au-dessus de Spec(K) . Le schéma X̂  n 'est 
autre que la completion de X le long de sa fibre au-dessus de k ; nous le 
notons désormais X et nous dirons que X est la partie finie de X . 

Si X est un 0-schéma en groupes, X est un sous-schéma en groupes ouvert 
et fermé de X . Si de plus X est plat sur 0 et est un schéma en groupes 
commutatifs, le groupe quotient fppf X/X est un 0-schéma en groupes étale , 
prolongement par zéro sur Spec(0) de sa fibre générique. 

1.3.- Différente (cf. Exp. VI, 4.9.4). 

Considérons à nouveau une isogénie u^ , comme dans 1.1, et ses extensions 
u (resp. u°) aux modèles de Néron (resp. aux modèles de Néron connexes). 

Soit Mp̂jQ I e faisceau inversible sur A des formes différentielles relatives, 
de degré maximum, et soit u)̂  l'image réciproque de sur Spec(0) , par la 
section unité de A . On a donc a)̂  = det(Lie A)v, où v désigne le 0-module 
dual. On définit de même ajg . 

Considérons le 0-module inversible OĴ  ® . Lorsque u° est surjectif, 
de sorte que l'on a une suite exacte fppf de schémas en groupes : 

O ^ M - + A 0 - ^ B ° ^ 0 , 
-1 -1 

alors o)̂  ® (Ug s ' interprète en terme du noyau M : cô  ® o)g est l'image réci­
proque, par la section unité de M , du module dualisant relat i f . 
En effet, s i U est le faisceau d'idéaux de 0 n qui définit M , M est loca-

o A 

lement intersection complète dans A et l'on a : 

V c f V / 0

 8 d e t C I / 3 f - > / = £ * ( W A 0 ^ 1 ) ' 

où f : M —> Spec (0) est le morphisme structural. 
Dans le cas où M n'est pas plat sur 0 , u)̂  8 n'a plus de raison de se 

calculer au moyen de M , mais est déterminé par u et nous poserons : 
UA 0 \ m % • 
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Du fait que u^ est étale, la flèche canonique uig—^a>A , déduite de u , 
est injective. Par tensorisation avec a)"1 , on obtient donc une injection 
canonique : 

° C > WA ® ^ = ^u » 

et i l existe un idéal non nul de 0 , t e l que UJU = 0 (J~^) . 
En d'autres termes, l 'application Lie(u) : Lie (A) —^Lie(B) est injective et s i , 
dans des bases locales, on calcule son déterminant, celui-ci engendre x/^ . 
En particulier, on voit que 0/^/^ a pour support les places v où u y n 'est 
pas étale et nous dirons que 4/" est la différente de u . Pour just if ier 
cette terminologie, nous allons esquisser le lien avec la notion classique de 
différente, en une place v où est quasi-fini. 

Pour ce faire, "rappelons" (cf. [7], Appendix), que s i on a un morphisme 
fini et plat de S-schémas lisses : 

X u 
Y 

S 

on dispose d'une application canonique sur les différentielles relatives de degré 

maximum, la trace : 

Tr : u.Gojyg) — . o» Y / s 

qui est Cy-linéaire et te l le que 

(1) Tr(fujuj)) = Tr x / Y(f)o) , V V ouvert de Y , 

V f £0 x |u" 1 (V) , VwEotyglV . 

De plus, l 'application (^-linéaire associée : 

(2) 0 ^ 5 ^ ^ o m ^ C ^ , ^ ) 

u)f *(f >—•Tr(fuO) 

est un isomorphisme. 
Tensorisant les deux membres de (2) par o^Jg , on en déduit un isomorphisme 

de (^-modules inversibles : 
1 can ^ 

(3) o^/g 0 uÇ / s - J W Î U ^ C û ^ ) 

qui est la formule de passage clé entre le calcul du complexe dualisant re la t i f 
OĴ ^Y en terme de présentation par des schémas lisses d'une part, et en terme 
du morphisme fini et plat , localement intersection complète u : X—>Y d'autre 
part. 
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Par ai l leurs , l 'application canonique déduite de u r u * ^ ^ ) —> ^ / s 
donne une flèche 0^—> ^ / s ® ̂ y/S c*u:*', comP°s^e avec (3) fournit une applica­
tion CL-linéaire : 

(4) VwE VwEVwEVwE 

D'après (1), (4) n 'est autre que l'application 

f Cgi >Tr x / Y(gf)) . 

Supposons de plus que la restriction de u à un ouvert U de X , schématique-
ment dense dans X , soit étale. Alors (4) est un isomorphisme au-dessus de U 
et i l existe un idéal inversibles $ de 0^ te l que (4) s ' identifie à l 'applica­
tion canonique 

VwE VwE 

Alors / / coïncide avec la différente inverse classique, formée des sections 
méromorphes f de 0̂  , tel les que Tr(fx) € Oy ,V x e 0^ . 

Supposons de plus que X et Y soient des S-schémas en groupes et que u 
soit un morphisme de S-schémas en groupes. Alors / J ^ est un faisceau équivariant 
sur X , donc est l'image réciproque, d'un faisceau d'idéaux de 0^ , noté encore 

. De plus H = Ker(u) est un S-schéma en groupes fini et plat et par le 
changement de base S —> Y défini par la section unité, on trouve que VwE 
est bien la différente classique de la 0g-algèbre finie, génériquement étale 

Revenons à notre isogénie u„ et à son prolongement u° . Supposons u 
quasi-fini et soit M la partie finie (1.2) de M , de sorte que l'on a une suite 
exacte : 

0 •s 
• M-

A°- Û o ^ 
A/M 

0 

avec û fini et un morphisme étale 

v : A°/M —* B° 

tels que u = vû . 

Comme v est étale, X^ 1 = et les considérations précédentes montrent 
que /J^ 0^ est l ' idéal différente de la 0-algèbre finie Ofa . 

1.4.- Isogénie et degré d'Arakelov 

Dans ce numéro, K est un corps global. 
Soit T : K—*(E un plongement complexe de K . Partant d'une isogénie 

UK : —* comme <̂ ans 1 • 1 » on en déduit par le changement de corps T , 
une isogénie de tores complexes u : A — B 
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Rappelons (exposé I §3-3) que sur wA on a une métrique hermitienne te l le que 
x 

<o),o)>T = J^IWAWI 

où le second membre désigne l ' intégrale pour une mesure de Haar normalisée par 

un facteur ne dépendant que de la dimension de A . 

On munit le faisceau ai = OJa ® au de la métrique "différence" . 
T T x T 

Soit a) € a)g . On a 

J A |U*(O))A U*(OJ) | = d/ B |O)AO)| , 
T T 

où d est le degré de u^ . 

C'est dire que la section 1 de = / ) ~ ^ est te l le que 

<1,1> = d . 

Donc, s i v est une place à l ' inf in i de K , la valeur absolue v-adique de la 

section 1 de est te l le que 

| | 1 = d s i v est complexe 

||1||^ = d 1 / 2 s i v est réel le . 

La contribution des places à l ' inf in i dans le calcul du degré d'Arakelov (réf. 

exposé I §1, corollaire de la proposition 1.1) de la section 1 de est alors: 

- 1 . . Log|| 1|| = - Log(d) [K:Q]/2 . 
v infini v 

Par ai l leurs , le degré, à distance finie de la section 1 de ^ u est log# W/^/")* 
D'où la proposition : U 

PROPOSITION 1.4.1.-

deg(a)A) - degCô ) = degCô ) = deg(#^ 1) = -Log(d) [K:Q]/2 + Log# ( 0 / ^ 0 

COROLLAIRE 1.4.2. - Les conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) degCcaJ = deg(o)B) , 

VwEVwEVwEVwEVwEVwE 

( i i i ) d^*^^ 2 e-6-t an entier et engendre Vidéal Norm^,^ (¿^3 , 

(iv) POUA £ou£ nombre premier p , u p &ô;t &i puissance de p qtuc divise 
d , on a : 

h[K:Q]/2 = Z v ( / ) d ,VwE 

où v est la valuation de 0 , de groupe de valeurs 2 et d est le degré 
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du corps résiduel k.j sur F p . 

COROLLAIRE 1,4.3,- Les conditions de 1.4.2 , sont en paAlicutteA satisfaites, 
s i pou/i tout p ptiemloA at toute place $ de 0 au-dessus de p , on a 

VwEVwEVwEVwE 

où h et sont, comme dans 1.4.2 et e^ ejbt V Indice de mmlflcatlon de 
ö au-dessus de TL . 

De plus, s i ces conditions sont nzallàées, l e faisceau d1 Anakelov 
est tnlvlal. VOUA que le ialt>ceau d'Aàakelov ^ soit txlvlal, i l {out et JUL 

2 
sufält qu% i l existe f €K , toJL que £ =ad , où a est une meine de l'unité. 
Démonstration de 1.4.3 

Si pour toute place p de 0 au-dessus de p on a v^ /fJ\ 1^
 = , la 

condition iv) de 1.4.2 est vérifiée car E e d = [K:Q] , d'où la première 

assertion. 
Supposons que v ( # ) = e h/2 pour toute place finie p de 0 . Alors 

d engendre 4/ > donc 1/d engendre . Par ai l leurs , pour tout plonge-
^ <L-- 2 

ment complexe T : K—*(E , la section 1 du faisceau d'Arakelov A/ est te l le 
2 u 

que <1,1> = d , donc <1/d,l/d> =1 et 1/d t r ivial ise le faisceau T C--2 T 

d'Arakelov i / ^ • 
Enfin, s i le faisceau d'Arakelov / / ^ est t r iv ia l ise par une section f , on 

2 u 

a f = ad , où a est une unité de 0 , qui dans tout plongement complexe 
est de module 1, donc a est une racine de l 'uni té . 

Remarque 1.4.4 : Les conditions de 1.4.2 sont celles qui interviennent dans la 
démonstration de Faltings. Elles introduisent une moyenne des valuations de 
en les diverses places de 0 au-dessus de tout premier p . On peut les traduire 
encore en disant que le faisceau d'Arakelov Norm^^ ^ i^ ) est trivial« 

La condition de 1.4.3 est locale sur Spec(0) . C'est el le qui intervient, 
au numéro suivant, dans la comparaison du degré d'une variété abélienne et celui 
de sa duale. 

2.- DEGRE D'ARAKELOV D'UNE VARIETE ABÉLIENNE ET DE SA DUALE 

2 .1 . - Soient K un corps local ou global (1.0), u^ : A .̂—> B^ une K-isogénie 
entre K-variétés abéliennes, u£ : B£—> A£ l'isogénie duale, d le degré 
commun de u K et u£ . On étend ces isogénies en des morphismes u : A — B et 
u' : B' —>-A' , entre les modèles de Néron sur l'anneau d'entiers 0 de K . On 
dispose alors des idéaux différentes et (1-3). 
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THEOREME 2.1 .1 , - On a ^ J^, = (d) . 

Remarque 2.1.2 : Supposons dans 2.1.1 que A a i t bonne réduction sur 0 
Alors i l en est de même de A1 ; u et u ' sont finis et plats et ont pour noyaux 
des 0-schémas en groupes finis et p la ts , duaux l'un de l 'autre pour la dualité 
de Cartier. Dans ce cas, 2.1.1 résulte de [8] , appendice prop. 9. 

I l suffit clairement d'établir le théorème dans le cas d'un corps local, 
ce qui fera l 'objet des numéros suivants. Pour l ' ins tant , donnons quelques 
corollaires. 

COROLLAIRE 2.1.3,- Supposant, K global. Soient Â  une K-vaAi&té abzlimm, 
A£ la va/iléte. abilimne. duale,, A e£ A' lzt> modèle* de. Néion leAp&ctcfa de, 
Av eX A' -ôu/i Vanne/m d'zntLeJU 0 . 

2 2 
Moto* IZA £al6ce,aux d'Aiakélov u)A et o) f̂ Aont <U>omon.pheA ; en paAtLculioA 
deg(o)A) = deg(a)AJ . 
Démonstration du corollaire : Soit L^ un faisceau ample sur A^ . On lui asso­
cie, de la manière habituelle, une isogénie autoduale : 

UK : AK * AK ' 
Soit u : A—* A' son extension aux modèles de Néron et soit d le degré de 
u^ . Comme u^ est autoduale, le théorème 2.1.1 entraîne : 

^ 2 = Cd) . 

Alors 1/d t r ivial ise le faisceau inversible ^ . Compte tenu des métriques 
à l ' i n f in i , calculées dans 1.4, 1/d est même une tr ivial isat ion du faisceau 
d'Arakelov ^ 

Comme on a o)A = o)At , égalité entre faisceaux d'Arakelov, on a bien 
2 2 A A u 

0)̂  = a) ,̂ , d'où le corollaire. 

COROLLAIRE 2.1.4.- GcvidonA IQJ> hypothèse* de 2.1.1 et 6uppo6ovu> K global. 

1) On a : 
|deg(uA) - degCwg) | < ^ ^ 1 • 

2) SuppoAovu> d = p n , avec p pnemleA. Alo/u 

deg(o)A) - degCo^) = | Log(p) 

avec m entteA, |m| ^ [K:Q]n . 

Démonstration du corollaire : d'après 1.4.1, on a : 

deg(o)A) - degCojg) = - [ -^^Log(d) + LogCNorme^ ( ^ ) ) 
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D'après 2.1.1, on a i /^o(d) , donc Norme^^Ct^)dd^*^ , d'où : 

O^Log(Norme0 / z ( ^ ) < [K:Q] Log(d) . 

L'assertion 1) en résulte. Si d = p n , Norme ( l ^ ) = » avec n entier, 
0<h< [K:(Q]n . Alors deg(a>A) - degG^) = log(p) [h - n] = Log(p)^ 
avec m=2h- [K:Q]n, d'où l 'assertion 2). 

Remarque 2.1.5 : Soit k un corps de caractéristique p > 0 et soit C une 

k-courbe algébrique intègre, régulière. Considérons le modèle de Néron sur C 

d'une variété abélienne définie sur le corps des fractions de C et soit A' 

le modèle de Néron de la variété duale. On dispose alors sur C des faisceaux 

inversibles u)̂  et u)̂ , . Si A est semi-stable, Moret-Bailly a montré dans 

[8] qu ' i l existe N entier >0 , te l que u^e*o) f̂ , ce qui apparaît comme un 

substitut à 2.1.3. Le cas des modèles de Néron non semi-stables reste ouvert. 

2.2.- Jusqu'à la fin du §2, on suppose K local donc (1.0) de corps résiduel 
k parfait de caractéristique p > 0 . 

Pour démontrer 2.1.1, on peut, quitte à remplacer 0 par le complété d'une 
extension maximale non ramifiée de 0 , supposer k algébriquement clos. Nous 
allons d'abord donner une démonstration "géométrique", ut i l isant les structures 
pro-algébriques sur les groupes de cohomologie. Ces structures ont été étudiées 
par Lucile Bégueri [1] et complètent la théorie du corps de classes d'un corps 
local à corps résiduel algébriquement clos de J.-P. Serre [12] . 

Après cet effort, et pour se rassurer un peu, nous donnerons également une 
démonstration "arithmétique", valable lorsque k est fini et basée sur les mêmes 
idées, mais où l'on remplace les arguments géométriques par un décompte de points. 

Notons 7T une uniformisante de 0 et v la valuation de K te l le que 
V(TT) = 1 . Pour tout entier n^O , on pose (?n = 0/-nn0 . Si X est un 
0-schéma X est le 0 -schéma X 

n n u n 
Rappelons ([4] et [13]) que le foncteur de Greenberg de niveau n associe à 

X N un k-schéma Gr (X N ) et une bijection fonctorielle : 
(can) X ( O n ) ^ G r ( X n ) ( k ) . 

On ne s'intéresse qu'à la structure quasi-algébrique sous-jacente à Gr (X N ) > 
notée X -n 

On a de plus des morphismes de transition X N + ^ —* X N qui, par les applica­

tions (can) correspondent aux applications naturelles de réduction mod TT11 

X C ^ - l i ) ^ X ^ t J • 0 1 1 définit alors X = lim X^ , de sorte que l'on a une bijec-
n+ I n = 3 yl "n 

tion can : X(0) — > X(k) . Si X est l isse sur 0 , équidimensionnel de 

dimension relative d , Gr(Xn) est l isse sur k , équidimensionnel, de 
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dimension nd . 
Le foncteur XI—»2L "transforme 0-schémas en groupes en k-groupe s pro-algé-

briques. De plus ces constructions sont compatibles aux extensions finies étales 
de C) et au passage au complété d'une extension maximale non ramifiée de 0 . 

Sous les hypothèses de 2.1.1, appliquons le foncteur de Greenberg au morphisme 
u : A—»B . On obtient un morphisme u : A—»g de k-groupes pro-algébriques, de 
noyau et soit jS le conoyau, de sorte que l'on a une suite exacte : 

0—*M—*A-^B—•S—»0 . 

LEMME 2.2 .1 . - ¿ £¿>t un gioupe, qucu>¿-a¿gé.bnÁque., de, cLLmznAlon vti?^) 

Démonstration : Pour n entier » 0 , l 'application exponentielle réalise un 

isomorphisme de tï11 Lie (A) sur Ker A(0) —> A ^ n ) , compatible avec les structu­

res pro-algébriques, et de même pour B . On en déduit un diagramme commutatif 

de groupes pro-algébriques, à lignes exactes : 

0 * TTnLie (A) » A > > 0 

Lie (u) 

Aie (B) 

^n 

Le lemme du serpent fournit alors une suite exacte de k-groupes pro-algébriques : 

(2) 0 —* M —> Ker (u^) —* Coker Lie^u) —> £ > Coker (¿1 ) —> 0 . 

Or M est f ini , (car M(0) est fini) et Ker(yn) et coker(un) ont même dimension 
car et J n ont même dimension, égale à n fois la dimension g de la K-variété 
abélienne A„ . Coker (Lie u) est un 0-module de longueur finie égale à v C ^ ) ; 
le groupe Coker(L^ u) a donc pour dimension vU/^) . On déduit de (2) que 
est quasi-algébrique,de dimension finie, égale à v(-t^) , d'où le lemme. 

Dualement, on a une suite exacte de k-groupes pro-algébriques : 

d' ) o—vm' —> B' **' > A' — * £ ' —> 0 

et on a de même dim(S') = v ( > ^ t ) . 
2 .3.- Supposons maintenant k algébriquement clos et considérons la suite exacte 
de cohomologie galoisienne associée à la suite exacte de K-groupes 

K̂ 
algébriques 0 — • —> Â  • >• B^ — 0 
O-^M(K)—>A(K)-^B(K) —* H1( /K,MK) — H 1 ( /K,AK) — • H1( K,BK) -**0 

fcomme Gal(K/K) est de dimension cohomologique 1 ([13]II 3.3) , les groupes de 

cohomologie de degré ^ 2 sont nuls 

Puisque A et B sont des modèles de Néron, les applications naturelles 

A(0)—^A(K) et B(0)—> B(K) sont bijectives et u(K) s 'identifie à u(tf) 

de conoyau S(k) . 
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Posons T = ker H ' ( /K,A K ) — * H ' ( / K , ^ ) . De (3) on déduit la suite exacte : 

(4) 0 —^S(k)—*H1 ( /K,MK) —> T — 0 . 

Rappelons, maintenant quelques-uns des résultats de [ 1 ] . 

a) le groupe H1 ( /K,M )̂ est le groupe des k-points d fun k-groupe quasi-algé­

brique de dimension v(d) ( [ 1 ] th. 4 . 3 . 3 ) . 

b) Pour tout entier m , le sous-groupe de H1 ( /K,A^) annulé par m est le 

groupe des points rationnels d'un groupe quasi-algébrique ( [ 1 ] 8 . 1 . 1 ) et donc 

H 1 ( /K,AJÇ) est un groupe ind-algébrique. 

c) On a un isomorphisme canonique, fonctoriel en la variété abélienne A^ : 

H1 ( /K,AK) Ext1 (A 1 ,Q/Z) 

qui identifie la partie de p-tors ion du H1 , au "dual de Serre" du groupe 
pro-algébrique A 1 ( [ 1 ] , 8 . 3 . 6 ) . 

De ces considérations et de ( [ 1 ] 8 . 1 . 1 ) , on déduit que la suite exacte (4) est 
une suite exacte de groupes de points rationnels de k-groupes quasi-algébriques. 
On a vu que H1 ( /K,MK) étai t de dimension v(d) et que S éta i t de dimension 
v O ^ ) . Reste à voir que T a même dimension que g 1 , à savoir v ( / ^ f ) 

Or s i on applique le"foncteur Rhom( ,Q/Z)" à la suite exacte 0 ' ) , on trouve 
compte tenu de c ) , que Ext1 (S1 ,Q/Z) est isogène à T , donc a même dimension 
que T . Enfin Ext1 (S1 ,<Q/Z) est le dual de Serre du groupe unipotent (S/ ) 0 , 
composante neutre de S 1 , donc a bien même dimension que £ ' . 

2 . 4 . - Nous considérons maintenant le cas où le corps résiduel k est f in i , de 
cardinal q . 

On peut alors u t i l i se r les énoncés de dualité sur les corps locaux établis par 

Tate en place des résultats de [ 1 ] . Les arguments de dimension ut i l i sés dans la 

démonstration géométrique, sont remplacés par des décomptes de points de k-groupes 

quasi-algébriques du type £ . Pour distinguer la contribution de la composante 

neutre £° de celle du groupe des composantes connexes 5/S 0 , on est amené 

à considérer aussi les extensions non ramifiées Or de 0 , de corps résiduel 

k à q r éléments ; on note Kr le corps des fractions de Or • 

Commençons par rappeler les résultats de Tate. 

a) Soient Mjç un K-schéma en groupes fini d'ordre d et MĴ  son dual de Cartier. 

1) Les groupes de cohomologie galoisienne H3^ /K,!^) sont f inis , nuls pour 

i 7* 0 , 1 , 2 . On note h 1 ^ ) le cardinal de Hx( /K,MR) . 

2) h1(MK)/h°(MK)h
2(MK)= é(Û/dO) 
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3) Le cup produit : 

/K.M^x H2" iC /K,M£) — » H 2 ( /K,Gm) - S £ I Q / Z 

est une dualité parfaite pour i =0,1,2 . 

b) Soit une K-variété abélienne. Alors ( /K,AK) est canoniquement 
isomorphe au dual de Pontryagin Hom(A! (K), Q/Z) . 

Les résultats de a) sont démontrés dans [14] II §5, et b) figure dans [15] . 
UK 

Partons de l f isogénie : 0—» —* *° e t ' pour tout entier 
r > 0 , de son extension à Kr : 

• 
On déduit alors de la suite exacte de cohomologie galoisienne, la suite exacte 

courte : 

0 • Coker(A(Kr) -+ BCKp) H1 ( /Kp,MK ) -*KerCH1( /K r,AK ) -*H 1( ) ) - * 0 
r r r 

Compte tenu de b) ci-dessus et du fait que A, B, A', B* sont des modèles 

de Néron, cette suite se réécrit : 

(5) O^Coker(A((U->B(fl ))->H1( /K ,MV )->Hom(coker(B' (0 )^A' (0J ) ,Q/2Z) — 0 . 
r r r r r 

D'après les rappels de a) ci-dessus, on a pour r » 0 

logn(h1(iu )) = V (d)r + cte . 
r o Notons que s i £ est un k r-groupe pro-algébrique, sa composante neutre £ 

est te l le que H1 ( /k = 0 d'après le théorème de Lang [10], p. 119. 

Comme H1^ /k r ,£) = 0 pour i ^ 2 ([14]3.3 ) , l 'application canonique 
H1( A R , Q - ^ H 1 ( k r ,g/£°) est bijective. Si de plus G/G° a tous ses points 
rationnels sur k r , auquel cas nous posons ^0(S.) = (GAL°) ( k r ) , on a un isomor­
phisme canonique H1 ( /k r ,£) ^Hom(Gal(k r/k r) , Ï Ï O C G ) ) ^7ro(Q^ , qui associe à un 
homomorphisme a : Gal(k r/k r) —> l'image par a du Frobenius sur k r . 

Considérons alors la suite exacte (1) de k-groupes pro-algébriques 

0 *M • >B • £ >0 . 

Notons JV l'image de A^dans B_ , de sorte que l'on a des suites exactes 

0—> M—» 4 — • £—> 0 et 0—> X — — > £ — * 0 . 

Choisissons r » 0 pour que les groupes M , , g/J|0 aient tous leurs 

points rationnels sur k^ . Alors s i 

a : Coker( A(0 r) —>B((?r)) *S(k r) 

est l 'application canonique, ker(a) et coker(a) sont finis constants, respec­

tivement isomorphe à Ker "^Q^. ) —>Tro*^k ^ et Ker ^o^k ^ — > 7 r o^k ^ ' 
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Donc pour r » 0 , le cardinal de coker A(0 r) — * B(0 r) est le produit d'une 
constante par =#= S{kr) . 

Or S est de dimension ) (2.2.1), de torsion, donc S 0 est unipotent 
par suite logq(#=,S(kr)) = r v ( ^ ) + cte. Finalement : 

log q (# coker A(0 r )—•B(0 r )) = r v u / ) + cte . 

De même on a log coker B f (0 r ) —»A' (0 r ) ) = rv(^A f ) + cte. 
I l résulte alors de (5) que pour r » 0 , on a 

v(d)r + cte = v ( ^ ) r + v ( ^ f ) r + cte , 

d'où v(d) = v ^ ^ ^ t ) > c e achève la démonstration de 2.1.1 lorsque k 
est f ini . 

Remarque 2.4.1 : i l est bien sûr possible d'estimer Coker A(0 r) —> B(0 r) 
sans parler de structure pro-algébriques, en reprenant la suite exacte (2) et en 
étudiant u n par f i l t rat ion suivant les puissances de TT . 

3 . - AFFAISSEMENT DES GROUPES DE BARSOTTI-TATE TRONQUES 

3 .1 . - Dans ce paragraphe, K est un corps local (1.0). On note m l ' idéal 
maximal de l'anneau d'entiers 0 de K , TT un générateur de m , v la 
valuation de K normalisée par V(TT) = 1 et e=v(p) l ' indice de ramification 
absolu de 0 . 

On considère un 0-schéma en groupes commutatif Mn , fini et plat , dont la 
fibre générique (M^^ est un K-groupe de Barsotti-Tate tronqué d'échelon n 
(en abrégé BT ) (cf. Exp. VI, 1). C'est dire simplement que M (K) est isomorphe 

n h 
à (Z/p 2Z) , pour un certain entier h que nous appellerons le p-rang de î^ . 
Par analogie avec les groupes de Barsotti-Tate, h devrait plutôt s'appeler la 
hauteur, mais dans ce volume, le mot hauteur est réservé en général à un autre usage. 

Quand 0 est ramifié, ou quand p = 2 et e = 1 , Mn n 'est pas nécessairement 

un BTn sur 0 , car i l se produit certaines dégénérescences, un "affaissement", 

quand on passe de la fibre générique à la fibre spéciale. 
Commençons par donner 1 '̂exemple le plus simple d'affaissement. Supposons que 

èmes 
0 contienne les racines p de l 'unité ( i .e (p-1)|e) . On dispose alors d'un 
morphisme de schémas en groupes u : (Z/p Z)^ —> Mp , qui envoie l'image de 
1 sur une racine primitive p-ème de 1 ; u est un isomorphisme, tandis que 

K 
u ®̂ k = 0 . Partant, de la suite exacte : 

o ^ M p _ ^ 2 ^ M p - _ 0 , 

s i on prend l'image réciproque de cette extension par u , on obtient une 
suite exacte : 
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0 * Up » E » Z/p Z * 0 
dans laquelle E^^ (p 2 ) K est un BT2 , tandis que E est isomorphe à 

(Up)^ @ (Z/pZ)^ , donc est annulée par p ; par sui te , E n 'est pas un BT̂  . 

Dans ce paragraphe, nous allons essayer de contrôler le phénomène d'affaisse­

ment. 
Pour tout entier i , O ^ i ^ n soit (M-)v le noyau de p 1 dans QL)V 

1 A. n N 
qui est donc un BT̂  sur K et notons l'adhérence schématique de 0M^)K 

dans M . Alors M. est un 0-schéma en groupes fini et plat , annulé par p 1 , 
D i 

mais qui est strictement plus pet i t que Ker(M n-^—^M

n) lorsque ce dernier 

n 'est pas plat sur 0 . 

La multiplication par p dans NL se factorise à travers M̂ _̂  et induit 

par passage au quotient un 0-morphisme : 
t . , : M./M. ^ M. 1/M. 0 

i-1 r i-1 î - r i-2 
qui est un isomorphisme sur la fibre générique. On dispose ainsi d'une collection 

de morphismes de transition : VwEVwEVwEVwEVwEVwEVwEVwEVwEV 

LEMME 3 . 1 . 1 . - VOUA quo, Mn ьолЛ un BTn , i l fiaut oX ÀJL шЦлХ quo, 1ел concii-
£JLom> ALuLvantzA &oleyvt кеаЛлмеел : 

1) n = 1 , ролопл Щ = M̂  ®q к . kloKJb la t>uXX,e,de, к-бскгтсиь e,n длоирел : 

Жл ^ M J P ) - J U M 1 

(ou F eAt le, VtobenAuub eX V le, MeJUchlehung) eJbt exacte,. 

2) SA, n ^ 2 , 1ел l̂eoheJb de, thJxn&XXÂjon : 
Ч-1 M./M. л —i -UM. ,/M. -r 1-1 î - r 1-2 

A ont deM Алотон,р1ш>тел роил i = 2 , . . .n. 

Démonstration : pour n=1 , la condition n'est autre que la condition ( i i i ) de 

Exp VI 1.1 . Supposons n > 2 et que les flèches de transition soient des iso-
n— 1 

morphismes ; montrons que Mn est un BTn . La multiplication par p " dans 
Mn se factorise en u : Mn —» M̂  et u est la composée de la projection 
M^—^ M^M 1 et des flèches de transition t 1 , . . . , t 1 donc est plate, n n n-1 n-1 ' ' 1 r 

I l en résulte que M(n-1) = ker p —^Mn est plat , et donc égal à M .j 

De proche en proche on montre que M̂  = Ker p 1 : Mn—^Mn et que les suites 

n-i i 
Mn — E * Mn Mn 
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sont exactes. On conclut que Mn est un BTn à l 'aide de Exp. VI, 1.1 et 1.3 a ) . 
La réciproque est immédiate. 

3.2.- Propriétés de rigidité des BTn dans le cas peu ramifié 

PROPOSITION 3.2.1 . - Soit comme, dans 3.1 . 

1 ) ¿1 e = 1 et s i n = 1 , M.J est un BT-j 

2) ¿1 e<p-1 et n^2 , M. est un BT 
7 n n 

3) kl e = p-1 et n ^ 2 et ¿1 *o>c£ connexe, sott ne contient pas 
de sous-gAoupe de type multlpticatli non nul, alons Mn est un BTn . 

COROLLAIRE 3.2.2.- SI e = 1 e£ ¿1 p ^ 2 , 1 ^ est un BT̂  . 

Démonstration de la proposition. 

1) Supposons e = 1, n = 1 .On doit montrer que la suite : 

est exacte (3.1). 

1ère méthode : Par passage à la completion de l'extension maximale non ramifiée 
de 0 , on se ramène au cas où k est algébriquement clos. 

Puis, par dévissage (Exp. VI 1.3 f ) ) , au cas où (K) correspond à une 
représentation irréductible de Gal(K/K) . I l résulte alors de [8] 3.3.7, que 
M.j est un schéma en F - vectoriels, pour une certaine puissance q de p . 
Le fait que ker(V) = Im(F) résulte alors de la remarque 1.5.4 de loc. c i t . 
(en fait la propriété est énoncée mais non démontrée). 
2ème méthode : On u t i l i se la classification des schémas en groupes commutatifs, 
finis et plats , sur 0 non ramifié, due à Fontaine et Laffaille ([3] 9). 
Soit M un k-schéma en groupes f ini , commutatif, annulé par p et soit 
son module de Dieudonné. Alors, la donnée d'un 0-schéma en groupes commutatif, 
fini et plat M qui relève M équivaut à la donnée d'un sous-k-vectoriel oô 
de JA, te l que : 
(i) est un supplémentaire de ¥(11) , 
( i i) La restrict ion de V à £ est injective. 

Alors, comme Ker(V) contient de toute façon F(UO , puisque VF = 0 , 
les conditions (i) et ( i i) entraînent que Ker(V) = F(.Jl) , d'où la proposition 
dans ce cas. 

Passons à la démonstration de 2) et 3). On doit vérifier que, sous les condi-
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tions énoncées, les morphismes de transition t^ sont des isomorphismes 
(3.1.1), mais cela résulte de [9] 3.3.3 et 3.3.5. 

3.3.- Un résultat de Fontaine 

Soit G un 0-schéma en groupes commutatif, fini et plat . Notons ^ le 
0-module (de torsion) des formes différentielles de degré 1 sur G , invariantes 
par translation. 

Notons Ô la clôture intégrale de 0 dans K et ^fî/Q I e 0-module de 
torsion des formes différentielles de ~Ô relativement à 0 . 

Soit u€G(0) un point de G à valeurs dans 0 . 1 1 lui correspond donc 
un diagramme commutatif : 

Specfô) - - - > G 

\ / 

Spec(0) 

d'où une application naturelle : 

% e Z G 0 ) > ^ / Q 

a) 8 u i > u*(co) . 

Cette application peut s'interpréter aussi comme une application fl-linéaire, 
fonctorielle en G : 

_ 
0 ® 2 G(5) ^ > H o m 0 № G , ^ / 0 ) 

a 8 u 1 > (coi—a u*(u))) . 

Soit w la valuation de U te l le que w(p) = 1 . L'anneau 0 est fini sur 
l'anneau W(k) des vecteurs de Witt à coefficients dans k et on note 

/*^20/W(k) l ' idéal de 0 différente de la W(k)-algèbre 0 . Soit a un élément 
de 0 te l que 

wCa) = 1/p-1 + w U ^ y ) = 1/P-1 + v U ^ ^ / e . 

On pose SQ = partie entière de w(a) 

Dans [2] §4 , Fontaine introduit une "presque" décomposition de Hodge-Tate 
pour un 0-schéma en groupes commutatif G , fini et plat . I l montre en particu­
l ie r que l'application cpç définie ci-dessus a un conoyau annulé par a 
([2] §4, th .3 , cor. ) . 
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COROLLAIRE 3.3.1 . - Soit t : Gm—» Hm un moKphibme de BTm Sun. 0 qui 2At un 
ibomoApki&me SUA la fibre générique, et qui n 'est pas un isomorphisme. Alors 
on a m û 6Q . 

Démonstration : Soit dç (resp. d^) la dimension de l'algèbre de Lie de 
G (resp. H ) . Alors le 0-module des différentielles invariantes sur 
Gm (resp. Hm) est (0/pm (resp. (fl/p111*))^ (Exp. VI cor. 4.9) et la 
différente j j ^ est (p ^) , (resp. (p m ^) ) 

m 
Par hypothèse t : Gm—^ Hm n 'est pas un isomorphisme, donc est s t r i c ­

tement plus ramifié sur 0 que Gm , donc ^ < d H . I l résulte alors de la 
structure des 0-modules de longueur finie, que l'application sur les différen­
t ie l les invariantes déduite de t : 

X m 
contient dans son noyau un facteur direct de isomorphe à 0/pm0 

Considérons alors le diagramme commutatif : 

VwE VwE t(3) . 
•n 

VwE 
VwE 

VwEVwEVwE •Horn , fig-/^) 

D'après ([2], §1, Th.1), Œ-j^ est isomorphe à K/0 , donc le calcul ci-dessus 
entraîne que le conoyau de la flèche inférieure contient un facteur isomorphe 
à (T/pm0 . Par ai l leurs , comme t^ est un isomorphisme, i l en est de même de 
t(5) et d'après le résultat de Fontaine coker est annulé par a donc 

w(a) ^ w(pm) = m . Par définition de 6^ on a donc m ^ 6̂  . 

3.4.- Contrôle de l'affaissement 

Revenons à la situation considérée dans 3.1, où l'on se donne un 0-schéma 
en groupes Mn fini et plat dont la fibre générique est un BTn de rang h . 
Pour 0 ^ i û n , on dispose des sous-schémas en groupes Ni de Mn . Pour a et b 
entiers vérifiant O ^ a ^ b ^ n , o n pose : 

M ]a,b] = V * t 
qui est un 0-schéma en groupes fini et plat , dont la fibre générique est un 
BT^_a de rang h . Avec ces notations, on a =Mj0 ^ et on dispose des 

216 



HAUTEURS ET ISOGÉNIES 

des morphisme s de transition : 

M]n-1,n] 
t 1 n-1. 

'Mln-2 .n-lf 
V 2 

V u • 

qui sont des isomorphismes sur la fibre générique. 
Nous dirons qu ' i l y a un saut en i s i 

]i,i+1] ] i -1 , i ] 

n 'est pas un isomorphisme, c'est-à-dire si la différente A ^ . 
M ] i - 1 , i ] 

du schéma en groupes Mj^i ^ est strictement contenue dans la différente de 

M ] i , i + 1 ] • 
LEMME 3.4 .1 . - I l y a au pluA eh Août*. 

En effet, rappelons que s i H est un 0-schéma en groupes commutât if, fini et 
plat , t e l que la 0-algèbre 0^ soit de rang d, et s i H' est le dual de Cartier 
de H , on a, entre les différentes, la relation 

^ ^ w = (d) . 

([9] appendice prop. 9). 
En particulier on a VwEVwEVwE 

Appliquons ce résultat à M. =M,n -, , on trouve 

YttK )^v(p h ) = eh , 
M in il 

d'où le lemme. 

LEMME 3.4.2.- Soient o ^ a < b ^ n . , avec a et b entlen* et b-a Z 2 . Alo sa 
M ]a b] a n B T b-a ^ 4 e a ^ e w i e i ^ V IntenvaJULe ] a,b[ ne contient pcu> 
de òouuuU. 

Démonstration : on applique 3.1.1, 

LEMME 3.4.3.- Soient de* entlen* a,b,c,d vêll£lcLnt 

0 < a < b < c < d < n 

ET tel* que 

1) b-a = d-c = i > 2 

2) I l n'y a peu de AcuvU da.no ]a,b[ et dan* ]c,d[ 

3) I l existe un òajuut dan* [b,c] 
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Alors on a Z£SQ (3.3). 

Démonstration : Les conditions 1) et 2) et le lemme 3.4.2 entraînent que M, K , 
ja,Dj 

et M, ,, sont des BT0 . Notons d1 la dimension de M. , , et d 0 celle de Jc,d] a 1 ]a,b] 2 
M ]c,d] • d . b 

La multiplication par p dans se factorise à travers M̂  et induit, 
par passage au quotient un morphisme t : M-, ,-.—* M-, K 1 , qui est un isomorphis-

jc,aj ja,Dj , , 
me sur la fibre générique. La différente de M, est engendrée par p 2 , 

hd Jc,c+ij 
celle de M-ĵ -j ^ par p 1 . Comme i l y a un saut dans [b c ] , on a d̂  > . 
Par suite t n 'est pas un isomorphisme, et donc (3.3.1), l û 6^ . 

THÉORÈME 3.4.4.- Soit Mn un O-schéma en groupes corimutatli, {Inl et plat, t e l 
que Mn00 « (2Z/pnZZ)h et solX 6 Q V entier détint dans 3.3 . 

Alors, s i n> (he+1) max(1,ô^), I l exÂAte un unique plus grand Intervalle 
[r,n-s] c [0,n] t e l que r+s <he Max(1,6^) et tel que Mj r n _ s j soit un 
B Tn-(r+s) " 

COROLLAIRE 3.4.5.- Posons ô = 6Q h = he MaxOjô^) . A£O/L6, -ÔX n>2<5 , M̂  
est un BT 9 . . n-zô 
Démonstration du théorème : d'après 3.4.1, i l y a au plus he sauts et ceux-ci 
découpent [0,n] en au plus he + 1 intervalles. Vu l'hypothèse faite sur n , 
l 'un au moins de ces intervalles a une longueur £>max(1,ô^) . D'après 3.4.3, 
un te l intervalle est unique ; notons le [r,n-s] avec r<n-s . Alors r + s est 
la somme des longueurs de au plus he intervalles, de longueur au plus 
maxC1 > donc r + s ^ he max(1,6^) 

Démonstration du corollaire : on peut supposer h > 0 . On a alors : 

n>2<5 = 2he Maxdjô^) Z (he + 1)Max(1,6^) 

donc on peut appliquer le théorème 3.4.4. D'où un intervalle [r,n-s] t e l que 
r + s^he Max(1,6^) = ô . Par suite [ô,n-ô] c [r,n-s] et comme M, r n _ s . est un 

^n-Cr+s) >M]ô,n-6] est un BTn-26 • 

Commentaires 3.4.6.- La valeur de ô donnée dans 3.4.5 n 'est pas du tout sa t i s ­
faisante. Cela est dû à notre majoration du nombre des sauts, qui est très gros­
sière, et sans doute aussi au fait que nous n'avons pas t i ré le meilleur part i 
possible des résultats de Fontaine. 

218 



HAUTEURS ET ISOGÉNIES 

4.- HAUTEURS ET ISOGÉNIES : THEOREMES DE FINITUDE 

Dans ce paragraphe, on établi t le théorème de finitude énoncé dans l 'introduc­
tion avec des bornes effectives, précisées dans 4.4.8. 

4 . 1 . - "Belles p-isogénies" 

Définition 4.1.1 : Soient K un corps local ou global (1.0), AK une K-variété 
abélienne, dont le modèle de Néron A sur Spec(0) est semt-stable.. 

Soient p un nombre premier, n et h des entiers >0 . On dit qu'une K-isogé-
nie u K : Ajç—> B̂ . est une belle p-isogénie, de niveau n de p-rang h , s i son 
extension u° : A0 > B° , aux modèles de Néron connexes, a un noyau M qui 
vérifie les conditions suivantes : 

1) M(K)~(Z/p n2Z) h , 

2) Pour toute place v de 0 , la partie finie (1.2) My de M en v est un 
BTn sur 0 y . 

Notons que la condition 2) équivaut à la conjonction des 2 propriétés suivantes: 
A 

2 i) Pour toute place v de 0 , où Â  n'a pas bonne réduction, Mv.(Ky) est 
un facteur direct de Md^) (donc est de la forme (Z/pnZ)*V) , 

/S. 
2 i i ) Pour toute place v de 0 au-dessus de p , est un BTn sur 0 y . 
On note d v la dimension de Mv (Exp. VI 2.2.2). (Bien sûr, 2 i) pour v|p est 
est conséquence de 2 ii) ) . 

Exemples 4.1.2.- a) (niveau 1). Si aucune place v|p n'est ramifiée, toute iso­
génie de noyau annulée par p est belle de niveau 1. En effet, la condition 2 i) 
est automatique et la condition 2 i i ) est réalisée d'après 3.2.1. 1). 

b) cas peu ramifié). Si toute place v|p a un indice de ramification < p - 1 , 
(donc p ^ 2), la condition 2 i i ) découle des autres dès que n^2 d'après 3.2.1. 

Pour une belle isogénie, la différente de M (1.3) en une place v|p 
se calcule au moyen de la dimension locale d y de Mv . En effet (Exp. VI 4.9 i i ) ) 

yf- nd v 

Dans le cas d'un corps K global, on a donc : 

Norme Û / 2 ( ^ M ) = p n ( v f p [ V W . 

On déduit alors de 1.4.2 le corollaire suivant : 
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COROLLAIRE 4.1.3.- Vans le cas d'un coups global K , pouA qu'une, belle, p-lsogé-
nle, de, p-Aang h , consenve le, deghz d'AAakelov, ¿1 ^aut eX ¿1 su^ÀX, que, leM 
dimensions locales d v du noyau M vêil^lent : 

[K:Q]h/2 - y y ' 

4.2.- Déterminant du noyau d'une belle isogénie 

4 .2 .1 . - Pour p premier et n entier, on note 

y n : Gai (K/K) —> (Z/p n Z)* II,p 

le caractère qui décrit l 'action de Galois sur les racines pn-èmes de l 'unité 
upn(K)oK . 

De même x ^ '• Gai (K/K) *-7L* est le caractère qui décrit l 'action de 
°°,P P _ _ 

Galois sur les racines de l 'uni té , d'ordre une puissance de p : u (K) = u M n(K). 
°°>P n P 

Lorsqu'il n'y a pas de risque de confusion sur le nombre premier p , on 

écri t simplement x n et Xœ au lieu de XR ^ et x^ . 

4.2.2.- Si est un K-schéma en groupes te l que M (̂K) ̂  (Z/p TL) , donc dé­

cr i t par une représentation p : Gai (K/K)—^Glh(Z£/pnZ), on note det(MK) le 

K-schéma en groupes A^(MK)., décrit par le caractère : 

= A H P : Gai (K/K) — > ( Z / p n Z ) * . 

Nous allons étudier ¥[M ]̂ dans le cas où est la fibre générique du noyau 
M d'une belle p-isogénie. Commençons par t ra i te r le cas d'un corps local. Le 
lemme 4.2.4 contient l'information clé t irée de l'étude de la monodromie en une 
place de mauvaise réduction semi-stable ; le lemme 4.2.5 est en quelque sorte la 
justification, dans cet exposé, de la considération des BTn . 

4 .2 .3 . - Etude locale 

LEMME 4.2.4.- Soient K un coAps local, Â  une, K-vanleXé abéllenne, A0 -6on 
modèle, de, NéAon connexe Sun. 0 , supposé semi-stable, M„ un sous-schéma en 

o 
gAoupes {tnl de Â  , M V adhérence schématique de M̂  dans A , M la 
pantle iinie de M . MOKA le quotient M /̂M^ est non njamL̂ lé SUA 0 . 

Démonstration : supposons d'abord qu ' i l existe un entier m te l que MK soit 

le noyau ^A^ de la multiplication par m dans A^ . Comme A0 est semi-stable, 

le noyau mA° de la multiplication par m dans A0 est plat sur 0 , donc est 

égal à l'adhérence schématique de mA^ dans A0 . L'assertion résulte alors de 

[5] exposé IX , et plus précisément de la proposition 3.5 lorsque m est inversi­

ble dans et du théorème 5.2 (5.2.2), pour m quelconque. 
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Dans le cas général, soit m un entier qui annule . On a M j ( c

m \ > 
donc Me A0 et par suite Me A0 . Finalement Me Mn_Â° et comme ce dernier m r

 л m m 
est fini sur 0 , M = MDmA° En particulier, sur la fibre générique, on a 
Л *0 Л АО 
^К = ^К Л m̂ et ^onc lXV^K eSt contenu ĉ ans пД(^пЛ K̂ * 
On vient de rappeler que ce dernier est non ramifié sur 0 ; i l en est donc de 

л 
même de M /̂M^ . 

LEMME 4.2.5.- Soient К un corps local et M un BTR [resp. ВТ) sur l'anneau 
0 des entiers de К , annulé par une puissance de la caractéristique résiduelle 
p de 0 . On suppose que xM <ust de p-rangh (4.1.1) [resp. de hauteur h) et 
soi t d sa dimension (Exp. VI 2.2.2.b)). Soit 4>[МК] le caractère de Gal(K/K) 
qui décrit la puissance extérieure h-ème de M„ . Alors on a : 

К 
I Inertie = xn|Inertie (resp. xf| Inertie) . 

Démonstration : quitte à remplacer 0 par la completion de l'extension maximale 
non ramifiée de 0 , on peut supposer k algébriquement clos. Le lemme n'est 
autre alors que le cor. 4.10 de Exp. VI. 

Remarques 4.2.6.- i) Historiquement, le premier résultat dans la direction de 
4.2.5 a été obtenu par Tate (cf [16] §4 Th.3), dans le cas d'un ВТ . En ut i l isant 
les décompositions de Hodge-Tate, i l montrait que У[M] coïncidait avec x f 
sur un sous-groupe ouvert du groupe d 'Inert ie. 

i i ) On doit également pouvoir établir 4.2.5 en mettant bout à bout quelques-uns 
des articles de Fontaine reliant les représentations de Galois d'un corps local 
à des structures de Dieudonné convenablement f i l t rées . 

C'est sans doute la méthode promise au plus bel avenir. 

COROLLAIRE 4.2.7.- Solent l un nombre premier et M le noyau d'une belle 
l-lsogénle, de niveau n , de rang h , définie sur l'anneau d'entiers 0 d'un 
corps local К et soi t [̂M ]̂ le caractère de Gai (K/K) associé à AhMK . 
Alors : 

1) SI £*p , caractéristique résiduelle de 0 , V[M ]̂ est non ramifié sur 
0 . 

2) SI il = p , ¥[MK]|lnertie = x^ p | I ne r t i e , ou d est la dimension de M . 

Démonstration : On a la suite exacte 
о — * Î M K — > м к — * м к / м к *0 

de Gai(K/K)-modules, libres sur Z/£ n Z d'après 4.1.1. Donc 
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y [ M K ] = v i > i K ] ¥ [ M K / M K ] . 

Le caractère [̂M /̂M ]̂ est non ramifié d'après 4.2.3. Pour &^p, ¥[MK] est 
évidemment non ramifié, et pour £ = p , sa restriction au groupe d' inert ie 
est p > d'après 4.2.5, d'où le corollaire. 

4.2.8.- Etude globale 

Posons G = Gai (Q/Q), H = Gai (K/K) qui devient un sous-groupe de G , une fois 
choisie un isomorphisme Q ~ > K . 

Sur les plus grands quotients abéliens, on dispose de l'homomorphisme de 
transfert ([12] VII §8) : 

œ V e r Gab ^Hab ' 
Rappelons quelques-unes de ses propriétés : 

a) Localisation . Soit £ un nombre premier et une clôture algébrique de 
. Pour toute place v de K divisant £ , choisissons une place v de Q 

au-dessus de v .Le choix de v permet de définir un plongement T— de Q 
dans et un diagramme commutatif entre groupes de Galois : 

V 
VwE H 

VwE 
V *-G 

où = Gal(Q£/(Q£) , = T_(K) Qjcfl̂  et = Gai ( % / V " 
De plus, les applications i^(resp. j - ) sont définies à conjugaison près par un 
élément de G (resp. H) . On en déduit pour tout v un diagramme commutatif 
indépendant du choix des relèvements v : 

VwE ab 
VwE Hab 

( V a b ^ G a b • 

Par ai l leurs , on dispose des transferts locaux (Ver) v : (G )̂ , *"^\Pàb 

et on a 

(2) Ver o i = E j„o(Ver)„ 
vU V V 

b) Norme. L'application composée 

«Vab — V CVàb ^ « V * 
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(3) est la multiplication par le degré local [KyiQ ]̂ . 

c) Passage au corps résiduel. Notons (resp. I ) le sous-groupe d ' inert ie de 
G^ (resp. de H )̂ . On a des suites exactes : 

' — \ — \ ^ G a l ( V V — " 

1 -> I y > \ * GaKF^ A v ) » 1 

et une application de transfert 

ver" : GaKF^/Fp \> GalCF^/y 

qui envoie le Frobenius ify en l sur le Frobenius cpy en v . 
Si e y est l ' indice de Ramification de Ky sur (Q̂  , on a alors le diagramme 

commutatif : 

(4) (Ver)v 

VwE can Gal(FÄ/FÄ) 

<Väb 

e v Ver 

G a K F ^ ) 

THÉORÈME 4.2.9.- Soient p un nonbue pnemLex et u° : A 0 —*B° une bette 
p-Z&ogéniz, de noyau M , de niveau n , de Hong h (4.1.1). 

Poiom W = ft^J o Ver : G = Gal^/Q)^—> (Z/p n Z)* . Mou : 

W = \ , v >
 o û d = v ] v V W • 

Démonstration : d'après 4.2.7, s i l est un nombre premier i p , ¥[MK] est 
non ramifié en toute place v de K divisant £ . I l résulte alors de (2) et (4) 
que ^[M^] est non ramifié en £ . ^ 

Toujours d'après 4.2.7, s i v|p , ¥[M K ] | l v = X n p | ï v • H résulte alors de 
(2) et (3) que y M K ] | l p = £ p | l p . 

Alors ^o^K^^n^p est 1X11 caractere de G partout non ramifié, donc t r iv ia l 
puisque TL est simplement connexe, d'où le théorème. 

Remarque 4.2.10.- Partant de , c'est-à-dire d'une représentation p de H 
dans V= (Z£/pn2Z)k , une autre façon naturelle de lui associer un caractère de 
G , consiste à induire p de H à G , puis à prendre le déterminant. Le caractère 
ainsi obtenu est l ié au transfert par la formule : 

det(Ind^(p)) = eh(det(p)oVer) , 

où e(g) , pour g € G , est la signature de la permutation définie par g 
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opérant par translation sur G/H (cf.[11] p.130, exer.) . Ce caractère e h 

peut introduire des ramifications parasites en les nombres premiers l 
ramifiés dans 0 , contrairement au transfert. 

4 .3 . - Degré d'Arakelov d'une variété abélienne et belles isogénies 

4 .3 .1 . - Dans la suite on considère un corps global K (1.1) et une K-variété 
abélienne Â  ayant réduction semi-stable A sur Spec(0) . Soit une variété 
abélienne isogène à Â  et B son modèle de Néron. On va comparer le degré 
d'Arakelov de o)g à celui de a)̂  . 

4.3.2.- Commençons par rappeler l'argument galoisien, du à Faltings, montrant 
que certaines isogénies, "extraites" d'un sous-groupe p-divisible de A , 
conservent le degré d'Arakelov. 

Soit donc p un nombre premier et soit = u (M n )^ un sous-groupe p-divisi­
ble, de Â  , de p-torsion, où (M )„ désigne le noyau de la multiplication 
par ^n dans . Supposons que pour tout entier n^O , l'adhérence schéma­
tique Mn de (Mn)K dans la composante connexe A0 de A , soit le noyau d'une 
belle p-isogénie (4.1.1) : 

o Ao . ¿0 
u n : ^ B ( n ) • 

Alors la condition 2 i) de 4.1.1 entraine que pour toute place v , de mauvaise 
^ _ y\ 

réduction, U (M ) (K ) est p-divisible, où M désigne la partie finie de 

Mn sur C>v . La condition 2 i i ) signifie que = U Mn est un BT sur 0 y 

pour toute place v|p . Soit d v la dimension de et h la hauteur du 
groupe p-divisible , donc aussi le p-rang des groupes Mn . 

Notons ¥[MK] le caractère de H = Gai (K/K) associé à Ah M̂  et soit 
H,

Q[MK] = o Ver . I l résulte de 4.2.9 que ^[M^ = x j ^ avec 

d = Z cV [ V « ! ] ^ 
v|p 

Soit l un nombre premier distinct de p , non ramifié dans 0 , te l que 

AK a i t bonne réduction en toute place de 0 divisant l . Alors ^[M^] est non 

non ramifié en l ; soit X sa valeur sur le Frobenius cp̂  en i . D'après le 

calcul précédent, X = ^ . Mais d'autre part, les résultats de Weil appliqués 

aux réductions de A sur les corps finis au-dessus de F̂  entraînent que X est 

un entier algébrique qui dans tout plongement complexe a pour valeur absolue 

£h[K:Q]/2 ^ DQnc d = n [ K . Q ] / 2 et d'après (4.1.3), chacune des isogénies u° 

conserve le degré d'Arakelov. 

Dans ce qui sui t , nous allons adapter cet argument à de belles p-isogénies, 
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non nécessairement extraites d'un sous-groupe p-divisible de . 

4 . 3 . 3 . - On choisit un nombre premier l te l que AK a i t bonne réduction en toute 

place v de 0 divisant l (mais l peut être ramifié dans 0 ) . A part i r 

de l , on va pouvoir contrôler l 'ef fe t , sur le degré d'Arakelov, des isogénies 

de degré premier à l . Pour t ra i ter les £-isogénies, i l faudra u t i l i ser un autre 

nombre premier V , à la place de l . 

Pour toute place w de 0 divisant l , on note e w l ' indice de ramification 

de 0 W sur 7LIm et r^ le degré résiduel [k^iF^l . Soit Â  = A QQK̂  Qui est 

une variété abélienne sur le corps fini . 

Pour tout nombre premier p , soit T^CA^) le module de Tate de A]^ 

re la t i f à p ; c 'est un ZZ -̂module libre de rang 2 dim Â  = 2g muni d'une action 

continue de GaKk^/k^ . D'après les résultats de Weil, le polynôme caractérist i­

que de Frobenius cp̂  en w est un polynôme à coefficients entiers, indépendant 

du nombre premier p ? l , ne dépendant que de la classe d'isogénie de Aj^ , 

donc de la classe d'isogénie de Â  . De plus, pour tout plongement Q dans (E , 
r /2 

les racines de ce polynôme caractéristique ont pour valeur absolue l w 

Pour p premier f l , soit u° : A 0 —* B° une belle p-isogénie, de niveau 

n, de rang h ( 4 . 1 . 1 ) et soit M son noyau. On associe à M le caractère 

Y [Ml • Gal(K/K) —> (Z/pn2Z)* et son composé avec le transfert 
¥Q[M] : Gal(Q/Q) y (2Z/pn2Z)* . 

Alors yQ[M] est non ramifié en l ; soit sa valeur sur le Frobenius 
en Z . 

Les informations locales en p , fournissent un premier calcul de . 

En effet, d'après 4 .2 .9 , on a YQ[M] = p > o ù d = 2 W V ' d v é t a n t 

la dimension du BTn , donc : V | P 

(1 ) T £ = £d mod p n . 

Utilisons maintenant les résultats de Weil. Pour w|& , la fibre M ®Q\J 
de M au-dessus de k^ correspond à un facteur direct de rang h du 2Z/pnZ-module 

T p ( A ^ w ) / P ^ T p > stable par l 'action de Gai(1^/1^) . Prenant les puissances 

extérieures h-èmes, on trouve un facteur direct de rang 1 du Z/pnZ-module 

A^TpC^^/p^^TpCA^ , sur lequel <Pw opère par multiplication par 

T w e (Z/p n Z)* et l'on a T w = «M]ft\p . 
Si P^ w désigne le polynôme caractéristique de tpw opérant sur A^T^CA )̂ 

on a donc : 

(2) VwEVwEVwEVwEVwEVwE 

225 



M. RAYNAUD 

D'après 4.2.8, formules (2) et (4), on a : 

Notons alors E , le TL [Gal(F p/Fn) ]-module qui a même espace sous-jacent 
V. P ' j P A, 

que ^ * p ( \ ^ » mâ -s sur lecmel ^ opère comme opérait ^ . Finalement, 
considérons le produit tensoriel sur TL des représentations E , de 

p p,n,w 
G a l ( F ^ ) : 
(3) EвEVwEVwEVwE 

Dans le 2 / p n TL -module Ê  ^/рПЕр ^ , on dispose donc d'un facteur direct de rang 
1, stable par Galois, canoniquement associé à M , sur lequel cp̂  opère par 
multiplication par . 

Soit alors P̂  le polynôme caractéristique de cp̂  opérant sur Ê  ^ . 
C'est un polynôme à coefficients entiers, indépendant de p ф % , ne dépendant 
que de la classe d'isogénie de et dont les racines, dans tout plongement 
complexe, ont pour valeur absolue £(w/£ rw ew)h/2 = ^[K:Q]h/2 Q t V ç ) n a 

(4) P h(x £) = 0 mod p n . 

Les formules (1) et (4) résument les informations sur que nous allons utili-
ser. 

Considérons alors l'ensemble fini de puissances de l de la forme 

« d a V 

(5) p = , M € I h 

t e l que : 

a) d^ entier ^0 , d a й Miniiium(dimA ,̂h) = Minimum (g ,h) 

b) n entier > 1 , I n = [K:Q] 
a a a c) I d n * [K:Q] h/2 . 

a a a 
Alors aucun des м n 'est racine de P̂  puisque celles-ci , ont pour valeurs 
absolues complexes ¿[^.(№/2 ^ ^om. 

(6) = P h(u), M € I h 

est un entier non nul. 

THÉORÈME 4.3.4.- Pour p premier, p Ф i , et роил h entier, 1 < h < 2dim AK - 1, 
notons Пр ^ l e puis grand exposant m tel que. p m divise Vun des a^ 
définis par (6), u€ 1^ . Alors, pour toute YL-variéte abélienne A^ , K-isogène 
à AK , toute belle ip-isogénie de source Â  , de p-rang h , de niveau n > n^ ^ 
conserve le degré dtArakelov. 
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Démonstration : Soit M le noyau d'une te l le isogénie et pour toute place v|p , 
notons d la dimension de M . Posons d = Z dv[Kyr:Q ] . I l nous faut montrer 

y | P d que [K:Q]h/2 = d ( 4 . 1 . 3 ) . Or, s ' i l n'en é ta i t pas ainsi , le nombre i serait 

de la forme (5) , pour un certain u € 1^ . Or d'après ( 1 ) et ( 4 ) , on a : 

P h a d ) = 0 , mod p N 2 

Comme n>n^ ^ , cette congruence contredit la définition de n^ ^ ; donc 

d= [K:(Q]h/2 \ 

Gardons les notations de 4 . 3 . 4 . Pour p premier, p ^ il , posons 

i\p = maximum n p n > 1 = h = 2g-1 , où g = dim . 

Soit S l'ensemble fini de nombres premiers p , p ^ i , te ls que np > 1 . 
Soient N le nombre de places de 0 au-dessus de £ et M = (^g)N y ( 0ù 

n g 

(m) désigne le coefficient du binôme usuel). Le corollaire suivant donne alors 

une majoration effective des éléments de S et des exposants n^ : 

COROLLAIRE 4 . 3 . 5 . - VOUA tout pES , on a : 

(7) p

n P s 2 M A I K : « ] 8 * . 

Démonstration : Reprenons les notations de 4 . 3 . 3 . Pour tout w 11 , le Z^-module 
E p h w est de rang ^ * ' donC E p h est de rang ^h 8^N = ^ i = M • 

Par ai l leurs , d'après ( 5 ) , pour > on a : 

y ^ [ K : Q ] Min(g,)<£[K:Q]g 

Comme les racines du polynôme unitaire sont de valeur absolue complexe 

t [K:«]h /2 S i K:Q]g 

VwEVwEVwEVwEVwEVwEVwEVwEVwEVwEVwEVwEVwE 

d'où le corollaire. 

COROLLAIRE 4 . 3 . 6 . - Soit R Vensemble des nombres pAemient> Aamifiiés dans 0 

et soi t Â  une K-va/Uété abélienne, K-ibogéne à AK . 

1) Toute K-¿60génie A^—> de degxé pAernlen. à il u Ru S conserve le degAé 
d'AAakélov. 

2) Toute belle ^-iso génie A ^ — d e niveau, n , avec p i l et n>n^ , 

consente l e degié d'Anakelov. 

Démonstration : L'assertion 2) résulte immédiatement de 4 . 3 . 4 et de la définition 

de n^ ( 4 . 3 . 5 ) . Pour établir l 'assertion 1 ) , on se ramène par dévissage au 
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cas d'une p-isogénie avec p premier, p^JlURUS , puis au cas où le noyau de 
1'isogénie est annulé par p . L'isogénie est alors automatiquement une belle 
p-isogénie de niveau ^1 (4.1.2 a)) et l 'assertion résulte encore de 4.3.4 
et du fait que n =0 . 

P 
Enfin, notant que la borne obtenue dans 4.3.5 ne dépend que de 0 et de g 

on obtient le corollaire suivant : 

COROLLAIRE 4.3.7.- Soient l un nombre pAemleA, g un entleA>0 , 3" l'ensemble 
de* nombre* pAemieAS p , p & , tel* que p ^ 2M j^K:Qlg M (4.3.5). 

SOÂX JK une K-vanlété abélienne, de dimension g , ayant rédaction semi-
stable SUA 0 et bonne réduction en toute place divisant l . 
1) Toute K-lsogenle de sounce J K , de degté pAemleA à S , consente le degté 
d'Anakelov. 

2) SI p € S U s i n est un entlen toi que p n > 2M £ [ K : ( ^ ] S M , toute belle 
^-Isogénie, de niveau n , de sounce J K conserve le degié d'Anakelov. 

4.4.- Degré d'Arakelov et isogénies, cas général 

4 .4 .1 . - Soit M un 2Z-module de type f in i , annulé par une puissance d'un nombre 
premier p . I l existe deux suites d 'entiers, uniquement déterminées : 

0 < n 1 < . . . < n r et d 1 , . . . ,d r 

te l les que M^(Z/p n1) d1 9 . . . © (Z /p n r ) d r . Nous appellerons les entiers n ± 

les exposants élémentaires de M . 
Notons Mn le noyau de la multiplication par p n dans M . Alors les quotients 

NL /frL sont des S/p ^ n i~ n i -1 ) -modules l ibres, de rang d. + . . . +d (en con-
" i ^i-1 i r 

venant que = 0) . Si de plus un groupe G opère sur M , les sous-groupes 
o 

^ sont évidemment stables par G . 

4.4.2.- Soit de nouveau K un corps global, Â  une K-variété abélienne de 
dimension g , ayant réduction semi-stable sur 0 . Soit T l'ensemble des 
places de mauvaise réduction et |T| son cardinal. On s'intéresse aux K-variétés 
abéliennes Â  , K-isogènes à AK . 

LEMME 4.4 .3 . - SoÂ£ p un nombre phemlen et SOÀX U r : A^— une ip-lsogénle 
de noyau M̂  . Notons n^<...<n la* exposants élémentaires de MK(K) . 
Mon* on a r ^ 2g et \xv se ^actoAise en r Isogénies (u.)„ , telle* que 

— n * —n • 1 1 Jv 

KerCu^ (K) soit Ubne SUA (Z/p 1 x " ' ) . 

C'est c la i r . 
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ШМЕ 4.4.4.- Soit p un nombre premier et u K : — une K-lbogénle de 
noyau , avec (К) ̂  (ZZ/p11)*1 , u° son extension aux modèles de Néron 
connexes, M = Ker(u°) . 

Pour v€T , place de mauvaise réduction, notons la partie finie (1.2) 
de My = M 0 v et 40¿t m 1<...<m s £a réunion des exposants élémentaires des 
groupes \ ( \ ) > v£T . 

Alors on a s ^h|T| et se factorise en s isogénies, dont Vextenslon 
aux modèles de Héron connexes, a un noyau M ,̂ i = 1 , . . . , s , vérifiant les 
propriétés suivantes : 

m.-m- 1 л 
1) Mi(K)^(2Z/p 1 1 - 1 ) n , 

y\ _ _ 
2) Роил ¿ou¿ v€T , (M i)v(Ky) est facteur direct de M^Y )̂ . 

Etablissons d'abord un lemme. 

LENME 4.4.5.- Soient К un corps local (1.0), une K-variété abéllenne de 
rédaction semi-stable, : A^—^ une K-l&ogénle, v° : A0 —> B° son 
extension aux modèles de Néron connexes, N' = Ker v° . 

Soit Njç un sous-schéma en groupes fini de Â  qui contient N£ , et soi t 
Nj£ son Image par dans BK . Notons N (resp. N") l'adhérence schématique 
de NK(resp. NJp dans A0 , (resp. B°) . Alors 

(i) l e morphlbme N—> N" , Induit par v° est fidèlement plat, de sorte que 
Von a une suite exacte (fppf) de 0-schémas en groupes : 

0 * N' * N > N" > 0 

(i i) La suite , déduite de la précédente, en prenant les parties finies 

0—* N' —> N—• N"—t 0 

est aussi exacte. 

Démonstration de 4.4.5 : Comme v° est plat (1.1), l'image réciproque de N" par v° 
est plate sur 0 , et par suite coïncide avec N . Comme v° est fidèlement 
pla t , i l en est de même de N—» N" d'où la première assertion. La seconde s'en 
déduit par complétion le long des fibres fermées. 

Remarque 4.4.6 : les assertions i) et i i ) du lemme 4.4.5 ne sont plus nécessaire­
ment vraies s i on travaille avec les modèles de Néron, au lieu des modèles de Néron 
connexes , car l'isogénie v : A—» В n'est plus nécessairement fidèlement plate. 
Le lemme 4.4.5 est d'ailleurs la seule justification, dans cet exposé, de l 'utili-
sation des modèles de Néron connexes. 
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Démonstration de 4.4.4.- Pour tout v€T , M^C^) est un sous-groupe de 
M(Ky) , donc a au plus h exposants élémentaires, d foù s^h |T | . 
Pour i = 1,...,s , soit le quotient de par 0 \ . ) K > et soit 

( u ^ : (A i _ 1 ) K —> CAi)K l 1 isogénie naturelle de noyau ©V^/CN^ • 

Alors u^ est le composé (u s )^o.. .o (u^)^ . Notons u? l'extension de Cu^)^ 
aux modèles de Néron connexes et montrons que u? vérifient les propriétés 1) 
et 2) de 4.4.4. 

La propriété i) est évidente. Prouvons 2). Le noyau de l 1 isogénie naturelle 
(A1)° —> A° est = Ker p m i : M—*M . Le lemme 4.4.5 entraîne que 

Ker u? = M /M . 1 

1 i m i"1 
Soit v€T . Posons pour simplifier N = M(Ky) , N = My(Ky) - Alors 

0 Q V ( V =N m . , pour i = 1,...,s . 
D'après le lemme 4.4.5, la partie finie en v de Ker u° = Mm /M^ , est 

le quotient des parties finies (Mm ) y et (Mm ) , donc a pour points dans 

K , N /N . Vu le choix des m. , le groupe N /N est libre sur 
v ' nu m^_^ 1 m i m±-î 

2 /p m i m i -1 9 donc est facteur direct dans M m • D'où la propriété 2). 

4.4.7.- Pour obtenir de belles p-isogénies, i l nous faut maintenant considérer 
la propriété 2 (ii) de 4.1.1, et donc tenir compte de l'affaissement des parties 
finies Mv , pour v|p . 
Pour p premier posons : 

Ap = f 0 s i p ï 2 et s i p n 'est pas ramifié dans 0 , 

[ 2g Maximum(e , e ô y) sinon, 
v|p 

où l 'on a posé comme dans 3.4.5 : = différente de 0 sur TL , 
va l y = valuation de 0 y qui vaut 1 sur une uniformisante, 

ô y = partie entière de + va l y ( • 

Soit alors M le noyau d'une p-isogénie u° : A0—*B° qui vérifie les condi­

tions de 4.4.4 : 
— n h /\ _ 

1) M(K)^(2Z/p TLy , 2) pour toute place v de mauvaise réduction, ( \ ) 

est facteur direct de mCK̂ j . 

Pour tout n' , notons M^.j l'adhérence schématique dans M du noyau de la 

multiplication par p n dans . 
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Supposons n^2Ap . D'après 4.4.5 ( i ) , 1*isogénie u° se factorise en trois 
isogénies, entre modèles de Néron connexes, de noyaux respectifs : 

M{A } ' M{n-A }/^I{A } ' My/M{n-A } * Notons Que chacune de ces isogénies vérifie 
P П P P П P 

encore l'analogue des conditions 1) et 2) ci-dessus, comme i l résulte de 4.4.5 
i i ) . De plus, on déduit de 3.4.5 et 3.2.2 que l 1isogénie médiane est une belle 
p-isogénie, de niveau n-2Ap . 

Nous résumons les résultats obtenus dans 4.4, par le corollaire suivant : 

COROLLAIRE 4.4.8.- So^t Â  une K-variété abélienne, de. dimension g , ayant 
réduction seml-stable Sun, 0 et mauvaise rédaction en au plus |T| places. Mors 
pour tout nombre premier p , toute ip-lsogénle u^ : Â  —* se ^actonJjse en 
4g 2 |T| belles ip-lsogénles et 8g 2 |T| Isogénies de degré й p ^ 2 g . 

Combinons maintenant 4.4 avec les résultats de 4.3. 

THEOREME 4.4.9.- Soient T un ensemble filnl de places de 0 , de cardinal |T| 
£ et £' deux nombres premier* distincts te ls qu'aucune place de T ne divise 
£ oa £' . SOAX R Vensemble des nombres premiers ramifiés dans 0 . 

SoÂjt AK une K-varlété abélienne, de dimension g , ayant'réduction semi-
stable sur 0 et bonne rédaction en dehors de T . 

Pour tout p premier, on a défini des entiers A p ^0 (4.4.7) , ne dépendant 
que de 0 et de g , nuls si p£ {2} UR . 

Pour tout p premier ф £ , on a défini dans 4.3.5 des entiers n^>0 , dé­
pendant de AK et de £ , nuls en dehors d'un ensemble £lnl S , te ls que 
pour p€S , on a : p 1 ^ й 2M J K : ( W g M où N est l e nombre de places de К 
au-dessus de i et ( 2 g ) N . 

Remplaçons £ par et prenons p = £ , on obtient un autre entier n p 

noté n £ t , tel que £ l > l ' < 2 M ? £ , [ K : < I ) ] g M ' , où N' est l e nombre de places 
de £f au-dessus de £* et M' =(^ g ) N ? . 

Considérons les K-variétés abéliennes B^ , K-lsogénes à Â  . 

1) L'ensemble des hauteurs des variétés abéliennes BK est i ln l , de cardinal 

majoré par : 

[ П ((2A+n ) 8g3[K:Q]|T| +1)] ((2Ap + n Л 8g3|T|[K:Q] + 1) . 
p€RUSU{2} p p x, 

p^£ 

2) On a : 

|h t (A K ) -ht(B K ) | * [ ( Z (2Ap + np)Log(p)) + (2A£ + n^ f )Log(£)]2g 3 !T| . 

р^Я 
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Démonstration : Rappelons que s i B est le modèle de Néron de B^ sur 0 , 

la hauteur de B^ , ht(BK) , est degCo^/tKiQ] . 

Pour établir le théorème, on peut, d'après 4.3.6, et quitte à remplacer 

par une K-variété abélienne isogène, se borner à étudier les p-isogénies pour 

p € £ U RU S . 
2 

D'après 4.4.7, une p-isogénie se décompose en 4g |T| belles p-isogénies et 

8g 2 |T| isogénies de degré û p^P^g . 

D'après 4.3.6, toute belle p-isogénie de niveau n>n^ , pour p ^ l , et de 

niveau n>n^ ^ , pour p = £ , conserve le degré d'Arakelov. 

Enfin, i l résulte de 2.1.4, que s i u : A >B est une p-isogénie de degré 

p n , deg(u)A) - deg(o)g) peut prendre au plus 2n[K:Q] +1 valeurs et que l'on a 

IhtCAjç) - ht(BK) | £^ log(p) . Plus généralement, ces majorations s'étendent au 

cas où on passe de A à B par une suite finie de p-isogénies dont le produit 

des degrés est û p n . 

D'après les considérations qui précèdent, pour contrôler les p-isogénies qui, 

a pr ior i , ne conservent pas le degré d'Arakelov, on peut prendre 
n = (Ap 2g) 8g 2 |T| + (n p 2g) 4g 2 |T| = (2Ap + n p ) 8 g 3 1T| , pour p * l 

et n=(2A £ + n £ v ) 4g 3 |T| « pour p = £ . 
On obtient alors l 'assertion 1) (resp. 2)) du théorème en prenant le produit 

(resp. la somme) des majorations relatives aux différents "mauvais" nombres 
premiers p . 
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