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Exposé VII

HAUTEURS ET ISOGENIES

Michel RAYNAUD

INTRODUCTION

Considérons un corps de nombres K , une K-variété abélienne A]( et son modele
de Néron A sur l'anneau d'entiers 0 de K. Si wy est le 0-module inversible
des formes différentielles sur A , de degré maximum et invariantes par trans-
lations, on a sur wy une structure d'Arakelov et en particulier, wy @un
degré deg(wA) . Si de plus A est semi-stable, on définit la hauteur de AK :

1

ht(A) = deg(wy)

Dans cet exposé on étudie le comportement de deg(wA) par isogénie.
Soit donc uy :AK-—->B
modeles de Néron.
Dans le §1 on exprime deg(wA) - deg(wB) en fonction de la ramification de

K une K-isogénie et u:A—>B son extension aux

u , et plus précisément, en fonction de la différente de KXer(u) , lorsque u
est plat.

Au §2, on montre que si A' est le modele de Néron de la variété duale AI‘(
de A s ona deg(wA) = deg(w,,) . Ce résultat ne sera pas utilisé dans la suite
du volume ; la preuve est locale et plaide en faveur des propriétés différentiel-
les du modele de Néron, y compris dans le cas ou A n'est pas semi-stable.

Les résultats essentiels pour la suite se trouvent au §4 . On suppose A
semi-stable et on établit le résultat suivant :

THEOREME.- L'ensemble des hauteuwns des vaniétés abéliennes By , K-isogenes a Ay
est fink. Son candinal, ainsi que Les différences lht(AK) - ht(BK)| peuvent
etrhe majorés de facon effective.

La démonstration du théoréme a pour point de départ le résultat suivant, di
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a Faltings :
Soient p un nombre premier, (AK) - = Ili(AK) /Mo le K-groupe p-divisible

constitué par la torsion p-primaire de A, , T (AK) son module de Tate. Consi-
dérons HK = g(HK)pn un sous-K-groupe p-divisible de (AK) . I1 lui corres-
pond-un sous-Zp-module Mde T (AK) , stable sous 1l'action g: groupe de Galois
Gal(K/K) ; soit h 1e rang de M . Supposons pour simplifier K=Q . Faltings
calcule la puissance du caractére cyclotomique qui décrit 1'action de Gal(K/K)
sur Ahhd, au moyen d'un invariant local, 1i€é a la réduction de HK en p . Cette
relation entraine que les isogénies uy :A.K-—-->BK , de noyau (HK)pn , conservent
le degré d'Arakelov pour n>»0

Ceci étant, les sous-groupes p-divisibles de (AK) , du type HK , qui
apparaissent dans la démonstration de Faltings, s'introduisent de facon non
effective : ils sont extraits, par un argument de compacité des noyaux, de
familles infinies de p-isogénies.

Pour sauver l'effectivité, dans cette partie galoisienne de la démonstration,
on remplace la considération des sous-groupes p-divisibles HK , par celle des
sous-groupes (HK) , dont les points a valeurs dans K , sont du type
(Z/an)h . Autrement dit, au lieu des groupes p-divisibles, appelés aussi de
Barsotti-Tate (BT), on utilise les groupes de Barsotti-Tate tronqués (BTn) . Les
propriétés différentielles des BTn , ainsi que les propriétés de déformation
dont on a besoin, sont établies dans ce volume Exp. VI.

Que 1'on utilise les BT ou bien les BTn s
lisent mal en les places ramifiées de K . On contrdle ce phénomeéne, de fagcon

il arrive que ceux-ci se spécia-

effective, au §3, grice a la "presque décomposition de Hodge-Tate' des schémas
en groupes finis, mise en évidence par Fontaine.

J'ai appris 1'idée d'utiliser les BTn dans une lettre de Parshin. Le §4
doit également beaucoup a 1'exposé de Deligne au séminaire Bourbaki.

I.- ISOGENIES ET DIFFERENTE

1.0.- Notations : Dans la suite K sera un corps de 1'un des deux types suivants :
Cas global : K est un corps de nombres, extension finie de Q .

Cas local : K est le corps des fractions d'un anneau de valuation discréte
complet, d'inégales caractéristiques, de corps résiduel k parfait de caracté-
ristique p>0 .

Dans les deux cas, on note ( 1l'anneau d'entiers de K et X une cl6ture al-
gébrique de K .

Partant d'un corps global K et d'une place finie v de K , on obtient par
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HAUTEURS ET ISOGENIES

complétion de K en v un corps local K, » d'anneau d'entiers OV , de corps
résiduel fini kv .

1.1.- Modele de Néron et isogénies

Soient A une K-variété abélienne de dimension g et A son modele de
Néron sur 0 . Donc A est 0-schéma en groupes lisse, séparé, de type fini, de
fibre générique AK . On note A° 1le sous-schéma en groupes ouvert de A , a
fibres connexes. Nous dirons abusivement que A° est le modele de Néron connexe
de Ay sur o .

Soit Uy AK—->BK une K-isogénie entre K-variétés abéliennes, de noyau
MK . Le degré d de ue est le cardinal de MK(K) :

d= # M (K)

Le morphisme uy, s'étend canoniquement en un (-morphisme des modeéles de Néron
u:A—> B . Soit u®:A°—B® 1la restriction de u aux modeles de Néron
comnexes. On pose M=Ker u® qui est un 0-schéma en groupes.

Si K est global et si v est une place finie de K , par changement de base
on obtient AV=A @o()v, AKV = AK @K KV 14 A\/ est un modele de Néron de
Ay sur Ov

La proposition suivante est immédiate : (cf. [5], 2.2.1) :

PROPOSITION 1.1.1.- Supposons K ALocal. Les conditions sulvantes sont Equivalen-

Les ¢
(i) u:A—>B est plat.

(ii1) M est plat sun 0
(iii) M est quasi-§ini sur 0
i) W gk est swrijectif.

De plus, Lonsque ces conditions sont néalisées, on a une suite exacte de schimas
en groupes pour La topologie fidéLement plate de présentation finie (fppf) :

o
0—M— A° 2 5% 4 0

Exemples 1.1.2 : Supposons K 1local.

a) Si A a bonne réduction sur (0 , uet M sont finis et plats.
b) Si Ay a réduction semi-stable sur (0 , u et M sont quasi-finis et plats.

(car u se factorise a travers la multiplication par d:A—A qui a un

noyau quasi-fini).

c) Si (d,p) =1, alors u et M sont étales.
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M. RAYNAUD

d) Supposons que A ne soit pas semi-stable. Prenons AK=BK et pour uy la multipli-
cation par p . Alors u est la multiplication par p dans A et u n'est
pas plate.

1.2.- Schémas en groupes quasi-finis

Supposons K 1local.

Soit X un O-schéma quasi-fini et séparé. Alors, comme ( est complet
(hensélien suffirait), X se décompose canoniquement en

X=X, u X,

ol X1 est fini sur 0 et X2 est au-dessus de Spec(K) . Le schéma X1 n'est
autre que la complétion de X 1le long de sa fibre au-dessus de k ; nous le
notons désormais X et nous dirons que % est la partie finie de X .

Si X est un O-schéma en groupes, R est un sous-schéma en groupes ouvert
et fermé de X . Si de plus X est plat sur (0 et est un schéma en groupes
commutatifs, le groupe quotient fppf X/X est un 0-schéma en groupes €étale ,

prolongement par zéro sur Spec(0) de sa fibre générique.

1.3.- Différente (cf. Exp. VI, 4.9.4).

Considérons a nouveau une isogénie u comme dans 1.1, et ses extensions

K b
u (resp. u®) aux modeles de Néron (resp. aux modeles de Néron connexes).
Soit Wa /0 le faisceau inversible sur A des formes différentielles relatives,

de degré maximum, et soit Wy 1'image réciproque de Wpsp Sur Spec(0) , par la
section unité de A . On a donc wA=det(Lie A), o v désigne le 0-module
dual. On définit de méme wg
Considérons le 0-module inversible wp ® “’_B1 . Lorsque u® est surjectif,
de sorte que 1l'on a une suite exacte fppf de schémas en groupes :
u°

0— M—>A° 45 8°—0 ,

alors  w, 2] w]_; s'interpréte en terme du noyau M: w, 8 w; est 1'image réci-
proque, par la section unité de M , du module dualisant relatif W

En effet, si J est le faisceau d'idéaux de 0 o qui définit M , M est loca-
lement intersection compléte dans A etl'ona :

v oy*, =1 * -1
U0 on/o ® det(J/g ) = wAO/08 w") (wBO/O) = £ (wy O uwp)

ou f:M—>Spec(0) est le morphisme structural.
Dans le cas ou M n'est pas plat sur 0 , wy 8 w}-; n'a plus de raison de se
calculer au moyen de M , mais est déterminé par u et nous poserons :
-1
W, ®w  =uw
A B u
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Du fait que up est étale, la fleche canonique W T WA déduite de u ,

est injective. Par tensorisation avec wB1 , on obtient donc une injection
canonique :

-1
0—>uwy Bup =0, »

et il existe un idéal non nul ,(}; de 0 , tel que wu=0(1j'l_11) .
En d'autres termes, 1'application Lie(u) : Lie(A) —>Lie(B) est injective et si,
dans des bases locales, on calcule son déterminant, celui-ci engendre /Vﬁ
En particulier, on voit que O/Xjﬁ a pour support les places v ol u, n'est
pas €tale et nous dirons que 4/"1 est la différente de u . Pour justifier
cette terminologie, nous allons esquisser le lien avec la notion classique de
différente, en une place v ou Mv est quasi-fini.

Pour ce faire, '‘rappelons' (cf. [7], Appendix), que si on a un morphisme
fini et plat de S-schémas lisses :

X—2sy

N

S

on dispose d'une application canonique sur les différentielles relatives de degré
maximum, la trace :

Tr : u*(mx/s) — wY/S

qui est OY-linéaire et telle que
m Tr(fu, (w)) = Trx/Y(f)w , V V ouvert de Y,

-1
v fe€0ylu (M), Yweuwy g|V

De plus, 1l'application Ox-linéaire associée :
2 oxs T %’"OY(OX’“’Y/S)

whk—> (f —> Tr(fw))

est un isomorphisme.
Tensorisant les deux membres de (2) par “’;}S , on en déduit un isomorphisme
de OX-modules inversibles :

-1 ©an
3 oy © /s ———;JﬁomoY(o 0y
qui est la formule de passage clé entre le calcul du complexe dualisant relatif
wyy en terme de présentation par des schémas lisses d'une part, et en terme

du morphisme fini et plat, localement intersection compléte u:X—>Y d'autre
part.
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Par ailleurs, l'appllcatlon ca.nonlque déduite de u:u* (“’Y /S) —>uy /s
donne une fléche Oxﬁwx /s wY /S qui, composée avec (3) fournit une applica-
tion Ox-linéaire :
) ox—-;J@omOY(ox,oY) .
D'apres (1), (4) n'est autre que 1'application
fr— (gr——)Trx/Y(gf)) .

Supposons de plus que la restriction de u a un ouvert U de X , schématique-
ment dense dans X , soit étale. Alors (4) est un isomorphisme au-dessus de U
et il existe un idéal inversible ,(f de OX tel que (4) s'identifie a 1'applica-

-1
OX-—>,()'

Alors lf -1 coincide avec la différente inverse classique, formée des sections

tion canonique

méromorphes f de 0, , telles que Tr(fx) € OY ,V XE OX

Supposons de plus que X et Y soient des S-schémas en groupes et que u
soit un morphisme de S-schémas en groupes. Alors ,(/q/ est un faisceau équivariant
sur X , donc est 1'image réciproque, d'un faisceau d'idéaux de 0, , noté encore
4/4’ De plus H=Ker(u) est un S-schéma en groupes fini et plat et par le
changement de base S——> Y défini par la section unité, on trouve que J/ H

est bien la différente classique de la Os—algébre finie, génériquement étale

OH .

Revenons a notre isogénie ue et a son prolongement u° . Supposons u
quasi-fini et soit M 1a partie finie (1.2) de M , de sorte que 1'on a une suite
exacte :

I o_1 0 5
O—m M— A" —— AA/M—0
avec O fini et un morphisme étale
A
v @ A°/M—s B°
tels que u=vl
Comme v est étale, ,()/ = 4/5 et les considérations précédentes montrent

u
que 4/ 0 est 1'idéal différente de la 0-algtbre finie 0Og

1.4.- Isogénie et degré d'Arakelov

Dans ce numéro, K est un corps global.

Soit 1 :K—>C un plongement complexe de K . Partant d'une isogénie
Uy + A —> By comme dans 1.1, on en déduit par le changement de corps 1 ,
une isogénie de tores complexes u s AT —»BT
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Rappelons (exposé I §3-3) que sur wp on a une métrique hermitienne telle que
T

<w,w> = IAT|u)AtT)[
ou le second membre désigne 1'intégrale pour une mesure de Haar normalisée par

un facteur ne dépendant que de la dimension de A .

On munit le faisceau W, =Wy (3] w];] = ,(}' ;1 de la métrique "différence' .
T T T T
Soit w€wp - On a

IATIu*(w)A ur@ | = dJ'BleAmI ,
ou d est le degré de Ug -
1 i ; =, 91
C'est dire que la section 1 de W, _/{}u est telle que
<1,1>_=4d
T

Donc, si v est une place a2 1'infini de K , la valeur absolue v-adique de la
. -1
section 1 de ,(} u est telle que

i ”v =d si v est complexe

i, = a'? si v est réelle.

La contribution des places a 1'infini dans le calcul du degré d'Arakelov (réf.
exposé I §1, corollaire de la proposition 1.1) de la section 1 de {j’: est alors:
-2 Log|| 1 = - Log(d) [K:Q]/2
I e sl g(d) [K:Q1/

Par ailleurs, le degré, a distance finie de la section 1 de 1};1 est log # (0/01— ).
D'oli la proposition : 4

PROPOSITION 1.4.1.-

deg(wy) - deglwp) = degly) = deg(»r/ﬁ:‘) = -Log(d)[K:Q]/2 + Log # (0/{/,)
u

COROLLAIRE 1.4.2.- Les conditions sulvantes sont équivalentes :

(1) deg(w,) = deg(wp) ,
.. _ ,K:Q)2
0 =d

(i) #( 10

i) dXRV2Z ot un ention ot engendre £'idéat Normy 7 (45)

(iv) Pour tout nombre premien p , 34 ph est La puissance de p qui divise
d ,ona:
hik:Ql/2 =1 v (/%) d, ,
#/p p*u R

ol Vp est la valuation de O,1 , de groupe de valeurs Z et dp est le degré
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du corps résiduel k,u sur IFp .
COROLLAIRE 1.4.3.- Les conditions de 1.4.2 , sont en particulien satisfaites,
84 pour tout p premien et toute place n de 0 au-dessus de p , ona

vﬂ(ﬂa) = eph/z
oi het Vo sont comme dans 1.4.2 et ey est 2'indice de namification de
0 au-dessus de Zp .
De plus, s4 ces conditions sont réalisées, Le faisceau d'Arakelov {/"@2

est trivial. Powr que Le faisceau d'Arakelov A/ s0it triviak, il 6aux et ik
suffit qu'il existe £€K , tel que fi=od , ol o est une nacine de L'unité.

Démonstration de 1.4.3

Si pour toute place p de (0 au-dessus de p ona Vp("/‘Lu) = eph/z , la

condition iv) de 1.4.2 est vérifiée car £ e_d_= [K:Q] , d'ou la premiere

. p/p ¥
assertion.

Supposons que VF(,{}Z) = ep h/2 pour toute place finie y de 0 . Alors
d engendre #@3 , donc 1/d engendre 1/’;2 . Par ailleurs, pour tout plonge-
ment complexe T : K—C , la section 1 du faisceau d'Arakelov A5 ;2 est telle
que <1 1> = d , donc <1/d 1/d> =1 et 1/d trivialise le faisceau
d'Arakelov (/‘L 2

Enfm si le faisceau d'Arakelov ,d/ est trivialisé par une section f , on
a f od , ol o est une unité de (0 , qui dans tout plongement complexe
est de module 1, donc o est une racine de 1'unité.

Remarque 1.4.4 : Les conditions de 1.4.2 sont celles qui interviennent dans la
démonstration de Faltings. Elles introduisent une moyenne des valuations de /Vl’l
en les diverses places de (0 au-dessus de tout premier p . On peut les traduire
encore en disant que le faisceau d'Arakelov Normo /Z (z{/l’1 ) est trivial.

La condition de 1.4.3 est locale sur Spec((0) . C'est elle qui intervient,
au numéro suivant, dans la comparaison du degré d'une variété abélienne et celui
de sa duale.

2.- DEGRE D'ARAKELOV D'UNE VARIETE ABELIENNE ET DE SA DUALE

2.1.- Soient K un corps local ou global (1.0), Uy AK——> BK une K-isogénie
entre K-variétés abéliennes, u]'< P By —> Ag 1'isogénie duale, d 1le degré
commun de uyg et ul'< . On étend ces isogénies en des morphismes u:A—>B et

':B'—>A' , entre les modeles de Néron sur 1'anneau d'entiers 0 de K . On
dispose alors des idéaux différentes /V; et //“Il. (1.3).
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THEOREME 2.1.1.- On a &/, /%, = @

Remarque 2.1.2 : Supposons dans 2.1.1 que A ait bonne réduction sur 0 .
Alors il en est de méme de A' ; u et u' sont finis et plats et ont pour noyaux
des (O-schémas en groupes finis et plats, duaux 1'un de 1'autre pour la dualité
de Cartier. Dans ce cas, 2.1.1 résulte de [8] , appendice prop. 9.

11 suffit clairement d'établir le théoréme dans le cas d'un corps local,
ce qui fera 1'objet des numéros suivants. Pour 1'instant, donnons quelques

corollaires.

COROLLAIRE 2.1.3.- Supposons K global. Soient Ay une K-varniété abélienne,
Ag La varniété abélienne duale, A et A' Les modelLes de Nérnon nespectifs de
Ay et Ap sur £'anneau d'entierns 0

Alons Les faisceaux d'Arakélov
deg(wA) = deg(u)A,)

w}z\ et wf\, sont Lsomonphes ; en particulien

Démonstration du corollaire : Soit LK un faisceau ample sur A]( . On lui asso-

cie, de la maniére habituelle, une isogénie autoduale :
. 1
Ug AK —_— AK .
Soit u:A—> A' son extension aux modeéles de Néron et soit d 1le degré de
Uy - Comme U est autoduale, le théoréme 2.1.1 entraine :

Jl=@
Alors 1/d trivialise le faisceau inversible 4/ ;2 . Compte tenu des métriques
a 1'infini, calculées dans 1.4, 1/d est méme une trivialisation du faisceau
d'Arakelov (}‘ ;2
(f’ ;1 , égalité entre faisceaux d'Arakelov, on a bien

Comme on a Wp = Way
2 2 . .
W = War s d'ou le corollaire.

COROLLAIRE 2.1.4.- Gardons Les hypotheses de 2.1.1 et supposons K global.

1) On a :
|deg(wA) - deg(wB)] §[K—£Q]— Log(d)

2) Supposons d=p" , avec p premier. Alons
deg(w,) - deg(uy) = 7 Log(p)

avec m entier, |m|s[K:Qln

Démonstration du corollaire : d'aprés 1.4.1, on a :

deg(uy) - deglup) = -E5W 10g(a) + Loglorme,) , (1))
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D'apres 2.1.1, on a 5(d) , donc Norme (U’):d[K:Q] , d'otu :
u 0/Z"u

05 Log(Norme , ., (4%) 5 [K:Q] Log(d) .

=2

L'assertion 1) en résulte. Si d=p" , Normeo/Z (1);) =p , avec h entier,
Oshsg [K:QIn . Alors deg(wA) - deg(wB) = log(p)ﬁ - [KéQ r_;] = Log(p)%
avec m=2h- [K:QIn, d'olu 1'assertion 2).

—

Remarque 2.1.5 : Soit k un corps de caractéristique p>0 et soit C une

k-courbe algébrique intégre, réguliére. Considérons le modéle de Néron sur C
d'une variété abélienne définie sur le corps des fractions de C et soit A'
le modele de Néron de la variété duale. On dispose alors sur C des faisceaux
inversibles w, et w,,
A A N
[8] qu'il existe N entier >0 , tel que wy =

. Si A est semi-stable, Moret-Bailly a montré dans
Wpr 5 CO qui apparait comme un
substitut a 2.1.3. Le cas des modéles de Néron non semi-stables reste ouvert.

2.2.- Jusqu'a la fin du §2, on suppose K 1local donc (1.0) de corps résiduel
k parfait de caractéristique p>O0 .

Pour démontrer 2.1.1, on peut, quitte a remplacer ( par le complété d'une
extension maximale non ramifiée de 0 , supposer k algébriquement clos. Nous
allons d'abord donner une démonstration ''géométrique", utilisant les structures
pro-algébriques sur les groupes de cohomologie. Ces structures ont été étudiées
par Lucile Bégueri [1] et complétent la théorie du corps de classes d'un corps
local a corps résiduel algébriquement clos de J-P Serre [12] .

Aprés cet effort, et pour se rassurer un peu, nous donnerons également une
démonstration "arithmétique', valable lorsque k est fini et basée sur les mémes
idées, mais ol 1'on remplace les arguments géométriques par un décompte de points.

Notons = wune uniformisante de 0 et v 1la valuation de K telle que
v(m) = 1 . Pour tout entier n20 , on pose On =0/m0 . Si X est un
0-schéma X, estle On-schéma X @Oon

Rappelons ([4] et [13]) que le foncteur de Greenberg de niveau n associe a
Xn un k-schéma Gr(Xn) et une bijection fonctorielle :

(can) X(On)—ﬂ-'* Gr(xn) X .

On ne s'intéresse qu'a la structure quasi-algébrique sous-jacente a Gr(Xn) ,
notée X

On a de plus des morphismes de transition =)r(n+1 —>;S1 qui, par les applica-
tions (can) correspondent aux applications naturelles de réduction mod nn
X(0,,{) —>X(0_) . On définit alors Lﬂ._r'lm X, » de sorte que 1'on a une bijec-
tion can : X(0) —> X(k) . Si X est lisse sur 0 , équidimensiomnel de
dimension relative d , Gr(Xn) est lisse sur k , équidimensionnel, de
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dimension nd .

Le foncteur X#+—X transforme O-schémas en groupes en k-groupes pro-algé-
briques. De plus ces constructions sont compatibles aux extensions finies étales
de 0 et au passage au complété d'une extension maximale non ramifiée de 0

Sous les hypotheses de 2.1.1, appliquons le foncteur de Greenberg au morphisme
u:A—B . On obtient un morphisme u:A—>B de k-groupes pro-algébriques, de
noyau M et soit S le conoyau, de sorte que 1l'on a une suite exacte :

u
O—;ﬁ—aé——»é——)g—bo .
LEMME 2.2.1.- S et un ghoupe quasi-algébrique, de dimension v(4/°;)
Démonstration : Pour n entier >0 , 1l'application exponentielle réalise un
isomorphisme de " Lie(A) sur Ker A(0) —> A(On) , compatible avec les structu-

res pro-algébriques, et de méme pour B . On en déduit un diagramme commutatif
de groupes pro-algébriques, a lignes exactes :

0 —> m'Lie(A) —> A—> A —> 0
jLig(u) lg lgn
0 — 7'Lie(B) —> B B —0

Le lemme du serpent fournit alors une suite exacte de k-groupes pro-algébriques :
2) 0—> M—> Ker(y,) —> Coker Lig(u) —> S —> Coker(u ) —> O

Or M est fini, (car M(0) est fini) et Ker(_gn) et coker(_gn) ont méme dimension

car An et Bn ont méme dimension, €gale a n fois la dimension g de la K-variété

abélienne Ag - Coker(Lie u) est un 0-module de longueur finie égale a v(4/°l’1) ;

le groupe Coker(Lie u) a donc pour dimension v(4/a; ) . On déduit de (2) que S

est quasi-algébrique,de dimension finie, égale a V(J;) , d'ol le lemme.
Dualement, on a une suite exacte de k-groupes pro-algébriques :

an 0O— M — pHep— 5 —0

et on a de méme dim(g') = v(«/)) .
2.3.- Supposons maintenant k algébriquement clos et considérons la suite exacte

P

de cohomologie galoisienne associ€ée a la suite exacte de K-groupes
s U
algébriques 00— MK — AK — BK —0
u
0 —>M(K)— AK)—> B(K) —> H' ( /K,M) —> H'( /K,A) —>H'( K,B) =0

comme Gal(K/K) est de dimension cohomologique 1 ([13]II 3.3) , les groupes de
cohomologie de degré 22 sont nuls

Puisque A et B sont des modeles de Néron, les applications naturelles
A(0) —> A(K) et B(0) —> B(K) sont bijectives et u(K) s'identifie a u(0)
de conoyau S(k) .
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Posons T =ker H1( /K,AK) — H1( /K’BK) . De (3) on déduit la suite exacte :
) 0—>S(K)—>H'( /K,M) —> T—=0

Rappelons, maintenant quelques-uns des résultats de [1] .
a) le groupe H1( /K,MK) est le groupe des k-points d'un k-groupe quasi-algé-
brique de dimension v(d) ([1] th. 4.3.3).

b) Pour tout entier m , le sous-groupe de H1( /K,AK) annulé par m est le
groupe des points rationnels d'un groupe quasi-algébrique ([1] 8.1.1) et donc
H1( /K,AK) est un groupe ind-algébrique.

c) On a un isomorphisme canonique, fonctoriel en la variété abélienne AK :
H'( /K,A) —=> Ext| (A",Q/Z)

qui identifie la partie de p-torsion du H1 , au "dual de Serre' du groupe
pro-algébrique A' ([1], 8.3.6).

De ces considérations et de ([1]8.1.1), on déduit que la suite exacte (4) est
une suite exacte de groupes de points rationnels de k-groupes quasi-algébriques.
On a vu que H1( /K,MK) était de dimension v(d) et que S était de dimension
v((f;) . Reste a voir que T a méme dimension que S', a savoir v(ﬁ;,)

Or si on applique le'foncteur Rhom( ,Q/Z)' & la suite exacte (1'), on trouve
compte tenu de c), que Ext1(§' ,Q/ZZ) est isogéne 2 T , donc a méme dimension
que T . Enfin Ext1(§',Q/Z) est le dual de Serre du groupe unipotent (§')° s
composante neutre de S', donc a bien méme dimension que §' .

2.4.- Nous considérons maintenant le cas ol le corps résiduel k est fini, de
cardinal q

On peut alors utiliser les énoncés de dualité sur les corps locaux établis par
Tate en place des résultats de [1] . Les arguments de dimension utilisés dans la
démonstration géométrique, sont remplacés par des décomptes de points de k-groupes
quasi-algébriques du type S . Pour distinguer la contribution de la composante
neutre éo de celle du groupe des composantes connexes §/§0 , On est amené
a considérer aussi les extensions non ramifiées 0, de 0 , de corps résiduel
kr a qr éléments ; on note Kr le corps des fractions de 0r .

Commencons par rappeler les résultats de Tate.
a) Soient M un K-schéma en groupes fini d'ordre d et Mk son dual de Cartier.
1) Les groupes de cohomologie galoisienne H?( /K,MK) sont finis, nuls pour
i#0,1,2. On note h'(MJ) 1le cardinal de HYC /KM

2) h' ) /M MIRZ () = £ (0/d0)
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3) Le cup produit :
i 2-1 ' 2 can
H™( /K,MK)x H™ ~( /K’MK) — H'( /K,G) —==>Q/Z
est une dualité parfaite pour i=0,1,2 .

b) Soit AK une K-variété abélienne. Alors H1( /K,AK) est canoniquement
isomorphe au dual de Pontryagin Hom(A'(K), Q/Z)
Les résultats de a) sont démontrés da.nsu[14] II §5, et b) figure dans [15]
Partons de 1'isogénie : O—»MK—> AKL)BK—»O et, pour tout entier

r>0 , de son extension a Kr

0—>M —>Ac —-—»BKr—>0
On déduit alors de la suite exacte de cohomologie galoisienne, la suite exacte

courte :
0—> Coker (A(K) — B(K.)) — H'( /K_M, ) —Ker(H' ( /K_,A, ) ~H'( /K B ))—0
r r r

Compte tenu de b) ci-dessus et du fait que A, B, A', B' sont des modeles
de Néron, cette suite se réécrit :

&) O—»Coker(A(Or)—-»B(Or))—*H1( /Kr’MK )—>Hom(coker(B'(Or)—’A'(Or)),Q/Z)—*O
T
D'aprés les rappels de a) ci-dessus, on a pour T >»0
log, (h' o )) = v(d)r + cte

Notons que 51 G est un k -groupe pro-algébrique, sa composante neutre G
est telle que H' ( /k &) =0 @ aprés le théoreéme de Lang [10], p.119.
Comme HY( - G) = O pour i22 ([14]13.3 ), 1'application canonique
H ( /kr’-) —>H (k ,g/g ) est bijective. Si de plus G/f a tous ses points
rationnels sur k , auquel cas nous posons ((j_) (G,/G, )(k ), on a un isomor-
phisme canonique H ( /k ,g)~Hom(Ga1(k /k ),m (_)) m (G_) qui associe a un
homomorphisme a : Gal (kr/kr) —_ no(_) 1'1mage par a du Frobenius sur kr
Considérons alors la suite exacte (1) de k-groupes pro-algébriques

0—>M—>A—>B—>S—>0
Notons A 1'image de A dans B, de sorte que 1'on a des suites exactes
0O—M—>A—>A— 0 et 0O—>A—>B—>S—> 0.

(o}

Choisissons r>»0 pour que les groupes M , é/éo » B/B” aient tous leurs

points rationnels sur kr . Alors si
a : Coker( A(0.) —>B(0,)) —>S(k)

est 1'application canonique, ker(a) et coker(a) sont finis constants, respec-
tivement isomorphe a Ker no(ykr) —>110(Akr) et Ker no(ékr) —»no(_Bkr)
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Donc pour r>»0 , le cardinal de coker A(Or) —_ B(Or) est le produit d'une
constante par # 'S-(kr) .
Or S est de dimension V(’l/d]il) (2.2.1), de torsion, donc ;o est unipotent
par suite 1ogq(# §(kr)) = rv(J;l) + cte. Finalement :
logq(# coker A(0,)—>B(0)) = rv(4/:) + Cte .
De méme on a 1ogq(# coker B'(0) —>A"(0))) = rv(ya’u,) + cte.
I1 résulte alors de (5) que pour r»0 , on a
v(d)r + cte = v((/a;)r + V(A):,)r + cte ,
d'ot v(d) = V({fu,(/:,) , ce qui acheve la démonstration de 2.1.1 lorsque k

est fini.

Remarque 2.4.1 : il est bien sfir possible d'estimer Coker A(Or) — B(Or)
sans parler de structure pro-algébriques, en reprenant la suite exacte (2) et en
étudiant u, par filtration suivant les puissances de

3.- AFFAISSEMENT DES GROUPES DE BARSOTTI-TATE TRONQUl’SS

3.1.~ Dans ce paragraphe, K est un corps local (1.0). On note m 1'idéal
maximal de 1'anneau d'entiers 0 de K , 7 un générateur de m , v la
valuation de K normalisée par v(m) =1 et e=v(p) 1'indice de ramification
absolu de 0

On considére un 0-schéma en groupes commutatif Mn , fini et plat, dont la
fibre générique (Mn)K est un K-groupe de Barsotti-Tate tronqué d'échelon n
(en abrégé BTn) (cf. Exp. VI,1). C'est dire simplement que Mn(K) est isomorphe

a (Z/pn ZZ)h , pour un certain entier h que nous appellerons le p-rang de M.
Par analogie avec les groupes de Barsotti-Tate, h devrait plutdt s'appeler la
hauteur, mais dans ce volume, le mot hauteur est réservé en général a un autre usage.

Quand (0 est ramifié, ou quand p=2et e=1 , Mn n'est pas nécessairement
un BTn sur (0 , car il se produit certaines dégénérescences, un ''affaissement',
quand on passe de la fibre générique a la fibre spéciale.

Commengons par donner 1'exemple le plus simple d'affaissement. Supposons que
0 contienne les racines pemes de 1'unité (i.e (p-1)|e) . On dispose alors d'un
morphisme de schémas en groupes u: (Z/p Z)o _ up , qui envoie 1'image de
1 sur une racine primitive p-éme de 1 ; uK est un isomorphisme, tandis que
u eok = 0 . Partant, de la suite exacte :

0—> up——> up2—> up——> o,

si on prend 1'image réciproque de cette extension par u , on obtient une

suite exacte :
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O— Yy —E—Z/pZ—0
dans laquelle EK—:_' (up Z)K est un BT, , tandis que E on est isomorphe a
(up)k (<] (Z/pZ)k , donc est annulée par p ; par suite, E n'est pas un BT2 .

Dans ce paragraphe, nous allons essayer de contrSler le phénoméne d'affaisse-
ment. .

Pour tout entier i, 0s<isn soit (Mi)K le noyau de p1 dans (Mn)K
qui est donc un BTi sur K et notons Mi 1'adhérence schématique de (Mi)K.
dans M- Alors Mi est un O-schéma en groupes ifini et plat, annulé par p* ,
mais qui est strictement plus petit que Ker(Mn—L> Mn) lorsque ce dernier
n'est pas plat sur 0 .

La multiplication par p dans Mi se factorise a travers Mi-1 et induit

par passage au quotient un O-morphisme :

Y

FMM L T MM
qui est un isomorphisme sur la fibre générique. On dispose ainsi d'une collection

de morphismes de transition :

t t
n-1 1
MMy = My My e = MM — M

LEMME 3.1.1.- Pour que Mn 804t un BTn , AL faut et L suffit que Les condi-

ions sudvantes solent néalisées :

1) 84 n=1 , posons My =ﬁ1 8y k . Alons fa suite de k-schémas en groupes :
AR o

(ol F est Le Frobenius et V Le Vernschiebung) est exacte.

2) S& nz22 , Les flLeches de transition :
t.
i-1
MMy =M M
sont des Aisomorphismes pour 1i=2,...n.

Démonstration : pour n=1 , la condition n'est autre que la condition (iii) de

Exp VI 1.1 . Supposons n 22 et que les fléeches de transition soient des iso-

n-1

morphismes ; montrons que Mn est un BTn . La multiplication par p dans

Mn se factorise en u :Mn—> M1 et u est la composée de la projection
M — M /M _, et des fleches de transition taqeeee
I1 en résulte que M(n-1) = ker p :Mn—>Mn est plat, et donc égal a Mn-1

'ty donc est plate.

De proche en proche on montre que Mi =Ker p1 : Mn—->Mn et que les suites

n-1 1

M, —E—— M By
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sont exactes. On conclut que Mn est un BTn a 1'aide de Exp.VI,1.1 et 1.3 a).
La réciproque est immédiate.

3.2.- Propriétés de rigidité des BT n dans le cas peu ramifié

PROPOSITION 3.2.1.- Soit M, comme dans 3.1

1) 84 e=1 et 84 n=1 , M est un BT

1
2) 84 e<p-let mnz22 , M11 est un BTn

1

3) 44 e=p-l et n22 et 44 M, eok est s04t connexe, A0it ne contient pas
de sous-groupe de type multiplicatif non nul, alors M, estun BT

COROLLAIRE 3.2.2.- S{ e=1 et s{ p#2 ’Mn est un BTrl

Démonstration de la proposition.

1) Supposons e=1, n=1 . 0On doit montrer que la suite :

M

est exacte (3.1).

Lo Lo,

lere méthode : Par passage a la complétion de 1'extension maximale non ramifiée
de 0 , on se raméne au cas ou k est algébriquement clos.

Puis, par dévissage (Exp. VI 1.3 £)), au cas ou M1 (X) correspond a une
représentation irréductible de Gal(K/K) . I1 résulte alors de [8] 3.3.7, que
M1 est un schéma en T _-vectoriels, pour une certaine puissance q de p
Le fait que ker(V) = Im(F) résulte alors de la remarque 1.5.4 de loc. cit.
(en fait la propriété est énoncée mais non démontrée).

2éme méthode : On utilise la classification des schémas en groupes commutatifs,
finis et plats, sur 0 non ramifié, due a Fontaine et Laffaille ([3] 9).

Soit M un k-schéma en groupes fini, commtatif, annulé par p et soit A
son module de Dieudonné. Alors, la donnée d'un 0-schéma en groupes commtatif,
fini et plat M qui reléve M équivaut & la donnée d'un sous-k-vectoriel £
de M tel que :

(i) £ est un supplémentaire de F(l) ,
(ii) La restriction de V a d est injective.

Alors, conme Ker(V) contient de toute fagon F(«(() , puisque VF=0 ,
les conditions (i) et (ii) entrainent que Ker(V) = F(JU{) , d'ou la proposition
dans ce cas.

N

Passons a la démonstration de 2) et 3). On doit vérifier que, sous les condi-
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tions énoncées, les morphismes de transition t; sont des isomorphismes
(3.1.1), mais cela résulte de [9] 3.3.3 et 3.3.5.

3.3.- Un résultat de Fontaine

Soit G un O-schéma en groupes commutatif, fini et plat. Notons 9% le
0-module (de torsion) des formes différentielles de degré 1 sur G , invariantes
par translation.

Notons 0 la cldture intégrale de 0 dans K et Yo le 0-module de
torsion des formes différentielles de 0 relativement a 0

Soit u€G(0) un point de G 2 valeurs dans 0 . Il lui correspond donc
un diagramme commutatif :

Spec(0) —2—» G

/

Spec(0)
d'ol une application naturelle :

0 87 CLO)— %5

woO®utr— u*(w .

Cette application peut s'interpréter aussi comme une application (-linéaire,
fonctorielle en G :

%

alutb——> (w— au*(w) .

Soit w 1la valuation de 0O telle que w(p) =1 . L'anneau 0 est fini sur
1'anneau W(k) des vecteurs de Witt a coefficients dans k et on note
4);6/W(k) 1'idéal de 0 différente de la W(k)-algebre 0 . Soit a un élément
de 0 tel que

W@ = 1/p=1 + Wty ) = /=1 + vy )/

On pose §, = partie entitre de w(a)

Dans [2] §4 , Fontaine introduit une "presque' décomposition de Hodge-Tate
pour un 0-schéma en groupes commtatif G , fini et plat. I1 montre en particu-
lier que 1'application 9 définie ci-dessus a un conoyau annulé par o
(2] §4, th.3, cor. ).
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COROLLAIRE 3.3.1.- Soit t:G —>H —un morphisme de BT sur 0 qui est un
Lsomonphisme sun La fibre générnique et qui n'est pas un {somonphisme. ALors
ona msé$ 0

Démonstration : Soit dG (resp. dH) la dimension de 1'algebre de Lie de
G @01( (resp. H ®0k ) . Alors le (-module des différentielles invariantes sur
G, (resp. H) est Corp™ )dG (resp.(O/me)dH (Exp. VI cor. 4.9) et la

différente X]g est (p Y , (resp. (p M)
m

Par hypothése t: Gm% Hm n'est pas un isomorphisme, donc Hm est stric-
tement plus ramifié sur (0 que Gm , donc dG<dH . I1 résulte alors de la
structure des (-modules de longueur finie, que 1'application sur les différen-
tielles invariantes déduite de t :

N s %
m
contient dans son noyau un facteur direct de QHm isomorphe a O/me

Considérons alors le diagramme commutatif :

sz 6, @ Qs @ @Zpﬁ

[0)
Gy Py
Hom(Q- ,Q5,,) ——> Hom (2, , Qx,,)
6,070 %y 2970

D'apres ([2], §1, Th.1), 95/0 est isomorphe 2 K/0 , donc le calcul ci-dessus
entraine que le conoyau de la fleche inférieure contient un facteur isomorphe

a 5/pm5 . Par ailleurs, comme ty estun isomorphisme, il en est de méme de
t(0) et d'aprés le résultat de Fontaine coker wﬂm est annulé par o donc

w(a) Zw(pm) =m . Par définition de 60 on a donc mg 60

3.4.- Contrble de 1'affaissement

Revenons a la situation considérée dans 3.1, ol 1'on se donne un (-schéma
en groupes M, fini et plat dont la fibre générique est un BT, de rang h .
Pour 0<isn , on dispose des sous-schémas en groupes Mi de Mn . Pour aetb
entiers vérifiant O<as<bs<n , on pose :

Mpa b1 = %Ma

qui est un (-schéma en groupes fini et plat, dont la fibre générique est un

BTb—a de rang h . Avec ces notations, on a Mi =M]0 i] et on dispose des

’
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des morphismes de transition :

t t

t
n-1 n-g 1
Min-1,n7 > Min-2,n-1] s T Myg g

qui sont des isomorphismes sur la fibre générique.
Nous dirons qu'il y a un saut en i si

t.
—1>M

Mpsie1] 1i-1,i]

n'est pas un isomorphisme, c'est-a-dire si la différente Ajl\//l

1i-1,il
du schéma en groupes M] 1.i] est strictement contenue dans la différente de

i-1,1
Myi,ie1] *
LEME 3.4.1.- 1L y a au plus eh sauts.

En effet, rappelons que si H est un 0-schéma en groupes commutatif, fini et
plat, tel que la O-algeébre OH soit de rang d, et si H' est le dual de Cartier
de H, on a, entre les différentes, la relation

S - @

([9] appendice prop. 9).
En particulier on a v(/l};l) sv(d)
Appliquons ce résultat a M1 =M]0 17 » on trouve

v, sveM = e
10,1]

d'ou le lemme.

LEMME 3.4.2.- Soient osa<bsn., avec a et b entiens et b-a22 . Alons

M]a b] est un BTb-a 84 et seulement 84, L'intervalle ]a,b[ ne contient pas

de sauts.

Démonstration : on applique 3.1.1.

LEMME 3.4.3.- Sodent des entiens a,b,c,d vérifiant
O<a<bsc<dsn

et tels que

1) b-a =d-c =222

2) A& n'y a pas de sauts dans Ja,b[ et dans 1lc,d[

3) AL existe un saut dans [b,c]
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Alorns on a 2§60 (3.3).

Démonstration : Les conditions 1) et 2) et le lemme 3.4.2 entrainent que M]a b]
et M]c,d] sont des BT, . Notons d1 la dimension de M]a,b] et d2 celle de

M]c,d] :

La multiplication par pd-b 2

dans Md se factorise a travers Mb et induit,
par passage au quotient un morphisme t :M — M , qui est un isomorphis-
lc,d] la,b]

me sur la fibre générique. La différente de M est engendrée par phdz ,

hd ; lc,c+1]
celle de M]b-1 p] Par P 1 . Comme il y a un saut dans [b c], on a d1 >d2 .

Par suite t n'est pas un isomorphisme, et donc (3.3.1), & £ 60 .

THEOREME 3.4.4.- Soit M, un 0-schéma en groupes commutatif, fini et plat, el
que M (K~ (Z/p"Z)" ot s0it 6, &'ention degini dans 3.3 .

Alons, 54 n> (he+l) max(1,60), AL existe un unique plus grand intervalle
[r,n-s] < [0,n] fek que T+s <he th(1,60) et tel que M 204t un

BTn- (r+s)

lr,n-s]

COROLLAIRE 3.4.5.- Posons & = 60 h = he Ma.x(1,60) . Alons, 84 n>286 , M

est un BT .5

Démonstration du théoréme : d'aprés 3.4.1, il y a au plus he sauts et ceux-ci

§,n-§

découpent [O,n] en au plus he+1 intervalles. Vu 1'hypotheése faite sur n ,
1'un au moins de ces intervalles a une longueur £ >max(1 ,60) . D'aprés 3.4.3,
un tel intervalle est unique ; notons le [r,n-s] avec r<n-s . Alors r+s est
la somme des longueurs de au plus he intervalles, de longueur au plus
ma.x(1,<$0) , donc T +s<he max(1 ,60)

Démonstration du corollaire : on peut supposer h>O0 . On a alors :

n> 28 = 2he Max(1 ,60) 2 (he + 1)Max(1,60)

donc on peut appliquer le théoréme 3.4.4. D'ol un intervalle [r,n-s] tel que

r+scshe Max(1,60) = § . Par suite [6,n-8]c[r,n-s] et comme M est un

]r,n-s]

Bl (r+s) * Mjs,n-s] ©Stun BT s

Commentaires 3.4.6.- La valeur de § donnée dans 3.4.5 n'est pas du tout satis-

faisante. Cela est dfi 2 notre majoration du nombre des sauts, qui est trés gros-
sitre, et sans doute aussi au fait que nous n'avons pas tiré le meilleur parti
possible des résultats de Fontaine.
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4.- HAUTEURS ET ISOGENIES : THEOREMES DE FINITUDE

Dans ce paragraphe, on établit le théoréme de finitude énoncé dans 1'introduc-
tion avec des bornes effectives, précisées dans 4.4.8.

4.1.- "Belles p-isogénies"

Définition 4.1.1 : Soient K un corps local ou global (1.0), Ay une K-variété
abélienne, dont le modeéle de Néron A sur Spec((0) est semi-sfable.

Soient p un nombre premier, n et h des entiers 20 . On dit qu'une K-isogé-
nie Uyt AK—> B, est une belle p-isogénie, de niveau n de p-rang h , si son
extension u°:A° —> B° , aux modéles de Néron connexes, a un noyau M qui

vérifie les conditions suivantes :
N N® ~ @t

2) Pour toute place v de 0, la partie finie (1.2) ’IOIV de M en v estun
BT =~ sur OV
Notons que la condition 2) équivaut a la conjonction des 2 propriétés suivantes:

2 i) Pour toute place v de 0 , ou AK n'a pas bonne réduction, I%(KV) est
un facteur direct de M(Tg/) (donc est de la forme (Z/pnl)hv) ,

2 ii) Pour toute place v de 0 au-dessus de p |, ‘ﬂv est un BTn sur Ov

On note d_ 1la dimension de :'\;Iv (Exp. VI 2.2.2). (Bien sQr, 2i)pour v|p est
est conséquence de 2 ii)).

Exemples 4.1.2.- a) (niveau 1). Si aucune place v|p n'est ramifiée, toute iso-
génie de noyau annulée par p est belle de niveau 1. En effet, la condition 2 i)
est automatique et la condition 2 ii) est réalisée d'apres 3.2.1. 1).

b) cas peu ramifié). Si toute place v|p a un indice de ramification < p-1,
(donc p#2), la condition 2 ii) découle des autres dés que n22 d'aprés 3.2.1.
Pour une belle isogénie, la différente 4};4 de M (1.3) en une place Vv|p
se calcule au moyen de la dimension locale dv de l\’/\lV . En effet (Exp. VI 4.9 ii))

nd,,
Ao =p
Dans le cas d'un corps K global, on a donc :
z :Q_1d
Norme 7 Wy = pn(\flp“gl Qp] V)

On déduit alors de 1.4.2 le corollaire suivant :
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COROLLAIRE 4.1.3.- Dans Le cas d'un conps global X , pour qu'une befle p-isogé-
nie, de p-rang h , conserve Le degré d'Arakelov, L& faut et AL suffit, que Les
dimensions Locales dV du noyau M vérnifient :

[K:Qlh/2 = Vz'[pug,:Qp]dv .

4.2.- Déterminant du noyau d'une belle isogénie

4.2.1.- Pour p premier et n entier, on note

Xn,p ° Gal(K/K) —> (Z/p"z)*

le caractére qui décrit 1l'action de Galois sur les racines pn-émes de 1'unité
upn(K)cT(

De méme xw’p : Gal(K/K) —~1Z* est le caractére qui décrit 1'ac£ion de B
Galois sur les racines de 1'unité, d'ordre une puissance de p: uw’p(K) = LI)1 upn(K) .

Lorsqu'il n'y a pas de risque de confusion sur le nombre premier p , on

écrit simplement X, €t X, au lieu de Xp p et X,
b

’

p

4.2.2.- Si M est un K-schéma en groupes tel que MK(K)u(Z/pn b , donc dé-
crit par une représentation o : Gal(K/K)—>Glh(Z/an), on note det(MK) le
K-schéma en groupes Ah(MK) +, décrit par le caractére :

¥ = &0 : Gal(R/K) —> (Z/p"2)*

Nous allons étudier \IJ[MK] dans le cas ou MK est la fibre générique du noyau
M d'une belle p-isogénie. Commencons par traiter le cas d'un corps local. Le
lemme 4.2.4 contient 1'information clé tirée de 1'étude de la monodromie en une
place de mauvaise réduction semi-stable ; le lemme 4.2.5 est en quelque sorte la
justification, dans cet exposé, de la considération des BTn

4.2.3.- Etude locale

LEMME 4.2.4.- Sodient K un corps Local, AI( une K-varniété abélienne, A% son
modéLe de Néron connexe sur 0 , supposé semi-stable, Mg un K-AouA—Acﬁzém en
gnoupes fini de A , M L'adhénence Achémix,éque de M dans A, M fa
partie finie de M . Alons Le quotient MK/MK est non namifié sun 0
Démonstration : supposons d'abord qu'il existe un entier m tel que MK soit

le noyau mA]( de la multiplication par m dans AK . Come A° est semi-stable,
le noyau mA° de la multiplication par m dans A° est plat sur 0 , donc est
égal a 1'adhérence schématique de mAK dans A° . L'assertion résulte alors de
[5] exposé IX , et plus précisément de la proposition 3.5 lorsque m est inversi-

ble dans 0 et du théoréme 5.2 (5.2.2), pour m quelconque.
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Dans le cas général, soit m un entier qui annule MI( .0na MKCmAK ,
donc Mc on et par suite Mcon . Finalement Mc MnmAO et comme ce dernier
est fini sur 0 , 1\71=Mnm.7i° En particulier, sur la fibre générique, on a
s 20 A A0
MK-MKn (mA )]( et donc MK/MK est contenu dans mAK/ (mA )K .

On vient de rappeler que ce dernier est non ramifié sur 0 ; il en est donc de
A

méme de MK/MK
LEMME 4.2.5.- Sodent K un conps Local et M un BT, (nesp. BT) sur £'anneau
0 des entiens de K , annulé par une puissance de fa caractérnistique rnésiduelle
p de 0 . On suppose que M est de p-rangh (4.1.1) (resp. de hauteur h) et
s0it d sa dimension (Exp. VI 2.2.2.b)). Soit ¥[My] £Le caractere de Gal(K/K)
qud décrit La puissance extérnieure h-eme de MK . Alons on a :

‘l’[MK]IInertie = xgllnertie (resp. xgllnertie)

Démonstration : quitte a remplacer (¢ par la complétion de 1'extension maximale
non ramifiée de (0 , on peut supposer k algébriquement clos. Le lemme n'est
autre alors que le cor. 4.10 de Exp. VI.

Remarques 4.2.6.- i) Historiquement, le premier résultat dans la direction de
4.2.5 a été obtenu par Tate (cf [16] §4 Th.3), dans le cas d'un BT . En utilisant
les décompositions de Hodge-Tate, il montrait que VY[M] coincidait avec XS

sur un sous-groupe ouvert du groupe d'Inertie.

ii) On doit également pouvoir établir 4.2.5 en mettant bout a bout quelques-uns
des articles de Fontaine reliant les représentations de Galois d'un corps local
a des structures de Dieudonné convenablement filtrées.

C'est sans doute la méthode promise au plus bel avenir.

COROLLAIRE 4.2.7.- Sodient & un nombre premier et M Le noyau d'une belle
2-480génie, de niveau n , de nang h , déginie sur L'anneau d'entierns (0 d'un
corps Local K et soit Y[M(] Le caractere de Gal(X/K) asso0cié a AhMK .
Alons

1) S& 8+#p , caractérnistique nésiduelle de ¢ , Y[Mg]  est non namifié sun
0 .

2) S¢ 2=p , Y¥IM]|mertie =

d

Xn pIInertie , ol d est La dimension de fi
’

Démonstration : On a la suite exacte

O—SMK-—> MK—>MK/MK———->O

de Gal(K/K)-modules, libres sur Z/2"Z d'apres 4.1.1. Donc
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A A
Le caracteére ‘Y[MK/}:{\K] est non ramifié d'aprés 4.2.3. Pour L#p, ‘!’[ﬁK] est

évidemment non ramifié, et pour &=p , sa restriction au groupe d'inertie
est xﬁ D’ d'aprés 4.2.5, d'ot le corollaire.
’

4.2.8.- Etude globale
Posons G=0al(Q/Q), H=Gal(K/K) qui devient un sous-groupe de G , une fois

choisie un isomorphisme @ —=K
Sur les plus grands quotients abéliens, on dispose de 1'homomorphisme de
transfert ([12] VII §8) :

M Ver : Gab -—>Hab

Rappelons quelques-unes de ses propriétés :

a) Localisation . Soit % un nombre premier et G—QQ une cléture algébrique de
Qg . Pour toute place v de K divisant g , choisissons une place ¥ de Q
au-dessus de v . Le choix de ¥V permet de définir un plongement Ty de @
dans QIL et un diagramme commutatif entre groupes de Galois :

H, — jg—H

[

G, —> ji_—>G
\'4

L
ou G, = Gal(Qy/Qy) , K, = (K QQCQQ et H, = Gal((l_zg/lg,) .
De plus, les applications i‘.,(resp. j‘_/) sont définies a conjugaison prés par un
élément de G (resp. H) . On en déduit pour tout v un diagramme commutatif
indépendant du choix des relévements V :

(H,) ab ~ Iy Hap

|

i
(GJL ) ab Gab

Par ailleurs, on dispose des transferts locaux (Ver) : (Gl)ab —>(H,) ab

et on a
2) Veroi= £ J o(Ver)
vig
b) Norme. L'application composée :
(Ver)y
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(3) est la multiplication par le degré local [I%:Qll .

c) Passage au corps résiduel. Notons I, (resp. Iv) le sous-groupe d'inertie de
Gy (resp. de l-g/,) . On a des suites exactes :

1 I,Q GQ Gal(FZ/Fz)—-——-»1

1 I, H, Gal (?2 /k)—>1

et une application de transfert
Ver : Gal(Fl/Fl) —_— Gal(Fl/kv)
qui envoie le Frobenius ¢, en & sur le Frobenius @, en Vv

Si e, est 1'indice de Ramification de lg, sur Q, , on a alors le diagramme

commtatif :
(Gy) py — 7> Gal(Fy/Fy)
@ (ver), | | e, v
(H,) j — Gal(Fy/k)

THEOREME 4.2.9.- Soient P un nombre premiern et u® : A% —=38° une bette
p-4so0génie, de noyau M , de niveau n , de rang h (4.1.1).

Posons v M1 = ¥IM] o Ver : G = Gal(@Q/Q)y, —> (Z/p"Z)* . Alons :
=44 5od = .
‘{/O[MK] =Xnp o d= I dv[lg,.Qp] .
vlp
Démonstration : d'aprés 4.2.7, si 2 est un nombre premier # p , ‘P[MK] est
non ramifié en toute place v de K divisant & . Il résulte alors de (2) et (4)
que ‘l’o[MK] est non ramifié en ¢

|I., . Il résulte alors de

Toujours d'apres 4.2.7, si_v]p , W[MK]|IV = v

(2) et (3) que ‘l’O[MK]|Ip = Xn,pIIp

Xn,p

Alors ‘i’o[MK])(T_ld P est un caractére de G partout non ramifié, donc trivial
’
puisque Z est simplement connexe, d'ou le théoréme.

Remarque 4.2.10.- Partant de MK , c'est-a-dire d'une représentation ¢ de H
dans V= (Z7./pn Z)h , une autre facon naturelle de lui associer un caractére de

G , consiste a induire p de Ha G , puis a prendre le déterminant. Le caracteére
ainsi obtenu est 1ié€ au transfert par la formule :

det(Ind](_;l(p)) = eP(det (o)over) ,

ot e(g) , pour g€G , est la signature de la permutation définie par g
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opérant par translation sur G/H (cf.[11] p.130, exer.). Ce caractére eh
peut introduire des ramifications parasites en les nombres premiers &
ramifiés dans 0 , contrairement au transfert.

4.3.- Degré d'Arakelov d'une variété abélienne et belles isogénies

4.3.1.- Dans la suite on considére un corps global K (1.1) et une K-variété
abélienne Ay ayant réduction semi-stable A sur Spec(0) . Soit By une variété
abélienne isogene a AK et B son modele de Néron. On va comparer le degré
d'Arakelov de wp @ celui de wp

4.3.2.- Commencons par rappeler 1'argument galoisien, dii a Faltings, montrant
que certaines isogénies, ''extraites' d'un sous-groupe p-divisible de A ,
conservent le degré d'Arakelov.

Soit donc p un nombre premier et soit M]( = %(MH)K un sous-groupe p-divisi-
ble, de A, , de p-torsion, ol (Mn)K désigne le noyau de la multiplication
par _n dans MK . Supposons que pour tout entier n20 , 1'adhérence schéma-
tique Mn de (Mn)K dans la composante connexe A° de A , soit le noyau d'une
belle p-isogénie (4.1.1)

ug : AO—-)B(EH)
Alors la condition 2 i) de 4.1.1 entraine que pour toute place v , de mauvaise
réduction, ;Jl (ﬁ;l,v) (_lg,) est p-divisible, ol ﬁ;,v désigne la partie finie de
M, sur Ov . La condition 2 ii) signifie que ﬁv =,\Hﬁn,v est un BT sur OV
pour toute place v|p . Soit dv la dimension de Mv et h 1la hauteur du
groupe p-divisible MK , donc aussi le p-rang des groupes Mp

Notons ‘P[MK] le caractere de H=Gal(K/K) associé a Ah Mg et soit

‘PO[MK] = ‘P[MK] o Ver . Il résulte de 4.2.9 que Y [M] = ch’lp avec
d= Id, [KV: ]

vip R

Soit & un nombre premier distinct de p , non ramifié dans 0 , tel que

A

non ramifié en % ; soit A sa valeur sur le Frobenius @ en L. D'apres le

ait bonne réduction en toute place de 0 divisant 2 . Alors ‘PO[MK] est non

calcul précédent, A = Rd . Mais d'autre part, les résultats de Weil appliqués
aux réductions de A sur les corps finis au-dessus de F, entrainent que A est
un entier algébrique qui dans tout plongement complexe a pour valeur absolue

JhlK:Ql/2 oo d=h[K:Q1/2 et d'apres (4.1.3), chacune des isogénies ug

conserve le degré d'Arakelov.
Dans ce qui suit, nous allons adapter cet argument a de belles p-isogénies,
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non nécessairement extraites d'un sous-groupe p-divisible MK de AK

4.3.3.- On choisit un nombre premier £ tel que A ait bonne réduction en toute
place v de (¢ divisant & (mais % peut &tre ramifié dans 0 ) . A partir

de %, on va pouvoir contrbler 1l'effet, sur le degré d'Arakelov, des isogénies

de degré premier a & . Pour traiter les %-isogénies, il faudra utiliser un autre
nombre premier &' , a la place de & .

Pour toute place w de 0 divisant £ , on note ey 1'indice de ramification
de 0, sur Z/y7 et T, le degré résiduel []SN:FE] . Soit Akw = A onw qui est
une variété abélienne sur le corps fini l&l

Pour tout nombre premier p#g , soit Tp(Akw) le module de Tate de Akw
relatif a p ; c'est un Z_-module libre de rang 2 dim Ag=2g muni d'une action
continue de Gal (]Sﬂ/kw) . D'apreés les résultats de Weil, le polyndme caractéristi-
que de Frobenius ®, enw estun polyndme a
du nombre premier p # £ , ne dépendant que de la classe d'isogénie de Akw ,

coefficients entiers, indépendant

donc de la classe d'isogénie de AK . De plus, pour tout plongement @ dans € ,
. . T,
les racines de ce polyndme caractéristique ont pour valeur absolue £ ¥

o 0 P .
© : A° — B° une belle p-isogénie, de niveau

Pour p premier # %, soit u
n, de rang h (4.1.1) et soit M son noyau. On associe a M 1le caractére

¥[M : Gal(K/K) — (Z/pn Z)* et son composé avec le transfert
YoM @ Gal@Q —> (Z/p"Z)*

Alors vy 0[M] est non ramifié en & ; soit T, sa valeur sur le Frobénius @
en & .

Les informations locales en p fournissent un premier calcul de Ty .
En effet, d'apres429 on a W[M]-xd , ol d=Zd[}g,Q],d étant

n,p v|p v
la dimension du BT l‘% donc : |
M Ty = & mod "

Utilisons maintenant les résultats de Weil. Pour w|& , la fibre M 8ok,
de M au-dessus de kw correspond a un facteur direct de rang hdu E/an-module
T (Akw)/pnl‘ (Akw) , stable par 1l'action de Gal(]gﬂ/lgv) . Prenant les puissances
exterleures h-émes, on trouve un facteur direct de rang 1 du Z/p Z -module
h'1‘ (Ak )/p Ath(Akw) , sur lequel @, opere par multiplication par

W (Z/p"Z)* et 1'on a 7, = YIMI(o)
Si Ph désigne le polyndme caractéristique de ¥, opérant sur AhT (Akw)
on a donc :
_ n
(2) Ph,w(Tw) =0mod pZ
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D'aprés 4.2.8, formules (2) et (4), on a :

= Sw
(3) Ty = WTL L .

Notons alors E Jh,w le Z [Gal(Fz/Pl)]-module qui a méme espace sous-jacent
que Ah'l" (AK’) , mais sur lequel @ opére comme opérait % . Finalement,

considérons le produit tensoriel sur Z o des représentations Ep how de
"ty
Gal(F’L/Fg) :

3 E = 8 E .
3 p,h wl ) p,h,w
Dans 1le Z/pn Z -module Ep h/anp h > Oon dispose donc d'un facteur direct de rang
b ’
1, stable par Galois, canoniquement associé a M , sur lequel @ opere par
multiplication par Ty -
Soit alors Ph le polynéme caractéristique de @, opérant sur Ep h °

C'est un polynSme a coefficients entiers, indépendant de p # g , ne dépendant

que de la classe d'isogénie de Ag et dont les racines, dans tout plongement
oG Tw ewh/2 _  [K:QIh/2

complexe, ont pour valeur absolue et 1'on a
4 Ph(TJL) = 0 mod pn .
Les formules (1) et (4) résument les informations sur T g Qque nous allons utili-
ser.
Considérons alors 1'ensemble fini de puissances de ¢ de la forme
z d, na)
(5) p=2 ¢ » HET

tel que :
a) da entier20 , daéMiniJmm(dimAK,h) = Minimum(g,h)

b) n, entier21 , I n, = [K:Q]

Q

c) gdana # [K:Q] h/2 .

Alors aucun des p  n'est racine de Ph puisque celles-ci, ont pour valeurs
absolues complexes SL[K Qlh/2 . Donc

(6) a, = Ph(u), wer

est un entier non nul.

THEOREME 4.3.4.- Pour p premier, p# % e,tpowl. h entier , 1shs2dim A -1,

notons np h Le plus grand exposant m td que p divise £'un du ay

déﬁw.é par (6), uE€E I - Alons, poun toute K-varniété abélienne Ak K-4s0géne
a Ay, toute betle p-isogénie de source A]1< de p-rang h , de niveau n>np

conserve Le deghé d'Arakelov.
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Démonstration : Soit M 1le noyau d'une telle isogénie et pour toute place Vv|p ,
notons dv la dimension de Mv . Posons d = v?p d V[KV:Qp] . I1 nous faut montrer
que [K:Qlh/2 =d (4.1.3). Or, s'il n'en était pas ainsi, le nombre SLd serait
de la forme (5) , pour un certain ueIh . Or d'aprés (1) et (4), on a :

Ph(ld) =0, mod p"Z
Comme n>n h cette congruence contredit la définition de np h donc

’ b
d = [K:QJh/2
Gardons les notations de 4.3.4 . Pour p premier, p#4% , posons
% = maximum np,h , 1£h<2g-1 , ou g=dim AI(

Soit S 1'ensemble fini de nombres premiers p , p#% , tels que np21 .

Soient N 1le nombre de places de 0 au-dessus de % et M = (Zg)N , (ol
(Inll) désigne le coefficient du bindme usuel). Le corollaire suivant donne alors
une majoration effective des €léments de S et des exposants np :

COROLLAIRE 4.3.5.- Pour tout p€ES , ona :
) p"'pg M, [K:QlgM

Démonstration : Reprenons les notations de 4.3.3. Pour tout w|f% , le Ep—module

Zg Zg . Zg N _
Ep,h,w est de rang (;°) = ( g) ; donc Ep,h est de rang (;°)" = M <M

Par ailleurs, d'aprés (5), pour ueIh ,0ona:

ns 1[1(:«2] Min(g,) < R[K:Q]g

Comme les racines du polynSme unitaire B, sont de valeur absolue complexe

JKQh/Z KRl

la;| = (B, (o) | s K@, gIK:@min(g, )M o (gpelK:QyM

d'olu le corollaire.

COROLLAIRE 4.3.6.- Soit R {£'ensemble des nombres premiers namifiés dans 0
et s0it A}( une K-vaniété abélienne, K-isogéne a A -

1) Toute K-is0génie A11(—-—> B]1( de degné premier & 2URUS conserve Le degné
d' Aakélov.

1

2) Toute belle p-isogénie A]1(—>BK

conserve Le degné d'Anakelov.

de niveau n , avec p#L et n>np ,

Démonstration : L'assertion 2) résulte immédiatement de 4.3.4 et de la définition
de np (4.3.5). Pour établir 1'assertion 1), on se raméne par dévissage au
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cas d'une p-isogénie avec p premier, p¢LURUS , puis au cas ol le noyau de
1'isogénie est annulé par p . L'isogénie est alors automatiquement une belle
p-isogénie de niveau <1 (4.1.2 a)) et l'assertion résulte encore de 4.3.4
et du fait que np=0 .

Enfin, notant que la borne obtenue dans 4.3.5 ne dépend que de 0 et de g
on obtient le corollaire suivant :

COROLLAIRE 4.3.7.- Solent & un nombre premien, g un entienz20 , S L'ensemble
des nombres premiens p, p#4L , tels que pgzM Z[K:Q]g M (4.3.5).

Soit Jg une K-variete abélienne, de dimension g , ayant néduction semi-
stable sur O et bonne néduction en toute place divisant & .
1) Toute K-isogénie de source Jy , de degré premier a S , conserve Le degné
d'Anakelov.

2) Si pES et 84 n est un entien tel que pn> ZM l[K:Q]g M , toute belle
p-4s0génie, de niveau n , de source Jg conserve Le degné d'Anakelov.

4.4.- Degré d'Arakélov et isogénies, cas général

4.4.1.- Soit M un Z-module de type fini, annulé par une puissance d'un nombre
premier p . Il existe deux suites d'entiers, uniquement déterminées :

O<n1 <...<n. et d1""’dr

telles que M= (Z/pn1)d1 ... 9 (Z/pnr)dr . Nous appellerons les entiers ny
les exposants €lémentaires de M .
Notons Mn le noyau de la multiplication par pn dans M . Alors les quotients
Mp. /M, sont des Z/p (ni_ni-1)-modules libres, de rang di+...+dr (en con-
1 7i-1
venant que N&l =0) . Si de plus un groupe G opére sur M , les sous-groupes

o
Mn sont évidemment stables par G .

4.4.2.- Soit de nouveau K un corps global, AK une K-variété abélienne de
dimension g , ayant réduction semi-stable sur 0 . Soit T 1'enseunble des
places de mauvaise réduction et |T| son cardinal. On s'intéresse aux K-variétés

abéliennes A1

K K-isogenes a AK

LEMME 4.4.3.- Soit p un nombre premier et soit uy A11(—>BI]< une p-{so0génie
de noyau Mg . Notons ni<...<n_ Les exposants élémentaires de MK(K) .
ALons on a_ rs2g et ug se ﬁac/tonm::]ei'en T 4{s0génies (ui)K , telles que
Ker(uy)y, (K) soit Libre sur (Z/p * i-1y

C'est clair.
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LEMME 4.4.4.- Soit p un nombre premier et uy: A11(——->B11< une K-is0génie de

O son extension aux modeles de Nénon

noyau M , avec MK(R)N(Z/pn)h , u
connexes, M=Ker(uo) .

Poun VET , place de mauvaise réduction, notons @ La parntie finie (1.2)
de W=MA®0 0 N % S04t m<...<mg La néunion des exposants élémentaires des
groupes Mv(KV) , VET

Alons on a s<h|T| et ug
aux modéles de Néron connexes, a un noyau Mi’ i=1,...,s , vérnifiant Les
propriédes sulvantes :

se factornise en s  K-isogénies, dont L'extension

m.-m.
DM E=@p " i-yh

2) Pour tout VET , (ﬁi\)v(Kv) est facteur direct de Mi(K,)

Etablissons d'abord un lemme.

LEMME 4.4.5.- Soient K un conps Local (1.0), Ay une K-vaniété abélienne de
néduction semi-stable, vK:AK-—>BK une K-iso0génie, VO A% — B° som
extension aux modeéles de Néron connexes, N'=Ker v°

Soit Ne un sous-schéma en groupes f4ini de Ay qui contient Ny et 504t
Ny 4on image par 4% dans By . Notons N (resp. N') 2'adhénence schématique
de NK(resp. Nk’) dans A° , (resp. B%) . Atons

(1) Le morphisme N—> N" , induit par VO  est gideLement plat, de sonte que
L'on a une swite exacte (fppf) de 0-schémas en groupes :
00— NN—> N— N'—> 0
(ii) La suite, déduite de La précédente, en prenant Les parties finies
0— '— N— N'— 0
est aussd exacte.

Démonstration de 4.4.5 : Comme Vv° est plat (1.1), 1'image réciproque de N'" par v°

est plate sur 0 , et par suite coincide avec N . Comme v° est fidelement
plat, il en est de méme de N— N d'ol la premiére assertion. La seconde s'en
déduit par complétion le long des fibres fermées.

Remarque 4.4.6 : les assertions i) et ii) du lemme 4.4.5 ne sont plus nécessaire-
ment vraies si on travaille avec les modeéles de Néron, au lieu des modeles de Néron
connexes , car 1'isogénie v :A—> B n'est plus nécessairement fidelement plate.
Le lemme 4.4.5 est d'ailleurs la seule justification, dans cet exposé, de 1'utili-
sation des modéles de Néron connexes.
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Démonstration de 4.4.4.- Pour tout VET ﬁ:,(_lg]) est un sous-groupe de
M(]g,) , donc a au plus h exposants elémentalres d'ou s<h|T| .
Pour i=1,...,s , soit (A, )K le quotient de AI( par (IvgTl )K , et soit

(u 1)K (Al 1)K—> (A, )K 1'isogénie naturelle de noyau (Mm )K/ (Mn
Alors ug est le composé (us)Ko ..0 (u1)K Notons ug 1'extens1on de (ui)l(
aux modeéles de Néron connexes et montrons que ug vérifient les propriétés 1)
et 2) de 4.4.4.

La propriété i) est évidente. Prouvons 2). Le noyau de 1'isogénie naturelle
(A1)0 —_ A0 est Mn = Ker pmi : M—M . Le lemme 4.4.5 entraine que

Ker u = M /M .
R ~ A =
Smt vET . Posons pour simplifier N-= M(]g,) N=NR,(KV) . Alors

(Ngn) (K,)-N ,pour i=1,...,s .
D'apres le lemme 4.4.5, la partle finie en v de Ker u1 = M /Mm , est

/\
le quotlent des parties finies ( ) et M ) , donc a pour omts dans
" 1 p p
1= Pl

K/ /N . Vu le choix des m1 le groupe N /Nm est libre sur
-1 M M

m. -
Z/p Mi-1 , donc est facteur direct dans M /M . D'ou la propriété 2).

i Ti-1
4.4.7.- Pour obtenir de belles p-isogénies, il nous faut maintenant considérer
la propriété 2 (ii) de 4.1.1, et donc tenir compte de 1'affaissement des parties
finies P//l\v , pour Vv|p .
Pour p premier posons :

Ap={0 si p#2 et si p n'est pas ramifié dans 0 ,

2g Maximum(e
vip
ou 1'on a posé comme dans 3.4.5 : %/Z = différente de 0 sur Z ,
Valv = valuation de Ov qui vaut 1 sur une uniformisante,

v & GV) sinon,

. . 1
dv = partie entitre de -1 + valv((/:)/zz))/ev
Soit alors M le noyau d'une p-isogénie W A% —p° qui vérifie les condi-
tions de 4.4.4 :

1N MK) = (Z/an)h , 2) pour toute place v de mauvaise réduction, qu (Tg,)
est facteur direct de M(Kv) .

Pour tout n' , notons M{n,} 1'adhérence schématique dans M du noyau de la
'
multiplication par pn dans Me -

230



HAUTEURS ET ISOGENIES

Supposons n22A_ . D'aprés 4.4.5 (i), 1'isogénie u® se factorise en trois
isogénies, entre modeéles de Néron connexes, de noyaux respectifs :
M{ Ap} , M{n— Ap}/M{ Ap} , M/M{n- Ap} . Notons que chacune de ces isogénies vérifie

encore 1'analogue des conditions 1) et 2) ci-dessus, comme il résulte de 4.4.5
ii). De plus, on déduit de 3.4.5 et 3.2.2 que 1'isogénie médiane est une belle

p-isogénie, de niveau n-ZAp .

Nous résumons les résultats obtenus dans 4.4, par le corollaire suivant :

COROLLAIRE 4.4.8.- Soit Ay une K-variéte abélienne, de dimension g , ayant
néduction semi-stabfe sun 0 et mauvaise néduction en au pfus |T| places. Alons
pour tout nombre premier p , toute p-Lsogénie uy :AK—> By 4e factornise en
4g%|T| belkes p-isogénies et 8g%|T| 4isogénies de degnés pop 8

Combinons maintenant 4.4 avec les résultats de 4.3.

THEOREME 4.4.9.- Sodent T un ensemble §ini de places de 0 , de cardinal |T|
L et &' deux nombres premierns distincts tels qu'aucune place de T ne divise
L oou 2 . Soit R ZL'ensemble des nombres premiens ramigiés dans 0

Soit A]( une K-variété abélienne, de dimension g , ayant réduction semi-
stable sun 0 et bonne néduction en dehors de T

Pour tout p premien, on a défini des entierns Asz (4.4.7) , ne dépendant
que de 0 et de g , nuls 54 pg{2}uUR

Pour tout p premien # & , on a défini dans 4.3.5 des entierns 20 , de-
pendant de Ay et de & , nuls en dehons d'un ensemble fini S , tels que
powr PpES ,ona pnszM !L[K:Q]g M ot N est Le nombre de places de K
au-dessus de % et (ZE)N .

Remplacons & pan &' et prenons p=L2 , on obtient un autre entier n
not¢é n_ , , tel que znk’g'é ZM'!L'[K:Q]g M
Ly R 20\N'

de 2 au-dessus de £ et M =(gg) .
Consdidénons Les K-varniétés abéliennes BK , K-isogénes a A]( .

ol N' est Le nombre de places

1) L'ensemble des hautewrs des varniétés abéliennes BK est gind, de cardinal
mafoné pan :
[ 1 (2. +n) 8g°IK:Q1|T] #1128y +n, ) 8g>|T|(K:Q] + 1)
perusu{2} P P ’
pP#2
2) On a :

3
ht(A,) -ht(B,)| s[( £ (2A_+n)log(p)) + (20 +n_ ,)log(2)12g°|T| .
e (A B0 perusu{2} P P L

p#L
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Démonstration : Rappelons que si B est le modéle de Néron de By sur o ,
la hauteur de By , ht(By) , est deg(uwp)/[K:Q] .

Pour établir le théoréme, on peut, d'aprés 4.3.6, et quitte a remplacer Ag
par une K-variété abélienne isogeéne, se borner a étudier les p-isogénies pour
PELURUS .

D'aprés 4.4.7, une p-isogénie se décompose en 4g2|T] belles p-isogénies et
8g2|T| isogénies de degré < p 2

D'aprés 4.3.6, toute belle p-isogénie de niveau n>np , pour p#L , et de
niveau n>ng o, , pour p=4% , conserve le degré d'Arakelov.

Enfin, il résulte de 2.1.4, que si u:A—>B est une p-isogénie de degré
pn , deg(wA) - deg(wB) peut prendre au plus 2n[K:Q] +1 valeurs et que l'on a
|ht(AK) - ht(BK)l §Izl— log(p) . Plus généralement, ces majorations s'étendent au
cas ol on passe de A a B par une suite finie de p-isogénies dont le produit
des degrés est < pn

D'aprés les considérations qui précédent, pour contrSler les p-isogénies qui,

a priori, ne conservent pas le degré d'Arakelov, on peut prendre
n = (Ap 2g) 8g2|T| + (np 2g) 4g2|T| = (2Ap + np) 8g3|T|, pour p # 2

3
et n=(28g +ny 4,) 4g”|T[+ pour p=2
On obtient alors l'assertion 1) (resp. 2)) du théoréme en prenant le produit
(resp. la somme) des majorations relatives aux différents 'mauvais' nombres
premiers p
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