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Exposé VI 

DÉFORMATIONS DE GROUPES DE BARSOTTI-TATE (*) 

d'après A. GROTHENDIECK 

par Luc ILLUSIE 

0.- INTRODUCTION 

Dans son cours au Collège de France, en juin 1971, Grothendieck avait établi 
un théorème d'existence de prolongements infinitésimaux pour les groupes de 
Barsotti-Tate et Barsotti-Tate tronqués. Nous présentons ic i la démonstration 
de ce résultat (non publié), te l le que nous avons pu la reconstituer d'après les 
notes des auditeurs du cours. Ce théorème jouait un rôle central dans les travaux 
de Grothendieck sur la classification des groupes de Barsotti-Tate et des groupes 
finis commutatifs localement libres en termes de cristaux de Dieudonné, 
cf.[11] et [12] . Une partie de son programme a été menée à bien par Messing 
[22] et Mazur-Messing [20] , puis par Berthelot-Breen-Messing [3] , suivant une 
méthode différente ut i l i sant , à la place du résultat de Grothendieck, un résultat 
de Raynaud affirmant qu'un groupe fini commutatif localement libre se plonge 
localement, pour la topologie de Zariski, dans un schéma abélien [3, 3.1.1] ; 
le recours à ce résultat simplifie d'ailleurs assez sensiblement la construction 
des cristaux de Dieudonné que Grothendieck avait en vue. La raison pour laquelle 
nous donnons ic i la démonstration du théorème de Grothendieck est qu ' i l permet, 
très simplement, d'étendre le théorème de Raynaud sur le déterminant du module 
de Tate d'un groupe p-divisible [25,4.2.1] au cas des groupes de Barsotti-Tate 
tronqués, et que cette extension conduit, comme l'ont montré Deligne et ParXin, 
à des améliorations "effectives" du théorème de Faltings [9] , voir [7], [26] . 

La démonstration du théorème de Grothendieck u t i l i se deux ingrédients. Le 
premier est constitué par les propriétés différentielles des groupes de 
Barsotti-Tate tronqués, qui figurent pour l 'essentiel dans [22] , et auxquelles 

{*) Cet exposé ne correspond à aucun exposé oral du séminaire. 
Société Mathématique de France 
Astérisque 127 (1985) 
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nous consacrons le n°2, après avoir réuni au n°1, pour la commodité du lecteur, 
quelques définitions et résultats standard. Le second est la théorie d fobstruc
tions de [14] , dont nous rappelons, au n°3, les énoncés dont nous avons à nous 
servir. Nous donnons la démonstration du théorème de Grothendieck au n°4, en 
même temps que quelques applications, notamment à la variante du théorème de 
Raynaud sur le déterminant à laquelle on a fai t allusion plus haut. 

Je remercie P. Deligne, T. Ekedahl, 0. Gabber et M. Raynaud pour d 'uti les 
discussions pendant la préparation de cet exposé. En outre, P. Berthelot et 
0. Gabber ont lu attentivement le manuscrit ; i l s m'ont signalé quelques erreurs 
et m'ont suggéré plusieurs améliorations; je les en remercie très chaleureusement. 

Dans toute la suite, p désigne un nombre premier fixé. Si n est un entier 
> 0 et G un groupe abélien, on note nG ou, comme Grothendieck et quand i l 

р П n n'en peut résulter de confusion, G(n) le noyau de la multiplication par p 
dans G . 

1.- GENERALITES SUR LES GROUPES DE BARSOTTI-TATE (cf. [22] ,[12]) 

Soit S un schéma. On travaillera avec la topologie fppf sur (Sch)/S 
(mais cette topologie ne jouera qu'un rôle de figurant). 

Définition Sote.nt n un e,ntieA ^ 1 et G an ^аллсеаи abétim ьик S . 
On di t que, G eJbt un groupe, de, BaAAottt-Tate tronqué d% échelon n {en abrégé, 
BTT d'échelon n , ou BTR) bl G vésu.£le le& conditions (i) et (i i) cl-aph.éi> 
et l a condition bupplémentaixe ( i i i ) quand n = 1 : 

(i) G ebt annulé рал, p n et plat лил. 7L/ipn ; 
(ii) G(l) eAt Kepn,ésentable рак un S-schéma en дкоирел filnt localement llbtie 

de, hmig de, G(l) qjbt alohJb de. la ôhme p 1 , où h oj>t un entteA 
localement constant бил, S , qu'on appelle la hauteuA de. G) ; 

( i i i ) (n = 1) bi SQ : = V(p) aS et GQ : = G x ^ , la suite 

G —E—> G^p) V >G„ est exacte. (*) 

0 0 о 

I l est c lair que ces conditions sont stables par changement de base S' —>S . 
Exemple 1.2. : Si A est un S-schéma abélien de dimension relative g , A(n) 
est un BTT d'échelon n et de hauteur 2g [22,1 3.4]. 

(*) Dans [22,1 T.3], Messing définit un BT̂  sur S par les conditions (i) à ( i i i ) 
en supposant p localement nilpotent sur S ; j ' ignore l'utilité de cette 
restr ict ion. 
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Remarques 1.3. : a) Pour G annulé par p n , la condition de platitude sur 
2Z/pn équivaut aux suivantes : (i')Tor?^P (Z/p, G) =0, i .e la suite 

n-1 
G —2 > G — * G est exacte ; (i") pour tout i te l que 1 <i <n-1 , 

T o r ^ / p n (Z/p 1 ,© = 0, i .e la suite G—E_I—>G—^—>G est exacte. 

b) Pour G fini localement libre annulé par p , l f exactitude de la suite 

Grt —^->G^ V > G„ équivaut à celle de la suite G^p) — G „ £ - ± G ^ , 
o O O N O 0 0 * 

et implique que Ker F et KerV sont finis localement libres (si ImF= KerV, 
le cri tère de platitude par fibres (EGA IV 11.3.11) montre que ImF est fini 
localement libre et F : GQ >ImF plat , donc Ker F et ImV= GQ/ImF sont 
finis localement libres et V : > ImV est plat ; or on a ImV cKer F , 
et rg ImV= (rgG/(rg KerV) = rg Ker F , donc ImV = Ker F ; même raisonnement 
pour l 'autre implication). 
c) Si G est un BTT d'échelon n et hauteur h , G est représentable par un 

nh 
S-schéma en groupes fini localement libre de rang p (cela résulte des 
suites exactes 0 >G(1)—> G(i) G(i-1) >0 pour 2 < i < n , 
cf. [22,1,1.5]) . On voit aussi, à l 'aide du critère de platitude par fibres, 
que s i G est un faisceau abélien vérifiant les conditions (i) et ( i i i ) de 1.1 
et te l que, pour un r avec 1 < r < n , G(r) soit représentable par un 
S-schéma en groupes fini et plat de présentation finie, alors G est un BTn . 
d) Soit G un BTn sur S . Alors, pour 1 < i < n , G(i) est un BI^ 

i d 1 1" 1 

(comme G(n-i) = p G , la suite exacte 0 ^G(n-i) >G —̂  >>G(i) >0 
donne un isomorphisme GgZ/p 1 — G ( i ) , d'où la platitude de G(i) sur 
Z /p 1 ; pour la vérification de ( i i i ) pour n>2 et i = 1 , voir [22 II 3.3.11]). 

e) Si G est un BTT d'échelon n et hauteur h sur S , son dual de Cartier 
G* =tfom(G,€m) est un BTT d'échelon n et hauteur h . 

f) Si 0 >G' > G >Gn >0 est une suite exacte de S-groupes finis 
localement libres annulé par p n , et s i deux des groupes sont des BTn , le 
troisième l ' e s t également [3,3.3.9]. 

1.4.- Supposons que S = Spec(k), où k est un corps parfait de caractéristique 
p, et soit W = W(k) l'anneau des vecteurs de Witt sur k . Notons 
D = WQ[F,V]/(FV=VF^p) l'anneau de Dieudonné (a = automorphisme de Frobenius de 
W). Rappelons que le foncteur (contravariant) associant à un p-groupe fini 
commutatif G sur S son module de Dieudonné 

M (G) : = Hamg^CW) , 
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où CW est le faisceau des covecteurs de Witt sur S , est une anti-équivalence 
de la catégorie des p-groupes finis (commutâtifs) sur celle des D-modules de 
longueur finie sur W [10, p. 128].De plus, le foncteur M(-) est exact. Dans 
cette équivalence, les BTn sur S correspondent aux Démodules libres de type 
fini sur Wn (où Dn : = D ® 7L/ipn , Wn = W®Z/pn), vérifiant quand n = 1 la 
condition supplémentaire ImF= KerV (équivalente à ImV= Ker F) . Si G est 
un BTT d1 échelon n et hauteur h, M(G) est libre de rang h sur Wn . 

Définition 1.5.- Soit G un faaÀMdaaix. abéZim alla S . On dit que, G oj>t un Qhjoupt 
d<l Bcvuotti-Tate, (en abrégé, BT) hi : 

(i) G çj>t dd ip-tosuion, i . e . G = limG(n) , 

(i i) G QJ>t v-diviAihZe., i . t P-̂ G un ëp̂ motyĥ Ame,, 

( i i i ) G(l) &>t n.2.pn.i^zntabl2. pax un hckima. m gioupeA faint locjalem&nt tibn.2,, 

Sorites 1.6.- Si G est un BT sur S , alors, pour tout n> 1 , G(n) est un 
BTn [22,1,2.3] , et le foncteur qui à G associe le système inductif des G(n) 
(avec les inclusions évidentes) est une équivalence de la catégorie des BT sur 

i-j i n 

S sur celle des systèmes inductif s (Ĝ  > ̂  * ••• — * o u 

GR est un BTn et i n induit un isomorphisme G

n " ^ G

n + - | ^ n ) • 
De même, le foncteur qui associe à G le système projectif des G(n) (avec les 
projections p : G(n+1) »G(n)) est une équivalence de la catégorie des BT 

sur S sur celle des systèmes projectifs (Ĝ  ^ — Ç>2*— — Gn< ^ n . . . ) où 
GR est un BTn et p n induit un isomorphisme Z/p n® G R + 1 -^-^ Gn . 

On appelle koutoixA d'un BT G sur S la hauteur de G(1) . 

Une extension de deux BT est un BT (et de même pour un quotient G/H) 
[22,1.2.4] mais le noyau d !un épimorphisme de BT n'est pas en général un BT 
(par exemple le noyau de p ) . Le quotient d'un BT par un sous-groupe fini locale
ment libre est un BT [3, 3.3.12] . 

Si G est un BT , le système inductif des G(n)* , où i : G(n)*—^G(n+1)* 
est dual de p , est un BT qu'on appelle daœt de G , et qu'on note G* . 

Enfin, sous les hypothèses de 1.4, s i G est un BT, M(G) : = lim M(G(n)) 
est un D-module libre de type fini sur W , et le foncteur (contravariant) 
G l—» M (G) est une anti-équivalence de la catégorie des BT sur S sur celle 
des D-modules libres de type fini sur W . 

I l est naturel de poser la question suivante : s i G est un BTn sur S , 
exis te- t - i l un BT H te l que G = H(n) ? Voici une réponse par t ie l le , que nous 
généraliserons plus loin. 
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PROPOSITION 1.7.- On *uppo*e que S = Spec(k) , où k eMt un cosip* paxfaJUt de, 
caMLctéJLUtLque p . SoiX G un BTn éul S . ktohA JUL exÂAte. un BT H 
toJL que G = H(n) . 

C'est un résultat bien connu. Faute d'avoir pu trouver une référence, nous en 
donnerons une démonstration - et même deux (le lecteur choisira). 

a)(d'après T. Ekedahl). Par dualité, on peut se borner à t ra i te r le cas où G 
est unipotent, i .e V nilpotent sur le module de Dieudonné M de G . On peut 
donc considérer M comme un En-module, où E n = E 8 Z / p n et E est le complété 
V-adique de l'anneau de Dieudonné D . Soit (ep (1 < i < r) une famille d'éléments 
de M dont les images dans M/V forment une base de M/V sur k . On a alors 

Fe. = za . .(V)e. , i i j 3 
où les a^ (V) sont des polynômes en V à coefficients dans Wn . Notons L 
(resp. R) le En-module libre de base g^ (resp. h p (1<i<r ) . Soient u :R—*L 
l'application E^-linéaire définie par u(h^) =Fg^- Za^(V)g. , v : L—>M 
l'application E n~linéaire définie par v(g^) =e^ . Par construction, la suite 

(*) 0 >R—^->L—^—M ^ 0 

est un complexe. Montrons qu'elle est exacte. Comme les termes de (*) sont plats 
sur Wn (G étant un BTn , M est libre sur W ) , i l suffit de prouver que 
(*) ®2/p est exacte, autrement d i t , on peut supposer n = 1 . I l est clair que 

n L L 
(*) =Rlim E ^ ®£ (*) , donc i l suffit de prouver que E-j/VSg (*) =0 , et 

pour cela i l suffit de montrer que le noyau et le conoyau de V sur (*) sont 
acycliques. Or, par hypothèse, on a, sur M , ImF= KerV et ImV= Ker F , de 
sorte que la multiplication à gauche par F donne un isomorphisme F : M/V -^^M . 
On vérifie facilement d'autre part que la même propriété est vraie pour Ê  , 
i .e que F : E /̂V ~ > ^E^ . I l suffit donc de montrer que le conoyau de V sur 
(*) est acyclique, ce qui se vérifie par un calcul direct standard : soit 
ZXj^F^g^ e L/V f ou, en notation matricielle, x = z W ' g , où g= f? lV 

t x k = ( x k l , . . . , x k r ) ; alors vx = zSc^a^e , où a = ( a ^ modV) , 
k-1 

a ^ : = sS° , a = automorphisme de Frobenius de k ; vx = 0 donne 

Z ^ a ® = 0 , d'où x= E ^ O ^ - a ^ î g , mais pour k>1 , 

F^ - a « . (F*' 1

 + F ^ V + . . . + a ^ " 1 ) . . . a a ) ( F . a ) . 
d'où finalement 
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k-1 
x = u( Z V o ^ ^ t . . .+ a ( a 3 . . . a a ) h ) , 

k>1 K 

ce qui prouve l'exactitude de (*) modV en L/V ; l ' in ject ivi té de u modV est 
immédiate. L'exactitude de (*) étant ainsi établie, on relève u en un homomor-
phisme E-linéaire u' : R' —> L' , où L' (resp. R') est le E-module libre de 
base (g|) (resp. (hj)) et u ' ( h p = Fg| - Za^OOgj , a | j (V) étant un polynôme 
en V à coefficients dans W relevant (V) . Alors M' =Coker u' relève M , 
est de type fini sur W (car p-adiquement séparé et complet et de type fini 
modp) , et sans p-torsion (par la suite exacte du serpent, compte tenu de l'exac
titude de (*) ®Z/p) , donc M' , en tant que D-module, est le module de 
Dieudonné d'un BT qui relève G . 
b) (d'après 0. Gabber). Soit M le module de Dieudonné de G . Le Démodule M 
est libre sur Wn , soit m son rang. Posons M = M/p , M est donc de dimension 
m sur k . Comme pM = VM (1.3 d)) , i l existe des éléments ë r + p . . . , è " m de M 
tels que Ve" r +^,.. . ,Vè"m forment une base de pM . Soit ( ë p . . . ,"è~r) une base 
d'un supplémentaire de pM dans M . Relevons é"̂  en e^ dans M . Alors 
( e^ , . . . , e r >Ve r + . j , . . . >Vem) engendrent M sur Wn , donc forment une base de M sur 
Wn . D'autre part , par construction, (Fè"^,... ,Fè"r) forment une base de FM = M̂ , 
et comme Vë" r +^,.. . ,Vè"m sont linéairement indépendants, 
(Fè\ , . . . ,Fê ,ê 1 , . . . ,"e" ) forment une base de M , donc 1' ' r ' r+1' ' m ' 
( F e F e ,e e ) forment une base de M sur IV . Notons (g.) r 7 r 7 r+l 7 m n ° i 
(resp. (hj)) la base ( e 1 , . . . , e r , V e r + 1 , . . . , V e m ) (resp. ( F e 1 , . . . , F e r , e r + 1 , . . . , e m ) ) , 
et a la matrice (inversible) définie par g^ = Za^^h^ . Dans les bases (g^) et 

/ l r 0 \ 
(h.) , F a pour matrice ( , et dans les bases (h.) et (g.) , V a pour 

1 VO p / 
/ p . 1 r 0 \ 

matrice! I . Soit a' = (a| .) € GLm(W) un relèvement de a . Notons M' 
Vo 1/ 1 J 

un W-module libre de base (h|) (1 î<m) , et (gj) la base de M' te l le que 
g! = Eaï.hï . Soient F : M' ^M' l'homomorphisme a-linéaire de matrice 

( \ ° ) 3 

\ dans les bases (g!) et (h!) , et V : M'—>M' l'homomorphisme 
\0 p / 1 1 

/ p . 1 r 0 \ 
a" 1 -l inéaire de matrice ) dans les bases (h!) et (g!) . On a 

\ 0 1/ 

évidemment FV = VF=p , de sorte que F et V munissent M' d'une structure de 
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D-module, et comme Mf est libre sur W , M1 est le module de Dieudonné d fun 
BT sur k . D'autre part, s i l'on identifie M'/p n à M par hM—» h i , par 
construction gj s'envoie sur , et 1 'endomorphisme de M'/p n induit par F 
(resp. V) coïncide avec 1 'endomorphisme F (resp. V) de M . Autrement d i t , 
M' relève M, ce qui achève la démonstration. 

2.- PROPRIETES DIFFERENTIELLES ET COH0M0LOGIQUES DES GROUPES DE BARSOTTI-TATE 

TRONQUÉS 

2 .1 . - Rappels sur les complexes de Lie et co-Lie 

Soient S un schéma et G un S-schéma en groupes, plat et localement de 
présentation finie. On note &G le complexe, de, co-Lie. de G , défini par 

(2.1.1) HG = Le*L G / s eob D(S) 

où Lçyg est le complexe cotangent de G/S et e : S » G la section unité 
(cf. [14,VII]) . Comme G/S est localement d'intersection complète, &G est 
parfait, d'amplitude parfaite c [-1,0] . La connaissance de % équivaut à celle 

G 
de Lçyg , car on a un isomorphisme canonique L ^ ^ g — t t * & g où ir : G —*> S 
est la projection, mais nous n'aurons pas besoin de ce fa i t . Le complexe de. Lie, 
de G est par définition le dual de &G , 
(2.1.2) lç : - RHomUG,Os) ; 
c 'est donc un complexe d'amplitude parfaite c[0,1] . Le foncteur G»—» &G 

(resp. #G) transforme suites exactes courtes en triangles distingués, ce qui 
permet notamment le calcul de &G quand on dispose d'une résolution 
0 > G > G0 » Ĝ  > 0 , avec G° et Ĝ  lisses (ou formels lisses) ,car on 
a l . = ça . = e* fi1 , d'où 

G1 G1 GVS 

(2.1.3) o - ^ f a 1 ^ J • 
G G1 G° 

Les seuls faisceaux de cohomologie éventuellement non nuls de &G (resp. \ç) 
sont H° et H"1 (resp. H° et H1) : on pose (notations de Grothendieck) 

(2.1.4) u)G = î f U G ) , n G = H" 1UG) , t G = lf(£ G ) , v G = H1(£G) ; 

on a donc 

V ^ ' n G = VGV ' 
D'autre part, lemng (au sens de (SGA 6 I)) du complexe parfait (resp. Ŝ ) 
est égal à la dimension relative de G/S. En particulier, s i G est fini locale-
ment l ibre, cas qui nous occupe principalement, on a rg &r = rg & = 0 ; s i de 
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plus o)ç est localement libre de type f in i , alors i l en est de même de n G , 

t G , vG , et ces quatre modules ont même rang. 

Quand G est commutâtif, fini localement l ibre, le complexe de Lie de G 

admet la description suivante, due à Grothendieck [20, 14.1] : pour tout 

Og-Module quasi-cohérent M , on a un isomorphisme canonique (de D(S,0g)) 

(2.1.5) RHoniQ UG,M) -<*_> RHom̂  (G*,M) , 
~S 

où G* est le dual de Cartier de G et M est considéré comme faisceau sur 
Sfppf toPol°gie importe peu : on ne changerait pas le second membre en regar

dant M comme faisceau sur le grand si te zariskien). Pour M = Og , on a notamment 

(2.1.6) ^ c - ^ t £ 1 RHomz (G*,QS) 

et en particulier 

(2.1.6.1) t G - ^ t f o m z (G*,0S) , v c - ^ » E x t t (G*,0g) . 

2.1.7,- Soient A un anneau (discret) commutatif et G un schéma en A-modules, 

plat et localement de présentation finie sur S . Notons % 1 1 1 1 Р Г 0 ( ^ и ^ 
tensoriel dérivé de A et Og dans la catégorie des Z-algèbres différentielles 

graduées à degré <0 (cf. [14, VI 10.3.19]), et 0(А^ 2 Qg) la catégorie déduite 

de celle des modules différentiels gradués sur A ^ Og par inversion des 

flèches qui induisent des isomorphismes sur les objets de D(2Z) sous-jacents 

(loc. c i t . ) . Dans [14, VII 4.1.4] , on définit, à part ir d'un certain diagramme 

traduisant l 'action de A sur G , un objet .IL de D(A® 0 Q ) , qui, par res t r ic -
т A ь 7L ь 

tion des scalaires via Og ^ A@.̂ 0g , donne le complexe de Lie &G de (2.1.2). 
On définit aussi (loc. c i t . ) un objet de D(A@^Sg) (dual de A ^ à 

valeurs dans 0 Q ) , qui, par oubli, donne le complexe de co-Lie £ r de (2.1.1). 
~ b V/ v u 

Bien entendu, дЛ^ (resp. дЯ^) et ^ ( r e sp . &G) donnent le même objet de 

D(S,2Z) par oubli. Dans la suite, nous nous permettrons parfois d'omettre l ' indice 

A de la notation д& с (resp. д& с) • 

2.2.- Propriétés différentielles et cohomologiques des BTT 

Les résultats , dûs à Grothendieck, concernent d'une part la structure de 
N 

&G pour G un BTn sur S , avec n^N , et p Qg=0 , d'autre part le calcul 

des E x t ^ , ^ (G,M) pour n £N , M quasi-cohérent annulé par p N , et i ^ 2 . 

PROPOSITION 2.2 .1 . - SoâX S un schéma tel que pN0g=0 , où N est un entleK 

> 1 , et soÂX. G un BTn sua S . On suppose n ^N . 

a) Роил tout entleA m > 1 tel que n г m+N-1 et tout entieh. к tel que 
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1 < k < p m , on a 

InfkGcG(m+N-1) 

où Inf^G désigne l e k-lème voisinage, infinitésimal de la section unité 

e : S >G . 

b) VovJi tout entien, k tel que 1 < k < p n ~ N + 1 , G est l i sse tsionqué d'édition 
k le, long de e , ce qui signifie que le* condition* suivantes - équivalente* 
d'après [22,11 3.1.1]- sont satisfaites : 
(i) a)G est localement UJoKe de type fini, et V application canonique 

S 1^ » j V j 1 + 1 (où J est l ' Idéal définissant e ) est un Isomoiphisme 
G 

pouA i < k ; 
(i i) pouA tout S-schéma affine Y , tout voisinage Infinitésimal d'oid/ie k 
V de Y , tout sousS-schéma fenmé X de V contenant Y , tout S-moJiphlsme 
g :X—*G tel que g|Y = 0 se prolonge à X' (*). 

c) Les faisceaux n G , t G , vG sont localement libres de type fini de même tang que 
o)G . De plus, poux n ^ n' > N : 

(i) l 'Inclusion G(n f )—^G Induit un Isomoxphisme caG ^ G ( n r) desp. 
t G ( n ' ) ~ > t G * ' 4 ^ n " n 1 = N y Induit l e moKphlsme nul n G ^ n G(n' ) 

(*e*P. v G ( n î ) — ^ v G ) ; 

(i i) V épimotiphisme p n " n :G—> G(n') induit un Isomoiphlsme n G ( n

f ) " ^ n G 

(>iesp. v g"^"^ v g(n f )^ ^ n ~ n l = N , £e moAphlsme nul Uç^i^ —>u)G 

[JUAp. t G _ ^ t G ( n i ) ) . 

L'assertion a) est prouvée dans [22,11 3.3.17] . L'assertion b) est prouvée, 
s i N=1 , dans [22,11 2.1.2,2.1.5] (compte tenu de 1.3.d)), et s i k < p n " N , 
découle aisément de [22,11 3.3.10] : soit g:X :> G comme en (ii) , alors 
par définition, g se factorise à travers Inf G , donc G(n-N+N-1) =G(n-1) 
d'après a ) , et l'obstruction à prolonger g : X—*G(n-1) à X' se tue quand on 
passe à G(n) d'après (loc. c i t . ) (réduction au cas où l ' idéal J (resp. I) de 
de X (resp. Y) dans X' vérifie J I=pJ = 0 et application de (loc. c i t . ) pour 
N = 0) . Dans le cas général, on se ramène au cas où g se factorise à travers 
G(n-1) par l'argument suivant (de Grothendieck). Par changement de base, on peut 
supposer S = X' .D'autre part , on peut supposer N£2 (le cas N=1 étant déjà traité), 
et J I = 0 où J (resp. I) est l ' idéal de X (resp. Y) dans X' .Notons X' Jresp.X ,Y ) 

n-2 M . N-2 N-2 
le sous-schéma fermé de X' (resp. X, Y) défini par l'annulation de p N ~ l : 
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Y* gh >X' 

YN-2' *N-2 *N-2 

et gN_2 l a restriction de g à X ^ • Gomme par hypothèse on a k < p n ^N 1^ , 
par le cas déjà t ra i té g^_2 admet un prolongement g^_2 : X^_2 —^ G . Les 
flèches g et g^_2 définissent g:X = X X^_2 *-G . Or X est un sous-

schéma fermé de X1 contenant X^_2 , donc on peut supposer que X contient 
Xjjj_2, i .e que Jc.p N ~ 1 O x , (ce qui entraîne notamment que pJ = 0) . L'obstruction 
à prolonger g à X1 est alors un élément xçExt^l (£ r ,J) [14,111 2.2.4] où 

% b o 
YQ est le lieu de p=0 et G

0

 = G x

s

Y

0 • Posons PN""1%t = Jî > et considérons 
la suite exacte des Ext associée à 0 — > J >J ' ^J"—=*0 : 

Hom(£G , J f ) -^HomUç ,JM) — » E x t 1 U G ,J) - ^>Ext 1 (£ G , J f ) . 
0 0 o o 

La flèche a s ' identifie à Hom(a)G , J ' ) ^Hom(o)G ,J") . Comme o)ç est locale-
o o o 

ment libre de type fini (d'après le cas particulier N = 1) et que YQ est affine, 
a est surjective, donc b est injective. I l suffit donc de montrer que l'image 
de x par b est nulle, ce qui nous ramène au cas où X = XT'Î 9 . Or 

k n-N' gN-2 : XN-2 G se factorise a travers Inf G et comme k<p (N'=N-1) 

et p N ? =0 sur Xĵ _2 , on a InfkG cG(n-N'+N'-1) = G(n-1) par a ) , ce qui ramène 
au cas déjà t r a i t é , et achève d'établir b) dans le cas général. Le fait que 
nG ' *G ' VG so^ent localement libres de type fini de même rang que coG découle 
aussitôt de b) (cf. la remarque suivant 2.1.4). Par a ) , pour k = m = 1 , on a 
Inf^GcG(n) , d'où la première assertion de c) ( i ) . La seconde en résulte par la 
suite exacte à six termes 

° ^ n G ( n - n ' ) ~ ^ n G ~ ^ n G ( n ' ) ~ > ( A ) G(n-n ' ) — ^ G ^ ^ C f a ' ) - ^ 0 

déduite du triangle distingué ^G(n-n') — > ^G—* ^G(n')"">associé à la suite 

exacte 0—» G(n') —* G—^ * G(n-n') — > 0 . La preuve de (ii) est analogue. 

Remarques 2.2.2. a) Soit G un BTn sur S . Si p est inversible sur S , G est 
étale ( i l suffit d 'ailleurs de supposer que G est fini localement libre et 
annulé par p n ) : en effet p n : ujç >u>G est à la fois 0 et un isomorphisme. 

b) Si pNOg = 0 (N > 1 ) et n > N , et G est un BTn sur S , on appelle (Lunzvttlon 
de G le rang de oô  . Si p est localement nilpotent sur S , et H est un BT 
sur S , on appelle dUmzmÂjon de H le rang du fig-module localement libre 
(jî j = j.im ^ ( j j » c 'est aussi la dimension du groupe de Lie formel associé à H 
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DÉFORMATIONS DE GROUPES DE BARSOTTI-TA TE 

(cf. [22, II]) ; s i S est le spectre d'un anneau local noethérien complet de 
corps résiduel k de caractéristique p, et G (resp. H) un BTR (resp. BT) sur 
S , on appelle encore dimension de G (resp. H) celle de GXgSpec(k) . Dans 
l'un ou l 'autre cas, soit G* (resp. H*) le dual de Cartier de G (resp. H) . 
Si d* est la dimension de G* (resp. H*), on a d + d*=h , où h est la hauteur 
de G (resp. H). Pour le voir, on peut se borner au cas où S est le spectre 
d'un corps de caractéristique p, et i l suffit de noter qu'on a 

p d i m G = rang Ker(F G ( 1 ) ) 

= rang Coker(F G^) 

= rang Ker(VG* ( i ; ) ) 

= rang InKFg*^ ) 

= pht(G)-dim(G*) 

c) Supposons p 1 ^ = 0 (N> 1) , et soit G un BTn sur S . Sans l'hypothèse 
n£N , i l n 'est pas vrai en général que a)G soit localement l ibre. L'exemple 
le plus simple est u , qui a pour complexe de co-Lie Og P*1 >0g (uti l iser 

P n n 

la résolution 0 > u n » C m — E ><&m *0 ) : on a wG = Og/p , 

n r = QQ . Voir 4.9 pour des compléments sur ce point. 
b (p n) b 

2.2.3.- Munissons S d'une topologie comme en 1. Posons A = Z/m (m entier >1 ) . 
Soient G, M des faisceaux de A-modules sur S . L'isomorphisme d'adjonction 

(2.2.3.1) RHomA(G&:zA,M) —^» RHom̂  (G,M) 

donne une suite spectrale 

¿2 = (Tor?(G,A),M) => Ext^ (G,M) , 

qui se réduit à 1 'isomorphisme Ham (̂G,M) -^^Hpm^ (G,M) et la suite exacte 
longue 

(2.2.3.2) 0 *> Bçtj(G,M) »Ëçt£(G,M) -^HanA(G,M) —• Bçî|(G,M) —*gçt^(G,M 

—> Ext|(G,M) —> ...—*ExtA(G,M) —*Bçl£(G,M) - ^ E x t * ' 1 (G,M) ^ E x t * + 1 (G,M)-*... 

Si l'on préfère, on peut voir (2.2.3.2) comme la suite exacte des Ext*(-,M) 
associée au triangle distingué 

G[1] >G&ZA •G > . 

L'homomorphisme <j> de (2.2.3.2) est déduit par faisceautisation de l'homomorphisme 
associant à une Z-extension 0 —>> M—*H —> G —> 0 l'homomorphisme G —•M 
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déduit par passage au quotient de la multiplication par m dans H (vérification : 
pour u : G—£>M[1] réalisé par la suite exacte 0—>M—»>H—^G—>0 , u 
correspond par (2.2.3.1) à la flèche u* de D(A) composée de 

G® 2 A
 U ^ A >MQ Z A[1] •> H°CM0ZA)[1] = M[1] , et <j>(u) à la composée de 

u' avec H" 1(G^A)[1] = G[1] ^ G^A ; comme u8A est réalisé par l 'exten
sion de complexes (en degrés -1 et 0) 

0 M- -H 0 

m m m 
0 M- 'H G •0 , 

<J>(v) est le cobord correspondant, i .e l'application déduite de m:H—> H par 
passage au quotient). 

Supposons que G soit un schéma en groupes commutât if, annulé par m , et 
que mD s = 0 . Compte tenu de (2.1.6), l'homomorphisme <|> de (2.2.3.2) pour 
G* (dual de Cartier de G) et M = 0g s ' identifie à un homomorphisme 

(2.2.3.3) (j>ç : Vç >tç . 

Comme tç = a)ç et n^ = , s i ojç est localement l ibre , on en déduit par 
dualité un homomorphisme 

(2.2.3.4) <|>£ : u)G > n G . 

PROPOSITION 2.2.4.- Soient G un BTn sua S et M un qs~Module quasi-coke Aent 
tel que pnM = 0 . Posons A=Z/p nZ . Moks Vapplication canonique 

+ : ( G ' M ) >HomA(G,M) (-Hom^ (G,M)) 

de (2.2.3.2) (pouA m = p n ) est un Isomotipklsme. En d'autres tenmes, on a 

(2.2.4.1) Ext|(G,M) = 0 

et V application naturelle 

(2.2.4.2) Ext̂ (G,M) »Ext | (G,M) 

est un IsomoAphlsme . 

On peut considérer M comme un faisceau quasi-cohérent sur le sous-schéma 
fermé S' de S défini par l'annulation de p n : plus précisément M = i*M' , 
où M' =MHQg , et i : S' —* S est l ' inclusion. Le calcul des Ext 1 sur les 
grands si tes zariskiens donne un isomorphisme d'adjonction 

fiçt^ (G,i*M!) fiçt^ (G' ,M') , 

où G' =G x^S' . Donc, quitte à remplacer S par S' , on peut supposer que 
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pnOg = 0 . Alors, d'après 2.2.1 c ) , tç* et vG* sont localement libres (de même 
rang) et <j) s ' identifie, d'après 2.1.5, à <|>G*®M : Vç*®M >tç*8M , avec 
la notation de (2.2.3.3). On peut donc supposer que M = Og . Comme les complexes 
de Lie et co-Lie commutent au changement de base, donc aussi w et v , et par 
suite t et n quand w est localement l ibre, on est ramené à vérifier que 
<|) est un isomorphisme quand S est le spectre d'un corps algébriquement clos 
G* 

de caractéristique p . De plus, comme <j> ne dépend que de la composante connexe 
G* 

de G* , on peut se borner à supposer G unipotent (i .e annulé par une puissance 
de V) . Nous aurons besoin de l ' interprétation suivante de $ : 

LEMME 2.2.4.3.- Soient S = Spec(k) , où k <tt>t un donph pcm^oUt de. (MactéAlàtl-
quz p , G un S-&ckèma en gKoupeA commutatlfa, filnl, annulé pan. p n et unlpo-
tent, et L le. modula de. Dieudonné de. G , l .n L = Hom(G,CWu) où CW11 = l ± ^ n 

eMt le. faisceau dz& cove.cteusu unipotent*. Mjohm on a de* l&omosipklbmeA V 

canoniques 

Homz(G,(Ba) y L , Ext^(G,(Ea) >L/V , 

et moyennant ceô IbomosipklbmeA, <j> : Ert^(G,« a) &'Identifie, à 
p^ 'F iL /V >VL . 

Soit D l'anneau de Dieudonné. Le module de Dieudonné de G& est D/V 
[8,p.551] . D'après [8,5.1 p.556], le foncteur module de Dieudonné induit des 
isomorphismes 

(*) Homz(G,Ga) Hom^D/V^) , Ext^ (G,Ca) ExtJ(D/V,L) , 

d'où la première assertion. Compte tenu de l ' interprétation de <J> donnée en 
2.2.3 et des isomorphismes (*) , <f> : Ext^(D/V,L) ^Hom^D/V,L) associe à une 
extension 0 *L > E * D/V *0 l'homomorphisme D/V—* L déduit de 

p n : E —> E par passage au quotient. On doit vérifier la commutativité du carré 

L/V P F VL 

a b 

ExtJ(D/V,L) Hom^D/V^) , 

où a associe à l'image dans L/V de u :D—>L l'extension déduite par u 
de 0—» D V > D >D/V »0 , et b(x) , pour xe^L , envoie 

l e D/V sur x . Cette vérification est immédiate, et laissée au lecteur. 
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Achevons la démonstration de 2.2.4. Soit L le module de Dieudonné de G . 
D'après 2.2.4.3, on doit montrer que p n - 1 F : L/V —» yL est un isomorphisme. 
On procède par récurrence sur n . Pour n = 1 , F : L/V —> yL est un isomorphisme 
par l'hypothèse que G est un BT̂  (1.4). Supposons n^2 . Comme L est de 
longueur finie, on a dim^(L/V) =dim^(yL) . Donc i l suffit de montrer que 
p n " 1 F : L/V—> yL est injectif. Or, comme L est plat sur Wn , 
p : L/p n ^ —> L est injectif. Par l'hypothèse de récurrence, 
p n ^F : (L/p n ^)/V = L/V ^y(L/p n ^) est un isomorphisme. On conclut par le 
carré commutatif 

L/V 
n-2^ 

P F V (L/P n " 1 ) 

L/V • 2 L 
P 

VL 

Ceci achève la démonstration de 2.2.4. 

COROLLAIRE 2.2.5.- Suppohon* p n 0 s = 0 (n >1) , et hoit G un S-Ackéma en 
gioupzA corrmitcuLLfa, faini localement libtie, annote, peut p n . Le* condition* éui-
vanteh h ont équivalents : 

(i) G dht un BTn ; 

( i i) 0)r et u) à ont localement l ib ies , et le* falècneb 4>G : vG - tG , 

è : v 
G* G* 

t 
G* 

(2.2.3.3) hont de& iAornotiphUmeh ; 

( i i ' ) o)P et w G G * h ont localement l ibieà, et le* falècke* *G : Ĝ n G , 

• G - G* 
•n 

G* 
&ont del iAornoSiphUme*. 

L'équivalence de (i i) et ( i i f ) est t r iv ia le , et ( i )=>( i i ) découle de 2.2.4. 
Supposons (i i) sat isfai te . D'après 1.3 a) ( i ' ) et b ) , on doit vérifier que, s i 
n>2 , p n ~ 1 : G—*G(1) est un épimorphisme, et s i n = 1 , que F : G Q — ^ " o ^ 
est un épimorphisme (notation de (loc. c i t . ) ) . Vu la commutation de w , n , 
t , v au changement de base observée dans la preuve de 2.2.4, le cri tère de 
platitude par fibres (EGA IV 11.3.11) nous ramène au cas où S est le spectre 
d'un corps algébriquement clos de caractéristique p. Si G = 2Z/p 7L , a<n $ 

G 
est nul d'après 2.2.4.3. On peut donc supposer G unipotent connexe (donc 
G* aussi). Pour n=1 , ( i i) exprime exactement, d'après 2.2.4.3, la condition 
Im F = Ker V (cf. 1.3.b)). Supposons n^2 . Soit L le module de Dieudonné de 
G . Considérons le morphisme de suites exactes 
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L/V F •L/p L/F 0 

P F P n " 1 p n" 1V 

0 VL L 
P 

F 1 

Par hypothèse, on a <J) : v 
G* G* 

•t 
G* 

, i .e (2.2.4.3) p n " 1 F : L / V ^ > y L . 

D'autre part, le module de Dieudonné de G* est Lv = Hom(L,Wn), et 

Ĝ : ^ " " ^ ^ G s ^ ê n ^ e °Lue p n~ 1F : L ^ V - ^ y ^ . Dualisant, on trouve que 

p n V : L / V P L . Par le lemme des cinq, on en conclut que p n ^ : L/p L 
n-1 ™ est un isomorphisme, donc que p : G—>G(1) est un épimorphisme, ce qui 

achève la démonstration. 

Remarque 2.2.6.- Supposons que p ^ g - O , et soit G un BT2 n sur S . 
Considérons la suite exacte 

(*) 0 •G(n) G G(n) 0 . 

I l résulte de 2.2.1 c) que la flèche bord 

ô : nG(n) ^ ( n ) 
figurant dans la suite exacte à six termes déduite du triangle distingué 
^G(n) —* ^G—^G(n) —* assoc^ ^ (*î est 1111 isomorphisme. I l est facile de 
vérifier que ô est inverse de ^ ( n ) (2.2.3.4). 

COROLLAIRE 2.2.7.- Soient n>n '>N>1 des entleAS avec n - n ' > N , M an 
0Q-Module quasi-confient tel que = 0 , G un BTn sua S . AIjoas, dans la 
suite exacte des Ext^ (-,M) associée à la suite exacte 

0 G(n') G > G(n-n') 0 : 

(i) Bxt | (G(n-n'),M) Ext^ ( G ' M ) 

est un IsomoAphlsme, 

(i i) Ext^ (G,M) Ext^ (G(n') ,M) est la flèche nulle, 

( i i i ) Ext^ (G,M) Ext̂ r (G(n'),M) est un IsomoAphlsme. 

N 
Comme dans la preuve de 2.2.4, on se ramène aussitôt au cas où p Qg = 0 . 

I l suffit de prouver (i) : ( i i) en découle trivialement, et implique que la 
flèche de ( i i i ) est un épimorphisme, donc un isomorphisme^ v^* et v ^ ( n t ) * 
étant localement libres de même rang (en fa i t , on retrouve 1'isomorphisme de 
2.2.1 c) v ® M — , ô M induit par p 1 1" 1 1 ' : G*—^G(n')* (dual de 

G* G (n ' ) 
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l 'inclusion G(nf) * G) , pour lequel on n'a d'ailleurs pas besoin de l'hypothè
se n-n' >N) . 
Considérons le carré commutatif, où les flèches horizontales sont définies par 
n' 

p : G — G (n-n') et les flèches verticales par restriction des scalaires : 
Ext2 .(G(n-n'),M) 

2Z/p n7 n 
Ext2

 n (G,M) 
77/тГ 

2 V  

Ext^ (G(n-n1),M) Ext2

 n (G,M) 
77/тГ 

Comme n>N et n-n' >N , les flèches verticales sont des isomorphismes d'après 
n' 

2.2.4. D'autre part , p s ' identifie à la projection canonique 
G *G8 Z / p n " n , et comme G est plat sur Z /p n , i l en résulte que la 

2Z/pn 

flèche horizontale supérieure est un isomorphisme. Donc la flèche de (i) est un 
isomorphisme. 

3 . - OBSTRUCTIONS AUX DÉFORMATIONS DE SCHEMAS EN GROUPES 

3.O.- Soit A un anneau (discret) commutatif. Les résultats de [14,VII] dont 
nous aurons à nous servir concernent les prolongements infinitésimaux de schémas 
en A-modules, plats et localement de présentation finie sur la base (en pratique 
finis et localement l ibres) , et de morphismes de t e l s . Nous les reproduisons 
ic i pour la commodité du lecteur. On fixe dans ce qui suit des immersions fermées 

S Q

C » S c >S' 

définies par des idéaux J e К , avec JK = 0 . Tous les schémas en A-modules 
considérés seront supposés plats et localement de présentation finie sur la base. 

PROPOSITION 3 .1 . - Soient F ' , G' des schémas en A-module* sua S ' , F, FQ 

(resp. G, GQ) les schémas déduits de, F' (resp.G') рал les changements de bouse, 
S — * S ' , SQ —ъ S' , et boit f : F —> G un S-moAphlsme de schémas en 
A-mo dale*. 

a) Il existe une obstAuction 

o(f) € Ext|(F Q ,£ G 0J) 

dont l'annulation est nécessaire et suffisante poux l'existence d'un moAphisme 
de schémas en A-modules f : F' —->G' prolongeant f . Cette obstAuction a les 
propriétés de fonctorialité suivantes : роил u' : E' —> F' , o(fu) est l'Image 
de o(f) рал u Q : EQ *F Q , et роил v' : G' —> H' , o(vf) est l'image de 
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o(f) рал L r : l r —> £ u (notation* évidentes). 
v o b o % 

b) Quand o(f) =0 , l'ensemble deà ph.olonQW2.ntb f de. £ ел£ an espace аЦшо, 
sous £e g/ioape Ext°(FQ,£G &J) . 

(Le produit tensohtel Ь , calculé sur 0 Q , eMt un objet de DCA^Oç ) , 

qui, dan* le calcul de Ext*( , ) (-бал. la gland bite zantbklen de SQ ), est 
considéré comme objet de D(A) рак rebtxijctijon dejb scalaires). 

* L 
Notons i : SQ—>>S l'inclusion. Pour M dans D (Ав^ Og ) , à cohomologie 

quasi-cohérente sur S 0 , le calcul des Ext^ comme cohomologie spatiale 
[14, VI 11.5.3.11] fournit un isomorphisme d ' adjonction 

(3.1.1) Ext*(F,i*M) -^Ext^(F Q ,M) . 

Comme la formation du complexe cotangent d'un morphisme plat commute au changement 
de base [14,11 2.2.3] , i l en est de même de la formation du complexe ^L-
d'un schéma en A-modules plat et localement de présentation finie sur la base, de 
sorte qu'on a canoniquement (dans О(А0^ Og)) 

(3.1.2) l L J - ^ * i * ( l h Q J) . 
S о ь о 

Compte tenu de (3.1.1) et (3.1.2), 3.1 est une reformulation de [14,VII 4.2.3] . 

Remarque 3.1.3.- Sous l'hypothèse de 3.1 b) , fixons un prolongement f : F' —>G' 
de f , d'où une identification de l'ensemble des prolongements de f avec le 
groupe Ext°(F ,jL Ь J) . Pour v' : G' >H' donné, le prolongement v ' f de 

о 
vf fournit une^identification de l'ensemble des prolongements de vf avec 
Ext^(FQ , ^ в J) . 1 1 est facile de voir qu'alors l'application qui à un 
prolongement f ' de f associe le prolongement v ' f de vf correspond, par les 
identifications précédentes, à l'homomorphisme naturel de Ext?(F ,jL Ь J) 

n v L v v v A O b o 
dans Ext A(F Q ,£ H 8 J) donné par : lç —> . On a une 
compatibilité analogue pour un morphisme u' : E' —> F' , qu'on laisse au lecteur 
le soin de formuler. 

PROPOSITION 3.2.- Soient G an schéma en A-module* sur S , Go = GxgSQ . 

a) Il existe une obstruction 

o(G)€Ext^(G 0J G 9 J) 

dont Vannulation est nécessaire et sufâisante роил Vexistence d'un schéma en 
A-modules G' suk S' prolongeant G . Cette obstruction possède la propriété 
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de. faonoÀjoKÀjjJUUte suivante. : boit u : F — u n тоюркллте. de. hchémoub en k-moduJLeA f 

aJbotbb on a 

(3.2.1) u* о(G) = i o(F) , 
n 

OÙ 

Ext^(G QJ G è J) 
*$$ Ext2

 n (G,M)Ext2

 n (G,M 
77/тГ77/т77/тГ 

4 Ext2

 n (G,M)Ext2

 n (G 
77/тГ77/т77/тГ 

&ont 1ел fale\chej> de. ionctoK^aLité. 

b) Si о (G) =0 , V ensemble. deM с&альел d'iAomotipkie. de. pKoZjonQe.me.ntb de. G 
1 N/ L 

en un hckema m A-modales G1 buh. S' ejbt un espace, afafaine. боиб ExtA(GQ,£G ® J) , 
о *° l 

eX le. groupe. deA ajutomon.pkumej> d'un pn.olongeme.nt donné Gf ej>t ExtA(G0,&G 0 J) 

(Mêmes notations que pour 3.1). 

Grâce à (3.1.1) et (3.1.2), c 'est une traduction de [14, VII 4.2.1] (la 
fonctorialité de о(G) découle de (loc. c i t . ( i i i ) ) . 

Remarques 3.3.- a) Sous les hypothèses de 3.1, soit F" un schéma en A-modules 
sur S1 t e l que F"x s,S = F . D'après 3.1 a ) , on a donc une obstruction 
o(f,F') (resp. o(£,P')) e E x t | ( F o J G Э J) à prolonger f en £' : F' —> G' 

о 
(resp. -f" : F"—^G') . D'autre part , d'après 3.2. b ) , la différence [F'] - [FM] 

i v L 
des classes des prolongements F' et F" est un élément de Ext^(Fo,£p 8 J) . 
Revenant à la définition de o(f) (cf. [14,111 2.2.4]), on peut montrer que l'on 
a 
(3.3.1) o(f,F') - o(f,F") = l f ([F'] -[F"]) 

о 
(avec la notation de (3.2.1)). De même, s i G" est un schéma en A-modules prolon
geant G , on a 
(3.3.2) o(f,G') - o(f,G") = -f*([G'] -[G"]) . 
b) Soit A' — * A un homomorphisme d'anneaux (commutâtifs). L'image de l 'obstruc-

i v L 
tion o(f) de 3.1 dans Ext., (F Л г 0 J) par restriction des scalaires est 

о 
l'obstruction à prolonger f en un morphisme de schémas en A'-modules F' —^G' . 

2 v L 
De même, l'image de l'obstruction о (G) de 3.2 a) dans Ext^, (GQ, % J) par 
restriction des scalaires est l 'obstruction à prolonger G en un schéma en 
A'-modules sur S' . Ces propriétés résultent aussitôt de la définition de ces 
obstructions (cf. [14,VII 4.1.4 a ) , 4.1.6, 4 .2 .1 , 4.2.3]). 
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4.- DEFORMATIONS DE BTT 

Pour étudier les obstructions aux déformations de BTT , nous nous appuierons 
sur le lemme suivant, conséquence de 2.2.4 : 

LEMME 4 . 1 . - Soient n un entier > 1 , un schéma a^ lne tel que p n 0 Q =0 , o b Q 

J un 0 C -Module quasl-cohénent, , des BT sur Ŝ  . KIoks les —S0

 n o ' o n o 
flèches naturelles suivantes sont des Isomoiphlsmes : 

(2.1.5) v L 
(4.1.1) t c * 0 t r 0 J Hom „ (F . t r 0 J) >Hom n (F.JU 0J) , 

F o Go Z /p n 0 Go 2Z/pn 0 Go 

i v L (2.1.5) 
(4.1.2) Ext' n (F Q ,£ G , 0 J) >Hom n (FQ,vG 0 J) — > t p J v G 0 J , 

2Z/p o Z/p o o o 

(4.1.3) E x 4 ( F 0 , t G 8 J ) 2 â - 4 ^ ( F ( ) ) t G 8 J ) — > E x t 2 (F Xq 8 J) . 
o Z/p o Z/p o 

L n 
Considérons le triangle distingué de D(A0^ Og) (A = Z/p ) défini par 

troncation de ]L : 
Go 

(1) t G >L * v f [-1] * . 
o o o 

D'après 2.2.1 c ) , t~ et v r sont localement libres de type fini sur S , donc 
o b o L 

le triangle distingué déduit par application de 0q j s 'écr i t 

L ~ S ° 
(2) t G 0 J » l Q 0 J > vG 0 J [ - 1 ] > . 

o o o 
La suite exacte des Ext 1 (F ,-) correspondante fournit d'abord le second 

7L/V ° 
isomorphisme de (4.1.1), puis, compte tenu de (2.2.4.1) et du fait que SQ est 
affine, la suite exacte (où A= Z/p n) 

(3) 0 —->Ext^(F q,l g h J) —>HomA(Fo,vG 0 J) - ^ E x t j * ( F 0 , t G 0 J) 

> Ext^(FQ, £G 0 J) » 0 . 

Notons que d = 0 .En effet, compte tenu de (2.2.4.2), i l suffit de montrer que 

la flèche déduite par oubli, en remplaçant A par 7L , est nulle. Or celle-ci 
est définie par la flèche de degré 1 du triangle (2), vu comme triangle de 
D(SQ,2) . Mais comme SQ est affine et que t G et vG sont localement libres 

o o 
de type f ini , la flèche de degré 1 de (1), vu comme triangle de D(S ,0 Ç ) , est 

0 b o 
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nulle, donc i l en est de même de la flèche de degré 1 du triangle (2), vu comme 

triangle de D(SQ,Os ) , donc a fortiori comme triangle de D(SQ,2Z) . Les isomor-

phismes de (4.1.2) et (4.1.3) découlent alors aussitôt de (3). 

PROPOSITION 4.2.- Soient N un entier г 1 , S 0

£ -*S C —>S' des Immersions fer

mées définies рак deb Idéaux JcK te ls que JK= 0 et p N 0 Q =0 , F1 , G1 

b o 
des BTT d'échelon n>N sur S f , F, FQ (resp. G,GQ) les BTT déduits de 
F1 (resp. G') рак les changements de base S —> S 1 , SQ —> S 1 , f : F —> G un 
moKpklsme de schémas en gKoupes. On suppose S' аЦЫе. 
a) I l existe une obstKuctlon 

o(f) e t 0 vG 0 J 
о о 

dont l'annulation est nécessaire et su^lsante à l 'existence de ff : F1 —>G' 

prolongeant f . Elle dépend {onctortelZement, en un sens évident, de F 1 , G1. 

b) Quand o(f) =0 , l'ensemble des prolongements f1 de f est un espace afâlne 

sous l e groupe t 0 t G 0 J . 
F o 0 

Compte tenu de (4.1.1) et (4.1.2), c 'est un cas particulier de 3.1. 

COROLLAIRE 4 .3 . - Soient F ' , Gf comme en 4.2. 

a) Supposons n>2N . SojUL P : F' —* G1 tel que f : F — G soi t nul 
Alors f1 (n-N) : F' (n-N) — G 1 (n-N) est nul. 
b) Soit f : F — * G tel que f(N) : F(N) —> G(N) admette un prolongement 
g f : F!(N) —>G'(N) . Mors f admet un prolongement P : F1 — G 1 . (NB. On 
n'impose pas à P d'être te l que f'(N) = g ' ) . 

Prouvons a) . Appliquons la compatibilité 3.1.3 avec v' =p G , : G' —^G'(n-N) =H' , 

î = 0 . On dispose de c£(P) € t 0 t r 0 J défini par le prolongement f de f , 
F* b o 

N ° N et de c£(pG, , f ' ) € t ^ ® t G rn_™ ® J défini par le prolongement PGif
f àe 

F* о 
N N pGf , et par suite с£(р с , ,Р ) est l'image de сЯ(Р) par l'application définie 

par p G : t G —> t G ( n_N) • Or, comme n-N^N , cette application est nulle 
o o о n " N N N ~ 

d'après 2.2.1 c) ( i i ) . Donc c£ (p G I P) = 0 , i .e pjî.f1 = p G , f = 0 . Mais 

P G i f = f f(n-N) Pp, , et comme pp, : F' —>F'(n-N) est un épimorphisme, 

f'(n-N) = 0 . 

Prouvons b) . Par hypothèse, on a 0 = o(f(N))€t 0 v r r x n 0 J . 
F0(N)* b o w 
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Par fonctorialite de l'obstruction, on a donc 

0= (p£"N)*o(f(N)) = o(f(N) p^'N)= o(p{ï~N f) = p£ _ N o(f) , 
o o 

mais p G~
N : vG ® J » vG ̂ ® J est un isomorphisme dfaprès 2.2.1 c) (ii), 

donc o(f) = 0, et par suite £ se prolonge. 

Nous sommes maintenant en mesure d'énoncer le résultat principal de cet exposé. 

THÉORÈME 4.4 (Grothendieck) .- Soitnt i : S—» Sf une niJUmmeAAion et G an 
BT 6ui S . On òuppoàz Sf a^inz [maio p n'y <u>t pcu> òuppo&é Ixxualemznt 
nltpotznt) . 

a) II existe, an BTn G* oui S1 pioljongejxnt G . 

b) Cotonò De£(G,i) Ve.n&emble. doj> CÙJU>AQJ> d'i&omoipkie. de pio long mento G1 

de G oui S1 . VOUA tout nf <n , Vapplication 

(4.4.1) Def(G,i) »Def (G(n') ,i), Gf i—^ G1 (n») 

£At òuijactive.. 

c) Soit N an untiti Z 1 . Supposons que. i éoit définie, peu un idéal J et 

qu'on aiX. un idéal K=>J , déiiniAòant S0

C—^S' , avec JK = 0 , et pN0g =0 . 

Molò, òi n^N , £'enóemb£e deó cùuòeA d'tòomoipkie. de. pix>longeme.ntò 0 

G1 de G eó£ an eópace a^ine. ÒOUÒ t ® vf ® J [gijoupe. qui A'ide.ntiiiz à 
bo o 

t ® ® J paA <j>r (2.2.5)) et £'enóemb£e deó automoipkiòmeA d'un piolonge.-
o Go Go 

ment G1 (induisant l'idzntiXé òui G ) eót iòomoipke. à t_ ® t̂  8 J (b 

(̂) Il est facile de vérifier, en revenant à la définition de cj> (2.2.3.2), que 
pour n^n1 ̂ N , le carré suivant est commutatif : 

oGo 

vGo 

pn-n' 
VG0(n') 

oGo(n') 

V ^incl) 
tGo(n') 

(où les flèches horizontales sont des isomorphismes (2.2.1 c)) ) . 
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d) Solent N, J , K comme en c) . Alors, pour tout n>n'> N , Vapplication 
(4.4.1) est bljectlve. De plus, jsI G' est un prolongement de G sur S' , alors 
pour n >nT >N at n-n' £N , Vnomomorpklsme 

(4.4.2) Aut(G') > Aut(G'(n')) 

eó¿ nul, Aut désignant l e groupe des automorpklsmes Induisant Videnti té au-des

sus de S . 

e) SI S local noethérien complet, de corps résiduel pariait de caractéristi
que p , I l existe un BT H sur S tel que G = H(n) , 

£) S ' i l existe un BT H sur S tel que G = H(n) , alors, pour tout prolongement 
G' de G sur S' , H existe un BT H1 sur S' prolongeant H ¿e£ que G1 = H'(n) . 

4 .5 . - Démonstration de 4.4 . Elle va se faire en plusieurs étapes. Notons tout 
d f abord que s i G1 est un S1-schéma en groupes commutatif s annulé par p n , 
plat sur S 1 , prolongeant G, G1 est automatiquement un BT̂  : cela résulte du 
cri tère de platitude par fibres (EGA IV 11.3.11). 

4 .5 .1 . - Soient i , J , K comme en c ) , avec N=1 , n>1 , et supposons que 
G =H(n) , où H est un BT sur S . Alors : 

(i) I l existe un BTn G'sur S1 prolongeant G . 

( i i) Avec les notations de b) , l 'application (4.4.1) 

Def (H(n+1) ,i) > Def (H(n) ,i) 

est bijective. En particulier, pour tout prolongement de G en un BTnG
f sur S1 , 

i l existe un BT Hf sur S1 prolongeant H et te l que H'(n) = Gf . 
D'après 3.2, l'obstruction à prolonger G en un BTn sur S 1 , ou ce qui re

vient au même, en un schéma en ZZ/pn-modules fini et plat sur S 1 , est un 
2 v L 

élément o(G) de Ext^^n (GQ, ® J) (où GQ = GxsSQ) . Considérons le carré 
commutatif 

E x t 2 n (Gn>V ® J ) 
2Z/pn 0 Go 

(1) ™Ì CG0,XGq e J) 
A 

(3) (4) 

ExtZ 

Z/pn 

(G t G 0 J) 
o 

(2) 
^4 (Go,tG 8 J ) 

où les flèches horizontales sont les flèches d'oubli et les flèches verticales 
V 

sont données par t r > l c . D'après 4.1, (2) et (3) sont des isomorphismes. 
bo bo 

D'autre part, on a, dans D(SQ,Og ), Jtç ~ > tç @ [-1] , parce que S Q 
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est affine et que v r est localement libre de type fini. Donc (4) est l'injec-
bo 

tion d'un facteur direct. D'autre part, l'image de o(G) par (1) est l'obstruction 

à déformer G en un schéma en groupes commutât if s plat sur S' (3.3 b)) . Donc 

le diagramme ci-dessus montre que l'existence d'un BT n sur S' prolongeant G 

équivaut à celle d'un schéma en groupes commutatifs plat sur S' prolongeant G , 

et l'obstruction à ce problème est un élément o(G) du facteur Ext- (Go,tr; ® J) 
2 v o 

de Ext^ (G0,icG ® J) . De même, l'existence d'un BT n + 1 sur S' prolongeant 

H(n+1) équivaut à celle d'un schéma en groupes commutatifs plat sur S' prolon

geant H(n+1), et l'obstruction correspondante est un élément o(H(n+1)) du 

facteur Ext^ (HQ(n+1) ft^ ( n + 1j ® J) de Ext^ (^(n+1),^ ( n + i ; ) 8 J) . Enfin, par 

ЧСп+1) \ ( n + 1 ) ' ( G o ' V ( n + 1 ) 8 J ì est facteur direct de 

^ 1 (G°'*H (n+1)
 8 J ) Par fonctorialité de l'obstruction (3.2 a) appliqué à 

A=7L et u l'inclusion H(n) = G >• H(n+1)), on a donc 

u*o(H(n+1)) = t u o (G) , 
o 

où 

B r t | ( H o C n + 1 ) , t H o ( n + 1 ) 0 J ) X B c t | ( G 0 , t H o ( n + 1 ) 0 J D * - E r t | (G 0 , t G o 0 J) 

sont les flèches de fonctorialite. Mais t u est un isomorphisme d'après 2.2.1 
o 

c) ( i ) , tandis que u*=0 d'après 2.2.7 ( i i ) . Donc o(G) =0 , ce qui prouve ( i ) . 
Prouvons ( i i ) . Posons H (n+1) =F , FQ = Fx sSQ . Soit G' une déformation de 

G en un BTn sur S1 . D'après ( i ) , i l existe une déformation F' de F en un 
BTn+.j sur S' . Notant [ ] la classe d'isomorphie d'une déformation, d'après 
3.2 b) et 4.1.2), on a 

[F'(n)] - [G'] e t 0 v r 0 J . 
Gn 0 

I l s 'agit de montrer qu ' i l existe une unique classe [FM] te l le que 
[F"(n)] - [G'] = 0 . Comme 

[F"(n)] - [G'] = [F1 (n)] - [G'] + [F"(n)] - [F '(n)] , 

tout revient à voir que l'application 

(*) t 0 v c 0 J • 
f* F^ 
F o 0 

• t 0 v r 0 J 
G* Go 
o 

, [F"] - [F ' ] [F"(n)]-[F'(n)] 

est bijective. Soit F" une déformation de F en un BT n + 1 sur S' , et 
considérons le diagramme 
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.F' 
F F" 

P 
p| 

P 
g 

.G1 

G" 

où p est la multiplication par p . D'après 3.3 (pour £ = 1 1 identi té) , 
[F']-[F"] est l'obstruction o(Idp,F',F") à prolonger l ' identi té de F en 
F'—»F" . De même, [G'] - [G"] = o(IdG,G',G") . Par fonctorialité de l 'obstruc
tion (3.1 a) ou 4.2 a ) ) , on a 

p*o(IdG,G',G") = o ( p : F - > G , F ' , G") = p*o(Id p F' ,F") , 

où 
t ®v„ ® J 

Go °° 

* 
p t ®v ® J 

F o Go 

p* 
t ® v c ® J F* Fo o 

sont les flèches de fonctorialité. Mais, d'après 2.2.1 c ) , ces deux flèches sont 
des isomorphismes. I l en est donc de même de l'application (*), qui n 'est autre 
que (p*)~^p* , ce qui prouve ( i i ) . 

4.5.2,- Preuve de e) : Posons S = Spec (A), soient m l ' idéal maximal de A , 
r+1 k = A/m ; pour r ^ 0 , notons S = Spec (A/m ) , G = Gx-S .̂ . Comme k est parfait, r — r o r 

i l existe, d'après 1.7, un BT HQ sur SQ tel que GQ = HQ(n) . Supposons donné, 
pour r > 0 fixé, un BT H r sur S r tel que G r=H r(n) . Appliquant 4.5.1 (i i) à 
(SQ<—> S r

c—> s

r + - |> H

r ) y on trouve qu ' i l existe un BT H r + 1 sur S r + 1 prolon
geant H r et te l que H r +^ (n) = G +̂̂  . Par récurrence sur r , on obtient donc 
un système inductif de prolongements H r tels que H r(n) = Gr . D'après 
[22,11 4.16] , ce système définit un BT H sur S te l que H(n) =G . 

4 .5 .3.- Preuve de a) : On va se ramener au cas où S' est artinien de corps 
résiduel parfait de caractéristique p et l ' idéal J de S dans S' annulé par 
l ' idéal maximal. 

1) Posons S' =Spec A' , S = Spec A . On a A' = lim^ Â  , où parcourt 
les sous-Z-algèbres de type fini de A' , et A = lin} Aa , où Aa = Im A^—>A . 
Des arguments standard montrent que G provient d'un Ga sur un S a = Spec Aa , 
et s i Ga adment un prolongement Ĝ  sur S^ = Spec Â  , G':= G^Xg, S' prolonge 
G . On peut donc supposer que A' est une Z-algèbre de type f ini . 

2) Comme A' est alors noethérien, l ' idéal J de S dans S' est nilpotent. 
Prolongeant de Spec A ' / J r à Spec A' /J r + ^ , on se ramène à supposer J 2 = 0 . 

3) Soit S'= Usj un recouvrement ouvert, posons S i = S j n S , G i = G|S± . 
Montrons que s i , pour tout i , Ĝ  admet un prolongement (en un BTn) sur 
Sj , alors G admet un prolongement (en un BTn) sur S' . Choisissons, pour 
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chaque i , un BTn G| sur Sj prolongeant G i . Notant [ ] une classe d'iso-
morphie, on a, d'après 3.2 b) , 

[G! |S! nSÏ] - [Gï|SïnSÏ]€Ext 1 (G|S.n S. ,jL h J) . 1 J- J J 1 J S / p n i j u 

L'obstruction à trouver, après raffinement éventuel du recouvrement (Sj) , un 
système de prolongements G j te ls que G j | S j n S j -^-G j | n S j est donc un 
élément 

c- EH^SjExt1 (G,L h J)) . 
1 2Z/pn G 

Or, le calcul des Ext a

 n (G,M) comme cohomologie spatiale [14,VI 11.5.3.11] 
Z / P a 

montre que, pour tout a , Ext (G,£ r 0 J) est quasi-cohérent. Donc, comme S 
Z/P n u 

est affine, ĉ  =0 . Un système de prolongements Gj tels que 
Gj|SjnSj —G\|Sj fl Sj étant choisi, l'obstruction à trouver (après raffinement 
éventuel de (Sj)) un système transi t i f d ' isomorphismes 
g.. : GïlSï nSÏ >G\\S! OS', est , d'après 3.2 b) , un élément 

c o €H Z (S,Ext 0 (G,V 0 J)) . 
1 7L/vn b 

Pour la même raison que précédemment, on a C2 = 0 , donc G admet bien un prolon
gement G' sur S' . En d'autres termes, le problème de prolongement de G est 
local sur S pour la topologie de Zariski. 

4) Soient T' =Spec A' 0 7L [1/p] , T = Spec A 0 7L [1/p] . Le BTT Ĝ  induit par 
G sur T est étale (2.2.2 a ) ) , donc admet un prolongement (d'ailleurs unique) 
Ĝj sur T' . La question de l'existence de G' est donc locale au voisinage des 
points fermés de S de corps résiduel fini de caractéristique p . On peut donc 
supposer S' local noethérien, de corps résiduel parfait de caractéristique p . 

5) Un argument analogue à celui de 3) montre que la question de l'existence 
d'un prolongement G' de G sur S' est locale sur S' pour la topologie fpqc. 
Cela nous permet de supposer de plus que S' est complet. Soit m l ' idéal maxi
mal de A' . Supposons d'abord S' artinien, de sorte qu ' i l existe r te l que 
m r + 1 =0 . Décomposant A '—> A = A/J en A'—> A'/m rJ —* . . . — > A'/mJ—> A , 
on se ramène au cas où mJ=0 . Grâce à e) (prouvé en 4.5.2), i l existe un BT H 
sur S te l que G = H(n) .On conclut alors par 4.5.1 ( i ) . Dans le cas général, 
on a S' = lim S^ , S = lim S r , où S^ = Spec A'/m r + 1 , S r = Spec A/mr+1A . Soit 
GT. = GxçST, . Supposons construit un prolongement G' de Ĝ  sur S' . Le carré r o r r r r 
commutatif 

S ?r +1 

br+1 
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donne une immersion (de carré nul) T r +^ = ' •S^.+1 . Le groupe 

Gr"G Gr+1 sur Tr+1 est ^ B T n Prolongeant G

r + - | et G

r • D'après le cas 

artinien déjà t r a i t é , i l se prolonge en un BTn G^+1 sur S^ + 1 . Par récurrence, 

on obtient donc un système inductif de prolongements de Gr sur S| . D'après 

[22, II 4.15] , ce système inductif définit un prolongement G' de G sur S' , 

ce qui achève la démonstration de a) . 

4.5.4.- Preuve de b) : les réductions 1) et 2) de 4.5.3 permettent de supposer que 
S' =Spec A', S = Spec A , avec A' de type fini sur ZZ , et J = Ker(A' —> A) 
de carré nul. Posons H = G(n') . Soit G' un prolongement de G sur S' (un te l 
prolongement existe d'après a) ) . Alors H' : = G'(n') prolonge H , e t , d'après 
3.2. b) , i l s 'agit de montrer que l'application 

a : Ext1 (G,Le J ) —>Ext1 . (H,Le J) , [GM]-[G' ] I—> [G"(n) ]-[G' (n) ] 
Z /p n b Z /p n n 

où G" désigne un prolongement de G sur S') est surjective (l'application (*) 

envisagée en 4.5.1 est un cas particulier de a) . Comme en (loc. c i t . ) , on a 

[G"] - [G'] = o(IdG,G',G"), [H"] - [H'] = o(IdH,H',H") . 

D'après 3.3.b), on a un carré commutatif de D(S,2Z/pn) 

G 
o(IdG,G',GM) V L А г ® J [1] 

H 
odd^H'.H") v L 

' % ® J [1] 

où les flèches verticales sont données par p : G—> H = G(n') . Par adjonc
tion, ce carré donne un carré commutatif 

n » L 
2Z/pn ® G 

Z /p n 

2Z/p n 'e n

( * G ® J ) [ 1 ] 

|Z/p 

H % 0 J [1] 

où la flèche verticale de gauche est un isomorphisme. I l s'ensuit que la flèche 

a ci-dessus s'insère dans un triangle commutatif 
Ext1

 n (G,L 0 J) 
Z/n 1 1 b 

Ext' n (G,^ 0 J) 

a 

Ext1 , (H,L 0 J) 
7L/V ñ 
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où la flèche horizontale est donnée par fonctorialité de l , et la flèche ver
t icale est 1 1 isomorphisme d'adjonction. On a déjà observé (en 4.5.3.3)) que les 
faisceaux Ext1 associés sont quasi-cohérents. Comme les flèches du triangle 
ci-dessus sur les Ext1 sont Qg-linéaires, on voit que la surjectivité de a 
est locale pour la topologie fpqc. Les réductions 3), 4) et 5) de 4.5.3 nous ra
mènent alors à la situation de 4.5.1, où la flèche a est même bijective 
d'après ( i i ) . 

4.5.5.- Preuve de f ) . Conséquence immédiate de b) . 

4.5.6.- Preuve de c) . Résulte aussitôt de 3.2. b) et 4 .1 . 

4.5.7.- Preuve de d). La première assertion résulte de la description de la flè
che a donnée en 4.5.4 : dans la situation de d) , la flèche (4.4.1) n 'est autre 
que 1'isomorphisme donné par 2.2.1 c) : 

t „ ~1 ® v : t J v 0 <J Cai ^ t 8 v „ 0 J , 
( p n-n 3 p n-n ' G* Go Hg HQ 

où H = G(n') et ( p n ~ n V : H* —>G* est l 'inclusion duale de p n ' n ' : GQ— H0 
(on pourrait aussi appliquer 4.3 b)) . Pour la seconde assertion, i l suffit de 
noter que, d'après c ) , la flèche (4.4.2) s ' identif ie, avec les notations ci-dessus 
à la flèche 

t „ „t* " 1 0 t „ . : t 0 t r 0 j *»t 0 t 0 J , 
( p n " n ) p n " n Go Go "S "o 

qui, pour n ^ n ' , n-n' £N , est nulle d'après 2.2.1 c ) . Ceci achève la 
démonstration de 4.4. 

Remarques 4.6.- a) Dans la situation de 4.5.1, identifions "^(n) ^ ^tiO' = ^ ^ o ^ 

au moyen de 1 'isomorphisme ^ ( 1 ) ~ * *H (n) donné P a r l 'inclusion 

HQ(1) ^ -^H o (n ) (2.2.1 c ) ) . Les groupes Ext^ (HQ(n) , t H ^ 0 J) , identifiés 

ainsi à ExtîL (H ( n ) , ^ 0 J) , forment, suivant les inclusions H ( n ) c — ( n + 1 ) , 
LL O ri O O 

0 2 
un système projectif "j.im" Ext^ (H Q(n),t H 0 J) . Un point clé de la démonstra-

o 
tion de 4.5.1 (donc de 4.5) est que les flèches de transition de ce système pro-
ject if sont nulles : s i o n € E x t z (H Q(n),t H 0 J) est l'obstruction à prolonger 

o 
H(n), les o n définissent un élément 
(*) ( o n ) n ^ € lim Ext^ (HQ(n) ,t^ 0 J) , 

o 
d'où la nulli té des o n . En fa i t , i l suffit , pour conclure, de connaître la 
nulli té du second membre de (*), i . e . de savoir que 
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(4.6.1) ïâLBctz = ° ' 

Ce résultat , un peu plus simple, est établi dans [3] : d'après [3,2.4.6.1], on a 

(4.6.2) E x t | (HQ,<Ga) - ^ l i m Ext^ (HQ(n),€a) 

et le premier membre de (4.6.2) est nul d'après [3, 3.3.2] . 

Pour p ^ 2 , on a déj à 

(4.6.3) Ext^ (HQ(n),(Ga) = 0 

pour tout n , comme cas particulier du théorème d'annulation de Breen [5] . 
2 

Par contre, pour p = 2 , i l peut arriver qu'on a i t Ext^ (HQ(n),(Ea) t 0 . 
Supposons par exemple que HQ soit le groupe p-divisible d'une courbe elliptique 
supersingulière sur un corps algébriquement clos de caractéristique p . On a une 
suite exacte 0 a p 

H0(1) tipti 
a p 

•0 . 

Dans la suite exacte des Exti (-,(E ) correspondante, on a 

Extl (НИ) ,G ) Ext_ ( . . G l k 

(comme le montre par exemple 2.2.4.3), d'où une inclusion 

E x 4 (« ,G a ) E x 4 0L(1),ŒJ • 

2 
Mais, pour p = 2 , on a Ext^ Cot^,^) ¿0 (en fa i t , k) d'après Breen [4] (dans 
(loc. c i t . ) , Breen montre que les classes des cocycles (1, 1+uxy) pour u€k dé-
finissent un isomorphisme de k sur Ext (ctp,(Em) , mais les mêmes arguments mon
trent que les classes des cocycles (0,uxy) définissent un isomorphisme de k sur 

2 
Ext (otpj^) y de plus, dans le cas de (E& , l'hypothèse que k soit séparable-
ment clos (donc i c i , algébriquement clos) est inut i le) . 
b) I l semble que Raynaud sache démontrer (du moins pour G connexe) 4.4 a) et b ) , 
et se débarrasser de l'hypothèse de perfection sur le corps résiduel dans e ) , en 
u t i l i sant , à la place de la théorie d'obstructions de [14] , la théorie des mo
dules de Cartier des groupes de Lie formels ([6], [19]). 

COROLLAIRE 4.7.- Solwt i , J , K, N comme en 4.4 c ) , at H un BT 6uA S . KJLjûKâ : 

(i) Voua tout n>N , V apptioxatÂJon 

(4.7.1) Def(H,i) Def(H(n),i) 

cub&ooMLvvt à la clcu>6e. d'tbomoipklz d'un pAolongzrmnt H' de H en un BT &uk S' 
la cioAùfi du psioJLongam&nt H'(n) do, H(n), a&t btjdativa. 
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(i i) le groupe, des cuitomorphtbmes d'un prolongement H' de H sur S 1 [induisant 
V Identité sur H est réduit à 0) . 

D'après 1.6, prolonger H en un ВТ Hf sur S 1 équivaut à prolonger le 

système projectif des H(n) en un système projectif (H^j^ H2*"~ — 

où Hn est un BTn et p n induit un isomorphisme Z/p11® n+1 H'n+1 "^^^n * 
2Z/p 

En fa i t , comme on l ' a observé au début de 4.5, le critère de platitude par fibres 
montre que s i Hn est un schéma en Z/p n-modules, plat sur S' , prolongeant 
H(n), est un BTn ; le même critère montre de plus que la condition sur p n 

est alors automatiquement vérifiée. Notons S. le topos des systèmes projectifs 
(E^<— E 2<— —E n <— . . . ) de faisceaux sur le grand si te zariskien 
(ou fppf, ou fpqc) de S , et Z/p* l'anneau de S. défini par le système 
projectif ( Z / р Ч : — Z / p 2 < — — Z/pn«=— . . . ) . Considérant le système projec
t i f H(.) des H(n) comme un schéma en Z/p' -modules au-dessus de S., les 
constructions de [14,VII] fournissent un complexe de Lie £щ ^ dans 
D(S. , Z / p ' 0 ^ Og), e t , comme H admet un prolongement sur S' d'après 4.4 a) et 
f ) , une variante de 3.2 b) (laissée au lecteur) montre que l'ensemble des classes 
d'isomorphie de prolongements de H sur S' est un espace affine sous le groupe 

1 v h 
Ext e (H 0 ( . ) ,% r.) 0 J) , et que le groupe des automorphismes d'un prolongement 

Z/p" ° о l 
H' est Ext 0 (H (.),jL, (.) 0 J) . I l est aisé d'expliciter ces groupes. En ef-

Z/p' 0 Ho 
fet, s i E. est un objet de ^D"(S.,Z/p* ) dont les flèches de transition indui
sent des isomorphismes Z /p n 0 n + 1 E ^ - ^ E ^ et F. un objet de D+(S.,Z/p*) , 

Z/p 
pour i donné, les Ext 1 (E^.F) forment de façon naturelle un système projec-

Z/p 
t i f (de groupes abéliens), et i l est facile de voir qu'on a une suite exacte 
canonique 
(*) 0—*R1lijn Ext 1" 1

 n ( E . F ) —•Ext 1 CE.,F.) —»jLim Ext 1

 n ( E . F J — * 0 . 
^ ~ Z /p n n n Z/p' *— Z / p n n n 

v L 
Appliquant cela sur SQ à E . = H Q ( . ) , F . = £ ^ ^ 0 J , o n obtient un isomorphisme 

(1) E x t ° / p . ( H 0 ( . ) , ^ ( > ) 8 J) Ext° (H o00,*h ( n ) в J) , 
О zb/p о 

et une suite exacte 

(2) 0 - * R 1 l i m Ext 0 (H(n}L r . 0 J) >Ext1 . (H ( . ) , L n 9 J) 
— Z/p n 0 ^ V n J 2Z/p 0 Ч > Ы 

> lim Ext1 (H (n) , L , л 0 J) ^ 0 . 
^ ~ Z /p n 0 4 ) C n } 

Or, pour n>N , on a, d'après 4 .1 , 
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(3) Ext° (H.00 , L f n l 0 J ) ^ » t e t , f n 1 e j , 
Z / p n 0 V " 3 H (n)* V 1 0 

et 

(4) tely^W400 * J ) ^ \ i n y 8 4 ( n ) 8 J 

Pour n>n ' >N et n-n' > N , la flèche de transition de n à n 1 du second membre 
de (3) est nulle (2.2.1 c ) , ou 4.4 c) et d)) . Donc le premier membre de (1) est 
nul, ce qui prouve ( i i ) . De plus, le terme de gauche de (2) est nul, et comme, 
pour n>n ' >N , la flèche de transition de n à n 1 du second membre de (4) 
est un isomorphisme, on en conclut que, pour n>N , la flèche naturelle 

(5) Ext1 ( H ( . ) , L f . 0 J) *Ext1 (H (n ) ,L f . 0 J) 
Z/p' 0 V , J Z /p n 0 V n j 

est un isomorphisme. Mais, s i l 'on fixe un point-base dans Def(H,i), (5) n 'est 
autre que (4.7.1), ce qui achève la démonstration. 

1 v L 
Remarque 4.7.2.- Comme le système projectif des Ext (H (n) 9Lr M 0 J) est 

1 ZZ/pn 0 V n j 

essentiellement constant, son R lim est nul, de sorte que (*), pour i = 2 , 
donne 

Ext 2 ffln(.),L r > 0 J) -«•lim Ext2

 Л ( H ( n ) , L r . 0 J) 
Z/p- 0 V ' J Z /p n 0 V n J 

• ^ l i m Ext2

 n (H (n),t„ f , 0 J) (4.1.3) 
* z / p n 0 * V n j 

car le système projectif des ^ est essentiellement nul (2.2.1 c ) ) . Par la 

variante de 3.2. b) mentionnée plus haut, on retrouve que l'obstruction à prolon
ger H est nulle. 

COROLLAIRE 4.8.- Soient к un сокрь paKfaait de. caKactéKUtique p , W=W(k) 
Vanneau deJb vecteuJU de. Witt ьик к , n un entieK > 1 , HQ un ВТ ьик к 
de. kauteuK h et dimension d (2.2.2 b ) ) , H* Ze BT duaZ (qui eht donc de. kauteuK 
h et dunenbion d*, avec h = d + d*). hiotoné A_ Za catégorie. deb W-aZgèbKeb ZacaZeh 
antinienneb de. сокрд KéhijdueZ к . 

(i) le. faoncteuK deb défaonmationb de HQ лик A ebt рко-KepKébentabZe рак un 
W-bckema faoKmeZ ZÂAhe S , de dbnen&ijon KeZaLLve dd* 
( i .e S SpfCWItCty)^^ . ] ] ) • 

1 <j <d 

(ii) SoiX H Za defaoKmatijon univeueZle de HQ дик S . AJLokô, Ze coupZe 
(S,H(n)) ebt une défaoKmation veJueZZe de HQ(n) ьик A_ [au лепл de 
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Scklesslnger [27] ) . 

( i i i ) Posons tu, =tu r-N , t = t„ . L'application "de Kodaira-Spencer" 
H o H o U j H* H o C 1 J 

(4.8.1) Tc(k) * t 8 t H 

8 % ^ 
2 

associant à un point £ : Spec(k[e]/e ) tel quo. f(0) soit Vinclusion 
2 

canonique Spec(k)^—*S la dl^erence [£*H] - [HQ

 xSpec(k) sPec№[ G ]/ £ )1 
2 

(resp. [£*H(n)] - [HQ(ii)
 x s p e c ( k ) sPec ^[e]/e )] , considérée comme élément 

de t H * 0 t H via 4.4 c) vma (4.7.1), est bijectlve. 
o o 

Cela résulte immédiatement de 4.4 et 4.7 (rappelons que ( i i ) signifie que (a) 
pour tout A€A et toute déformation de HQ(n) sur A , i l existe un W-morphis-
me g : Spec (A) —»S te l que g*H(n) — G ,̂ i .e une déformation Hf de HQ sur A 
te l le que H f(n) —— Ĝ  , (b) la classe de Hf est unique quand A = k[e] /e 2 , 
(c) pour toute flèche surjective A — A 1 de A et toute déformation Ĝ  de 
HQ(n) sur A , toute application g 1 : Spec(A') — représentant G^|Spec(A') 
se prolonge en une application g : Spec (A) —> S représentant G )̂ . 

Remarque 4.8.2.- Compte tenu de 4.8 ( i i i ) , i l est naturel, dans ( i ) , de choisir 
les ''paramètres" de manière que, s i m est l ' idéal maximal de S , on a i t , 
via (4.8.1), 

t j . mod m = a^® b. , 

où (a.) (resp.(b.)) est une base de t (resp. t u ) . 
1 J H* "n 

COROLLAIRE 4.9.- Soient n an cnttoji £ 1 , R an anneau local noctke.sU.cn com
plot, de coup* KQ.kXAui.cl k paK^ait de caAacteHAAttque p , G an BTn de 
dimcnòton d (2.2.2 b)) òvJt S = Spec(R) . 

(i) On a, dank D(S,Og) , 

(4.9.1) *G 4 
pn 

4 > • 
En paAtÂjcuLLoJi, ¿1 R còt òanò v-tosuton, on a 

lG wG (Q s /p
n Q s )

d 

*G v g[-1] ' « V P о с Г [-1] . 

( i i ) Notori* 4 G / S

c 0 g VidioJL dlhh&umtQ. abioZaz de. G (cf. [25, Appendice, 
Définition 8]). On a : 
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(4.9.2) d G / S = P n d % • 

D'après [22, II 4.8, 4.15] , il existe une suite exacte de BT n 

0 *G° > G > G e t ^ 0 , 

avec G 0 connexe (i.e de fibre spéciale radicielle) et G e t étale. Le triangle 

distingué des complexes de co-Lie donne £ç £^0 , ce qui ramène à supposer 

G connexe. Soit H un BT sur S tel que G=H(n), (4.4 e)). On a alors une 

suite exacte 
_ n _ 

(1) 0 >G — > H *0 , 

où H est le groupe de Lie formel associé à H [22, II 4.4, 4.14] . On a 

% = "fi et ovr est un Og-module libre de rang d . Le triangle distingué des 

complexes de co-Lie de (1) fournit (4.9.1) (cf. (2.1.3)). 

Pour la preuve de (ii), nous aurons besoin de quelques rappels sur la diffé

rente (cf. [26, 1.3]). 

Soit f : X — ^ Y un morphisme fini et plat, d1 intersection complète, avec 

Y noéthérien. D'après la théorie de dualité de Grothendieck [13] , ^fy'-^'—Y 

est alors un Ox-module inversible. On a de plus une "classe fondamentale" 

(4.9.3) °X/Y : % ' "X/Y ' 
définie de l'une des façons équivalentes suivantes : 

(a) Supposons que l'on dispose d'une Y-immers ion fermée i de X dans un 

Y-schéma lisse Z , de dimension relative N , et soit J l'idéal de i . 

Alors on a [13, chap. III] un isomorphisme canonique 

"VY A (J/J ) 8 tì7 / Y , 

et c^Y est définie par 

CX/Y " 
(ANd ) 8 A N(J/J 2) 8- 1 

ou 
dZ/Y = J / J 2 - ^ 4 / Y 0 f i X 

est la différentielle. 

b) Soit Tr^Y : f̂ O^ >0y l 1 homomorphisme trace, i .e T r x / y ^ = trace de la 

multiplication par b dans f̂ O^ . Alors c ^ Y est le morphisme correspondant 

à Tr^y par la formule de dualité Hom(f^0x,0Y) = Hom(Ox,f'0^) . 

Une démonstration, due à Tate, de l'équivalence des définitions (a) et (b) 

est donnée dans [21, Appendix]. La d-c^&tente de X/Y est l ' idéal 
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(4.9.4) DX/Y Im с ш : " OX 

C'est un idéal localement principal, mais pas en général, inversible. La descrip
tion (a) montre que, s i X = V(£ | , . . . ,fN) cYI^ , . . . ,TN] , où ( f ^ , . . . , ^ ) est 
une suite régulière (fibre à fibre), on a ^ /у"" 2 *"^ et 

(4.9.5) D x / y = d e t O f ^ T . ) ^ . 

Cette formule serait encore valable s i Y[T^,...,T^] é ta i t remplacé par 
Y [ [ T r . . . , T N ] ] . 

Si maintenant X est un schéma en groupes commutatifs, fini et plat sur Y , 
l ' idéal Dx/y EST MUN* d'une action naturelle de X , de sorte que, s i 
f : X—*Y est la projection et e : Y—> X la section unité, on a 

(4.9.6) D ^ ^ f d ^ , ^ : = е * Ъ ш , 

où l ' idéal d^y de 0^ est la dl^eAcnte absolue, de X dans la terminologie de 
[25, Appendice, Définition 8] . Pour X défini par des équations (f^, . . . , f^) 
comme ci-dessus, ii^/Y e s t 1*idéal engendré par la valeur en e de 
d e t O f ^ T p . 

LEMME 4.9.7.- (cf. [21,6.3 + 8 . 3 ] ) . Soit 

0 >X * g 0 - ^ - * g 1 > 0 

une bulte exacte., où g 0 et g 1 &ont da> ьскетаь en дкоирел commutatlfa VUbhch 
(кедр. ionmeJU LU-à ел ) &ил Y . AloAb on a 

(4.9.7.1) d ^ = det((dh) e ).O y , 

où (dh) = to. : о) 1 ^o) , et det désigne un déteAminant (bien défini à 
e N G G° 

une unite рАсь ). 
Cela résulte facilement de (4.9.5). 

Prouvons maintenant 4.9 ( i i ) . On peut supposer g connexe. I l suffit alors 
d'appliquer 4.9.7 à la suite exacte (1) de la démonstration de ( i ) . 

COROLLAIRE 4.10 (Raynaud).- Solent R un anneau de valuation dlbcAète complet, 
de coApJb AéAlduel к algébriquement cIOA de caAactésil&tlque p , de coup* des 
^Aoctlotu К de caAactéAlbtlque nulle, n un entlcA ^ 1 , et G on BT 
(келр. BTn) 6uA Spec(R), de hauteuA h et de dimension d (2.2.2 b)) . 
?олопь GK = G x spec(R)Spec^ • №oA6 on a 

a \ t p ( g k } - M - V d ) (avec w = ^ ^ 
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(resp. Ah G„ (Z/p n)(d)) , 
Z /p n * 

où, au second membre, (d) désigne un twibt à la Tate. 

Le cas où G est un BT est t ra i té dans [25,4.2.1] . Le cas d'un BT 
n 

s'en déduit grâce à 4.4 e ) . 

Remarques 4.10.1. a) Pour n = 1 ,4 .10 concorde avec le résultat de Raynaud 
[25,4.1.1] , compte tenu de 4.9 ( i i ) . 

b) On peut reformuler 4.10 en disant que le déterminant de Tp(G )̂ (resp. G )̂ 
a la même valeur que s i Ĝ  = GXgpgç.^Spec(k) étai t ordinaire, i .e G0, de type 
multiplicatif. La démonstration de Raynaud consiste à se ramener à ce cas par 
déformation. Le lemme clé [25, 4.2.3] est qu ' i l existe une déformation de G sur 
R[[t]] qui est ordinaire au point générique de la fibre spéciale. Raynaud démon
tre ce lemme au moyen de la théorie des modules de Cartier des groupes de Lie 
formels. On peut aussi le prouver par un calcul infinitésimal ut i l isant 4.8 ( i i i ) 
et le cr is ta l de Dieudonné de G au sens de Grothendieck-Berthelot-Breen-Mazur-
Messing [ I I ] , [22], [20], [3] , cf. Appendice 2. 

4.11.- Complément. Soient n^1 , i : S — > S' une ni l immers ion avec S' affine, 
F' un S'-schéma en groupe fini commutatif, localement l ibre, annulé par p n , 
F = F'XgfS , u : F—*G un homomorphisme qui est une immersion fermée, avec G 
un BTn sur S . I l existe alors un BTn G' sur S' prolongeant G et un homomor
phisme u' : F' »G' prolongeant u (automatiquement une immersion fermée). 

Cet énoncé généralise 4.4 a) (4.4 a) correspond à F' =0). La démonstration 
est analogue, nous allons l'indiquer rapidement. 

Notons tout d'abord que l'énoncé ci-dessus équivaut à celui-ci , qui en est 
dual : 

4.11* : Soient n , i , G comme en 4.11, H' un S'-schéma en groupe fini commu
tat i f , localement l ibre , annulé par p n , H = H'x s,S , v : G — » H un épimorphis-
me. I l existe alors un BTn G' sur S' prolongeant G et un épimorphisme 
v' : G' — • H' prolongeant v . 

Techniquement, i l nous sera plus commode de t ra i te r le problème de 4.11*. 

Les réductions de 4.5.3 1) et 2) ramènent à supposer que S' =Spec(A') , avec 

A' une 2Z-algèbre de type fini et l'immersion i définie par un idéal J de 

carré nul. 

Soit F = ker v ; c 'est un S-schéma en groupe f ini , localement l ibre , annulé par 

p n . D'après [14,VII 4.2.5] , l 'obstruction à l'existence du prolongement cherché 

(G',v') est un élément 
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2 v L 
o(i,G f ,v) € Ext n (G,JU 0 J) 

Z /p n b 

(en fa i t , comme d'après 4.4 a) G admet un prolongement G' sur S' , cette 
obstruction appartient même au sous-groupe 

Coker Ext1

 n (G,L 0 J) -^->Ext 1

 n (G,L 0 J) , 
Z /p n b Z /p n n 

v 
l'application <f> , induite par £ y , s ' interprétant, une fois choisi un prolon
gement G , comme associant à la classe d'un prolongement G' l'obstruction à 
prolonger v en v' : G'—»H') ; de plus, s i o(i,G',v) = 0 , l'ensemble des clas-

i v L 
ses de solutions du problème est un espace affine sous Ext (G,L ® J) , et 

Z /P n F v L 
l'ensemble des automorphismes d'une solution s ' identifie à Ext0 (G,£F 0 J) . 

7L/V 
Par suite, les arguments de 4.5.3 3), 4), 5) ramènent à supposer A' artinien, 
de corps résiduel k parfait de caractéristique p, d'idéal maximal m , et 
l ' idéal J de S dans S' annulé par m . D'après 4.4 e ) , i l existe alors un 
BT C sur S te l que G = C(n). Notons C(.) le système project if des C(m) , 
m^n , avec p : C(m+1) —>C(m) comme flèche de transition, v. : C(.) —> H le 
système projectif des v .p m n : C(m) —>H , B. = (Bm)m> n le système projectif 
noyau de v. . Pour prouver l'existence d'un prolongement (G' ,v ' ) , i l suffit 
de résoudre le problème (a priori plus difficile) suivant : 
(P) Trouver un BT C' sur S' prolongeant C et un prolongement 
(v ' ) . : C ' ( . ) — ^ H ' du système projectif v. . 

Notons par l ' indice zéro la réduction sur SQ = Spec(k) (k le corps résiduel 
de A', de sorte qu'on a SQ

C—* S*—^->S f). D'après une variante de 
[14,VII 4.2.5] (cf. preuve de 4.7), l'obstruction au problème (P) est un élément 
o(P) de 
(4.11.1) E = Ext2 (C f . ) , L R . 0 J) 

ZZ/p- 0 L J 3 , J o 
(et même du sous-groupe 

Coker Ext1 (C ( . ) , L r . 0 J) —^Ext1 ( C f . ) , ! , 0 J) , 
Z/p- 0 C o C # ) 2Z/p- 0 ^ o 

mais cela ne nous servira pas). Nous allons montrer que E =0 . 
On procède pour cela comme en 4.7.2. Le point est que le système projectif B. 

est "aussi bon" que le système projectif des tronqués d'un BT. Soient C* le BT 
dual de Cartier de C , et 

0 »H* > C*(.) > B* * 0 

la suite exacte de systèmes inductifs duale de Cartier de la suite exacte 

0 »B. •CC) >U *0 . 
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On sait [3,3.3.12] que B* : = lim B* est un BT . L'argument de ( loc.ci t . ) 
montre aussi que l'on a B*(r) c B * + r pour tout r > 1 , de sorte que le système 
induct if des B* contient "en sandwich" celui des B (an) : an 

B ; e B * ( n ) c B ; n c . . . C B ^ c B * ( a n ) e B ; a + 1 ) n . . . . 

Dualement, s i B est le dual de Cartier de B* , le système projectif des B(an) 
(avec p n : B((a+1)n) > B(an) comme flèche de transition) s'insère en sandwich 
dans celui des B_ : an 

(4.H.2) B n * - B ( n ) ^ B 2 n ^ - — B a n . — B ( a n ) — B ( a + m < — . . . . 
Cela posé, la suite exacte (*) de la démonstration de 4.7 donne une suite exacte 

0—>R1lim Ext1

 m (C ( m ) , ^ . 0 J)—*E—> lim Ext2

 m (C (m) ,L c . 0 J)—»0 
*— Z/p m 0 C V o 2 / p m ° l V o 

Vu le triangle distingué 

t (B ) **(B ) * V ( B ) [ " 1 ] * ^ nro v nro ^ nro 
et (2.2.4.1), on a une suite exacte (de k-vectoriels) 

0 —+Ext1

 m (C (m) , L R . 0 J) • Hom(Cn(m) , v r R . 0 J) 
2Z/pm 0 C V o 0 C V o 

(= t . 0 v 0 J) . 
C o ™ C V o 

Donc les Ext1 sont de dimension finie sur k , donc le système projectif des 
Ext1 (qui est k-linéaire) vérifie (ML), donc son R1lim est nul, et par suite 
on a 

E ^ lim Ext2

 m (C (m) , L D . 0 J) . 
Z/p m ° C V o 

D'autre part , par le triangle ci-dessus et (2.2.4.1) on a une suite exacte de 
systèmes projectif s 

E x t 2 m ^ r * i 0 J) —*Ext2 (Cfm) , L . 0 J ) - ^ O . 
Z/p m 0 l V o Z/p m 0 l V o 

Comme la flèche de t g ( ( a + i ) n ) dans t g induite par p n est nulle 

(2.2.1 c) ( i i ) ) , (4.11.2) montre que le système projectif des t f B ^ (m>n) 

est essentiellement nul. I l en est donc de même du système des 
2 * 

Ext (C (m),£ r n . 0 J) , et par suite E=0 . Le problème (P) a donc une solu-
Z/p m 0 l V o 

tion, ce qui achève la démonstration des énoncés 4.11 et 4.11*. 
Dans le cas où l ' idéal J de i est de carré nul, on peut, grâce à 

[14,VII 4.2.5, VII 4.2.7] , décrire par des Ext convenables l'ensemble des solu-
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tions du problème 4.11 (resp. 4.11*) et l'ensemble des automorphismes d'une 
solution. Nous en laissons le soin au lecteur. 
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APPENDICE 1 

Le Théorème de Serre-Tate, d1après Grothendieck 

Rappelons le résultat classique suivant de Grothendieck С ^ 1962) : 

THEOREME A 1.1Soient S f un hchéma afafaine, i : S—* S f une niUmmeKhion 
d'Idéal J , A un schéma abélien лил S . 

(i) I l exÂJbte un hchéma abétien A1 бил S1 prolongeant A . 

( i i) Suppohonh qu'on a i t un idéal KdJ defainihhant SQc S1 tel que JK = 0 . 
Uotonh A* le schéma abétien dual de A , et déhignonh рак Vindice о leh 
hchémah déduith рак le changement de bah e SQ—>S . А1окь V ensemble deh clahheh 
d'ibomoKphie de défaoKmationh de A huK S f eht un ehpace afafaine houh 
t 0 t . 8 J y et l e дкоире deh automoKphibmeh d'un pKolongement A1 de A 

A o о 
[induisant l ' ident i té huK A ) eht Kéduit à zéKo. 

L'argument de Grothendieck est esquissé dans [24, p.231-238] , avec, 
semble-t-il, une légère inexactitude p. 238, 1.18. On peut aussi procéder comme 
sui t . Tout d'abord, des arguments standard ramènent à prouver (i) dans la situa
tion de ( i i ) . L'existence d'un prolongement et les assertions de (i i) découlent 
alors de 3.2 et du lemme suivant : 

LENME A.1.2.- Soient S un hckéma afafaine, A un hchéma abétien huK S , 
M un Og-module quahi-cohéKent. Alo Kb on a 

Ext^ (A,M) = 0 . 

Voir [3, 2.5.6 et p. 107, 1.11] . On peut aussi se ramener à supposer qu ' i l 
existe un entier n £ 1 te l que pn0g = 0 et que M = Qg . I l suffit alors 
d'écrire la suite exacte des Ext associée à la suite exacte 
0 *A(n) » A P1 1 > A »0 , et de noter que la flèche 

( t A . — ) & 4 (A,QS) — - E r t i CAGO ,QS) C ~ v A C n ) « ) 

est un isomorphisme (examiner les rangs). 

COROLLAIRE A 1.3 (Serre-Tate).- Soient i : S—*S' une niZùmeKbion, A un 
hchéma abétien huK S , G = lim A(n) l e BT ahhocié. On huppohe que p eht 
localement nilpotent huK S . Hotonh Def(A,i) (resp. Def(G,i)) l e champ deh 
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déionmatlons do, A (resp. G) m un schéma, abéllen (resp. BT) sun. S' . Mon* 
le joncteur "BT associé" 

Def(A,i) —>Def(G,i) 

est une, équivalence. 

On se ramène au cas où S' est affine, p nilpotent sur S , et l ' idéal de i 
de carré nul. La conclusion découle alors de 4.4 c ) , 4.7 et A 1.1. 

L'argument ci-dessus est dû à Grothendieck. La démonstration originale de 
Serre-Tate est , à notre connaissance, non publiée. Pour d'autres démonstrations 
voir [22, V 2.3] , et [17,1] , qui présente une preuve due à Drinfeld. 
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APPENDICE 2 

Inversibilité générique de Hasse-Witt, d'après Koblitz 

Koblitz a étudié dans [18] la variation infinitésimale de la matrice de 
Hasse-Witt d'une variété abélienne principalement polarisée. I l est aisé de 
transcrire ses calculs dans le cadre des F-cristaux, ce qui permet de les appli
quer au cr is ta l de Dieudonné d'un BT. 

A 2 .1 . - Soient k un corps parfait de caractéristique p, A = k[ [ t p . . . , t n ] ] , m 
l ' idéal maximal de A , A- =A/m i + 1 , M un A-module libre de rang h, muni d'une 

1 1 1 1 connexion integrable V : M —• fi^ ® M (où iï^ = = = 0 A d t p et 

d'un endomorphisme a-linéaire F , horizontal pour V , a désignant l'endo-
morphisme de Frobenius de A ; autrement d i t , (M, V, F) est un F-cristal sur 
A/k , libre de rang h . On fait l'hypothèse que N = Im F :M—> a*M est l ibre , 
de sorte que L= Ker F l ' e s t aussi. On note r (resp. s) le rang de L 
(resp. N). On pose M̂  = M®̂ Â  , et d'une manière générale, on désigne par l ' ind i 
ce i les objets déduits par extension des scalaires de A à Â  . 

Ces données déterminent deux invariants principaux : d'une part , VzndomoKphÁj>-
m<¿ de Haó-óe-W¿tt 

(A 2.1.1) HW : N >N , 

qui est 1'endomorphisme a-linéaire déduit de F par passage au quotient, d'autre 

part VappJUxicubLon de Kodoûxa-SpenczA 

(A 2.1.2) Kod : L —> ® N , 

qui est l 'application A-linéaire déduite de V par passage au quotient. 
Le problème auquel on s'intéresse est le suivant : calculer HŴ  : N̂  —> N̂  , 

connaissant HWQ : NQ—>NQ et Kod̂ : LQ—»ft^8N0(=m/m2 ®k NQ) . En fa i t , ces don
nées ne suffisent pas tout à fa i t , mais on donnera une formule pour HW.j en 
termes de Kod et Vn . 

o o 
Nous allons pour cela transcrire dans le cadre précédent le calcul de Koblitz 

[18, p. 183-185] . Soit 
(A 2.1.3) P : M1 —> M1 (resp. P : A1 —> A.,) 

l 'application définie par 
Px = x - Zt i V(3 t )x (resp. Px=x - x) . 
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On déduit de [18, p. 173-175] (ou l'on vérifie directement) que P possède les 
propriétés suivantes : 

(A.2.1.4) P 2 = P , 
P(fx) = P(f)P(x) (Vf€A1 , VxéM.,) 
P(m M.j) = 0 
P(F l X) = F.,x (VxeM^ . 

Notons d'autre part que V : M > 0 (dt^ 0 M) est donné par 

Vx = Zdt^ 0 V(9 t )x , de sorte que 

Kod : L —*iïl Q N (=m/m2 & N = m M/(mL + i A ) ) 
O O J\ O — — Jv o 

est donné par 

(A 2.1.5) KodQ(x) = classe de ZtjVOj. ^x dans m M / f i L + m ^ 

pour x = classe de xeL^ dans LQ . 

Choisissons des éléments 

(A 2.1.6) (e i ) (1^i<r) (resp. (f^) (1<j<s)) 

de (resp. tels que (e^) soit une base de , les images de f̂  dans 
N̂  forment une base de N̂  , et Pf̂  = f̂  pour tout j (on prend d'abord 
(e^), (fj) vérifiant les deux premières conditions, puis on remplace 
f. par Pf! = f • : comme P est l ' ident i té mod m , les deux premières conditions 
3 3 3 — 2 

sont encore sat isfai tes , et la troisième l ' e s t aussi car P =P) . On a donc une 
décomposition 

M1 = L1 0 N1 , 

où N.j est identifié à 0 f̂  , et F̂  : —• est donné par une matrice 

(A 2.1.7) j B l j 

\ 0 R,/ 

dans la base ( ( e ^ , (fj)) , avec de type (r,s) et H1 carrée d'ordre s . 
La matrice représente HŴ  : N̂  —> N̂  (A 2.1.1 ) , et le rang de FQ , donc de 

^ °^ , est égal à s . D'autre part, dans les bases (e?) et (f?) de LQ et 

N induites par (e.) et (f.) , l 'application Kod (A 2.1.2, 2.1.5) est 
o 1 3 2 

représentée par une matrice KQ de type (s,r) à coefficients dans m/m 

PROPOSITION A 2.1.8 (cf. [18, p . 185, 1.-2]) . Avec le* notation* ci-de*sus, on 
a l 'égal i té suivante, entre matrice* carrées d'ordre s à coefficients dans Â  : 
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H1 = H - КБ 1 о о о 
[dans cette formule, H et В sont à coefficients dans k=A c A J . 

C'est le calcul de (loc. c i t . ) . Posons = (b- , ) , E, = (h..) , К = (k..) . 
On a 

F i £ i = h b i i e i + h h » i f t • 
Comme PF-j = , et compte tenu des formules de (A 2.1.4), on en déduit (en 
notant a 0 le terme constant (dans k) d'un élément a de AJ : 

F i f i - h b i j P e i + h h ° i h ( c a r p f * =fPfPfP f P 

Fifi - h bij Pei+ h h°i h (car pf* = fP - h bij Pei+ h h°i hi h 

d'où, compte tenu de (A 2.1.5), 

h 1 £ i = - ^ i b i i ( 2 m k m i f n > + h h l j f i 

= h "Vi - h k.,bV.)f. , 

ce qui est l 'égal i té annoncée. 

COROLLAIRE A 2.1.9.- On suppose que M est "modulaire", en ce sens que l 'applica
tion de Kodalra-Spencer (A.2.1.2) induit un isomorphisme №д)У = Тд-^Нот(Е,Ю 
[ou, ce qui revient au même, que KodQ Induit un Isomorphisme ^(k)-^Hom(L o ,N Q)). 
On note (T. -) (1^i^s , 1^j^r) un système de coordonnées -бил. A tel que la 

О _Q 
dérivation 3^— corresponde par. cet isomorphisme à (e..)* 0 f̂  ((-)* désignant 
la base duale). A&m К la matrice (T..) . Роил и G T. (к) , 

2 О 1J A 
и : A—^k[e] (e = 0 ) , donné par. Zu.-3 T , la matrice u*H , à coefficients 
dan* k[e] , induite par. и , J u*H = H - elffi , о о ' 
ой U = (и..) (1<i<s, 1<j^r) . 

C'est immédiat. 

COROLLAIRE A 2.1.10.- Sous les hypothèses de (A 2.1.9), supposons que 
rg(HQ) = a < s . Soit V l e sous-espace de Тд(к) défini рал. 

V= {u : A- k[e] , Ла+1и*Н = 0} 

Шгм on a V ф Тд(к) . 

I l existe a lignes de HQ qui sont linéairement indépendantes. Quitte à 
rénuméroter la base (fj) , on peut supposer que ce sont les a premières. 
Les s-a dernières en sont donc des combinaisons linéaires, et comme le rang 
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de ( ° ] est s > a , i l existe une ligne (b° ) de B n telle que la matrice 
\ H o / 

(a+1)x s 

C = 

Ъ 1 ' m,. 

№.. 

"I,. 
soit de rang a+1 . Soit u : L Q—> NQ l 'application linéaire te l le que 
u(e°) = f° 1 et u(e?) = 0 pour i^m .La matrice U de u (dans les bases m a+1 i 
(e°) et (f°0) a donc pour seul terme non nul celui d'indice (a+1 ,m), égal à 1 

^ o La matrice UBo a pour seule ligne non nulle la (a+1)-ième, égale à b m 

La matrice des a+1 premières lignes de HQ - eUBQ est donc 

D = 

V 
$$ 

, h a + 1 , . - £ b m, . 

Si A est un mineur / 0 de C , formé avec les colonnes d'indice J i < * , , < J a + i > 
le mineur de D formé avec les mêmes colonnes est non nul, car le coefficient 
de £ est - A . Donc Aa + 1u*H^O , ce qui achève la démonstration. 

Le résultat ci-dessus est très grossier. On pourrait, comme Koblitz dans 
[18, IV §9 ] , étudier les sous-espaces de T^(k) définis par des conditions 
de rang ou de p-rang sur H . 

A 2.2.- On suppose maintenant que k est algébriquement clos, et on considère 
un k-schéma lisse de type fini S / 0 , et un F-cristal (M,v, F) sur S , loca
lement libre de rang h, te l que L = KerF soit localement libre de rang r , et 
N = M/L localement libre de rang s . On définit comme en A 2.1 l'endomorphisme 
de Hasse-Witt HW et l'application de Kodaira-Spencer Kod. On suppose que M 
est modulaire, i . e . que Kod induit un isomorphisme Tg -ai^>Hom(L,N) . 

PROPOSITION A 2,2 .1 . - Sous les hypothèses précédentes, JUL existe un ouvert non 
vide S' de S tel que, pour tout point {enmé x de S' , (HW)(x) soit 
inversible. 

Soit a le sup des rangs de (HW) (x) , pour x parcourant les points fermés 
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de S . Supposons que l'on a i t a < s . Alors A HW = 0 . Appliquant A 2.1.10 
au cr is ta l induit par M sur le complété de S en un point fermé x où 
rg(HW)(x) = a , on obtient une contradiction. 

Bien entendu, comme on l ' a signalé plus haut, on peut paraphraser Koblitz, et 
s t ra t i f ier S par le rang et le p-rang de HW . 

A 2.3.- Soient S/k comme en A 2.2, et G un BT (resp. BTT) de hauteur h sur 
S . On sai t alors associer à G un F-cristal M= g(G) sur SA , localement 
libre de rang h , t e l que L = Ker F s ' identifie canoniquement au module 
o)ç = = " l i m " ^ ^ , localement libre de rang d = dim G , et le quotient 

N = M/L au module tç* = tçQ)* = "lim" tç*( n ) , localement libre de rang 

d* = dim G* : 

(A 2.3.1) 0 >coG >M >t G * *0 , 

voir par exemple [3, 3.3.6 et 3.3.11] . I l résulte de (loc. c i t . ) et de 
[2, 1.5.1] que l'endomorphisme de Hasse-Witt correspondant 

(A 2.3.2) HW : t Q i t * t G * 

n'est autre que l'opération de puissance p-ième symbolique. On a d'autre part une 
application de Kodaira-Spencer 

(A 2.3.3) Kod : • ® t G * . 

LEMME A 2.3.4.- Soit s un point feAmé de. S . L'application 

Kod(s) : Tg(s) yHom(o)G(s) , t G *(s)) = t G ( s ) ® t G *(s) 

associe, à un morphlsmz £ de. S' = Spec k[e]/e d'origine, s la di^ércncc des 
classes de. déformations de. G(s) sur S' , [f*H]-[H(s)x sS'] (cf. 4.4 cj et 
4.7). 

D'après [3,3.3.5] , M est défini par M = Extg^(G>Qc^]c) • Ce groupe peut se 
calculer comme cohomologie cristal l ine "spatiale" d'un diagramme convenable. 
Pour faire le lien avec [14] , i l est commode d 'u t i l i ser , plutôt que le diagramme 
[3, 2.1.6.2] , le diagramme (beaucoup plus compliqué) (G —• S) = (N(2Z,G)—>N(2,S)) 
de [14, VI 4.1.6] . Pour vérifier A 2.3.4 , on peut se ramener à supposer que G 
est un BT formel l i sse . Alors M se calcule comme un groupe de cohomologie de 
De Rham relative formelle 

M = hJ r(G/S) , 

la connexion V est donnée par Gauss-Manin, et (A 2.3.1) par la f i l t rat ion de 
Hodge. I l est standard (cf. par exemple [16, 1.4.1.7]) que l'application 

194 



DÉFORMATIONS DE GROUPES DE BARSO TTI- TA TE 

(de Kodaira-Spencer) Tg(k) —> H (G,TG^S) induite par V associe à £ : S1—* S 

la différence des classes de déformations de G(sJ sur S/ , [f*G] - [G(sjx S1 ] . 
i ^ 

I l ne reste plus qu'à identifier H (G,T^ S) à t G ® de manière compatible 

avec (4.7.1) et 4.4 c ) . 

LEMME A 2.3.5,- Soit s un point fermé de S . Les conditions suivantes sont 

équivalentes : 

(i) G(s) est ordinaire., l.e G°(s) de type multiplicatif (cf. 4.10.1)) ; 

(ii) HW(s) ( = ( x H - * x f p ) ) ) : t G * C s ) — > V ( s ) u>t bljectli. 

(ii') (xi—>x C p )) : t G ( s ) — » t G ( s ; ) est bijectif. 

En effet, il revient au même de dire que G (s) ou que G* (s) est ordinaire, 

et pour G (s) radiciel on a (G (s) multiplicatif)<è=> (V bijectif sur 

G(s))«=> (x)—>x^ bijectif sur tG(s)) • 

PROPOSITION A 2.3.6.- Les conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) pour tout point fermé s de S , si S~ désigne le complété de S en s , 

la restriction de G à S* est une déformation verselle de G(s) sur la catégorie 

des k-algébres locales artlnlennes de corps résiduel k (cf. 4.8) ; 

(ii) L'application 

Ts G G* 

Induite par Vapplication de Kodaixa-Spencer (A 2.3.3) est un isomorphisme» SI 

ces conditions sont rempiles, i l existe un ouvert non vide U de S tel que, 

pour tout point fermé s de U , G (s) soit ordinaire. 

La première assertion découle de 4.8 et A 2.3.4, la seconde de A 2.2.1 et 

A 2.3.5. 

Remarque A 2.3.7.- Les théorèmes d'algébrisation de M. Artin [1] montrent qu'il 

existe des BTT G/S vérifiant les conditions de A 2.3.6. J'ignore ce qu'il en 

est pour les BT . 
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