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Exposé VI

DEFORMATIONS DE GROUPES DE BARSOTTI-TATE(*)

d'aprés A. GROTHENDIECK

par Luc ILLUSIE

0.- INTRODUCTION

Dans son cours au Collége de France, en juin 1971, Grothendieck avait établi
un théoréme d'existence de prolongements infinitésimaux pour les groupes de
Barsotti-Tate et Barsotti-Tate tronqués. Nous présentons ici la démonstration
de ce résultat (non publié€), telle que nous avons pu la reconstituer d'aprés les
notes des auditeurs du cours. Ce théoréme jouait un rdle central dans les travaux
de Grothendieck sur la classification des groupes de Barsotti-Tate et des groupes
finis commutatifs localement libres en termes de cristaux de Dieudonné,
cf.[11] et [12] . Une partie de son programme a été menée & bien par Messing
[22] et Mazur-Messing [20] , puis par Berthelot-Breen-Messing [3] , suivant une
méthode différente utilisant, a la place du résultat de Grothendieck, un résultat
de Raynaud affirmant qu'un groupe fini commutatif localement libre se plonge
localement, pour la topologie de Zariski, dans un schéma abélien [3, 3.1.1] ;
le recours a ce résultat simplifie d'ailleurs assez sensiblement la construction
des cristaux de Dieudonné que Grothendieck avait en vue. La raison pour laquelle
nous donnons ici la démonstration du théoréme de Grothendieck est qu'il permet,
trés simplement, d'étendre le théoréme de Raynaud sur le déterminant du module
de Tate d'un groupe p-divisible [25,4.2.1] au cas des groupes de Barsotti-Tate
tronqués, et que cette extension conduit, comme 1'ont montré Deligne et Par¥in,

a des améliorations "effectives' du théoréme de Faltings [9] , voir [7], [26]

La démonstration du théoréme de Grothendieck utilise deux ingrédients. Le
premier est constitué par les propriétés différentielles des groupes de
Barsotti-Tate tronqués, qui figurent pour 1'essentiel dans [22] , et auxquelles

(*) Cet exposé ne correspond a aucun exposé oral du séminaire.
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nous consacrons le n°2, aprés avoir réuni au n°1, pour la commodité du lecteur,
quelques définitions et résultats standard. Le second est la théorie d'obstruc-
tions de [14] , dont nous rappelons, au n°3, les énoncés dont nous avons & nous
servir. Nous donnons la démonstration du théoréme de Grothendieck au n°4, en
méme temps que quelques applications, notamment & la variante du théoréme de
Raynaud sur le déterminant a laquelle on a fait allusion plus haut.

Je remercie P. Deligne, T. Ekedahl, O. Gabber et M. Raynaud pour d'utiles
discussions pendant la préparation de cet exposé. En outre, P. Berthelot et
O. Gabber ont lu attentivement le manuscrit ; ils m'ont signalé quelques erreurs
et m'ont suggéré plusieurs améliorations; je les en remercie trés chaleureusement.

Dans toute la suite, p désigne un nombre premier fixé. Si n est un entier

20 et G un groupe abélien, on note rlG ou, comme Grothendieck et quand il

n'en peut résulter de confusion, G(n) le noyau de la multiplication par pn
dans G .

1.- GENERALITES SUR LES GROUPES DE BARSOTTI-TATE (cf. [22] ,[12])

Soit S un schéma. On travaillera avec la topologie fppf sur (Sch)/S
(mais cette topologie ne jouera qu'un r6le de figurant).

Définition 1.1.- Sodent n un entien 21 et G un faisceau abélien sur S .
On dit que G est un groupe de Barsotti-Tate tronqué d'échefon 1 (en abrégé,
BTT d'échelon n,ou BTn) 84 G vérnifie Les conditions (i) et (ii) ci-apres
et La condition supplémentaire (iii) quand n=1
(1) G est annmulé pan D" et plat sur Z/p"
(ii) G(1) est nepnésentable par un S-schéma en groupes g§ini Localement Libre
(e nang de G(1) est alors de La forme ph » 00 h est un entien
Localement constant sun S , qu'on appelle La hauteur de G) ;

(iil) (m=1) &4 So:=V(p)cS et Gj:= GXSS0 , da suite

F N (P) Vv *
G0 Gy G, est exacte. ™)

I1 est clair que ces conditions sont stables par changement de base S'—>S .

Exemple 1.2.: Si A est un S-schéma abélien de dimension relative g , A(n)
est un BIT d'échelon n et de hauteur 2g [22,I 3.4].

(*) Dans [22,I 1.3), Messing définit un BT, sur S par les conditions (i) a (iii)
en supposant p localement nilpotent sur S ; j'ignore 1'utilité de cette

restriction.
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Remarques 1.3. : a) Pour G annulé par pn , la condition de platitude sur
n
Z/pn équivaut aux suivantes : (i')Tor%z/p (Z/p,G) =0, i.e 1la suite
n-1
6G—L2—>G—L—>G est exacte ; (i") pour tout i tel que 1sisn-1,

n . n-1 i
Tor‘Z/p (Z/p",6) = 0, i.e la suite G—2L 6—E—>G est exacte.

b) Pour G fini localement libre annulé par p , 1'exactitude de la suite
\ F (p)
G, GO

GO—F»GO(p) —V> Gy équivaut a celle de la suite Gc(,p) ,

et implique que Ker F et KerV sont finis localement libres (si ImF= KerV,
le critére de platitude par fibres (EGA IV 11.3.11) montre que ImF est fini
localement libre et F: G —>ImF plat, donc KerF et ImV= G /ImF sont
finis localement libres et V: G(p) ——> ImV estplat ; orona ImVcKerF ,
et rg ImV= (rgG/(rg KerV) = rg KerF , donc ImV =Ker F ; méme raisonnement

pour l'autre implication).

c) Si G est un BIT d'échelon n et hauteur h , G est représentable par un
S-schéma en groupes fini localement libre de rang pnh (cela résulte des

suites exactes 0—> G(1) — G(i) —B&— G(i-1) >0 pour 2<isn ,

cf. [22,1,1.5]) . On voit aussi, a 1l'aide du critére de platitude par fibres,

que si G est un faisceau abélien vérifiant les conditions (i) et (iii) de 1.1
et tel que, pour un r avec 1srsn , G(r) soit représentable par un
S-schéma en groupes fini et plat de présentation finie, alors G est un BT n

d) Soit G un BTn sur S . Alors, pour 1sisn , G(i) estun BT

(comme G(n-i) = plG » la suite exacte O > G(n-i) —G P ‘G(1) >0
donne un isomorphisme GoZ/p* —=>G(i) , d'ou la platitude de G(i) sur
Z/p1 ; pour la vérification de (iii) pour n22 et i=1, voir [22 II 3.3.11]).

e) Si G est un BTT d'échelon n et hauteur h sur S , son dual de Cartier
G* =Eo_1_n(G,Gm) est un BTT d'échelon n et hauteur h .

f) Si 0—G' > G G'——>0 est une suite exacte de S-groupes finis
localement libres annulé par p" , et si deux des groupes sont des BT, , le
troisiéme 1l'est également [3,3.3.9].

1.4.- Supposons que S=Spec(k), ot k est un corps parfait de caractéristique
p, et soit W=W(k) 1'anneau des vecteurs de Witt sur k . Notons

D =W4[F,V]/(FV=VF=p) 1'anneau de Dieudonné (o =automorphisme de Frobenius de
W) . Rappelons que le foncteur (contravariant) associant a un p-groupe fini
comutatif G sur S son module de Dieudonné

M(G) : = Homg (G,CW)
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ol CW est le faisceau des covecteurs de Witt sur S , est une anti-équivalence
de la catégorie des p-groupes finis (commutatifs) sur celle des D-modules de
longueur finie sur W [10, p.128].De plus, le foncteur M(-) est exact. Dans
cette équivalence, les BTn sur S correspondent aux Dn-modules libres de type
fini sur W (ou D :=D®Z/p", W =W8Z/p"), vérifiant quand n=1 1Ia
condition supplémentaire ImF= KerV (équivalente 2 ImV=KerF). Si G est
un BTT d'échelon n et hauteur h, M(G) est libre de rang h sur W,

Définition 1.5.- Soit G un faisceau abélien sur S . On dit que G est un groupe
de Barsotii-Tate (en abrégé, BT) 44 :

(1) G est de p-tornsion, i.e. G=1limG(n) ,
(i1) G est p-divisible, L.e pldg; est un Epimonphisme,
(iii) G(1) est représentable par un schéma en ghoupes fini Localement Libnre.

Sorites 1.6.- Si G est un BT sur S , alors, pour tout n21 , G(n) est un
BT, [22,1,2.3] , et le foncteur qui a G associe le systéme inductif des G(n)
(avec les inclusions évidentes) est une équivalence de la catégorie des BT sur

i i
S sur celle des systémes inductifs (G1 —1—-+ G2 —_ ... —>Gn et I ..) ou

Gn est un BT et in induit un isomorphisme Gn—"’-aGnH(n) .
De méme, le foncteur qui associe 2 G le systéme projectif des G(n) (avec les
projections p:G(m+1) —>G(n)) est une équivalence de la catégorie des BT

sur S sur celle des systeémes projectifs (G1<p1— Gye— ... Gn<p—n ...) ol

. . . . n ~s
G, estun BT etp induit un isomorphisme Z/p @Z/pGnH = G
On appelle hautewr d'un BT G sur S 1la hauteur de G(1) .

Une extension de deux BT est un BT (et de méme pour un quotient G/H)
[22,1.2.4] mais le noyau d'un épimorphisme de BT n'est pas en général un BT
(par exemple le noyau de p ) . Le quotient d'un BT par un sous-groupe fini locale-
ment libre est un BT [3, 3.3.12] .

Si G estun BT , le systéme inductif des G(m)* , ol in :GM)* —G(n+1)*
est dual de p , est un BT qu'on appelle dual de G , et qu'on note G* .

Enfin, sous les hypothéses de 1.4, si G est un BT, M(G) : = }'ln_M(G(n))
est un D-module libre de type fini sur W , et le foncteur (contravariant)

G —> M(G) est une anti-équivalence de la catégorie des BT sur S sur celle
des D-modules libres de type fini sur W .

I1 est naturel de poser la question suivante : si G est un BT L Sur S ,

existe-t-il un BT H tel que G=H(n) ? Voici une réponse partielle, que nous

généraliserons plus loin.
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PROPOSITION 1.7.- On suppose que S=Spec(k) , oa k est un corps parfait de
caractéinistique p . Soit G un BT~ sur S . Alons if existe un BT H
tel que G=H(Mm) .

C'est un résultat bien connu. Faute d'avoir pu trouver une référence, nous en
donnerons une démonstration - et méme deux (le lecteur choisira).

a) (d'aprés T. Ekedahl). Par dualité, on peut se borner a traiter le cas ou G

est unipotent, i.e V nilpotent sur le module de Dieudonné M de G . On peut
donc considérer M comme un E -module, ou E =E ®Z/p" et E est le complété
V-adique de 1'anneau de Dieudonné D . Soit (ei) (1sisr) une famille d'éléments
de M dont les images dans M/V forment une base de M/V surk. On a alors

Fei= zaij(V)eJ. ,

ou les ai.(V) sont des polyndmes en V a coefficients dans W, . Notons L
(resp. R) 1le F.n-module libre de base g (resp. hi) (1gisr ) . Soient u:R—L
1'application E -linéaire définie par uth;) =Fg; - = 335 (V)gj , V:L—M
1'application E n-linéaire définie par v(gi) =e; - Par construction, la suite

Usr—Y 5 M 0

™ 0 R

est un complexe. Montrons qu'elle est exacte. Comme les termes de (*) sont plats
sur Wn (G étant un BTn , M est libre sur Wn) , i1 suffit de prouver que
(*)®Z/p est exacte, autrement dit, on peut supposer n=1 . Il est clair que

L L
(*) =Rlim E,/V* @ (*) , donc il suffit de prouver que E./V®: (*) =0, et
o 1 E1 1 E1

pour cela il suffit de montrer que le noyau et le conoyau de V sur (*) sont
acycliques. Or, par hypothése, on a, sur M, ImF=KerV et ImV=KerF , de
sorte que la multiplication a gauche par F donne un isomorphisme F :M/V %VM .
On vérifie facilement d'autre part que la méme propriété est vraie pour E1 s

i.e que F: 131/VL>VE1 . I1 suffit donc de montrer que le conoyau de V sur

(*) est acyclique, ce qui se vérifie par un calcul direct standard : soit

ZxkiFkgieL/V , Ou, en notation matricielle, x-= ztxkag, ol g-= (%1},

g

t . t .

Xy = (xkl,...,xkr) ; alors vx= g xka(k)e , 00 a= (aij modV) ,
SIENCA!
a t=a ...a , o = automorphisme de Frobenius de k ; vx=0 donne
thka(k) =0, d'ot x= ztxk(Fk-a(k))g , mais pour k21 ,

k-1
Ko a® LI S X R alo

d'ou finalement

)...ao)(F—a) ’
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k-1
x=u( £ txk(l=k_1+ ot al® )...ao)h) s
k21

ce qui prouve l'exactitude de (*) modV en L/V ; 1'injectivité de u modV est
immédiate. L'exactitude de (*) étant ainsi établie, on reléve u en un homomor-
phisme E-linéaire u':R'—> L' , ou L' (resp. R') est le E-module libre de
base (gi) (resp. (hi)) et u'(hi) = Fg; - Za!lj(V)gJ! , aij (V) étant un polyndme
en V a coefficients dans W relevant aij (V) . Alors M'=Coker u' reléve M,
est de type fini sur W (car p-adiquement séparé et complet et de type fini
modp) , et sans p-torsion (par la suite exacte du serpent, compte tenu de 1'exac-
titude de (*)®Z/p) , donc M' , en tant que D-module, est le module de
Dieudonné d'un BT qui reléve G .

b) (d'aprées O. Gabber). Soit M 1le module de Dieudonné de G . Le Dn-module M
est libre sur wn , soit m son rang. Posons M=M/p , M est donc de dimension
m sur k . Comme FM=VM (1.3 d)) , il existe des éléments €r+1"
tels que V€r+1,...,V€m _f_orment__une base de l’-‘M . Soit (51,...,61) une base
d'un supplémentaire de 1:M dans M . Relevons Ei en e; dans M . Alors

(e1,. .. ,er,Ver+1 yeos ,Vem) engendrent M sur Wn , donc forment une base de M sur
Wn . D'autre part, par construction, (Fé1,... ,FEr) forment une base de FM=VM ,

..,e_deM
m

et comme V€r+1 seees
(I-‘e':1 yeos ,Fe'r ’ér+1 so o ,'e'm) forment une base de M , donc
(Fe1 yeee ,Fer,e”1 yooe ,em) forment une base de M sur W, . Notons (gi)

(resp. (hi)) la base (e1 seose ,er,Ve

Vém sont linéairement indépendants,

SRPIED ,Vem) (resp. (Fe1 sees ,Fer,er+1 yooo ,em)) ,

et a la matrice (inversible) définie par g; = Zaijhj . Dans les bases (gi) et
1 0
(hi) , F a pour matrice < r ), et dans les bases (hi) et (gi) , V a pour
0 p
p-1, O
matrice . Soit a's= (aij) eGLm(W) un relévement de a . Notons M’

0 1

un W-module libre de base (hi) (1<igm) , et (gi) la base de M' telle que

g} = zaith! . Soient F:M'———=M"' 1'homomorphisme o-linéaire de matrice

1. 0

dans les bases (gi) et (hi) , et V:M' —>M' 1'homomorphisme
o p

p-1y 0

o '-linéaire de matrice (

) dans les bases (h!) et (g!) . On a
0 1 i i

évidemment FV=VF=p , de sorte que F et V munissent M' d'une structure de
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D-module, et comme M' est libre sur W , M' est le module de Dieudonné d'un
BT sur k . D'autre part, si 1'on identifie M'/pn aM par hii——) hi , par
construction g]!_ s'envoie sur g; » et 1'endomorphisme de M'/pn induit par F
(resp. V) coincide avec 1'endomorphisme F (resp. V) de M . Autrement dit,

M' reléve M, ce qui achéve la démonstration.

2.- PROPRIETES DIFFERENTIELLES ET COHOMOLOGIQUES DES GROUPES DE BARSOTTI-TATE
TRONQUES

2.1.- Rappels sur les complexes de Lie et co-Lie

Soient S un schéma et G un S-schéma en groupes, plat et localement de
présentation finie. On note LG le complexe de co-Lie de G , défini par

2.1.1) = Le*L S€ob D(S)

LG G/

ol LG /S est le complexe cotangent de G/S et e:S——> G 1la section unité
(cf. [14,VII]) . Comme G/S est localement d'intersection compléte, L est
parfait, d'amplitude parfaite < [-1,0] . La connaissance de ZG équivaut a celle
de LG /g » Carona un isomorphisme canonique LG /S_N’ n*JLG ou m:G—>S§
est la projection, mais nous n'aurons pas besoin de ce fait. Le complexe de Lie

de G est par définition le dual de L »

v
(2.1.2) Rt = RHom(2,05) 3
c'est donc un complexe d'amplitude parfaite <[0,1] . Le foncteur G+ LG
(resp. fG) transforme suites exactes courtes en triangles distingués, ce qui
permet notamment le calcul de LG quand on dispose d'une résolution

1

0—G— P — 6 —0 , avec c° et G1 lisses (ou formels lisses),car on

a2.=w.=e*91_ , d'ou
Gt ¢l Gi/s

(2.1.3) R,G—3'—>(w —_—w o)

1
G
Les seuls faisceaux de cohomologie éventuellement non nuls de SLG (resp. E,G)
sont ﬂo et l_-l_"1 (resp. EO et 51) : on pose (notations de Grothendieck)

(2.1.4) wg=H0 ,ng=H'0p , to=BdY , vg=H'Gy ;

on a donc

- - v
tg= wG" > Ng= vg' -
D'autre part, lerang (au sens de (SGA 6 I)) du complexe parfait 2% (resp. EG)
est €égal a la dimension relative de G/S. En particulier, si G est fini locale-

ment libre, cas qui nous occupe principalement, on a rg LG=T8 EG = 0 ; side

157



L. ILLUSIE

plus wg est localement libre de type fini, alors il en est de méme de n; ,
tgy Vg » et ces quatre modules ont méme rang.

Quand G est commutatif, fini localement libre, le complexe de Lie de G
admet la description suivante, due a Grothendieck [20, 14.1] : pour tout
_QS-Module quasi-cohérent M , on a un isomorphisme canonique (de D(S,_Qs))

(2.1.5) RHom, (,-,M
=l G

ol G* est le dual de Cartier de G et M est considéré comme faisceau sur

t§1 m—mz (G*)M) ’

Sfppf (la topologie importe peu : on ne changerait pas le second membre en regar-
dant M comme faisceau sur le grand site zariskien). Pour M=Qg , on a notamment :

(2.1.6) E —~>t_ Riom,, (G*,0)

1T —
et en particulier

(2.1.6.1) tg—">Hom, (6,00 , vg—=> Exty, (6%,0) .
2.1.7.- Soient A un anneau (discret) commutatif et G un schéma en A-modules,
plat et localement de présentation finie sur S . Notons Abz _QS un produit
tensoriel dérivé de A et QS dans la catégorie des Z-algébres différentielles
graduées a degré <O (cf. [14, VI 10.3.19]), et D(ABz QS) la catégorie déduite
de celle des modules différentiels gradués sur A 7 QS par inversion des
fleches qui induisent des isomorphismes sur les objets de D(Z) sous-jacents
(loc. cit.). Dans [14, VII 4.1.4] , on définit, a partir d'un certain diagramme

traduisant l'action de A sur G , un objet de D(A@'Z _QS), qui, par restric-

v
Ate
tion des scalaires via Og —> AQ 0S , donne le complexe de Lie \ﬁG de (2.1.2).

On définit aussi (loc. cit.) un objet de D(A® (_)S) (dual de AEG a

A%G
valeurs dans OS) qui, par oub11 donne le complexe de co-Lie ‘Q'G de (2.1.1).
Bien entendu, A G (resp. AJLG) et % (resp 2 ) donnent le méme objet de
D(S,Z) par oubli. Dans la suite, nous nous pemettrons parfois d'omettre 1'indice

. \l
A de la notation AR'G (resp. AJLG)

2.2.- Propriétés différentielles et cohomologiques des BTT

Les résultats , dis a Grothendieck, concernent d'une part la structure de
G pour G un BT sur S , avec n2N , et p OS o, d'autre part le calcul

des ExtZ /ph (G,M) pour n2N, M quasi-cohérent annulé par p ,et isg2.

PROPOSITION 2.2.1.- Soit S un schéma tel que pOg=0 , o0& N est un entier
21 ,etsoit G un BT sur S . On suppose n 2N

a) Pour tout entien m21 Zzel que n2m+N-1 et fout entien k <zel que
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1Sk<pm , ona

Inf¥Ge G(m+N-1)

oi InfXG désigne Le k-itme voisinage infinitésiml de fa section unité
e:S—>G

b) Pour tout entien k tek que 1sk<p ™', G est Lisse tronqué d'échelon

k Le Long de e , ce qui signifie que Les conditions suivantes - équivalentes
d'apnes [22,I1 3.1.1]1- sont satisgaites
(1) wg est Locakement Libre de type §ini, et L'application canonique

SimG—>Ji/Ji+1 (ot J est L'idéal définissant e ) est un Lsomorphisme
pour isgk ;

(i1) pour tout S-schéma affine Y , tout voisinage infinitésimal d'ondre k

X' de Y, tout sous-S-schéma fermé X de X' contenant Y , tout S-moaphisme

g:X—>G el que g|Y=0 se prolonge & X' (*).

c) Les gaisceaux n. , tg, Vg 4ont Localement Libres de type fini de méme rang que
wg - De plus, pour nzn'zN :

(i) £'inclusion G(n') —> G induit un Lsomorphisme mGL)wG(n') (nesp.
tG(n')_'”G) , et, 44 n-n'2N , Ainduit Le morphisme nul nG'_>nG(n’)

(nesp. Yem) Vg

(i1) 2'épimonphisme pn—n' :G—> G(n'") Anduit un Lsomorphisme NG =%,

(rnesp. vGAQvG(n')) et, 54 n-n'2N, Le morphisme nul W'y —> g
(nesp. tG_—’tG(n')) .

L'assertion a) est prouvée dans [22,II 3.3.17] . L'assertion b) est prouvée,
si N=1, dans [22,II 2.1.2,2.1.5] (compte tenu de 1.3.d)), et si k<p™™ ,
découle aisément de ([22,IT 3.3.10] : soit g:X——>G comme en (ii) , alors

-

par définition, g se factorise a travers Inka , donc G(n-N+N-1) =G(n-1)
d'aprés a), et 1l'obstruction a prolonger g:X-—>G(n-1) a X' se tue quand on
passe a G(n) d'aprés (loc. cit.) (réduction au cas ou 1'idéal J (resp. I) de
de X (resp. Y) dans X' vérifie JI=pJ=0 et application de (loc. cit.) pour

N= 0). Dans le cas général, on se raméne au cas ou g se factorise a travers
G(n-1) par 1'argument suivant (de Grothendieck). Par changement de base, on peut
supposer S=X' .D'autre part, onpeut supposer N22 (le cas N=1 étant déja traité),
et JI=0 ou J (resp.I) est 1'idéalde X (resp.Y) dans X' . Notons )%-Z(reSp'XN-Z’YN—Z)
le sous-schéma fermé de X' (resp. X, Y) défini par 1'annulation de pN'1 :
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]Y\ —> )]S c N Tv
Yn-2 -2 XN-2 ,
et gy, la restriction de g a Xy _, . Comme par hypothése on a k <pn-(N-1) ,

par le cas déja traité 8N-2 admet un prolongement gﬁ_z : XT:I-Z —>G . Les
fleches g et gy , définissent g:X=X { Xy_,—>GC.0r X estun sous-
-2

schéma fermé de X' contenant xl:I-Z , donc on peut supposer que X contient
szX—Z’ i.e que Jc pN_1(_)X, (ce qui entraine notamment que pJ=0) . L'obstruction
a prolonger g a X' est alors un élément erxtg)Y (!LG ,J) [14,111 2.2.4] ot

o

Y, est le lieu de p=0 et GO=G)(SYo . Posons pN-10,, = J' , et considérons

la suite exacte des Ext associée 3 0 —J ——>J' —>J" —>0 :

Hom(2, ,J') —&>Hom(2; ,J") —>Ext! (g ) Dol ,n
(o] 0o

G b

o o

La fléche a s'identifie a Hom(w. ,J') —>Hom(wG ,J'") . Comme wg est locale-
o o o

ment libre de type fini (d'aprés le cas particulier N=1) et que Y, est affine,

a est surjective, donc b est injective. I1 suffit donc de montrer que 1'image
de x par b est nulle, ce qui nous raméne au cas ou X=X} . Or

N-2 " Nt

8-z * ¥N.p —> G se factorise 2 travers InfXG et come k <p (N'=N-1)

et pN' =0 sur Xﬁ_z , On a Inka <G(n-N'+N'-1) =G(n-1) par a), ce qui rameéne
au cas déja traité, et acheve d'établir b) dans le cas général. Le fait que

ng » tG > Vg soient localement libres de type fini de méme rang que wg découle
aussitdt de b) (cf. la remarque suivant 2.1.4). Par a), pour k=m=1 , on a
Inf1G cG(n) , d'ol la premiére assertion de c) (i). La seconde en résulte par la
suite exacte a six termes

O—ngq 1) = g —>DNg1) ~ U¥gm-nt) " ¥ Um0

déduite du triangle distingué Q'G(n—n') — SLG—> SLG(H,)—yassocw a la suite

1
exacte 0— G(n') — G—ﬂ—b G(n-n') —> 0 . La preuve de (ii) est analogue.

Remarques 2.2.2. a) Soit G un BTn sur S . Si p est inversible sur S, G est
étale (il suffit d'ailleurs de supposer que G est fini localement libre et
annulé par pn) : en effet pn fwg—>w; est a la fois O et un isomorphisme.

b) Si pNQs =0 (N21) et n2N, et G estun BTn sur S , on appelle dimension
de G le rang de wg - Si p est localement nilpotent sur S , et H est un BT
sur S , on appelle dimension de H 1le rang du Qs—module localement libre

Wy = lim Y c'est aussi la dimension du groupe de Lie formel associé a H
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(cf. [22, II]) ; si S est le spectre d'un anneau local noethérien complet de
corps résiduel k de caractéristique p, et G (resp. H) un BT, n (resp. BT) sur
S , on appelle encore dimension de G (resp. H) celle de GxSSpec(k) . Dans

1'un ou 1'autre cas, soit G* (resp. H*) le dual de Cartier de G (resp. H) .
Si d* est la dimension de G* (resp. H*), ona d+d*=h , ou h est la hauteur
de G (resp. H). Pour le voir, on peut se borner au cas ou S est le spectre
d'un corps de caractéristique p, et il suffit de noter qu'on a

dim G
p]m

rang Ker (FG(l) )

rang Coker (FG(I))

rang Ker(VG* 8 )

rang Im(FG* o) )
- pht (G) -dim(G*)

c) Supposons pNQS =0 (N21) , et soit G un BTn sur S . Sans 1'hypothése

n2N , il n'est pas vrai en général que wg soit localement libre. L'exemple

le plus simple est u n qui a pour complexe de co-Lie -QS —pn—x’ QS (utiliser
P

n
la résolution O > U g > 6 12 >C, 0) :ona u;= _Qs/pn ,
ng = QS . Voir 4.9 pour des compléments sur ce point.
®"

2.2.3.- Munissons S d'une topologie comme en 1. Posons A=Z/m (m entierz1) .
Soient G, M des faisceaux de A-modules sur S . L'isomorphisme d'adjonction

L
(2.2.3.1) Rhiom, (G @,,A,M) —=—> Rbom,, (G,M)
donne une suite spectrale
1j _ petd x
By = Exty (Torf(G,m M) => Exty GM
qui se réduit a 1'isomorphisme Hom,(G,M) —=— H_g_nZ (G,M) et la suite exacte
longue

(2.2.3.2) 0 —> Ext} (6,M) —> Ext} (6,M) —&sHom, (G,) —> Ext} (G,M) —Ext2(G,M

— Ext, (6,M) —> ...—> Ext;(6,M) — Ext (G,M) ami"(c,m —EtitGMm—...

Si 1'on préfere, on peut voir (2.2.3.2) comme la suite exacte des Extlu(-,M)
associée au triangle distingué

601 —> G A —> 6 —

L'homomorphisme ¢ de (2.2.3.2) est déduit par faisceautisation de 1'homomorphisme
associant a une Z-extension O —>M-—>H-—> G—> 0 1'homomorphisme G —=M

161



L. ILLUSIE

déduit par passage au quotient de la multiplication par m dans H (vérification :
pour u:G—>M[1] réalisé par la suite exacte 0 —» M —s>H—=G—>0 , u
correspond par (2.2.3.1) a la fleche u' de D(A) composée de

L uBA L oy & N p
G@ZA >MGZA[1] —> H (M@ZA)H] = M[1] , et ¢(u) a la composée de

- L
u' avec H 1((;&110[1] = G[1] —»GéZA ; comme u®A est réalisé par 1'exten-
sion de complexes (en degrés -1 et 0)

0 M H 0
lm m m

0—M—H——>G——>0 ,

—

¢(v) est le cobord correspondant, i.e 1'application déduite de m: H—>H par
passage au quotient).

Supposons que G soit un schéma en groupes commutatif, annulé par m , et
que mQg=0 . Compte tenu de (2.1.6), 1'homomorphisme ¢ de (2.2.3.2) pour

G* (dual de Cartier de G) et M= _(_)S s'identifie a un homomorphisme

(2.2.3.3) bg Vg1

Comme tg= wc‘;’ et n(‘;’ = Vg s si wg est localement libre, on en déduit par
dualité un homomorphisme

(2.2.3.4) ¢‘é ! wg—> ng

PROPOSITION 2.2.4.- Soient G un BTn sun S etM un QS—Module quasi-cohénent
Zel que pnM=O . Posons A=Z/an . Alons R'application canonique

¢ : Exty (G,M) ——sHom, (G,M) (Hom, (G,M))
de (2.2.3.2) (pour m=p") est un isomonphisme. En d'autres termes, on a
(2.2.4.1) Ext;(G,M) = 0
et L'application naturelle
(2.2.4.2) Ext (6,M) ——>ExtZ, (G,M)
est un iLsomonphisme .

On peut considérer M comme un faisceau quasi-cohérent sur le sous-schéma
fermé S' de S défini par 1'annulation de pn : plus précisément M=iM' ,
ou M' =M18!QS ,et 1i:S8'—>S est 1'inclusion. Le calcul des ml sur les
grands sites zariskiens donne un isomorphisme d'adjonction

Ext), (G,iM') = Ext] (6" M)

ou G'=G xxS' . Donc, quitte a remplacer S par S' , on peut supposer que
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pn(_)s=0 . Alors, d'aprés 2.2.1c), tgr et vgx sont localement libres (de méme

rang) et ¢ s'identifie, d'aprés 2.1.5;, a ¢G*®M : \)G*®M—) tG*BM , avec
la notation de (2.2.3.3). On peut donc supposer que M= _QS . Comme les complexes
de Lie et co-Lie commutent au changement de base, donc aussi w et v , et par
suite t et n quand w est localement libre, on est ramené a vérifier que
¢G* est un isomorphisme quand S est le spectre d'un corps algébriquement clos

de caractéristique p . De plus, comme ch* ne dépend que de la composante connexe

de G* , on peut se borner a supposer G unipotent (i.e annulé par une puissance
de V) . Nous aurons besoin de 1'interprétation suivante de ¢

LEMWME 2.2.4.3.- Soient S=Spec(k) , o k est un corps parfait de caractérnisii-
que p, G un S-schéma en groupes commutatifs, §ini, annulé par pn et unipo-
tent, et L Le modufe de Dieudonné de G , 4i.e L=Hom(G,CW") ot CW=LlimW,
est Le faisceau des covecteurs unipotents. Alons on a des Lsomorphismes
canoniques

1 ~
Wb s Exty (6,6) —=—>LNV ,

et moyennant ces Lsomorphismes, ¢ : Ext1Z(G,Ga)—> HomZ (G,Ga) &' identifie a

PR LY —s L

Soit D 1'anneau de Dieudonné. Le module de Dieudonné de 6, est D/V
[8,p.551] . D'apreés [8,5.1 p.556], le foncteur module de Dieudonné induit des

HomZ (G,Ga) e

isomorphismes
(*) Homy (G,6,)—= Hom (D/V,L) , Exty, (G,6,) —~» Ext] (D/V,L) ,

d'ol la premieére assertion. Compte tenu de 1'interprétation de ¢ donnée en
2.2.3 et des isomorphismes (*) , ¢: Extf)(D/V,L) —>HomD(D/V,L) associe a une
extension O >L E D/V——>0 1'homomorphisme D/V—>L déduit de

pn :E—> E par passage au quotient. On doit vérifier la commtativité du carré

n-1
a l o o l b
Ext] O/V,L) —&—s Homy (O/V,L)

ol a associe a 1'image dans L/V de u:D-—L 1'extension déduite par u
de 0— DL>D—>D/V-@O , et bkxx) , pour xevL , envoie
1€D/V sur x . Cette vérification est immédiate, et laissée au lecteur.

163



L. ILLUSIE

Achevons la démonstration de 2.2.4. Soit L 1le module de Dieudonné de G .

D'aprés 2.2.4.3, on doit montrer que pn_1

F:L/V—> VL est un isomorphisme.

On proceéde par récurrence sur n . Pour n=1, F:L/V ———>VL est un isomorphisme
par 1'hypothése que G est un BT1 (1.4). Supposons n 22 . Comme L est de
longueur finie, on a dimk(L/V) =dimk(VL) . Donc il suffit de montrer que

pn'1F : L/V—>VL est injectif. Or, comme L est plat sur wn ,

p: L/pn-1 —> L est injectif. Par 1'hypothése de récurrence,

pn_ZF : (L/pn_1)/V = L/V —9V(L/pn-1) est un isomorphisme. On conclut par le

carré commutatif

n-2g n-1
LV e ™)

I

Ceci achéve la démonstration de 2.2.4.

COROLLAIRE 2.2.5.- Supposons anS =0 (nz21) , et s0it Gun S-schéma en
ghoupes commutatifs, §ini Localement Libre, annulé par p" . Les conditions sud-

vantes sont équivalentes :

(1) G est un BTn 5

(ii) wg et w sont Localement Libres, et Les fLéeches ¢ :v.—>t, ,
G* GV G

¢G* : vG* —_ tG* (2.2.3.3) sont des Lsomorphismes ;
(ii") wg et wG* sont Localement Libres, et Les §Léches q)‘é Pug—ng

v, T w  —>n sont des Lsomorphismes.

G G G*

L'équivalence de (ii) et (ii') est triviale, et (i)=(ii) découle de 2.2.4.
Supposons (ii) satisfaite. D'apreés 1.3 a) (i') et b), on doit vérifier que, si
nz2 , pn_1 : G—>»G(1) est un épimorphisme, et si n=1, que F: Go —')VGcEp)
est un épimorphisme (notation de (loc. cit.)). Vu la commtationde w , n,
t, v au changement de base observée dans la preuve de 2.2.4, le critére de
platitude par fibres (EGA IV 11.3.11) nous raméne au cas ou S est le spectre
d'un corps algébriquement clos de caractéristique p. Si G =Z/paZ » a<n ¢
est nul d'aprés 2.2.4.3. On peut donc supposer G unipotent connexe (donc
G* aussi). Pour n=1, (ii) exprime exactement, d'aprées 2.2.4.3, la condition
Imn F=Ker V (cf. 1.3.b)). Supposons n22 . Soit L 1le module de Dieudonné de
G . Considérons le morphisme de suites exactes
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v —E—Lp L/F 0
pn-1F J pn—ll pn-1VJ
0 VL pL FL .
Par hypothése, ona ¢ :v —=—t , i.e (2.2.4.3) pn-1F : L/V—"’—>VL
G+ G* G

D'autre part, le module de Dieudonné de G* est L = Hom(L,Wn), et
g vGA)tG signifie que pn-1F : LV/V"%VLV . Dualisant, on trouve que

pn—1V :L/V—> L . Par le lemme des cinq, on en conclut que pn_1 :L/p vaL
est un isomorphisme, donc que pn_1 :G—>G(1) est un épimorphisme, ce qui

achéve la démonstration.

Remarque 2.2.6.- Supposons que anS=O , et soit G un BTZn sur S .
Considérons la suite exacte

n
*) 0 —G(n) ¢E—ocm) 0
I1 résulte de 2.2.1 c) que la fleche bord

§ nG(n) —>wG(n)
figurant dans la suite exacte a six termes déduite du triangle distingué

—_— 4 —>4

%) 6 *em)
vérifier que § est inverse de ¢\(/3(n) (2.2.3.4).

—> associé a (*) est un isomorphisme. Il est facile de

COROLLAIRE 2.2.7.- Sodient nzn'2N21 des entiens avec n-n'2N , M un
QS-ModwCe un«('.—cohé/cgn,t Zel que pNM=O , G un BTn sun S . Alons, dans La
suite exacte des gtlz (-,M) associée a La suite exacte

n'
0—>G(n") ¢ 2—— Gnn') —s 0

(i) EZZ (G(n-n') ,M) -——>§t2Z (G,M) est un Lisomonphisme,
(i) Extl (GM) —> Ext> (G(n'),M) est fa §lache mulle,
(iii) Ext) (GM) —>Ext) (G(n') M) est un isomorphisme.

Ny -
Q95=0 .

I1 suffit de prouver (i) : (ii) en découle trivialement, et implique que la

Comme dans la preuve de 2.2.4, on se raméne aussitdt au cas ol p

fléche de (iii) est un épimorphisme, donc un isomorphisme, Vgr et Ve(n")*

étant localement libres de méme rang (en fait, on retrouve 1'isomorphisme de
-n!
2.2.1¢) v, ®M—>v. @M induit par pr ™ G —>Gn')* (dual de

165



L. ILLUSIE

1'inclusion G(n') —> G) , pour lequel on n'a d'ailleurs pas besoin de 1'hypothe-
se n-n'z2N) .
Considérons le carré commutatif, ot les fléches horizontales sont définies par

]
pn :G—> G(n-n') et les fleches verticales par restriction des scalaires

2
Ext n-n' (G(n-n") ,M) ——— Eitz n G,M)

Ext (6(n-n') M) ————> Ext> (G,M) .

Comme n2N et n-n'2N , les fléches verticales sont des isomorphismes d'aprés
'

2.2.4. D'autre part, pn s'identifie a la projection canonique

!
G—=>G8 nZ/pn n , et coome G est plat sur Z/pn , 11 en résulte que la
Z/p

fleche horizontale supérieure est un isomorphisme. Donc la fléche de (i) est un
isomorphisme.

3.- OBSTRUCTIONS AUX DEFORMATIONS DE SCHEMAS EN GROUPES

3.0.- Soit A un anneau (discret) commutatif. Les résultats de [14,VII] dont
nous aurons a nous servir concernent les prolongements infinitésimaux de schémas
en A-modules, plats et localement de présentation finie sur la base (en pratique
finis et localement libres), et de morphismes de tels. Nous les reproduisons

ici pour la commodité du lecteur. On fixe dans ce qui suit des immersions fermées
SOC——-> S &———S'

définies par des idéaux J<K , avec JK=0 . Tous les schémas en A-modules
considérés seront supposés plats et localement de présentation finie sur la base.

PROPOSITION 3.1.- Sodient F', G' des schémas en A-modules sur S', F, Fo

(resp. G, Go) Les schémas déduits de F' (resp.G') par Les changements de base
§—S', §,—>8', etsoit f:F—>G un S-monphisme de schémas en
A-modules.

a) I existe une obstwuction

o(f) € Ext)\(FO,YLGoéJ)
dont £'annulation est nécessaire et suffisante pour L'existence d'un morphisme
de schémas en A-modules f£':F'—>G' profongeant £ . Cette obstruction a Les
propridtés de fonctorialité suivantes : pour u' :E'—> F' , o(fu) est £'dmage
de o(f) par u, : Ej—>F, , et pour Vv':G'—> H' , o(vf) est L'image de
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£ ¥ :%. —> 1. (notations évidentes)
o(f) par R.VO.SLGO JLHO no ons év. es).

b) Quand o(f) =0 !,'enée,mbl,e des prolongements f' de £ est un espace affine
sous Le groupe ExtA(F ’LG kJ) .

(Le produit tensoniel b , calowlé sun -QS , est un objet de D(Agzgs ),
(s}

qui, dans Le caleul de Extt ne ) (sur Le grand site zariskien de S |, est
considéné comme objet de D(A) par restriction des Acalmu)

Notons 1i: S —>S 1'inclusion. Pour M dans D* (A@Z OS ) , a cohomologie

quasi-cohérente sur S, , le calcul des Ext comme cohomologie spatiale
[14, VI 11.5.3.11] foumlt un isomorphisme d'adjonction

i . ~ i
(3.1.1) Ext (F,1,M) —>Ext, (F M) .

Comme la formation du complexe cotangent d'un morphisme plat commute au changement
de base [14,II 2.2.3] , il en est de méme de la formation du complexe Ai'
d'un schéma en A-modules plat et localement de présentation finie sur la base, de
sorte qu'on a canoniquement (dans D(A@Z _QS))
(3.1.2) P8, J =i, %Q b))

G 0S Go So
Compte tenu de (3.1.1) et (3.1.2), 3.1 est une reformulation de [14,VII 4.2.3] .

Remarque 3.1.3.- Sous 1'hypotheése de 3.1 b), fixons un prolongement f:rr—q
de £ , d'ol une identification de 1'ensemble des prolongements de f avec le
groupe ExtX(F ,‘RI,G &J) . Pour v':G'—>H' domné, le prolongement v'E de
vE fournlt une 1dent1f1cat10n de 1'ensemble des prolongements de vf avec

, Q’H 9 J) . Il est facile de voir qu'alors 1'application qui & un

prolongement f' de £ associe le prolongement v'f' de vf correspond par les
identifications précédentes, a 1'homomorphisme naturel de Ext A(F ,JLG J)
dans Ext (F, ® J) domné par L. : % o . On a une

Hy iy, by

compatibilité analogue pour un morphisme u':E'—>F' , qu'on laisse au lecteur
le soin de formuler.

PROPOSITION 3.2.- Sodient G un schéma en A-modules sur S , G0 =GxSSO .
a) 1L existe une obstruction
20 v L
o(G) € ExtA(Go,,QGOG J)
dont L'annulation est nécessaire et suffisante pour L'existence d'un schéma en
A-modules G' sur S' prolongeant G . Cette obstruction posséde La propriété
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de fonctorialité suivante : 504t u:F—G un morphisme de schémas en A-modules,
alons on a

v
(3.2.1) u; o(G) = ILuo o(F) ,
ol
o By
A(G JLG 8 J) —»ExtA( 8 J) —>ExtA(F ,SLF @ J)

sont Les fléches de fonctorialite.

b) S&{ 0(G) =0 , L'ensemble des classes d'isomonphie de profongements de G
en un schéma en A-modules G' sur S' est un espace affine sous Extl\(Go,EG eJ) ,

et Le groupe des automorphismes d'un profongement donné G' est E.xtX(Go

(Mémes notations que pour 3.1).

Grace a (3.1.1) et (3.1.2), c'est une traduction de [14, VII 4.2.1] (la
fonctorialité de o(G) découle de (loc. cit. (iii)).

Remarques 3.3.- a) Sous les hypotheses de 3.1, soit F'" un schéma en A-modules
sur S' tel que F"xs,S = F . D'aprés 3.1 a), on a donc une obstruction
o(f,F') (resp. o(f,F'")) eExtz\(Fo,\f,G ® J) a prolonger fen f':F'— G'

o

(resp. f": F'—>G') . D'autre part, d'aprés 3.2. b), la différence [F'] - [F"]
des classes des prolongements F' et F'' est un élément de Ext (F Q'F eJ .
Revenant a la définition de o(f) (cf. [14,III 2.2.4]), on peut montrer que 1l'on
a

(3.3.1) O(£,F") - o(£,F") = &g ([F'] -[F"])
o

(avec la notation de (3.2.1)). De méme, si G" est un schéma en A-modules prolon-
geant G , on a

(3.3.2) o(£,G') - o(£f,G") = —fé([G'] -[G"n .

b) Soit A'—> A un homomorphisme dl'lanneaux (commutatifs). L'image de 1'obstruc-
tion o(f) de 3.1 dans Ext (F SL ® J) par restriction des scalaires est

1'obstruction a prolonger f en un norphlsme de schémas en A'-modules F' —G' .

L
De méme, 1'image de 1'obstruction o(G) de 3.2 a) dans ExtA,(Go, G ® J) par
o
restriction des scalaires est 1'obstruction a prolonger G en un schéma en

A'-modules sur S' . Ces propriétés résultent aussitdt de la définition de ces
obstructions (cf. [14,VII 4.1.4 a), 4.1.6, 4.2.1, 4.2.3]).
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4.- DEFORMATIONS DE BTT

Pour étudier les obstructions aux déformations de BIT , nous nous appuierons
sur le lemme suivant, conséquence de 2.2.4 :

LEMME 4.1.- Sodent n unentier 21, S un schéma affine tel que anS =0,
)

[o]
J un QS -Module quasi-cohérent, Fo , Go des BT sur S . Alons Les
§Leches ndturelbes suivantes sont des uomonphumu :
(2.1.5) v L
(4.1.1) tF* GtG ® J —=—> Hom n(Fo’tG ® J) —> Hom n(Fo,!LG 8J) ,
o o Z/p (o] Z/p o
) B! (b, 89 ( U I
(4.1.2) Ext F ,%. , 8 J) —>Hom F ,v. 8J)—=>t v J ,
Z/pn o GO’ Z/pn o’ Go F(’; G0
) (2.2.4.2) 2 2 . L
(4.1.3) ExtS, (F_,t. © J)<— Ext (F ,t. ®J) — Ext (F,2- 8 J)
Z o Go z /pn o) Go z /pn o’ G0

L
Considérons le triangle distingué de D(A@ZZ QS) (A= Z/pn) défini par

. v
troncation de &
Go

M tg — ), — . [-1] —> .

o Co %

D'apres 2.2.1 c), t; et vg sont localement libres de type fini sur S o donc
o L
le triangle distingué déduit par application de @QS J s'écrit
o
L

@ tg 8J—>k, 6J —> v, 8J [-1] —>

o (<}

La suite exacte des Ext' n (FO,-) correspondante fournit d'abord le second

Z/p
isomorphisme de (4.1.1), puis, compte tenu de (2.2.4.1) et du fait que S, est
affine, la suite exacte (ou A= Z/pn)

3) 0—->ExtA(F R’G éJ)-—)Ho (F V- 8 J) ——->Ext (F t~ 8 J)

G, Gy

—_— ExtA(Fo , JLGO

8J)——>O .

Notons que d=0 . En effet, compte tenu de (2.2.4.2), il suffit de montrer que
la fleéche déduite par oubli, en remplacant A par Z , est nulle. Or celle-ci

est définie par la fléche de degré 1 du triangle (2), vu comme triangle de
D(SO,Z) . Mais comme Sc> est affine et que t; et vg sont localement libres

de type fini, la fléche de degré 1 de (1), vu comme triangle de D(So ’QS ) , est
o
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nulle, donc il en est de méme de la fleche de degré 1 du triangle (2), vu comme
triangle de D(SO,QS ) , donc a fortiori comme triangle de D(SO,ZZ) . Les isomor-
o

phismes de (4.1.2) et (4.1.3) découlent alors aussit6t de (3).

PROPOSITION 4.2.- Sodient N un entier 2 1 S —>S B—>S' des {mmensions fer-
mées définies par des idéaux J<K zels que JK 0O et p OSO-O F' , G
des BIT d'échefon n2N sur S', F, E, (resp. G,Gy) ZLes BIT déduits de

F' (resp. G') par Les changements de base S—> S', So-—» S', f:F—>G un
morphisme de schémas en groupes. On suppose S' affine.

a) 1L existe une obstruction

o(f) EtF* %] vg. ®J

0 o]
dont L'annulation est nécessaire et sufgisante a L'existence de f':F' —>G'
prolongeant £ . ELLe dépend fonctorniellement, en un sens évident, de F', G'.

b) Quand o(f) =0 , £'ensemble des prolongements f£' de £ est un espace agfine
sous Le groupe t  ® tg eJ
F*

(o]
(o]

Compte tenu de (4.1.1) et (4.1.2), c'est un cas particulier de 3.1.

COROLLAIRE 4.3.- Sodent F', G' comme en 4.2.

a) Supposons n22N ., Soit f':F'—> G' tel que f:F—=>G s0it nukl
Alors f£'(n-N) : F'(n-N) —> G'(n-N) est nul.

b) Soit f:F—> G zel que f£(N) : F(N) —> G(N) admette un profongement
g':F'"(N) —>G'(N) . Alons £ admet un prolongement f£':F'—=G' . (NB. On
n'impose pas a f' d'étre tel que f'(N) = g').

Prouvons a). Appliquons la compatibilité 3.1.3 avec V' =pg, :G'—>G'(n-N) =H' ,
=0 . On dispose de co(f') et 2 tg ® J défini par le prolongement f' de f ,
F 0
o

e N 4
Go (n-N) ® J défini par le prolongement pG,f de

et de c!,(pg,,f')e t, ot
F
o
pgf , et par suite cz(pg,,f') est 1'image de cf(f') par 1l'application définie
N | _ s s
par pG : tGo G (-N) . Or, conme n-N2N , cette application est nulle

d'apres 2.2.1¢c) (11) Donc c!L(pG,f') =0, i.e pG,f = pg,f= 0 . Mais
pG,f' = f'( n—N) pP, , et comme pN F' —>F'(n-N) est un épimorphisme,
f'(n-N) = .

Prouvons b). Par hypothése, on a O=o(f(N))€Et .8 VG (N)e J
F,(N)
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Par fonctorialité de 1'obstruction, on a donc
0= (0F )*(EMN) = o(£M Py )= 0GR £ = pg " o(®)
F, F G G,
. n-N
mais p HAY
6, G

o
donc o(f) = O, et par suite f se prolonge.

®J —> v (N)Q J est un isomorphisme d'apres 2.2.1 ¢) (ii),
)

Nous sommes maintenant en mesure d'énoncer le résultat principal de cet exposé.

THEOREME 4.4 (Grothendieck).- Soient i:S—>S' une nilimmension et G un
BT sur S . On suppose S' affine (mais p n'y est pas supposé Localement
nilpotent) .

a) 1L existe un BT, G' sur S' prolongeant G .

b) Notons Def(G,i) £'ensemble des classes d'isomorphie de profongements G'
de G sur S' . Pour tout n' sn , L'application

(4.4.1) Def(G,i)——>Def(G(n"),i), G'+=—=G'(n')
est surnfective.

c) Soit N un entien 2 1 . Supposons que i s04it définie par un idéal J et
qu'on ait un idéal K>J , définissant S <>S' , avec JK=0 , et pNgs =0 .
Alons, 4 n2N , L'ensemble des classes d'isomonphie de prolLongements

(o]
G' de G est un espace affine sous tG* 8v; 8J (groupe qui &'identifdie a
o (o]

o G 8J par 9 (2.2.5)) et L'ensemble des automornphismes d'un profonge-
0 (o] (o]
mM@(meﬂmmﬁmc)%Ummud%@%eJm
o

(1) I1 est facile de vérifier, en revenant a la définition de ¢ (2.2.3.2), que
pour n2n'2N , le carré suivant est commutatif :

VGO ' > \)Go(n,)
pn-n
- = 2| ¢ '
G0 Go(n )
v ~
t <« t [
G t(incl) Go (")

(o les fleches horizontales sont des isomorphismes (2.2.1c))) .
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d) Soient N, J, K comme en c). Alons, pour tout nzn'z N , £'application
(4.4.1) est bifective. De plus, 84 G' est un profongement de G sur S' , alors
powr nzn' N et n-n'2N , £L'homomorphisme

(4.4.2) Aut(G') —— Aut(G'(n"))

est nul, Aut désignant Le groupe des automorphismes induisant L'identité au-des-
sus de S .

e) S{ S est Local noethénien complet, de conps résiduel parfait de caractérnisti-
que p , 4L existe un BT H sur S tel que G=H(n) .

f) S'il existe un BT H sur S tel que G=H(n) , alors, pour tout profLongement
G' de G sun S' , 4L existe un BT H' sur S' profongeant H tel que G'=H'(n) .

4.5.- Démonstration de 4.4 . Elle va se faire en plusieurs étapes. Notons tout

d'abord que si G' est un S'-schéma en groupes commutatifs annulé par pn s
plat sur S', prolongeant G, G' est automatiquement un BT : cela résulte du
critére de platitude par fibres (EGA IV 11.3.11).

4.5.1.- Soient i, J, K comme en c), avec N=1, n21 , et supposons que
G=H(m) , ou H est un BT sur S . Alors :

(i) I1 existe un BT, G'sur S' prolongeant G .
(ii) Avec les notations de b), 1'application (4.4.1)
Def(H(n+1),i) — Def(H(n),i)

est bijective. En particulier, pour tout prolongement de G en un BT n G'sur S' ,
il existe un BT H' sur S' prolongeant H et tel que H'(n) = G' .
D'aprés 3.2, 1'obstruction a prolonger G en un BT n Sur S' , ou ce qui re-
vient au méme, en un schéma en Z/pn -modules fini et plat sur S' , est un
s 2 v R _ g .
élément o(G) de EXtZ/pn (Go’ ZGO ® J) (ou Go-GxSSO) . Considérons le carré
commutatif
L L
Ext’ (6,5, 89 —Ls Ext? 6,5, 67
Z/p (o] (o}

(3) 4)

2 (2) 2
Ext® (Go,tGo 8 J) —=—> Ext7, (G_,t

Z/p
ou les fleches horizontales sont les fléches d'oubli et les fléches verticales

8 J)
Go ’

sont données par tg —> EG . D'apres 4.1, (2) et (3) sont des isomorphismes.

o o}

D'autre part, on a, dans D(So’QS ), ]iG — tG ®v
(o} (o}

[-1] , parce que S
o 0

Co
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est affine et que "G est localement libre de type fini. Donc (4) est 1'injec-
tion d'un facteur d1rect D'autre part, 1'image de o(G) par (1) est 1l'obstruction
a déformer G en un schéma en groupes commutatifs plat sur S' (3.3 b)) . Donc
le diagramme ci-dessus montre que 1'existence d'un BT, sur S' prolongeant G
équivaut a celle d'un schéma en groupes commutatifs plat sur S' prolongeant G ,
et 1'obstruction ce probléme est un élément o(G) du facteur E.xtzZ (Gg» tG 8J)
de Extz (G ,f, ® J) . De méme, 1'existence d'un BT 41 Sur S! prolongeant
H(n+1) equlvaut a celle d'un schéma en groupes commutatifs plat sur S' prolon-
geant H(n+1), et 1'obstruction correspondante est un élément o(H(n+1)) du
facteur Ext (H (n+1), tHo(n+1) 8 J) de Ext (H (n+1) R’H (n+1) ® J) . Enfin, par

tH (m+1) —%QH m+1)’ Ext2 (Go,tH (n+1) 8 J) est facteur direct de

Ext (Go, ILH @+1) J) . Par fonctorlallte de 1'obstruction (3.2 a) appliqué a

A=7Z et u 1'inclusion H(n) = G— H(n+1)), on a donc

uRoHmD) = ¢, 0 @),

2 fug
ExtZ (Ho(n+1),tHo(n+ Q J)—-—->Extz( sty (n+1) Q J)<—Ext (G tG 8 J)

sont les fleéches de fonctorialité. Mais tuo est un isomorphisme d'apres 2.2.1

c) (i), tandis que us=0 d' apres 2.2.7 (i1). Donc o0(G) =0 , ce qui prouve (i).
Prouvons (ii). Posons H(n+1) =F , Fo—FxSSo . Soit G' une déformation de

G en un BTn sur S' . D'aprés (i), il existe une déformation F' de F en un

BT ,q sur S' . Notant [ ] 1la classe d'isomorphie d'une déformation, d'aprés
3.2 b) et 4.1.2), on a

(/) - (6 €5, 0 v @3

I1 s'agit de montrer qu'il existe une unique classe [F'"] telle que
[F'(m)] - [G'] =0 . Comme

[F'm)] - [G'] = [F'(M)] - [G'] + [F'(m)] - [F'(n)],

tout revient a voir que 1'application

™ tF* 8 v L9V ®8J, [F']-[F'] —> [F'(n)]-[F'()]
o o o

est bijective. Soit F" une déformation de F en un BT ,q sur S' , et

Co

considérons le diagramme
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F'
F&) "
p
pla//,aG' JP

C——mmm G"

ol p est la multiplication par p . D'aprés 3.3 (pour f=1'identité),
[F']-[F''] est 1l'obstruction o(IdF,F',F") a prolonger 1'identité de F en
F'— F" . De méme, [G'] - [G"] = o(IdG,G',G") . Par fonctorialité de 1'obstruc-

tion (3.1 a) ou 4.2 a)), on a

p*o(1d;,6',6") = o(p : F—>G, F', G") = p,o(Id,F',F") ,

*
P*

t 8v. 8J-E—st 8y 8Je—t 8 v, 8J

* * * F,

Gy Go ES Gy ES (o}

sont les fleches de fonctorialité. Mais, d'aprés 2.2.1 c), ces deux fléches sont

des isomorphismes. Il en est donc de méme de 1'application (*), qui n'est autre

que (p*) Tp. , ce qui prouve (ii).
P

4.5.2.- Preuve de e) : Posons S=Spec(A), soient m 1'idéal maximal de A ,

k=A/m ; pour r20 , notons Sr = Spec(A/mr+1

), Gr=GxSSr . Comme k est parfait,
il existe, d'apreés 1.7, un BT Ho sur S0 tel que G0=Ho(n) . Supposons donné,
pour r20 fixé, un BT Hr sur Sr tel que Gr=Hr(n) . Appliquant 4.5.1 (ii) a
(SO&——> Srf——a Sr+1’ Hr) , on trouve qu'il existe un BT Hr+1 sur S
geant Hr et tel que Hr”(n) =G

r+1 prolon-

r+1 ° Par récurrence sur r , on obtient donc
un systéme inductif de prolongements Hr tels que H r(n) = Gr . D'apres

[22,11 4.16] , ce systéme définit un BT H sur S tel que H(n) =G .

4.5.3.- Preuve de a) : On va se ramener au cas ou S' est artinien de corps
résiduel parfait de caractéristique p et 1'idéal J de S dans S' annulé par
1'idéal maximal.

1) Posons S'=Spec A' , S=Spec A .Ona A' =1'ggA& , ol A& parcourt
les sous-Z-algebres de type fini de A' , et A=lim A, , ob A, =Im A&—:»A .
Des arguments standard montrent que G provient d'un Gy sur un Sa= Spec Aa R
et si G, adment un prolongement G& sur S&=Spec A& , G':= G&XS& S' prolonge
G . On peut donc supposer que A' est une Z-algébre de type fini.

2) Comme A' est alors noethérien, 1'idéal J de S dans S' est nilpotent.
Prolongeant de Spec A'/JT a Spec A'/Jr+1 , ON Se raméne a supposer J2 =0 .

3) Soit S'= US{ un recouvrement ouvert, posons S;=S!nS , G; =G[S; .

Montrons que si, pour tout i , Gi admet un prolongement (en un BTn) sur

Si , alors G admet un prolongement (en un BTn) sur S' . Choisissons, pour
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chaque i , un B’l‘n Gi sur S;.'l prolongeant Gi . Notant [ ] une classe d'iso-
morphie, on a, d'aprés 3.2 b) ,

1

[6}]S} ns!1 - [GY[S]nS:] eﬁxtzz/pn (G]$5n S5, kg §n .

L'obstruction a trouver, aprés raffinement éventuel du recouvrement (S i) , un
systéme de prolongements G! tels que GiISi ns! —"'—GJ! |Si nSJ! est donc un

J
élément
1 1 v L
< €H (S,Ext (G,R,G e J)) .
Z/p"
Or, le calcul des _Ex_ta n (G,M) comme cohomologie spatiale [14,VI 11.5.3.11]
Z/p
montre que, pour tout a , Ea n (G,?Z'.G ® J) est quasi-cohérent. Donc, comme S
Z/p

est affine, < =0 . Un systéme de prolongements Gi tels que
Gi]Si n SJ! =G! |Si n SJ! étant choisi, 1'obstruction a trouver (aprés raffinement
éventuel de (Si)) un systeéme transitif d'isomorphismes
gi; :Gi[SinSJ! —»ijlsinsJ'. est, d'apres 3.2 b), un élément
el (s,Ext® (G, 50 .
Z/p
Pour la méme raison que précédemment, on a <, =0 , donc G admet bien un prolon-

€2

gement G' sur S' . En d'autres termes, le probléme de prolongement de G est
local sur S pour la topologie de Zariski.

4) Soient T'=Spec A' ® Z[1/p] , T=Spec A ® Z [1/p] . Le BIT G1 induit par
G sur T est étale (2.2.2 a)), donc admet un prolongement (d'ailleurs unique)
Gi sur T' . La question de 1'existence de G' est donc locale au voisinage des
points fermés de S de corps résiduel fini de caractéristique p . On peut donc
supposer S' local noethérien, de corps résiduel parfait de caractéristique p .

5) Un argument analogue a celui de 3) montre que la question de 1'existence
d'un prolongement G' de G sur S' est locale sur S' pour la topologie fpqc.
Cela nous permet de supposer de plus que S' est complet. Soit m 1'idéal maxi-
mal de A' . Supposons d'abord S' artinien, de sorte qu'il existe r tel que

mr”:O . Décomposant A' —> A=A/J en A'—>A'/mrJ—>...——>A'/ri|J—->A

’

-

on se raméne au cas ou mJ=0 . Grdce a e) (prouvé en 4.5.2), il existe un BT H
sur S tel que G=H(n) . On conclut alors par 4.5.1 (i). Dans le cas général,

. . N T+1 T+1 .
on a S'=1_1m> Sx" , S=11_m‘ Sr , ol SI',=Spec A'/m , Sr=Spec A/m” A . Soit
Gr =GxSSr . Supposons construit un prolongement GI', de Gr sur SI', . Le carré
commutatif

wn

T Sr+1

wnE—

[ Y

1
T T+1
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. . . _ar 1l .

donne une immersion (de carré nul) Tr+1 S r Sr Sr+1 G——»Sr” . Le groupe
1L [} ' =

GI" Gr Gr 41 SUr Tr+1 est un BTn prolongeant Gr+1 et G v D'apres le cas

P PETS PP . '
artinien déja traité, il se prolonge en un BTn GI'_+1 sur Sr+1

on obtient donc un systéme inductif de prolongements GI', de Gr sur SI', . D'apres

. Par récurrence,

[22, II 4.15] , ce systéme inductif définit un prolongement G' de G sur S' ,
ce qui achéve la démonstration de a).

4.5.4.- Preuve de b) : les réductions 1) et 2) de 4.5.3 permettent de supposer que
S'=Spec A', S=SpecA , avec A' de type fini sur Z , et J=Ker(A' — A)

de carré nul. Posons H=G(n') . Soit G' un prolongement de G sur S' (un tel
prolongement existe d'aprés a)). Alors H':=G'(n') prolonge H , et, d'aprés
3.2. b), il s'agit de montrer que 1'application

! n (G,}icé J) —>Ext! n' (H,}iﬂg J), [G"]-[G'I—[G"(n) ]-[G'(n)]
Z/p Z/p

ol G'" désigne un prolongement de G sur S') est surjective (1'application (*)

a: Ext

envisagée en 4.5.1 est un cas particulier de a). Comme en (loc. cit.), on a
[GH] - [G’] = O(IdG,G"G”)’ [Hl‘] - [Hl] = O(IdH,H',H")

D'aprés 3.3.b), on a un carré commutatif de D(S,Z/pn)

0(1dg,6',6M .,
G % f J 1]
l o(Id ,H',HM L

H % EH 8J [1]

ol les fleches verticales sont données par pn-n' :G—> H = G(n') . Par adjonc-
tion, ce carré donne un carré commutatif
v L '+ L L
z/p" 8 G——>7/p" 8 (3:8J) [1]
Z/p Z/p
v
H > 4 8 J [1]

ou la fleéche verticale de gauche est un isomorphisme. I1 s'ensuit que la fléche
a ci-dessus s'insére dans un triangle commutatif

L
1 v 1 v
Ext”  (G,2;8J) — > Ext (G,5; 8 J)

Z/p Z/p
\ Lﬂ

nl ’

176



DEFORMATIONS DE GROUPES DE BARSOTTI-TATE

ou la fleche horizontale est donnée par fonctorialité de i , et la fleche ver-
ticale est 1'isomorphisme d'adjonction. On a déja observé (en 4.5.3.3)) que les
faisceaux ]Z-l_x:c_1 associés sont quasi-cohérents. Comme les fleches du triangle
ci-dessus sur les _Ex_t1 sont Qc-linéaires, on voit que la surjectivité de a
est locale pour la topologie fpqc. Les réductions 3), 4) et 5) de 4.5.3 nous ra-
ménent alors a la situation de 4.5.1, ol la fléeche a est méme bijective
d'apres (ii).

4.5.5.- Preuve de f). Conséquence immédiate de b).

4.5.6.- Preuve de c). Résulte aussitdt de 3.2. b) et 4.1.

4.5.7.- Preuve de d). La premiére assertion résulte de la description de la fle-
che a donnée en 4.5.4 : dans la situation de d), la fleéche (4.4.1) n'est autre
que 1'isomorphisme donné par 2.2.1 c) :

-1

t s 8v__,:t 8v 8J——=>t 8v, 0J,
(pn n ) pn n GS Go H HO
n-n' * vs : n-n'
ou H=G(n') et (p : Hy —GJ est 1'inclusion duale de p : G,—>H,

(on pourrait aussi app11quer 4.3 b)). Pour la seconde assertion, il suffit de
noter que, d'aprés c), la fléche (4.4.2) s'identifie, avec les notations ci-dessus
a la fléche

-1 .
- 8t __,:t B8t. 8j—=>t Bt 8J ,
" n'*) pn n' 64 G, HA Hy

qui, pour n2n'2N , n-n'2N , est nulle d'aprés 2.2.1 c). Ceci achéve la

t

démonstration de 4.4.

Remarques 4.6.- a) Dans la situation de 4.5.1, identifions tHo(n) a t Ho(”
au moyen de 1'isomorphisme Ho m = tHo () donné par 1'inclusion

Hy (1)%91{ (n) (2.2.1 c)). Les groupes Ext2 (H (n) tH M) ® J) , identifiés
ainsi a Ext (H (n) tH ® J) , forment, suivant les 1nc1u51ons H (n);)H (n+1) ,
un systéme projectif "l___" Ext (H (n) tH ® J) . Un point clé de la démonstra-

tion de 4.5.1 (donc de 4.5) est que les fleches de transition de ce systéme pro-

jectif sont nulles : si o € }:‘.xtzz (Ho(n) sty ® J) est 1l'obstruction a
o

prolonger

H(n), les o, définissent un €lément
™ (0p)pzq € Lim Exty (H (n),t, © J)
- 0

d'ol la nullité des o, - En fait, il suffit, pour conclure, de connaitre la
nullité du second membre de (*), i.e. de savoir que
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. 2 _
(4.6.1) lgn_ ExtzZ (Ho(n),Ga) =0
Ce résultat, un peu plus simple, est établi dans [3] : d'aprés [3,2.4.6.1], on a
2 ~ s 2
(4.6.2) ]ElxtzZ (Ho,Ga) — lim Ext, (Ho(n),Ga)
et le premier membre de (4.6.2) est nul d'apres [3, 3.3.2] .
Pour p#2 , on a déja
2 -
(4.6.3) Ext, (Ho(n) ,Ga) =0
pour tout n , comme cas particulier du théoréme d'annulation de Breen [5] .
Par contre, pour p=2 , il peut arriver qu'on ait ExtzZ (Ho(n) ,(Ea) #0 .
Supposons par exemple que Ho soit le groupe p-divisible d'une courbe elliptique
supersinguliére sur un corps algébriquement clos de caractéristique p. On a une
suite exacte
VlFll
0—> ap—)ljlo(]) —_ qp—>0
Dans la suite exacte des Ext; (—,Ga) correspondante, on a
1 ~ 1 ~
Ext,, (HO(U ,Ga) —=> Ext, (ap,Ga) —=>k
(comme le montre par exemple 2.2.4.3), d'ol une inclusion
2 2
Ext,, (ap,Ga) — Exty, (Ho(1) ,Ga) .
Mais, pour p=2 , on a Ex‘czZ (qp,Ga) #0 (en fait, = k) d'aprés Breen [4] (dans
(loc. cit.), Breen montre que les classes des cocycles (1, 1+uxy) pour ueck dé-
finissent un isomorphisme de k sur Extz(qp,o;m) , mais les mémes arguments mon-
trent que les classes des cocycles (O,uxy) définissent un isomorphisme de k sur
Extz(ap,ﬂia)) ; de plus, dans le cas de G, » 1'hypothése que k soit séparable-

ment clos (donc ici, algébriquement clos) est inutile).

b) I1 semble que Raynaud sache démontrer (du moins pour G connexe) 4.4 a) et b),
et se débarrasserde 1'hypothése de perfection sur le corps résiduel dans e), en
utilisant, a la place de la théorie d'obstructions de [14] , la théorie des mo-
dules de Cartier des groupes de Lie formels ([6], [191).

COROLLAIRE 4.7.- Sodent i, J, K, N comme en 4.4 c), et H un BT sur S . Alors :
(1) Pour tout nz2N , L'application
4.7.1) Def(H,i) —Def(H(n),i)

associant @ La classe d'isomorphie d'un prolongement H' de H en un BT sur S'
La classe du prolongement H'(n) de H(n), est bifective.
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(ii) Le groupe des automorphismes d'un profongement H' de H sur S' (dnduisant
L'identité sur H est néduit a O).

D'aprés 1.6, prolonger H en un BT H' sur S' équivaut a prolonger le
systéme projectif des H(n) en un systéme projectif (H1'<— Hé<— N HI']<— ved)

< e . . . ~ 1y
ou Hy estun BT n et Py induit un isomorphisme Z/pnt QZ/pnﬂ L =>H .
En fait, comme on 1'a observé au début de 4.5, le critere de platitude par fibres

montre que si HI'1 est un schéma en Z/pn -modules, plat sur S' , prolongeant
H(), Hy est un BT ; le méme critére montre de plus que la condition sur p n
est alors automatiquement vérifiée. Notons S. le topos des systémes projectifs
(E1<— Ezé——- ...<—-—En& ...) de faisceaux sur le grand site zariskien

(ou fppf, ou fpqc) de S , et Z/p° 1'anneau de S. défini par le systéme
projectif (Z/pe— Z/p ¢— .. .<— Z/pn<—-— ...). Considérant le systéme projec-
tif H(.) des H(n) comme un schéma en Z/p° -modules au-dessus de S., les
constructigns de [14,VII] fournissent un complexe de Lie }'H(.) dans

D(S.,Z/p" ez(_)s), et, coimme H admet un prolongement sur S' d'apreés 4.4 a) et
f), une variante de 3.2 b) (laissée au lecteur) montre que 1'ensemble des classes
d'isomorphie de prolongements de H sur S' est un espace affine sous le groupe

Ext )
z/

. (HO(.) ,}IlH ) J) , et que le groupe des automorphismes d'un prolongement
P o
H' est Ext® . (Ho(')"é‘H (.) 8 J) . I1 est aisé d'expliciter ces groupes. En ef-
Z/p o

fet, si E. est un objet de D (S.,Z/p") dont les fléches de transition indui-

E -2—»En et F. un objet de D*(S.,Z/p"),

sent des isomorphismes 72/p“9 n+1 Ene1

Z/p

pour i donné, les Ext! n (En,Fn) forment de facon naturelle un systéme projec-
Z/p
tif (de groupes abéliens), et il est facile de voir qu'on a une suite exacte
canonique
1,. i-1 i . i
(* O—R]lim Ext (E_,F ) — Ext (E.,F.) —>1lim Ext (E ,F)—>0 .
dm z/pn n’'n Z/p° ’ & E/pn n’'n
v

L
Appliquant cela sur S0 a E. =Ho(.), F.= ) ® J , on obtient un isomorphisme

=l

o
o ¥ ~ 1
M Extz/p. (Ho(')’lﬂo(.) ® J) ~=1lim Ext

°  HMm,] 6 J)
7/ pn o] ’R’H0 m) ’
et une suite exacte

1,. o) v
1im EXtZ/pn (Ho(n),!Z,Ho(n) ® J) —>Ext

—

1

v L
2) 0-—R 7/ (HO(')’Q'HO(.) Q J)

. 1 v L
—— En_ EXtE/pn (Ho(n),Q,Ho(n) ®J) —=0 .

Or, pour n2N , on a, d'aprés 4.1,
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v L
(3) xt® _(H.(m), g N>t ® eJ ,
zp 0 M TNSEREND
et
1 v L ~
(€)) EXtZ/pn (H, () ’QHO(n) 9 J) ﬁtﬂo(n)* ] vHo(n) R J

Pour nzn'2N et n-n'2N , la fléche de transition de n a n' du second membre
de (3) est nulle (2.2.1 c), ou 4.4 c) et d)). Donc le premier membre de (1) est
nul, ce qui prouve (ii). De plus, le terme de gauche de (2) est nul, et comme,
pour n2n'zN , la fléeche de transition de n a n' du second membre de (4)

est un isomorphisme, on en conclut que, pour n2N , la fléeche naturelle

! LR RS 6 )

Z/p Z/pn o2 0(n)

est un isomorphisme. Mais, si 1'on fixe un point-base dans Def(H,i), (5) n'est

y L
(5) Ext . (HO(')’Q'HO(.) 9 J) —>Ext

autre que (4.7.1), ce qui achéve la démonstration.

1 M L
n (Ho(n),JLHo(n) ® J) est

Z/p

essentiellement constant, son R11im est nul, de sorte que (*), pour i=2 ,

Remarque 4.7.2.- Comme le systeme projectif des Ext

donne
2

Z/p*

v L 2 ¥ 5
Ext (00, ) 8D elin B @0 (o) 80

Z/p
. 2
&>‘]_.1m Ext H (m), ® J) (4.1.3)
Z/pn o tHo(n)

car le systeme projectif des ty () est essentiellement nul (2.2.1 c¢)). Par la
o

variante de 3.2. b) mentionnée plus haut, on retrouve que 1l'obstruction a prolon-
ger H est nulle.

COROLLAIRE 4.8.- Soient k un conps parfait de caracténistique p, W=W(k)
L'anneau des vecteuns de Witt sur k , n unentier z 1, H0 un BT sur k
de hauteur h et dimension d (2.2.2 b)), Hy £e BT dual (qui est done de hauteur
h et dimension d*, avec h=d+d*). Notons A £La catégorie des W-algébres Locales
antiniennes de conps nésiduel k
(i) Le foncteur des déformations de H) suwt A est pro-représentable par un
W-schéma formel Risse S , de dimension relative dd*
(i.e S =~ spf(w[[(tlj)1$15d*]]) .

1<jsd

(A1) Soit H ZLa dégormation universelle de H0 sur S . Alons, Le couple
(S,H)) est une déformation verselle de H (n) sur A (au sens de
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Schessingen [271 ).

s _ _ , L o ,
(iii) Posons tHo _tHO(U , tH* -tHOU)* . L'application "de Kodaira-Spencer'
o

(4.8.1) Ts(k) —>t 8ty
H; o
assocdant & un point f: Spec(k[e]/ez) —>S Ztel que £(0) so04it L'inclusion

canonique Spec(k) —>S {La différence [f*H] - [H0 xSpec(k) Spec(k[e]/ez)]

(resp. [f*H(n)] - [Ho(n) X Spec k[t:]/e2 )1, considénée comme éLément

Spec (k)

® ty via 4.4 c) via (4.7.1), est bifective.
o

de tHS
Cela résulte immédiatement de 4.4 et 4.7 (rappelons que (ii) signifie que (a)

pour tout A€A et toute déformation G de H (n) sur A , il existe un W-morphis-

me g:Spec(A) —S tel que g*H(n) = G]"l’ i.e une déformation H' de Ho sur A

telle que H'(n) —= GI'1 , (b) la classe de H' est unique quand A=k[e]/e2 ,

(c) pour toute fléche surjective A—>A' de A et toute déformation G de

H c)(n) sur A , toute application g': Spec(A') —S représentant GI;ISpec A"

se prolonge en une application g: Spec(A) —> S représentant GI'I) .

Remarque 4.8.2.- Compte tenu de 4.8 (iii), il est naturel, dans (i), de choisir
les '"‘parametres" tij de maniére que, si m est 1'idéal maximal de S , on ait,
via (4.8.1),
2 _
tij mod m” = aiG bj ,
ou (a;) (resp.(bj)) est une base de tH* (resp. tHo) .
o}
COROLLAIRE 4.9.- Soient n un entienr 21 , R un anneau Local noethénien com-
plet, de conps nésiduel k parfait de caracténistique p , G un BT n de

dimension d (2.2.2 b)) sur S =Spec(R) .

(i) On a, dans D(S,QS) ,

(4.9.1) 8> (chl—-p—n—> 9 .

En particulien, 8L R est sans p-tornsdion, on a

~ ~ n. o .d

b= vgl-11 = 0y [-11 .

(ii) Notons ‘dG /s Og L'idéal differente absolue de G (cf. [25, Appendice,
Définition 8]). On a :
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_.nd

D'aprés [22, II 4.8, 4.15] , il existe une suite exacte de BTn

0—>c° G Gt 0,

avec @ comnexe (i.e de fibre spéciale radicielle) et Gt étale. Le triangle

N

distingué des complexes de co-Lie donne 2% -=> 0 o » C€ qui raméne a supposer
G comnexe. Soit H un BT sur S tel que G=H(n), (4.4 e)). On a alors une

suite exacte
n
D) 0—> G 5 Ny o,

ol H est le groupe de Lie formel associé a H [22, II 4.4, 4.14] . On a
%5 =wg > €t wg estun Qs-module libre de rang d . Le triangle distingué des
complexes de co-Lie de (1) fournit (4.9.1) (cf. (2.1.3)).

Pour la preuve de (ii), nous aurons besoin de quelques rappels sur la diffé-
rente (cf. [26, 1.3]).

Soit f:X—=Y un morphisme fini et plat, d'intersection compléte, avec
Y noéthérien. D'apreés la théorie de dualité de Grothendieck [13] , wy /Y:=f!QY
est alors un Oy-module inversible. On a de plus une ''classe fondamentale"

(4.9.3) CX/Y:'QX——)“)X/Y N

définie de 1'une des facons équivalentes suivantes :

(a) Supposons que 1'on dispose d'une Y-immersion fermée i de X dans un
Y-schéma lisse Z , de dimension relative N , et soit J 1'idéal de i .
Alors on a [13, chap. III] un isomorphisme canonique

2,8-1

~, 2N N
u)x/Y—>A(J/J) QQZ/Y ’

et XY est définie par
PR N, 12:8-1
Sy = 0 dZ/Y) 8 A (J/IT) s
ol
. 2 1
dyy 2 /37 —>q; 8 0y

est la différentielle.

b) Soit TrX/Y : f,

multiplication par b dans f*QX . Alors Sx o4 est le morphisme correspondant
!

par la formule de dualité H°“‘(f*9x’9Y) = Hom(gx,f'gY) .

Oy—> 0y 1'homomorphisme trace, i.e Try /Y(b) = trace de la

3 Tryy
Une démonstration, due & Tate, de 1'équivalence des définitions (a) et (b)

est donnée dans [21, Appendix]. La différente de X/Y est 1'idéal
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(4.9.4) R

C'est un idéal localement principal, mais pas en général, inversible. La descrip-
tion (a) montre que, si X =V(f1 yeos ,fN) cY[T1 sees ,TN] , ou (f1 yeos ,fN) est

une suite régulitre (fibre a fibre), on a wy /Y_~>QX et

(4.9.5) QX/Y = det(afi/'c)TJ.).QX .

Cette formule serait encore valable si Y[T1,...,TN] était remplacé par
Y[[T1,...,TN]]
Si maintenant X est un schéma en groupes commutatifs, fini et plat sur Y ,

1'idéal DX Y est muni d'une action naturelle de X , de sorte que, si
f:X—>Y est la projection et e:Y-—>X 1la section unité, on a

~ * o= a%
(4.9.6) DX/Y——) f gX/Y , g_,X/Y.— e-QX/Y ,

ou 1'idéal g_x /Y de 0y, est la difgérente absolue de X dans la terminologie de
[25, Appendice, Définition 8] . Pour X défini par des équations (f1”"’fN)
comme ci-dessus, QX /Y est 1'idéal engendré par la valeur en e de

det(Bfi/aTj) .

LEMME 4.9.7.- (cf. [21,6.3 + 8.3]). Soit

h 1

0—>X—>FP 2> G —> 0

une suite exacte, oi ° et G' sont des schémas en groupes commutatifs Lisses
(nesp. formels Lisses) sun Y . Alorns on a

4.9.7.1)  dyy = det((@),)-Qy

oi (dh) oG R Rt , et det désigne un déterminant (bien défini a
e 6! ®
une unité pres).
Cela résulte facilement de (4.9.5).

Prouvons maintenant 4.9 (ii). On peut supposer G connexe. I1 suffit alors
d'appliquer 4.9.7 a la suite exacte (1) de la démonstration de (i).

COROLLAIRE 4.10 (Raynaud).- Sodient R un anneau de valuation discréte complet,
de conps nésdiduel k algébriquement clos de caracténistique p , de corps des
gfractions K de caracténistique nulle, n un entier 21 , et G un BT
(rnesp. BTn) sur Spec(R), de hauteur h et de dimension d (2.2.2 b)) .
Posons GK=GxSpeC(R)Spec(K) . Alons on a

h

N T (G,) =~ Z (d) (avec T _(G,) =1lim G,)
prl( o) p K }m—(pm)l(
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(resp. Ah n G == (Z/pn) @,
Z/p
oit, au second membre, (d) désigne un twist a La Tate.
Le cas ou G est un BT est traité dans [25,4.2.1] . Le cas d'un BT
s'en déduit grice a 4.4 e).

Remarques 4.10.1. a) Pour n=1 , 4.10 concorde avec le résultat de Raynaud
[25,4.1.1] , compte tenu de 4.9 (ii).

b) On peut reformuler 4.10 en disant que le déterminant de Tp(Gk) (resp. GK)
a la méme valeur que si Gk==GxSpeC(R)Spec(k) était ordinaire, i.e Gi de type
multiplicatif. La démonstration de Raynaud consiste a se ramener a ce cas par
déformation. Le lemme clé [25, 4.2.3] est qu'il existe une déformation de G sur
R[[t]] qui est ordinaire au point générique de la fibre spéciale. Raynaud démon-
tre ce lemme au moyen de la théorie des modules de Cartier des groupes de Lie
formels. On peut aussi le prouver par un calcul infinitésimal utilisant 4.8 (iii)
et le cristal de Dieudonné de G au sens de Grothendieck-Berthelot-Breen-Mazur-

Messing [II], [22], [20], [3] , cf. Appendice 2.

4.11.- Complément. Soient n21 , i :S—>S' une nilimmersion avec S' affine,
F' un S'-schéma en groupe fini commutatif, localement libre, annulé par pn ,
F=F'xS,S , U: F—>G un homomorphisme qui est une immersion fermée, avec G
un BT n Sur S . I1 existe alors un BTn G' sur S' prolongeant G et un homomor-
phisme u':F'—>G' prolongeant u (automatiquement une immersion fermée).
Cet énoncé généralise 4.4 a) (4.4 a) correspond a F'=0). La démonstration
est analogue, nous allons 1'indiquer rapidement.
Notons tout d'abord que 1'énoncé ci-dessus équivaut a celui-ci, qui en est
dual :

4.11* : Soient n , i , G comme en 4.11, H' un S'-schéma en groupe fini commu-
tatif, localement libre, annulé par pn s H=H'xS,S , V:G—>H un épimorphis-
me. I1 existe alors un BTn G' sur S' prolongeant G et un épimorphisme
v' :G'—> H' prolongeant v .

Techniquement, il nous sera plus commode de traiter le probleme de 4.11*.

Les réductions de 4.5.3 1) et 2) ramenent a supposer que S'=Spec(A') , avec
A' une Z-algébre de type fini et 1'immersion i définie par un idéal J de
carré nul.
Soit F=ker v ; c'est un S-schéma en groupe fini, localement libre, annulé par
pn . D'aprés [14,VII 4.2.5] , 1'obstruction a 1'existence du prolongement cherché
(G',v') est un élément
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L
o(i,G',v) €Ext2 n G, zF 8 J)
z /"

(en fait, comme d'aprés 4.4 a) G admet un prolongement G' sur S' , cette
obstruction appartient méme au sous-groupe
Coker Ext' (6,1 5 —sExt! (6,1, 60,
Z/p Z/p
l'applicition ¢ , induite par Ev , s'interprétant, une fois choisi un prolon-
gement G , comme associant & la classe d'un prolongement G' 1'obstruction a
prolonger v en v':G'—>H') ; de plus, si o(i,G',v) = O , 1'ensemble des clas-

ses de solutions du probléme est un espace affine sous Ex'c1 n (G,\I/LF J) , et
Z/p L
1'ensemble des automorphismes d'une solution s'identifie a Ext© n (G,{F 8 J .
Z/p
Par suite, les arguments de 4.5.3 3), 4), 5) raménent a supposer A' artinien,

de corps résiduel k parfait de caractéristique p, d'idéal maximal m , et
1'idéal J de S dans S' annulé par m . D'aprés 4.4 e), il existe alors un

BT C sur S tel que G=C(n). Notons C(.) le systéme projectif des C(m) ,
mzn , avec p:C@m+1) —>C(m) comme fléche de transition, v. : C(.) —> H 1le
systeme projectif des v.pm_n :Cm) —H , B. = (Bm) men le systeme projectif
noyau de v. . Pour prouver l'existence d'un prolongement (G',v'), il suffit
de résoudre le probléme (a priori plus difficile) suivant :

(P) Trouver un BT C' sur S' prolongeant C et un prolongement
(v"). : C'(.) —> H'" du systéme projectif v.
Notons par 1'indice zéro la reductlon sur S =Spec(k) (k le corps résiduel
de A', de sorte qu'on a S — S_> s"). D'apres une variante de
[14,VII 4.2.5] (cf. preuve de 4.7), 1'obstruction au probléme (P) est un élément
o(P) de
2 v L
4.11.1) E = Ext (C (.),8 8 J)
Z/p* (o} (B.) o
(et méme du sous-groupe
1

L
Coker Ext! €, () % () 89 —Ext
o'" Z/p*

€ ()4 85
Z/p* (oh ”LHo ’

mais cela ne nous servira pas). Nous allons montrer que E=0 .

On procéde pour cela comme en 4.7.2. Le point est que le systéme projectif B.
est "aussi bon'' que le systeéme projectif des tronqués d'un BT. Soient C* le BT
dual de Cartier de C , et

0—H* —— C*(.) —> B*——> 0
la suite exacte de systémes inductifs duale de Cartier de la suite exacte

0—>B. —>(C(.) —H—0
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On sait [3,3.3.12] que B*:= lim Bf est un BT . L'argument de (loc.cit.)

montre aussi que 1'on a B*(r) CB;Hr

inductif des B;n contient "en sandwich" celui des B*(an) :

pour tout r21 , de sorte que le systéme

(a+1)n °°°

Dualement, si B est le dual de Cartier de B* , le systéme projectif des B(an)

B <B"() =B, <... cB;ncB*(an)cB

(avec prl : B((a+1)n) — B(an) comme fléche de transition) s'insére en sandwich
dans celui des Ban :

(4.11.2) Bné-—B(n)<—-—B2n<— ...<———-Ban4— B(an) «— B — ...

(a+1)n
Cela posé, la suite exacte (*) de la démonstration de 4.7 donne une suite exacte

1,. 1 M . 2
0 —R lim Ext (C.(m,2 ® J)—E —> lim Ext c.m,k, 8 J)—0 .
“— 7z /pm o~ (Bm)o 1im 7 /pm o] LBm) o
Vu le triangle distingué
t — 1 —_ [-11 —
(Bm) o (Bm) o (Bm) °
et (2.2.4.1), on a une suite exacte (de k-vectoriels)
1 v
0 —rExt (C.(m,8 ® J) —> Hom(C_(m),v 8 J)
Z/pm ° (Bm)o o ’ (Bm)o
=t, Qv ® J)
Co(m B0

Donc 1les Ext1 sont de dimension finie sur k , donc le systeme projectif des
Ext1 (qui est k-linéaire) vérifie (ML), donc son R‘}_]’_J_n est nul, et par suite
on a
. 2
E <> lim Ext (c.m,}¥ 8 J)
iim z o B,
D'autre part, par le triangle ci-dessus et (2.2.4.1) on a une suite exacte de

systémes projectifs
2

2 c.m,t 8 ) —Ext’ _(C (m,}

Ext
Z/pm ° (Bm)o Z/p (Bm)o

8J)—0

5 N n
Comme la fléche de tBo(( dans tBo(a.n) induite par p est nulle

a+1)n)

(2.2.1 ¢) (ii)), (4.11.2) montre que le systéme projectif des t(B ) (m2n)
m’o
est essentiellement nul. I1 en est donc de méme du systeéme des
2 v
Ext (C_ (m),2
Z/pm om (Bm)o
tion, ce qui achéve la démonstration des énoncés 4.11 et 4.11*.

® J) , et par suite E=0 . Le probléme (P) a donc une solu-

Dans le cas ol 1'idéal J de i est de carré nul, on peut, grice a
[14,VII 4.2.5, VII 4.2.7] , décrire par des Ext convenables 1'ensemble des solu-
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tions du probléme 4.11 (resp. 4.11*) et 1'ensemble des automorphismes d'une
solution. Nous en laissons le soin au lecteur.
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APPENDICE 1

Le Théoréme de Serre-Tate, d'aprés Grothendieck

Rappelons le résultat classique suivant de Grothendieck ( ~ 1962) :

THEOREME A 1.1.- Sodent S' un schéma agfine, 1i:S—>S' une nilimmersion
d'idéal J, A un schéma abélien sur S

(1) 1 existe un schéma abélien A' sur S' prolongeant A .

(ii) Supposons qu'on ait un idéal K>J définissant Soc S' Zel que JK=0 .
Notons A* Qe schéma abélfien dual de A , et désignons par L'indice o Les
schémas déduits par Le changement de base Sy =S . Alons £'ensemble des classes
d'isomonphie de déformations de A swr S' est un espace affine sous

tA* 8t A, ® J , et Le groupe des automonphismes d'un prolongement A' de A
(i_?ldtuléamt L'identité sun A ) est néduit a zéno.

L'argument de Grothendieck est esquissé dans [24, p.231-238] , avec,
semble-t-il, une légére inexactitude p. 238, 1.18. On peut aussi procéder comme
suit. Tout d'abord, des arguments standard raménent a prouver (i) dans la situa-
tion de (ii). L'existence d'un prolongement et les assertions de (ii) découlent
alors de 3.2 et du lemme suivant :

LEMME A.1.2.- Sodient S un schéma afgfine, A un schéma abélien sur S ,
M un Qg-modufe quasi-cohérent. Alors on a

Extzz (AM =0 .

Voir [3, 2.5.6 et p. 107, 1.11] . On peut aussi se ramener a supposer qu'il
existe un entier n21 tel que anS =0 etque M= QS . I1 suffit alors

d'écrire la suite exacte des Ext associée a la suite exacte
0—A() -—>A—E2—>A—+O , et de noter que la fleche

1 1 ~ )
(tA* e ) EXtZ (Aygs) —'—)EXtZ (A(n) ;gs) (""\)A(n)*)

est un isomorphisme (examiner les rangs).

COROLLAIRE A 1.3 (Serre-Tate).- Solent i:S—S' une nilimmersion, A un
schéma abélien sun S , G= lim A(n) Le BT associé. On suppose que p est
Locakement nikpotent sur S . Notons Def(A,i) (resp. Def(G,i)) Le champ des
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dégonmations de A (resp. G) en un schéma abélien (resp. BT) sur S' . Alons
Le foncteur 'BT associe'

est une équivalence.
On se rameéne au cas ou S' est affine, p nilpotent sur S , et 1'idéal de i

de carré nul. La conclusion découle alors de 4.4 c), 4.7 et A 1.1.
L'argument ci-dessus est di & Grothendieck. La démonstration originale de

Serre-Tate est, a notre connaissance, non publiée. Pour d'autres démonstrations
voir [22, V 2.3] , et [17,1] , qui présente une preuve due a Drinfeld.
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APPENDICE 2

Inversibilité générique de Hasse-Witt, d'aprés Koblitz

Koblitz a étudié dans [18] la variation infinitésimale de la matrice de
Hasse-Witt d'une variété abélienne principalement polarisée. I1 est aisé de
transcrire ses calculs dans le cadre des F-cristaux, ce qui permet de les appli-
quer au cristal de Dieudonné d'un BT.

A 2.1.- Soient k un corps parfait de caractéristique p, A=k[[t1,...,tn]], m
1'idéal maximal de A , Ai=A/m1+1 » M un A-module libre de rang h, muni d'une

connexion intégrable Vv : M— QA ®M (ou QZ\ = 91 = 91 =0 A dti) et

A/le A/k
d'un endomorphisme o-linéaire F , horizontal pour V , ¢ désignant 1'endo-
morphisme de Frobenius de A ; autrement dit, (M, V, F) est un F-cristal sur
A/k , libre de rang h . On fait 1'hypothése que N=Im F:M—> o,M est libre,
de sorte que L=KerF 1'est aussi. On note r (resp. s) le rang de L
(resp. N). On pose Mi=M@AAi , et d'une maniére générale, on désigne par 1'indi-
ce 1 les objets déduits par extension des scalaires de A a Ai .

Ces données déterminent deux invariants principaux : d'une part, £'endomorphis-
me de Hasse-Witt

(A 2.1.1) HW:N—>N ,

qui est 1'endomorphisme o-linéaire déduit de F par passage au quotient, d'autre
part £'application de Kodaira-Spencer

(A 2.1.2) Kod:L—»Q}\@N ,

qui est 1'application A-linéaire déduite de V par passage au quotient.

Le probléme auquel on s'intéresse est le suivant : calculer HW1 :N1 —_ N1 ,
connaissant HWO : No—>N0 et Kod: Lo—-)Q}\eNo(qll/mz @k Ny . En fait, ces don-
nées ne suffisent pas tout a fait, mais on donnera une formule pour HW; en
termes de ](od0 et Fj

Nous allons pour cela transcrire dans le cadre précédent le calcul de Koblitz

[18, p. 183-185] . Soit

(A 2.1.3) P:M, — M, (resp. P:A1—>A1)
1'application définie par
Px=x - Zti V(ati)x (resp. Px=x - Ztiatix) .
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On déduit de [18, p. 173-175] (ou 1l'on vérifie directement) que P possede les
propriétés suivantes :

(A.2.1.8) pl-p,
P(fx) = P(E)P(X)  (VE€A; , VXEM,)
PmM) =0
P(F1x) = Fix (vxe€ M1)

Notons d'autre part que V : M——> @ (dti ® M) est donné par
= Idt; 8 V(3, )x , de sorte que

Kod tL,—>q) @ Ny (=m/m” 8 N = m M/(mL+ M) )
est donné par
(A 2.1.5) Kodo()—() = classe de )ZtiV(ati)x dans m M/(mL + r_nzM)
pour X=classe de Xx¢€ L, dans L,
Choisissons des €éléments
(A 2.1.6) (ei) (1gisr) (resp. (fj) (1jss))

de L, (resp. M, tels que (e;) soit une base de Ly , les images de fj dans
N forment une base de N; , et Pfj = fj pour tout j (on prend d'abord

(ei), (f!) vérifiant les deux premiéres conditions, puis on remplace

fJ'. par Pf! = fj : comme P est 1'identité mod m , les degx premiéres conditions
sont encore satisfaites, et la troisiéme 1'est aussi car P“=P) . On a donc une

décomposition

M =L @ N, ,

ou N; est identifié a @ A1fj , et F1 :M1 — M, est donné par une matrice

(A 2.1. )

dans la base ((ei), (fj)) , avec B1 de type (r,s) et I-I1 carrée d'ordre s .
La matrice H, représente HW, : N, —> N, (A 2.1.1), et le rang de E donc de

fo

N induites par (e. ) et (fj) 1'application Kod (A 2.1.2, 2.1. S) est
représentée par une matrlce K de type (s,r) a coeff1c1ents dans m/m .

B
< 0) , est égal a s . D'autre part, dans les bases (e(i)) et (f?) de Lo et

PROPOSITION A 2.1.8 (cf. [18, p. 185, 1.-2]) . Avec £es notations ci-dessus, on
a L'égalité suivante entre matrnices carnées d'ondre s & coefficients dans A,
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Hy=H, - KB,
{dans cette formule, Ho et Bo sont a coefficients dans k=AocA1) .

C'est le calcul de (loc. cit.). Posons B1 = (bij)’ H1 = (hij) , Ko= (kij) .
On a

FTfj = Zi bijei + Zl h!l,jfi?,

Comme PFq = F1 , et compte tenu des formules de (A 2.1.4), on en déduit (en
notant a® le terme constant (dans k) d'un élément a de A1) :

- o o -
F1fj = Zi bij Pei + ZQ hILj fJL (car Pfg = fJL)

o )
Zi bij (ei - Zm th(Btm)ei) + ZJL hij f!L ,

d'ot, compte tenu de (A 2.1.5),

- (o] (o)
H1f-_j = Zi b:.(z_k .f) +25Lh2,j f

17" m min L

(o) o)
= Iy (hys = I; Kysbs 0y s

ce qui est 1'égalité annoncée.

COROLLAIRE A 2.1.9.- On suppose que M est "modulaire”, en ce sens que L'applica-
zion de Kodaina-Spencer (A.2.1.2) induit un Lsomonphisme (52)\)" = TAi)Hom(L,N)

(ou, ce qui revient au méme, que Kod | Andult un Lsomornphisme TA(k)-&»Hom(L o ,No)).
On note (Tij) (1siss , 1sjsr)  un systeme de coordonnées sun A tel que La
dérivation 9Ty cornesponde par cet Lsomorphisme a (e?)* (2] f‘; ((=)* désignant
La base duale). Alons K est La matrice (Tij) - Pour ueT, (k) ,

u:A—> kle] (ez = 0), donné par ZuijaT-- , La matrnice u*H , a coefficients
dans klel , induite par u , est H

u*H = Ho-eUB0 s
ol U=(uij) (1giss, 15jsr)

C'est immédiat.

COROLLAIRE A 2.1.10.- Sous Les hypotheses de (A 2.1.9), supposons que
rg(Ho) =a<s . Soit V ZLe sous-espace de TA(k) dégini par

V= {u:A—> klel, A3y = 0}
Alons on a V#TA(k) .

I1 existe a lignes de Hy qui sont linéairement indépendantes. Quitte a
rénuméroter la base (f.) , on peut supposer que ce sont les a premiéres.
Les s-a derniéres en sont donc des combinaisons lin€aires, et comme le rang
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B
0 .
de ( est s>a , il existe une ligne ®° ) de BO telle que la matrice

Ho m,.
(a+1)x s

0

bm,.
1n°

C = 1,.
0

ha,.

soit de rang a+l1 . Soit u: Lo—> N0 1'application linéaire telle que

u(er?l) = fg+1 et u(ec.l)) =0 pour i#m . La matrice U de u (dans les bases
(e‘i’) et (fg?)) a donc pour seul terme non nul celui d'indice (a+1,m), égal a 1 .
La matrice UBo a pour seule ligne non nulle la (a+1)-ieme, €gale a bl?l .

5o

La matrice des a+1 premiéres lignes de Hy -eUBO est donc

0
by
D=
1o
a,
0 )
ha+1 , —ebm’ .

Si A est un mineur # O de C , formé avec les colonnes d'indice j1<"'<Ja+1 ,

le mineur de D formé avec les mémes colonnes est non nul, car le coefficient
de ¢ est Z A . Donc I

Le résultat ci-dessus est trés grossier. On pourrait, comme Koblitz dans
[18, IV §9], étudier les sous-espaces de TA(k) définis par des conditions

u*H#0 , ce qui achéve la démonstration.

de rang ou de p-rang sur H .

A 2.2.- On suppose maintenant que k est algébriquement clos, et on considere
un k-schéma lisse de type fini S#@ , et un F-cristal (M,v, F) sur S , loca-
lement libre de rang h, tel que L=KerF soit localement libre de rang r, et
N=M/L localement libre de rang s . On définit comme en A 2.1 1'endomorphisme
de Hasse-Witt HW et 1l'application de Kodaira-Spencer Kod. On suppose que M
est modulaire, i.e. que Kod induit un isomorphisme TS&»Hﬂ(L,N) .

PROPOSITION A 2.2.1.- Sous Les hypotheses précédentes, iL existe un ouvert non
vide S' de S #tel que, pour tout point fermé x de S' , (HN)(x) 4oit
Anvernsible.

Soit a 1le sup des rangs de (HW)(x) , pour x parcourant les points fermés
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+1

de S . Supposons que 1l'on ait a<s . Alors 22 'mw=o0 . Appliquant A 2.1.10
au cristal induit par M sur le complété de S en un point fermé x ol
rg(HVN) (x) = a , on obtient une contradiction.

Bien entendu, comme on 1'a signalé plus haut, on peut paraphraser Koblitz, et
stratifier S par le rang et le p-rang de HW .

A 2.3.- Soient S/k comme en A 2.2, et G un BT (resp. BIT) de hauteur h sur
S . On sait alors associer a G un F-cristal M= D(G) sur S/k , localement
libre de rang h , tel que L=Ker F s'identifie canoniquement au module

wg =
N=M/L au module tG* = tG(l)* = "Llim" tG*(n) , localement libre de rang

= "7im" : - A3 :
SO 'Lim 9Gem) localement libre de rang d =dim G , et le quotient

d* =dim G* :
(A 2.3.1) 0 wg M to o ,
voir par exemple [3, 3.3.6 et 3.3.11] . Il résulte de (loc. cit.) et de

[2, 1.5.1] que 1'endomorphisme de Hasse-Witt correspondant

(A 2.3.2) HW:t.,,—>t

G* G*
n'est autre que 1'opération de puissance p-iéme symbolique. On a d'autre part une

application de Kodaira-Spencer

(A 2.3.3) Kod : wo—> Q)

G S@t

G* °

LEMME A 2.3.4.- Soit s un point femé de S . L'appLication
Kod(s) : Ts(s) —>Hom(wG(s) ’tG*(S)) = tG(s) ® tG*(s)

assocde a un morphisme £ de S' =Spec k[s]/r:2 d'onigine s La différence des
classes de déformations de G(s) surnS' , [f*H]—[H(s)xSS'] (cf. 4.4 c) et
4.7).

D'apres [3,3.3.5] , M est défini par L‘I:m;/k(G’QS/k) . Ce groupe peut se

calculer comme cohomologie cristalline ''spatiale' d'un diagramme convenable.

Pour faire le lien avec [14] , il est commode d'utiliser, plutbét que le diagramme
[3, 2.1.6.2] , le diagramme (beaucoup plus compliqué) (G—S) = (N(Z,G)—> N(Z,S))
de [14, VI 4.1.6] . Pour vérifier A 2.3.4 , on peut se ramener a supposer que G
est un BT formel lisse. Alors M se calcule comme un groupe de cohomologie de

De Rham relative formelle
_ ol

la connexion V est donnée par Gauss-Manin, et (A 2.3.1) par la filtration de
Hodge. Il est standard (cf. par exemple [16, 1.4.1.7]) que 1l'application
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(de Kodaira-Spencer) Ts(k) — H1 (Q,TQ /§) induite par V associe a f:S'— S
la différence des classes de déformations de G(s) sur S' , [f*G] - [g@xs§'] .
I1 ne reste plus qu'a identifier H1 (Q,TG /§) a tg ® tG* de maniere compathle
avec (4.7.1) et 4.4 ¢).

LEMME A 2.3.5.- Soit s un point fermé de S . Les conditions suivantes sont
¢quivalentes :
(i) G(s) est ondinaine, i.e G°(s) de type mubtiplicatif (cf. 4.10.1)) ;

(i) HW(s) (=(x—x Py tor(s) — tor(sy W bidectid.
(i1 x—xPy tos) = torsy O bédectis.

En effet, il revient au méme de dire que G(s) ou que G*(s) est ordinaire,
et pour G(s) radiciel on a (G(s) mltiplicatif)es (V bijectif sur
6(s))e=> (x—>xP) bijectif sur toisy)

PROPOSITION A 2.3.6.- Les conditions sudivantes sont équivalentes :

(1) pour tout point fermé s de S , a4 S; désigne Le complété de S en s ,
La nestriction de G 4 S7  est une dégormation verselle de G(s)  sur £a catégonie
des k-algébres Locales arntiniennes de corps rnésiduel k (cf. 4.8) ;

(ii) L'application
T

—>t. 0t

S G G*

induite par L'application de Kodaira-Spencer (A 2.3.3) est un isomornphisme. SL
ces conditions sont rnemplies, il existe un ouvert non vide U de S Ztel que,
pour tout point fermé s de U , G(s) so0it ordinaine.

La premiére assertion découle de 4.8 et A 2.3.4, la seconde de A 2.2.1 et
A 2.3.5.

Remarque A 2.3.7.- Les théorémes d'algébrisation de M. Artin [1] montrent qu'il

existe des BTT G/S vérifiant les conditions de A 2.3.6. J'ignore ce qu'il en
est pour les BT .
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