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EXPOSÉ VI 

SIMPLE CONNEXITÉ DES SURFACES K3 

Joseph LE POTIER 

On prouve dans cet exposé que les surfaces K3 sont difféomorphes 
entre e l l e s , et simplement connexes. Cet énoncé sera obtenu plus loin (indé
pendamment) comme conséquence de la théorie des périodes ; mais on montre 
ic i q u ' i l résul te de manière élémentaire de l'exposé précédent (théorème de 
Torelli loca l ) . 

1 . INTRODUCTION 

Soit L un groupe abélien l ibre de rang 2 2 , muni d'une forme quadra
tique entière de discriminant - 1 , paire et de signature ( 3 , 1 9 ) . On note 
(u,v)i-»u.v la forme bi l inéaire symétrique associée, ainsi que son prolongement 
à l 'espace vectoriel L̂ , = L ® Œ . 

On désigne par K ^ c P l L̂ ,) la quadrique des droites isotropes de 

L^ , et par Q l 'ouvert de K^Q défini par 

z.z > 0 , où z € L représente un point de KON . 

Si X est une surface K3, on sa i t que le groupe abélien H (X,Z) 

muni de la forme intersect ion est isomorphe à L • 

Définition 1 . Une surface K3 marquée est un couple (X,o*), où X est une 
2 ' 

surface K3, et o : H (X,2Z) -» L un isomorphisme préservant les formes quadra
t iques. 
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Si (X,tf) est une surface K3 marquée, l'espace vectoriel Q (X) des 
2-formes holomorphes sur X est une droite isotrope de l'espace vectoriel 
H (X,C) ; l'image de cette droite par 1'isomorphisme associé a a 

H2(X,Œ) > L 

est un point z=<p(X,cr) de l'ouvert Q de la quadrique K2o ' aPPe*e période de 

(X,cr). On a ainsi défini une application, appelée application des périodes : 

«p : SOG » Q 

de l'ensemble fDl des classes d ' i somorphi sme de surfaces K3 marquées, et à 
valeurs dans Q. On sait que l'image de *p est un ouvert ; en outre, on sait 
qu'il existe un recouvrement de Im $ par des ouverts U pour lesquels existe 
une surface K3 marquée universelle : on entend par là un morphisme propre et 
li sse 

f : X > U 

2 , v 
muni d'une trivialisation UxL^R f^\7L) , tel que pour tout z£U, la fibre 
X(z) au-dessus du point z soit une surface K3 marquée de période z (cf. Expo
sé V ) . 

Définition 2 . Soit g un entier. On dira qu'une surface K3 est spéciale de 
type g si son groupe de Picard Pic(X) est un groupe cyclique engendré par un 
élément L tel que (L.L) = 2g - 2 . 

La simple-connexité des surfaces K3 est une conséquence des deux 
théorèmes suivants : 

Théorème 1 . L'ensemble des périodes des surfaces K3 marquées, spéciales de  
type g , est dense dans Im ^ . 

Théorème 2 • Une surface K3 spéciale de type 3 est isomorphe à une surface  
de degré 4 dans P , . 
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Une surface K3 marquée (X,a) s'insère dans une famille de surfaces 
K3 marquées, paramétrée par un ouvert U c Q qu'on peut supposer connexe. 
D'après le Théorème 1 , i l existe dans cette famille une surface K3 spéciale 
de type 3 : la surface X est donc difféomorphe à une surface de degré 4 
dans P_ . Les surfaces lisses de degré 4 dans P_ constituent une famille 3 J 

algébrique paramétrée par un ouvert de Zariski de P^4 = P(r(Op(4))) , 

obligatoirement connexe. Ainsi : 

Corollaire 1 . Les surfaces K3 sont difféomorphes entr 'el les. 

On verra au paragraphe 2 que les surfaces algébriques lisses plon
gées dans P_ sont simplement connexes- Par suite : 

3 
Corollaire 2 Les surfaces K3 sont simplement connexes. 

2 SIMPLE CONNEXITE 

Proposition 1 . Les surfaces algébriques lisses plongées dans P^( Œ) sont  
simplement connexes. 

La démonstration repose sur le théorème de Lefschetz en homotopie : 

Théorème . Soient M une variété analytique complexe compacte de dimension n , 
L-»M un fibre vectoriel holomorphe de rang 1 positi f, X le lieu des zéros  
d'une section f dle_ L transverse à la section nulle. Alors 

TI. (M,X) = 0 pour i<n 
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Démonstration : Soit I | 2 une métrique hermitienne sur L dont la forme de 
courbure eu soi t posit ive non dégénérée. Considérons sur M - X la fonction : 

9 = Log I f I 2 . On a 

i d" d» Log I f I 2 = eu I f I 2 . 

La fonction <P a pour forme quadratique de Levi L(9) : TM-»K 

t h i d' d"«P( tAi t ) = -K(t) I f l 2 

où K est la forme quadratique associée à ou ; par hypothèse, e l l e est posit ive 
non dégénérée en tout point de M. Soit x£ M - X un point cr i t ique de 9 . Si 
( z ^ , . . » z

n ) sont des coordonnées au voisinage de x, on a pour t € T̂ M 

D 2 9(x,t) = 2 Re ( Z a t a t P ) + L(<P,x)t -o oz dz 0 a,|3 a (3 

On voit donc que D <P(x) a pour signature (p ,q) , avec q^n . La théorie de 
Morse appliquée à une fonction de Morse voisine de <P (pour la topologie de la 
convergence uniforme au sens C sur tout compact) montre que du point de vue 
homotopique, M s 'obt ient à pa r t i r de X en ajoutant un nombre fini de ce l lu les 
de dimension ^ n . D'où le r é su l t a t . • 

Démonstration de la Proposition 1 : On applique le théorème avec M= P , 
' 3 

L = 0(d) , et f un polynôme homogène de degré d dont le lieu des zéros est une 
surface l i s se X de P ^ . On a la sui te exacte 

* 2 ( F 3 ' X ) * V X ) (lqlql) 

I ! I l 

0 0 

Par su i t e , Tt̂ (X) = 0 . 
La même démonstration montre plus généralement que pour une hypersur-

face l i s se XcJP „ : n+1 

*2(F3'X) *VX qdrs l 0 si i = 1 
TL si i = 2 
0 si 2 < i < n . 
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3 DENSIT¿ DES PERIODES DES SURFACES K3 SPÉCIALES 

Soit g un en t ie r . 

Proposition 2 . Soit U un ouvert non vide de K2Q . On peut trouver |3 Ç L non  

divis ible t e l que 

( 1 ) (3 . (3 = 2g - 2 , 

(2) l'hyperplan de P21 = IP( L̂ , ) d'équation |3 . z = 0 rencontre U . 

Lemme 1 . Soit Q la quadrique de JP ̂ (1R) = W( L^ des droites isotropes. 
Si V est un ouvert de TP^(TR) rencontrant Q, V contient des points ((3), avec 
pÇ L non divis ible et t e l que J3 . |3 = 2g - 2 . 

Démonstration . Soit B l'ensemble des (3 € L t e l s que (3-|3 = 2g - 2, et non 
d iv is ib les . Cet ensemble est in f in i . Soient (B) son image dans P2^(1R), et F 
l'ensemble des points d'accumulation de (B). C'est un fermé non vide contenu 
dans Q, stable sous le groupe orthogonal Aut L- On va montrer que F=Q, ce 
qui démontrera le lemme. 

Ceci résul te de l'énoncé suivant : 

Lemme 2 . (1) L'image dans Q de l'ensemble des vecteurs isotropes de L est  
partout dense dans Q . 

(2) Les orbi tes de Aut L dans Q sont partout denses-

Démonstration . On sa i t ( [2 ] , Chapitre 5) qu ' i l existe des vecteurs i so t ro

pes a et b Ç L t e l s que a.b= 1. Soit L' = (a,b) ; on a 

L = (a,b) 0 L' . 

( l ) Un point oc 6 L s ' é c r i t a 

CL - xa + y b + t avec x,y 6 F , et t € i» 

La quadrique Q est définie par l 'équation xy + t . t = 0 . L'ouvert de Q défini 
par y / 0 est partout dense dans Q, et isomorphe à la quadrique affine Q de 

21 -K x L =̂ IR définie par les couples (x , t ) sa t i s fa isant a l 'équation 
MX 

X + t . t = 0 . 
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Les images des vecteurs isotropes de L correspondent aux points de t e l s 
que x € $ et t Ç L» . Puisque Q est le graphe d'un polynôme L' -* 1R entier 
sur L ' , ces points sont bien partout denses. 

(2) Soient ocÇ L un vecteur isotrope non nul, (a) son image dans 
Q, A son orbite sous le groupe Aut L- On va montrer que l'adhérence A contient 
les images de tous les vecteurs isotropes a€L t e l s que a . a 0 . Ces images 
forment un ensemble partout dense dans Q d'après ( l ) ; on aura bien A=Q . 

On peut supposer a non divis ible ; i l existe alors b 6 L isotrope et 
t e l que a-b= 1. On pose comme ci-dessus (a,b) =L' 5 Ie point (a) peut ê t re 
vu comme un point (x , t ) de la quadrique affine Q. c E x L' considérée c i -
dessus. 

Or, le s tab i l i sa teur G^cAut L de a est isomorphe au groupe des 
déplacements de L' : t h g t + v , où g £ Aut L' i v G 1/- I l contient en par t i cu l ie r 
les t rans la t ions x : t h t + v . On a v 

x (x , t ) = ( x - 2 v . t - v . v , t + v) 

I l en résul te que si l 'on choisi t v non isotrope, on aura dans Q 

lim xk(x , t ) = (a) 
i v 

et par sui te (a) Ç A . D'où le Lemme 2. • 

Démonstration de la proposition 2 : Soient ( z) G K2Q , x = R e z , y = gm z -
L'orthogonal dans L du sous-espace (x,y) est un sous-espace vector ie l de Iv 
dimension ^ 20. Ce sous-espace a pour signature (p ,q) , avec p ^ 3 , q£ 19 . Par 
su i t e , i l existe a 6 L^ , non nul, t e l que a.a= 0 et a - z = 0 . 

Soit U un ouvert non vide de K^Q • Considérons l 'espace 2 des couples 
( (a ) , (z) ) , où (a) CE JP( Lg.) , (z) 6 K^Q , t e l s que a - z = 0. On a un diagramme 

*2(F3'X) 

• F ( V = i P 2 1 ( e ) 

r qd 

d Pr2 
K20 

Le morphisme pr^ est p la t , donc ouvert. Par su i t e , V = pr (prg^CU) ) est un 
ouvert de IP^CŒ), dont l'image réciproque dans Œ^Lp ) rencontre la quadrique 
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Q des droi tes isotropes. D'après le Lemme 1, i l existe PG L non divis ible t e l 
que 

( 1) p . p = 2g - 2 

(2) (p)€V . 

L'assert ion (2) s ignif ie q u ' i l existe (z )6 U t e l que p . z= 0. D'où la propo

s i t ion . • 

Démonstration du Théorème l : Pour tout sous-groupe Gc L de rang d, l 'o r tho
gonal G-*" de G dans L̂ , définit un sous-espace IP(G ) de 1P( L̂ , ) de codimen-
sion d ; soi t Z(G) = 1P(G ) fl K^Q . La codimension de E(G) dans K̂ Q est soi t d si 
2(G) est une quadrique, soi t d-1 si G est totalement isotrope (ce qui impli
que d * 11 ) . 

Soit U un ouvert non vide de Im *p . D'après la proposition 2» i l 
existe p € L, non d iv is ib le , t e l que p . p = 2g - 2 et Z(p) D U / fli . Considérons 
l'ensemble de tous les sous-groupes G de L, qui contiennent p, et non 
réduits à PZ . Un t e l sous-groupe est de rang ^ 2, et G0 est dénombrable. Par 

P 
sui te 

U £(G) 1 Z(P) fl U 
G^p 

Considérons un élément ( z )£E(p) f lU- £ ( G ) . Cet élément est la 

période d'une surface K3 marquée (X,a), dont le groupe de Picard est isomor
phe au noyau de l 'appl icat ion canonique 

L - H2(X,Z) * H°'2(X) 

et par sui te Pic (X) =*• fy € H, y • z = o} . Vu le choix de z, on a P € Pic (X) , et 
Pic (X) . Donc Pic (X) = P Z . Ainsi, X est spéciale de type g . 

Remarque : On peut montrer de manière analogue que, si d est un en t ie r , 
0 ^ d ^ 2 0 , les périodes des surfaces K3 marquées (X,a) t e l l e s que le groupe de 
Picard Pic (X) soi t de rang d sont denses dans Im'p. 

4 . SURFACES K3 SPECIALES DE TYPE 3 

Soient X une surface K3 spéciale de type 3, L un générateur de Pic (X). 
•M-

D'après le théorème de Riemann-Roch, l 'un des deux fibres L, L a des sections 
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2 non nulles ; on peut supposer q u ' i l s ' ag i t de L . On a alors h (L) = 0, et 
par sui te 

h°(L) - ha(L) = 2 + ^ = 4 . 

Lemme 3 . Le fibre L est engendré par ses sect ions. 

Démonstrati on : Soit s une section non nulle de L . Cette section s définit 
une courbe Y qui est obligatoirement i r réduct ible et réduite puisque L est 
un générateur de Pic (X) =-ZZ. Considérons le fibre canonique sur Y 

0)V = Ext1(OY,0)X) = <DX<8>L|Y 

= L|Y (puisque u)x est t r i v i a l ) 

La courbe Y est de genre g = h 1 (Ov) = 3 . 
Comnte-tenu de la sui te exacte 

r(L) *T(L|Y) > H^X.O) 

o 

on est ramené à prouver le lemme suivant : 

Lemme 4 . Soit Y une courbe i r réduct ible et rédui te , de genre g £ 1, sur une  
surface compacte M . Alors le fibre u)Y = Ext"̂  (O IU)̂ ) est engendré par ses sec
t ions . 

Démonstration : Si Y est l i s s e , pour tout a £ Y, on a par duali té de Serre 

h1(cuy(-a)) = h0(Oy(a)) = 1 

puisque Y est de genre g > 0 . Dans la sui te exacte associée au point a 

H°(o)Y) C "H1(o) (-a)) 
dqdf 

• 0 

qd x 
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la dernière flèche est un isomorphisme et donc la première flèche est surjec-
t ive . Ceci s ignif ie que u)y est engendré par ses sections en a . 

Lorsque Y est s ingul ière , la même démonstration montre que u)y est en
gendré par ses sections aux points où Y est l i s s e . Si a est un point singulier 
de mul t ip l ic i té 4, soient M» l ' é c l a t é de M en a, Y' la courbe transformée 
s t r i c t e de Y, E le fibre associé au diviseur exceptionnel, L(Y) et L(Y') les 
fibres définis par Y et Y' sur M et M' respectivement. On a les formules 
suivantes, où f : M' -» M désigne la projection : 

fl) L(Y') = f*(L(Y))®E®-X 

(2) UJm, = f (o)M)®E 

(3) «yi = f*(o)Y)0(E0l"X|Yf) 

(4) f*(E |y , ) = ma , 

où m& est l ' i déa l de Ov défini par a . Les formules ( l ) et (2) sont classiques 
( cf. [ l ] , Chapitre 2). La formule (3) est une conséquence de ( l ) et (2) 
et de la définition de u)Y, et u)v • Pour vér i f ie r (4) , on remarque que le mor-
phisme inject i f canonique 

ma » f * < E 

est aussi sur ject i f : en effet , si U est une boule centrée en a dans M, on a 

H1(f"1(U)fE) = H1(lPlfCX.l)) = 0 . 

Sur U, le fibre L(Y) est t r i v i a l . La sui te exacte sur M' 

0 —» E ® L ( - Y ) — > E®1_A — * E ® 1 - 4 ^ , » 0 

- 1 
donne par r e s t r i c t ion a f (U) le morphisme surject i f 

rCf-^U),!?1-*) » r(f-1(U)nY',E®1-X) 

d'où la surjection au voisinage de a . C'est évident aux autres points. I l 
résul te de (3) et (4) 

«£-1 
(5) f#(u>y, ) = mQ <Uy 
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On a alors h (m U)v) = h (ouv, ) = 1 - 11 en résul te que le morphisme sur ject i f 
H (ma ti)v)-»H (u)y) est un isomorphisme. A fo r t i o r i , puisque i ^ 2, le morphisme 

H (tnaüÜY)~*H ((«y) es^ aussi un isomorphi sme, e t , par sui te CJUy est engendré 
par ses sections au point a . 

Conséquence 1 : Le fibre L a une section transverse à la section nulle-

Démonstration : Soit Z la sous-variété l i s se de XxT(L) - [o] des couples 

(x,s) t e l s que s(x) = 0 . D'après le théorème de Bertini-Sard, les valeurs 

cr i t iques du morphisme ( X , S ) K » S : Z -»r (L ) - fo} forment un ensemble analytique 

s t r i c t ; en pa r t i cu l i e r , i l existe une section non nulle de L dont le lieu 

des zéros Y est l i s s e . 

Conséquence 2 : Le fibre L est ample-

Démonstration : On considère le morphisme défini par L 

9 : X >P'(r(L)) 

à valeurs dans l 'espace projectif des hyperplans de I (L) , et t e l que <P 0( 1) = L . 
Ce morphisme est obligatoirement fini : sinon i l ex i s t e ra i t une courbe sur 
laquelle L se ra i t t r i v i a l . Mais ceci contredit le fa i t que L engendre Pic (X) 
et L.L = 4 -

Conséquence 3 : On a h*(L) = 0 . 

Démonstration : I l suff i t d'appliquer le "precise vanishing theorem" de 
Kodaira, compte tenu du fa i t que CD̂  est t r i v i a l , ou bien d 'écr i re la sui te 
exacte 0 -» -* L -» L | v -» 0 re la t ive à l 'une des courbes Y associées à L. 

Fin de la démonstration du Théorème 2 On a h°(L) = 4. Ainsi, le fibre L 
définit un morphisme fini 

9 : X > ïï>3 

sur une sous-variété algébrique i r réduct ible X'czP^ . On a la formule 

(degré X') . (degré 9) = (L.L) = 4 . 
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Soit s une section de L transverse à la section nulle , dont le lieu 
des zéros est une courbe l i sse YcX. La section s provient d'une section de 
<3p ( l ) , qui définit un plan ' au-dessus de JP^ , 9 s ' i den t i f i e au morphisme 

canonique 

9y : Y > H>2 = IP '(r(L)/(s)) 

associé au fibre L|Y = u) . 

(1) Si Y n 'es t pas hyperell iptique, on a degré 9 = 1 , et degré X' = 4 . 
Ainsi, 9 est un isomorphisme sur une surface de degré 4 . 

(2) Si Y est hyperell iptique, on a degré 9 = 2 , et X' est une quadri-
que i r réduct ib le . Si X' est l i s s e , X ^TP^xW^, et Pi c ( X ' ) = 7L x 7L , avec pour 
générateurs les fibres 0(1,0) et 0(0,1) . Dans Pic(X') , on a 
(3(1) |x, = 0(1,0) <g)0(O,l), et par suite 9 0( l ) = L®m, avec m ^ 2 - Ceci contredit 
le fa i t que L engendre Pic (X) . 

Si X' est s ingul ière , c ' es t un cône de sommet s . On a alors 

Pic (X' - {s}) =- 7L 

avec pour générateur le fibre L(y) associé à une génératrice y du cône. On a 
encore O ( l ) |x, j-gj = L(2y), et par suite 9*(0( 1 ) ) = L®2m, avec m > 0 . On aboutit 
à nouveau à une contradiction. 

La courbe Y n ' es t donc pas hyperell ipt ique. • 

* -M-
•M-
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