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EXPOSE IV

PROPRIETES ELEMENTAIRES DES SURFACES K3

Jean - Yves MERINDOL

'
O, DEFINITIONS ET INVARIANTS NUMéRIQUES

Définition O . On appelle surface K3 une surface analytique complexe, com-
pacte, lisse et connexe dont la premiere classe de Chern <y et le premier

nombre de Betti b1 sont nuls.

Puisque b] est pair, l'exposé précédent nous apprend que
q (= dimg Hl(X,OX)) et h11° (

longue de cohomologie associée a la suite exponentielle :

= dimc HO(X,Q;)) sont nuls. Mais alors la suite

0 — Z ——)OX-—bG;-—-——DO

3+
entraine que H](X,Ox) s'injecte dans H2(X,Z) . Ainsi le diviseur canonique
de X est trivial. On a donc une définition équivalente des surfaces K3

(d'apres 1'exposé précédent, q=0 entraine b, = 0) :

Définition O bis . On appelle surface K3, une surface analytique complexe
compacte (lisse et connexe) telle que

q = dimdi](x,ox) =0 et Ky =0 (i.e. 0)2( =0x) -

On a alors Pg = dimg H‘%X,Qi): 1. La dualité de Serre et la formule
de Nether nous conduisent au tableau suivant pour les entiers

Pyq _ 4s q P .
h = dlmm H (X,Qx) :
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q
0 1 2
P
0 1 0 1
1 0 20 (V]
2 1 0 1

La caractéristique d'Euler-Poincaré topologique de X est 24.

La formule d'Hirzebruch indique que la signature du cup-produit sur H2(X,R)
(qui est un R-espace vectoriel de dimension b, = 22) est (3,19). Enfin la
dimension de Kodaira est évidemment O.(Pour tout m€ Z , on a

P = dimg HOX, (@)% =1.)

1. HOMOLOGIE ET COHOMOLOGIE ENTIE‘.RE DES SURFACES K3

1.1 Proposition . Hl(x,z):o.

Démonstration : On sait déja que Hl(X,R) est nul. Supposons que Hi(X,Z)
ait un élément de torsion d'ordre n. On aurait alors un revétement cyclique
non ramifié m: X~X. En utilisant les cartes analytiques sur X, on munit ;
d'une structure analytique. La surface ; est lisse et compacte. Sa caractéris-
tique d'Euler-Poincaré topologique xtop(;) vaut n fois :elle de X. Soit w
une 2-forme holomorphe partout non nulle sur X. Alors n @ est encore une
2-forme holomorphe partout non nulle sur ;. Donc Kj =0 et la formule de

X
Nether montre que :

12(h°(0y) -h(gp) + (k) = 24n
a'est-a-dire 2~ hl(Gi’) =2net ns1.0

1.2 Corollaire . On a H'(X,Z)=-H,(X,2) =13(X,2) =H (X, Z) = 0, et
H2(X,Z) EH2(X,Z) est un Z-module libre de rang 22 .

Démonstration : On sait que Hl(X,Z) =H1(X,Z) =0. La dualité de Poincaré
donne les résultats similaires sur H:5 et H3 « De plus la formule des coeffi-
gients universels ([ 7], Ch.5, Sec.5, Théoréme 3 et corollaire 4) montre que
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PROPRIETES ELEMENTAIRES DES SURFACES K3

la partie de torsion de H2(X,Z) est isomorphe a la partie de torsion de
Hl(X,Z) . L'isomorphisme entre H2(X,Z) et Hz(x,Z) est donné par la dualité

de Poincaré. o

1.3 Le cup-produit sur H2(X,Z) définit une forme quadratique notée
<, > sur ce Z-module libre qui, d'apres Poincaré, est unimodulaire. On connait
toutes les formes quadratiques unimodulaires indéfinies (i.e. non définies

positives ou négatives), voir par exemple ([6], Chap. 5, 2.2, Théorémes 4 et 5).

1.3.1 Proposition . <, > est de type II, autrement dit, <x,x> est pair pour
tout xEH2(X,Z) .

Nous renvoyons a ([1], page 213, Chap. IX, § 3) pour la démonstration
de ce résultat de topologie (voir [ 4 ] pour tout le vocabulaire employé)

qui est basé sur la formule de Wu :

Lemme . Soit M une variété différentielle réelle de dimension 4 telle que

H1(M,Z/2Z)=O-Alors le cup-produit sur Hz(M,Z) est pair si et seulement si

la deuxieme classe de Stiefel-Whitney de M est nulle.

La classe totale de Stiefel-Whitney d'un fibré vectoriel réel sous-
jacent a un fibré vectoriel complexe est la réduction modulo 2 de la classe
totale de Chern de ce fibré. Donc dans le cas des surfaces K3 :
w,=c, (mod. 2) =0 (et méme w, = ¢, (mod. 2)=0). Puisque Hl(X,Z/ZZ)=O, on

2 1 4
est dans les hypotheses du lemme.q

En utilisant [ 6] on a alors :

1.3.2 Corollaire . < , >=3H® 2E8 o_ﬁ H est la forme hyperbolique de rang 2

1 0

(0 1) et E8 la forme définie négative de rang 8 associée au diagramme de

Dynkin :

Rappel : Cette forme E8 est définie en considérant que chaque sommet i du

graphe représente un élément e, de la base canonique de ZB et que :
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ES(ei’ei) = -2

EB(ei’ej) = nombre de traits reliant i et j dans le graphe.

2. DECOMPOSITION DE HODGE

2.1 Soit @ un générateur de HO(X,Qi). On sait (voir l'appendice A de 1l'ex-
posé III)jue H2(X,C) admet une décomposition de Hodge :

12(x,e) = 1% 2gutr 1gn?0

[l

0 2 1 1 2
H (x,ox)eaH (x,nx)eaﬂ (x,ox) .

2.2 Théoreme de 1'index de Hodge sur X . La restriction de la forme < , >
a H1’1r)H2(X,R) est de signature (1,19).

Démonstration : Soient a et B les parties réelles et imaginaires de w, de

sorte que
i2(x,R) = (B 1A2(X,R)]O Rad RB .

Un calcul immédiat donne <a,B> = O

<a,0> = <B,Pp> = = <p, > > 0 .

1
2
On sait que la signature de < , > sur Hz(x,R) est (3,19) d'ou le résultat. o

2.3 Théoreme des classes (1-1) de Lefschetz . Soit cEHz(X,Z) . Les condi-

tions suivantes sont équivalentes

(i) c est la classe de Chern d'un fibré en droites sur X ;
(ii) cen%(x,z)nu'*l,
(iii) <c,w>=0.

Démonstration : De la suite exacte de 1'exponentielle, on tire une suite

exacte
1 3 2 i 2
Q ——> H (X’OX) —_ H (x,z) 3 H (X’OX) “

Pour que c soit la classe de Chern d'un fibré en droites sur X il faut et il
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suffit que i(c)=0. L'inclusion 0~C-0y étend i a tout H (X,E) 11 suffit

0,2

pour montrer (2.3) de prouver que la surjection de H (X €) sur H est i, ce

qui est fait dans [ 2 ], page 163 .O

3. COURBES ET SYSTEMES LINEAIRES

On renvoie a ([ 2 ], pages 132-139) pour toutes les définitions de
base sur les courbes, les diviseurs et le faisceau inversible OX(D) associé
a une classe d'équivalence linéaire de diviseurs ID|] . Si L et L' (resp. D et
D') sont deux faisceaux inversibles sur X (resp. deux diviseurs), on écrira
parfois (L. L') (resp. (D.D')) au lieu de <c1(L),c1(L')>
(resp. <c1(OX(D)),c1(Ox(D'))>). Notons que (D.D') n'est autre que le nombre

d'intersection des diviseurs D et D' .

3.1 Si L est un faisceau inversible effectif, c'est-a-dire si il existe
une courbe C (qui peut étre non irréductible et non réduite) sur X telle que
L::Ox(C), on notera B, (ou BC) 1'ensemble des points de base associés a L

={xeX|¥ s¢ HO(X,L); s(x) =0}) et e (ou @C) 1'application holomorphe
de X- B, dans P (HO(X,L)) définie par : x€X- B k@ (x)={seH%AX,L) | s(x)=0].
3.2 Rappelons la formule d'adjonction (T 2 ], pages 145-147) : si M est
une sous-variété lisse de dimension n-1 d'une variété lisse N de dimension n,
alors Q;- =G, (M)®QNIM En particulier si X est une surface K3 et C une
courbe lisse et irréductible sur X, on a Qé::OC(C)QQQ§==Ob(C) et en comparant
les degrés de ces faisceaux inversibles sur C, 2g(C)-2=(C.C).

Nous admettrons que ces résultats s'étendent aux courbes irréducti-

bles réduites singulieres de la fagon suivante :

3.3 Formule d'adjonction : Soit C une courbe réduite et irréductible plon-

gée dans une surface lisse Y. Soit p, (c)=n! (C,O ). Alors

<c, (C),c (C)a-c (Q )> = 2p, (C) - 2. Cet entier P, (C) (que 1'on appelle le genre
arxthmethue de C) est str1ctement supérieur (resp- égal) au genre géométri-
que de C, c'est-a-dire au genre de la normalisée de C, si C est singuliére

(resp. lisse).
Remarque : Signalons pour les lecteurs au courant de la dualité sur les cour-

bes singulieres que le faisceau dualisant we de C est localement libre et

donné a nouveau par :
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2
(DC=OC(C)®QY et pa(C) = ho(c,wc) .

3.4 Théoreme . Soit C une courbe irréductible réduite sur une surface K3.

On est dans 1'un des cas suivants :

(i) (C.C)=-2, C est une courbe rationnelle lisse et hckok(c))= 1

(ii) (C.C)=0, C est une courbe de genre arithmétique 1, ho(Ox(C))= 2

et X est une surface elliptique ;

(iii) (C.C)=22, C est une courbe de genre arithmétique % (C.C)+1,

(o]
h (Ox(C)): pa(C)-+1 et X est algébrique.
Démonstration : On sait déja que (C.C)= 2gl(c)— 22-2. De la suite exacte:

0 —>0y —-—»OX(C)———->GC(C) —> 0

%

on tire :

(3.4.1) 0 — BO(X,0p) —> B (X,04(€)) —BC,0,(C)) — 1 (X,0,)

0
0
H (C,wc)

et donc ho(Gx(C))zho(C,wc)+ 1=p (C)+1.
a
Enfin, dans le cas (ii), we est trivial et @C n'a pas de points de

base. Le morphisme ¥ : X-oP(HO(X,OX(C))= P, est le morphisme de fibre généri-

que une courbe elliptique lisse qui donn; a X la structure de surface ellip-
tique.

Dans le cas (iii), puisque C2> 0, X est,d'apres un résultat de
Kodaira (basé sur le théoreme de Riemann-Roch) une surface algébrique pro-

jective. O

3.5 Nous admettons les résultats suivants qui se trouvent dans [ 2 ],
pages 246-247 H
Soit C une courbe irréductible et réduite de genre arithmétique 2 2 |
dont le faisceau dualisant est inversible.

(3.5.1) Le faisceau dualisant we est sans point de base.
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(3.5.2) Si C est lisse (de sorte que we est le fibré canonique OC(K)) de
genre g et hyperelliptique (c'est-a-dire s'il existe un revétement double
ramifié en 2g+ 2 points C-oﬂq ), ¢K(C) est une courbe rationnelle lisse de
degré g-1 dans Pg-1 (ces courbes sont traditionnellement appelées courbes

rationnelles normales) et ¢K: C-¢K(C) est un revétement double.

(3.5.3) Si C est lisse et non hyperelliptique, wK(c) est une courbe lisse de
degré 2g-2 dans Pg_1 (traditionnellement appelée courbe canonique) et

Prt C-¢K(C) est un isomorphisme.

(3.5.4) Si C est lisse de genre > 3 (resp. 2), ®ok (resp. ¢3K) est un plon-

gement de C dans 1'espace projectif correspondant.

Remarque . Dans [ 2 ] on ne prouve (3.5.1) que dans le cas ou C est lisse
et on ne prouve pas (3.5.4). Pour (3.5.1), la preuve de [ 5 ] s'étend au cas
C singulier en admettant que le théoreme de Riemann-Roch ([ 2 ], pages 245-
246) est vrai sur les courbes singulieres en remplagant le genre géométrique
par le genre arithmétique et Qé par wq - On peut démontrer tres facilement

(3.5.4) en utilisant a nouveau le théoreme de Riemann-Roch sur C .

3.6 Corollaire . Soit C une courbe irréductible et réduite sur une surface

K3, de genre arithmétique p 2 2. Alors ¢C n'a pas de points de base et :

a) si P, = 2, ¢C: X-on est un morphisme de degré 2 ramifié sur une

sextique (pas nécessairement lisse) de IP, .

b) Si P, 3, alors

b1) ou bien ¢ est un morphisme birationnel sur une surface (pas

P
nécessairement lisse) de degré 2pa-2 dans P 2 . Alors les courbes lisses de

Icl ne sont pas hyperelliptiques ;

b2) ou bien QC est un morphisme génériquement de degré 2 sur une

p
surface (pas nécessairement lisse) de degré P, - 1 dans P . Cette surface

est rationnelle. Les courbes lisses de [C| sont hyperelliptiques.

c) Si P, 2 3, [resp. P, = 2], ¢2C [resp. ¢3CJ est un morphisme biration-

4pa—3

nel sur une surface -pas nécessairement lisse- de degré 4(2pa- 2) dans P
9p -8
a
[resp. 9(2pa— 2) dans TP 7.

Démonstration : D'apres la suite exacte (3.4.1), les points de base de

Ox(C) sont aussi ceux (sur C) de we * D'apres (3.5.1), il n'y en a pas.
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Le théoreme de Bertini ([ 2], pages 137 et 536) montre qu'il existe
une courbe lisse irréductible D dans IC| .

a) Si P, = 2, cette courbe étant de genre 2 est hyperelliptique, donc
revétement double de P' ramifié en 6 points. On sait que h(xX,OX(C))z 3.
Ceci montre a).

b) On suppose que D est de genre supérieur ou égal a 3.

b1) S'il existe une courbe lisse D non hyperelliptique dans Icl,
¢C|D est un isomorphisme. Si D' est une autre courbe lisse de [|C|, pour
tout point a€ DND', la fibre schématique de Wc(a) est a. Ainsi D' n'est pas
hyperelliptique. La surface ¢C(X) est une surface de degré 2p, - 2 dans p’a
qui est lisse en codimension 1.

b2) Si toutes les courbes lisses de [C| sont hyperelliptiques, ¢c
est génériquement de degré 2 sur une surface de degré P, - 1 dans PP 2. De
telles surfaces sont rationnelles. En effet un pinceau générique d'hyperplans

découpent sur cette surface des courbes (rationnelles quand elles sont irréduc-
p_-1
tibles) de degré p, -1 dans P a |

c) Il suffit d'appliquer (3.5.4) pour avoir ces valeurs numériques.
3.7 On peut plus précisément étudier ces surfaces ¢C(X) et par exemple

établir que ces surfaces sont normales et ont comme seules singularités des

points doubles rationnels [3] . Pour les revétements doubles, cf. [SJ'

4. LE CONE POSITIF

4.1 Puisque la signature de la restriction de < , > a Hl'lr]HZ(X,R) est
(1,19), le cone Cx formé des éléments x de H1'1r1H2(X,R) tels que <x,x>>0

a deux composantes connexes. Chacune de ces composantes est convexe.

Proposition . Si X est elliptique ou thlérienne, il existe une composante

C; de Cx qui soit telle que

T
(i) Cx contienne les courbes irréductibles de genre arithmétique supé-

rieur ou égal a 2 (s'il en existe) et les classes de KHhler de X (si X est

kHhlérienne) ;

(ii) 1'adhérence C; contienne les courbes irréductibles de genre arith-

métique un (s'il en existe).

Démonstration : L'ensemble des classes de KHhler sur une surface X est tou-

ours un cone convexe dans H1’1r1H2(X,R) . En effet, si w et w, sont deux
o 1
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formes de KHhler, wy = tw, + (1- t)mo est encore une forme de KYihler. D'autre

part, si w est une forme de Kihler,
<Lwli[w)> = [ waw>0 et [w]€C, -
X

Ce cdne convexe (qu'on appelle cone de K4hler) est donc inclus dans une des
deux composantes de CX'

Considérons la transformation par polaires réciproques qui a y non
nul dans H1’1f7H2(X,11) associe 1'hyperplan Hy orthogonal a y pour < , >. La
trace du bord du cone Cx dans 1'espace projectif réel ]P(H1’1 ﬂH2(X,R)) est
une sphere (de dimension 18). Ainsi si y est dans 1'intérieur de Cy» 1'hyper-
plan Hy ne coupe Cx qu'en O ; alors que si y non nul est sur le bord de Cx,

H_ ne recoupe CX qu'en la droite Ry . En particulier deux éléments y et z de
CX sont dans la méme composante de Cx si et seulement si <y,z>>0 ; deux élé-
ments de Cx dont le produit est nul sont proportionnels.

Soient EO' E1 (respectivement DO’ Dl) deux courbes irréductibles dis-
tinctes de genre arithmétique 1 (resp. > 2), si de telles courbes existent.

Les inégalités suivantes sont claires :

2 2
(DO.D1)20 3 (EO.El)zO 3y Dy >0 5 E=0

<E,. 1> = . > 0 et <D, > = .> 0 .
1’[wJ] IE w5 la[wJ] ID g

i i
Si (Eo. E1)= 0, il existe un réel a avec E0= aE1 (voir ci-dessus)

1 sont effectifs, a est positif et EO et E1 sont encore

dans la méme composante de CX' La proposition découle des inégalités ci-des-

mais puisque EO et E
sus et de la discussion précédente. O

4.2 Théoreme . Soit L un fibré en droites sur X tel que L2> 0. Alors, X

est algébrique et on peut distinguer un cone positif C;. Les conditions sui-

vantes sont équivalentes

(i) L est ample ;

(ii) Le€ C; et pour toute courbe rationnelle lisse C, on a (L.C)>0.

Démonstration : Le fait que X soit alors algébrique est di a Kodaira (voir
1'Exposé III de Demazure). Il est évident que (i) = (ii). Nous allons utili-
ser le critere d'amplitude de Naka{-Moishezon : un faisceau inversible M sur
une surface algébrique lisse Y est ample si et seulement si M2> 0 et pour

toute courbe irréductible C sur Y, (C.M)>0.
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Soit C une courbe irréductible sur X. Si C est une courbe rationnel-
le lisse, d'apres (ii) (C.L)>O0. Si C est une courbe de genre arithmétique

supérieur ou égal a 1, CEC;. Mais L€ CX et donc (C.L)>0. 0O

5. EXEMPLES

5.1 Plan double. Soit S une sextique lisse dans ]P2 . C'est une courbe de

genre 5—é4—= 10. Soit X le revétement double de ll’2 ramifié le long de S. On

note Tm: X-o]P2 ce revétement et ScX le lieu critique de m.

" ~
Lemme . Q)z(=1t (022)®OX(S) .
P

Démonstration : Il est clair que ces faisceaux sont égaux en dehors de S.
Soit a€ S, dans une carte convenable autour de a, m est donné par
(x,y)l—-(xz,y)= (u,v). L'équation locale de S est x =0 , et on a

#* 2

t (duAdv) = d(x“VAdy = 2x dxaAdy .

Le lemme est ainsi prouvé.o

Proposition : X est une surface K3.

~ * ~
Démonstration . Grace au lemme, (Q§)®2=Tﬁ ((022)®2)® Ox(2S) . Puisque

a®,=0 L(-3), @H%%=-0 . sial
]P2 IP3 X X X

2 N
(X) = 2xt°p(lP ) _xtop(S) =2.3-(2-20)=24 et d'apres la formule de

n'est pas trivial, HO(X,Q)Z()=0- Mais

xtop
Nether :

1
x(0Gg) =2=1-h (x,ox) ’

de qui est absurde.

Ainsi 0)2( est trivial et la formule de Nether montre que hi(X,Ox) =0. 0
5.2 Intersections complétes. On note V = X une surface lisse de

d,geee,d

1’ 1 p

]Pp+2 intersection complete de p hypersurfaces de degré dl""’dp (di> 1) .
La formule d'adjonction appliquée a plusieurs reprises montre que
(‘3}2(=0x((d1 +eeet dp) ~-(p+3)). Une condition nécessaire pour que X soit une

K3 est donc d1+...+dp=p+3 .
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Les seules solutions sont : p=1 d1= 4
p=2 d1=2 d2=3
p=3 d1=d2=d3=2 .

Inversement si X est une telle intersection complete, X est une surface K3 .
On s'appuie, pour démontrer que Hl(X,Ox)= 0, sur le résultat plus général

suivant

Lemme . Soit M une intersection complete de dimension n. Alors pour tout

PEZ, “i(M,GM(p))zo pour 1<is<n-1.

Preuve : On choisit une variété N intersection complete de dimension n+ 1

(ou Pn+1) qui découvre M sur une hypersurface de degré m.

0 —» ON(—m+p) :GN(p) > OM(p) —_0 .

La suite exacte de cohomologie donne par récurrence le résultat. O

5.3 Surfaces de Kummer. Soit A un tore complexe et c: A=A 1'involution qui

envoie a sur -a. Les points fixes de o sont isolés et au nombre de 16 (les
16 points d'ordre 2 de A). Localement autour de ces points, dans une carte
bien choisie, 0 s'écrit (a,B8)+ (-a,-B) et les invariants sont az, aB, Bz.

Le quotient A/c est une surface analytique ayant 16 points doubles ordinaires
(car E[a ,aB,B ] est isomorphe a C[u v,w]/(uw-—v )). Eclatons ces 16 points
dans A ; on obtient une surface A et une involution c sur A (extension de o)
qui admet 16 courbes fixes. Localement, dans une carte bien choisie de A ’

en un point sur une de ces courbes l'eclatement A —-9 A s'écrit (x,y)w (xy,y)
et o envoie (x,y) sur (x,-y). Le quotient X = A/c est donc llsse et dans la
carte précédente le morphisme A-X est donné par (x,y)ka(x,y ). La surface X

est une résolution de A/c et contient au moins 16 courbes de carré -2.

Proposition . X est une surface K3.
Démonstration : A est le quotient de Ez par un réseau I' . Choisissons des

coordonnées o et B sur Cz. La 2-forme do AdP est invariante par I et donc
définit une 2-forme holomorphe sur A ne s'annulant en aucun point. Alors
e*(da AdB) est une 2-forme sur I qui ne s'annule pas sauf éventuellement sur
les 16 courbes introduites par 1'éclatement. Mais localement en ces courbes,

dans les cartes introduites plus haut :
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y dxAady = 1oaxa (dyz) .

(%) £ (da AdB) = d(xy) Ady 1

n

~

Cette 2-forme est donc holomorphe sur A et invariante par ; et définit donc
une 2-forme sur X qui ne s'annule certainement pas en dehors du lieu critique
de A=X. Le calcul (*) montre qu'elle ne s'annule nulle part. Ainsi le
fibreé Qi est trivial. ~

La formule de Nether montre que xtop(x) =12 X({)x) . Puisque A est un revéte-

ment double de X ramifié le long de 16 courbes rationnelles :

" 1
xtop(A) = 2Xtop(X)- 16Xtop(]P ) = 2xtop(x) -32 .

Par éclatement d'un point, la caractéristique topologique d'Euler-Poincaré

augmente de un et donc Xtop(A) = (A) + 16 = 16 (A comme tout tore complexe

Xto
p
est topologiquement un produit de cercles). Ainsi

Xtop(X) = 24
1 2 1
et 2= x(0g) = 1-h0(0g) +h%(0y) = 1-h(Og) +1 .

Donc X est bien une surface K3 .

5.4 Remarques heuristiques sur le nombre de modules.

5.4.1 Une sextique plane dépend de 27 parameétres (les coefficients de son
équation homogene) et la dimension de PCnt2 est 8. I1 faut donc "19 parame-

tred' pour avoir une surface K3 du type plan double.

5.4.2 Les quartiques de ]P3 dépendent de 34 parametres. Les surfaces K3
qui se plongent comme surface de degré 4 dans ]P3 dépendent encore de 19
paramétres (puisque la dimension de PG;@3 est 15).
Les quadriques de lP4 dépendent de 14 parametres, les cubiques de

]l”4 de 34,desquels il faut enlever les 5 parametres correspondant aux cubiques
contenant la quadrique choisie. Les surfaces K3 qui sont intersections complétes
de type (2,3) dans ]Pl‘t dépendent donc de 14 + 34 - 5 - 24 = 19 modules.

On montre de meéme que les intersections complétes (2,2,2) dépendent de

19 paramétres.
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