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EXPOSE IT

INTRODUCTION A L'USAGE DE LA SOLUTION
DES CONJECTURES DE CALABI

Jean-Pierre BOURGUIGNON

Soit X une variété complexe de dimension (complexe) m. L'idée
directrice de cet exposé (et d'une partie du séminaire) est que, sous

certaines hypotheses globales sur la structure complexe, certaines quan-

tités différentielles sur X (comme une métrique hermitienne) peuvent se

déduire de cette donnée.

Pour cela il nous faut passer en revue successivement quelques cons-
tructions classiques sur le fibré tangent, les métriques kHhlériennes et
les conjectures de Calabi. Dans le dernier paragraphe nous mentionnons
quelques questions ouvertes. Pour une introduction systématique a ces

sujets, nous renvoyons a [ 3 ], [5] et [6]-

1. QUEIQUES CONSTRUCTIONS CLASSIQUES SUR LE FIBRE TANGENT

Nous notons TX le fibré tangent de X considéré comme variété réelle.
Rappelons pour commencer que sur le fibré tangent réel d'une variété com-
plexe telle que X il y a une structure presque complexe naturelle que nous
notons J. Si (z%) est un systéme de coordonnées locales holomorphes avec

(¢4

2% =x%+iy® (ou x* et y* sont réels), on peut définir J par

J(%) -
ox Bya
2 -2
ay* dx
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J.-P. BOURGUIGNON

Si nous voulons diagonaliser J, il faut complexifier 1'espace tangent.

Le fibré TX®@T se décompose en fibrés propres pour le champ d'endomorphis-
R
mes J , a savoir

™ot = T %e 1% x .
R

Les éléments § de T1’0X en un point m s'identifient aux vecteurs

%(x-in) ou x est un vecteur tangent réel a X. Naturellement JE = if .

0,1

Dans cet isomorphisme nous notons —ég 1'image de —é;. L'espace T X

dz dx
est conjugué de 1'espace 71O (quelquefois appelé T'X) par 1l'application

Id®y (ou v est la conjugaison de L) de TX® L dans lui-méme. Nous appelle-
R
rons les éléments de 710 les vecteurs tangents holomorphes.

Par construction méme,la base des (—éa) est duale de la base (dz*)
dz

* .
de 1'espace (TI’OX) . Avec ces notations, pour toute fonction f sur X a

valeurs complexes, nous avons l'identité

Parmi les invariants attachés a la variété complexe X, il y a les
classes de Chern de son fibré tangent (vu comme fibré complexe sur X grace

a J) notées oi(X) (ci(x)e H21(X,ZD ). En fait nous allons surtout nous in-

téresser aux classes de Chern réelles c?(x) grace a 1'homomorphisme de

changement de coefficients H2i(X,Z)-H21(X,HU . Cette opération peut faire
perdre de 1l'information puisqu'il existe des variétés complexes ayant des
classes de Chern de torsion (ainsi les surfaces d'Enriques, quotients de
surfaces K3 par une involution holomorphe, ont une premiere classe de Chern

de torsion d'ordre 2).

D'autre part nous aurons besoin de considérer des métriques hermi-

tiennes. Plusieurs fagons de les définir peuvent eétre données.
PO s gs : ; a
Une métrique hermitienne h peut s'exprimer en coordonnées locales (z7)

par n

h=) _ hs daz* @ dzf

a,B=1

ou la matrice (ha-) est hermitienne positive.

B
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INTRODUCTION A L’USAGE DE LA SOLUTION DES CONJECTURES DE CALABI

On peut aussi partir d'un produit scalaire réel, autrement dit d'une métri-

que riemannienne g et dire qu'il a la symétrie hermitienne si la structure

presque complexe J est orthogonale pour lui (pour tous v, w de me pour m

dans X g(v,w) = g(Jv,Jw)). On peut alors définir une 2-forme antisymétrique . par
w(vyw) = g(dv,w) .

La 2-forme w est appelée la forme de KHhler.

Le lien entre ces deux constructions est le suivant. Le caractere

orthogonal de J par rapport au produit scalaire réel g entraine que 1'exten-

sion @-bilinéaire gg de g a TX®L est nulle sur T1’OX><T1’OX. La partie

R

réelle de la restriction de g a O Ixx 1t

OX cofncide avec g pour les iso-

0X et T0’1X respecti-

morphismes de 1'espace vectoriel complexe TX avec T1’
vement, d'ou la premiere écriture introduite pour une forme hermitienne h.
La partie imaginaire cofncide, elle, avec la forme de KHhler w. Avec les

notations utilisées pour la forme hermitienne, nous avons pour @ 1'expres-

sion locale

Jusque la nous ne nous sommes préoccupés que de compatibilité algé-

brique ponctuelle entre la structure complexe et la métrique hermitienne.

2. METRIQUES KAHLERIENNES

Une relation de compatibilité différentielle possible entre la
métrique hermitienne et la structure complexe est d'exiger que la forme

de KHhler soit fermée. On dit alors que (g,J,w) est une métrique kHhlé-

rienne.

I1 apparait tout de suite qu'une telle métrique ne peut exister
sur toute variété complexe compacte. En effet, si une classe de 2-cohomolo-
gie Q contient une forme fermée de Kihler (on dit que Q est une classe de
Kdhler) donc définie positive, alors sa puissance m-ieéme Qm est non-nulle

dans Hzm(X,R) puisque I Q" est le volume de X. D'autres conditions
X
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nécessaires pour qu'une variété complexe X admette une métrique kHhlérienne
peuvent étre établies griace notamment a la théorie de Hodge (cf- [ 3 ] ou

[2] pour une contribution plus récente).

L'exemple fondamental de métrique kYhlérienne est la métrique de
Fubini-Study de l'espace projectif complexe cp"” qui est sa métrique natu-
relle. Nous en donnons une description locale un peu plus loin.

Pour cela il nous faut analyser plus en détail la structure de
1'algebre des formes différentielles extérieures a valeurs complexes sur X .

#*
Le fibré ArT X® T se décompose suivant les types

¥*
A'TXec = o  AP9T"x
p+q=r

une section ¢ de type (p,q) s'écrivant localement

a a

_B
¢ =359 = = az 'A..ndz Paaz !

A..naz .

(C'est 1'extension tensorielle de la décomposition de T*X®l)vu au pe 1.)
Ceci est vrai des que TX admet une structure presque complexe.-

L'intégrabilité de la structure complexe sur X assure de plus que la diffé-

rentielle extérieure d applique les formes de type (p,q) dans les formes de

type (p+1,q) et (p,q+1). Les composantes de d de bidegré (1,0) et (0,1)

sont notées respectivement d' et d" de telle sorte que d=d' +d" . Il est

important de noter que le caractere holomorphe du fibré cotangent se traduit

par les relations d'2= d"2= 0.

Un opérateur qui intervient souvent dans la théorie des variétés
kY4hlériennes est 1'opérateur id'd" . Il applique 1'espace des formes dif-
3* 1 1

férentielles de type (p,q) I'(AP*9T"X) dans r(pP*Ha*

réel (il transforme les formes a coefficients réels en formes a coefficients

TX) et est un opérateur

réels ou, si 1'on préfere, il commute a la conjugaison).

Un des lemmes fondamentaux est le suivant :

Lemme . Soit ¢ une forme différentielle fermée de type (1,1) réelle.

I1 existe localement une fonction réelle ¢ telle que ¢=id'd"¢ .

La preuve s'appuie uniquement sur le lemme de Dolbeault-Grothen-
dieck, 1'analogue pour les opérateurs d' et d" du lemme de Poincaré pour d

(voir par exemple [ 3] , p. 74).
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INTRODUCTION A L’USAGE DE LA SOLUTION DES CONJECTURES DE CALABI

Ainsi toute forme de KHhler s'écrit localement id'd"$ pour une
fonction ¢ réelle. La métrique de Fubini-Study sur " s'écrit par exemple,
sur 1l'ouvert affine Ua de CP™ aéfini par zaf()dans les coordonnées homo-

. o, 1 m
genes [2°32 3...32 )
|2)2

o
12%12

w=id'd" log

I1 existe une autre caractérisation plus géométrique (et quelque-
fois un peu méconnue) du caractere kihlérien d'une métrique.

"La métrique riemannienne g est kHhlérienne si et seulement s'il existe

en_tout point une carte holomorphe dans laquelle g est osculatrice a la

métrique hermitienne standard de e .

Pour présenter la courbure, il est utile d'introduire la dérivation
covariante D, dite de Levi Civita, associée a la métrique g. Grace a elle,
nous allons pouvoir calculer des différentielles de champs de tenseurs de
tous types.

La condition de Kdhler dw= O implique par un calcul un peu subtil
que w est une forme parallele (i.e. Dy=0) soit, comme la métrique est
elle-méme parallele par définition de D , que J est parallele comme champ
d'endomorphismes.

La condition de KHhler assure que la métrique et la structure
complexe sont compatibles au premier ordre et en fait a tous les ordres
puisque J est invariant par transport paralléle.

Pour deux vecteurs x et y tangents en un point m, la courbure Rx,y
est un endomorphisme de me' (On rappelle que pour des champs de vecteurs

X et ¥ prolongeant x et y,

R =D D~=D oD, =Dr~ o .
xy = Px Dy Dy Dy-Drz 5y )

Par définition de la courbure,

R =-R
Xy, Y YiX

et
(DtR)x vt (Dxn)y’t+ (DyR)t,x =0

9

(c'est la deuxieme identité de Bianchi).

La métrique g étant parallele, Rx ¥ prend ses valeurs dans les
,
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matrices antisymétriques (algebre de Lie du groupe orthogonal).
La dérivation covariante D étant sans torsion, la courbure vérifie

aussi, pour tous vecteurs tangents x, y et t, la premiere identité de Bianchi

La structure presque complexe J étant parallele, Rx y prend ses
’
valeurs dans les matrices antihermitiennes vues comme sous-algebre de Lie

de 1'algebre de Lie du groupe orthogonal (c'est la symétrie kHhlérienne).

A cause de la premiere identité de Bianchi, la courbure a la propriété de

symétrie dite en paires, a savoir

g(Rx’yto“) = E(Rt‘ux’y) 3

de telle sorte que la symétrie kHhlérienne peut s'écrire

RJx,Jy = Rx,y

3. LES CONJECTURES DE CALABI

Le point de départ en est la théorie de Chern-Weil qui permet de

représenter les classes de Chern réelles par des polynomes en la courbure.
Plus précisément, dans la classe¢:f(x), il y a une 2i-forme fermée qui est
un polynome de degré i en la courbure. En particulier 2nef(X) se représente

par la forme de Ricci P qui est une fonction linéaire de la courbure définie

ainsi : la courbure de Ricci r est une 2-forme différentielle symétrique

obtenue par contraction de R. Pour deux vecteurs tangents x et y,

ou (ei) est une base orthonormée de 1'espace tangent T M au point m ou
se trouvent x et y.
Lorsque la métrique est kHhlérienne, alors la courbure de Ricci a

la symétrie hermitienne (pour tous x,y,r ), de telle sorte qu'a

x,y= er,Jy

r on peut associer une forme de type (1,1) en posant p =r (en coor-
X,y Ix,y
données locales,
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En prenant une trace de la deuxieme identité de Bianchi, on montre

que P est fermée et nous avons justement
[p] = 21 (X0 .

Cette relation se comprend mieux si on examine de plus pres les
symétries kHhlériennes. En effet, pour une métrique kHdhlérienne, la cour-

bure de Ricci peut se définir comme

P = = TraceE(Ra,E) .

Ainsi elle apparalt comme la forme de courbure du fibré des éléments de

*
volume complexe Am’OT X encore appelé fibré canonique. Ce fibré en droites

complexes a comme métrique fibrée induite la forme déterminant associée a
la forme hermitienne. Il est alors classique que sa forme de courbure, qui

s'identifie a P comme nous 1'avons dit, puisse s'exprimer localement par

p = id'q" Log(det(gaﬁ)) .

Ainsi toute forme de KHhler w détermine une forme pw dans la classe

de cohomologie 2n cf(x).

Si on cherche a normaliser w par une relation a Pw, la plus simple
consiste a poser P=kw. On dit alors que w est une métrique de Kihler-
Einstein. En modifiant w par une homothétie, p ne change pas de telle sorte
qu'on peut se limiter a une des trois relations obtenues en faisant

=-1, 0 ou +1.

Une telle relation ne peut étre satisfaite sur n'importe quelle
variété complexe méme kHhlérienne puisque, lorsque k=0, la premiére classe
de Chern réelle doit &tre nulle et que dans les autres cas elle doit con-
tenir une forme définie (qu'elle contienne des formes de type (1,1) est
automatique comme 1'expression locale en id'd" le montre). Dans ce dernier

cas on dit que la premiere forme de Chern est définie.

Remarquons cependant que les surfaces orientables, autrement dit
les courbes complexes compactes, ont toutes une premiére forme de Chern
ou définie ou nulle.

Remarquons encore que la premiere classe de Chern est définie néga-

0

*
tive (resp. positive) si et seulement si le fibré A™ T X, que nous avons
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appelé le fibré canonique, (resp. son dual) est ample.

Les résultats obtenus a ce jour sont les suivants :

Si c?(X) est définie négative et X compacte, il existe une et une seule

R
forme de KHhler w dans la classe 2Ec1(X) telle que

Ce théoreme a été obtenu par T. Aubin [1] et S.T. Yau [7].

Ce résultat est important car il dit qu'a toute structure complexe
a premiere classe de Chern négative est associée une unique forme de Kihler
bien particuliere ayant des propriétés de courbure assez simples. Comme,
dans une petite déformation de la métrique, la classe de Chern ne change
pas en tant que classe de cohomologie, elle reste définie négative. Ces

métriques particulieres peuvent étre utiles pour étudier 1'espace des modu-

les des structures complexes de ces variétés, puisque leur sont attachés de

fagon naturelle des objets géométriques intéressants comme une dérivation
covariante, ou des représentants canoniques des classes de cohomologie, les
formes différentielles extérieures harmoniques (pour ces métriques spécia-
les).

L'unicité de la métrique de KHhler-Einstein assure aussi que toute

transformation holomorphe de cette métrique est en fait une isométrie. Il

est important de remarquer que lorsque cf(x) est négative le groupe des

transformations holomorphes est fini.

Parmi les variétés complexes a premiere classe de Chern négative,

citons les hypersurfaces de degré d=2m+3 dans EPm+1 ou plus généralement
. k ,

les intersections complétes dans CP"" de degrés (d.), . tels que

K i’i1<i<k

r d,2m+k+ 2.

. i

i=1

Le résultat est obtenu en résolvant une généralisation de 1'équa-
tion de Monge-Ampere complexe, donc par un théoreme d'existence qui se
prouve par des techniques d'équations aux dérivées partielles. Jusqu'a main-
tenant aucun exemple explicite n'a été obtenu. En particulier on ne sait pas

si certaines de ces métriques de Kdhler-Einstein sont induites par un plon-

gement dans un espace projectif en grande codimension.

Lorsque c1(X)= 0, nous cherchons des formes de KHhler a courbure de
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Ricci nulle. Le résultat est alors contenu dans la solution de la conjecture

de Calabi due a S.T. Yau (cf. [7]) :

Si X est compacte avec cf(xko, alors, dans chaque classe de KHhler, il

existe une et une seule métrique kHhlérienne a courbure de Ricci nulle.

A la différence du cas précédent, la classe de KHhler n'est pas
fixée par la structure complexe.

Parmi les variétés complexes a premiere classe de Chern réelle nulle,
citons les hypersurfaces de EPm+1 de degré m+2 ou plus généralement les

intersections completes dans EPm+k de degrés (di) tels que
m
T d,=m+k+1. Parmi les surfaces complexes a cf(x) =0, il y a justement

i=1

1<i<k

les surfaces K3 auxquelles une partie de ce séminaire est consacrée.
La encore, le théoreme d'existence n'est pas constructif et donner

une description explicite d'une métrique a courbure de Ricci nulle sur une

variété complexe simplement connexe reste un probleme ouvert, méme sur les

surfaces K3 .

Parmi les conséquences de la solution de la conjecture de Calabi,

citons le résultat suivant :

Si X est une variété kHhlérienne compacte a premiere et deuxieme classes

de Chern réelles nulles, alors X est revetue par un tore complexe.

La encore, toute transformation holomorphe qui préserve la classe
de Kdhler doit étre une isométrie de la métrique a courbure de Ricci nulle

a cause de l'unicité a classe de Kihler donnée.

Le cas des variétés complexes compactes a premiere classe de Chern
positive est lui tout a fait différent. Il existe en effet une obstruction

a 1l'existence d'une métrique de KYhler-Einstein : 1'algebre de Lie du grou-

pe_des transformations holomorphes doit étre la complexifiée de 1'algebre

de Lie du groupe des isométries, donc étre une algebre de Lie complexe

réductive. C'est un théoreme di a Y. Matsushima (cf. [ 4]).

Parmi les variétés complexes ne vérifiant pas cette propriété,
citons la variété complexe obtenue en éclatant un point dans le plan pro-
jectif complexe tp? (ct [X], page 143).

I1 est intéressant de noter que certaines variétés ayant une premiere

classe de Chern positive comme la variété complexe obtenue en éclatant 4 a 8
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points en position générale dans le plan projectif EP2 ont un groupe des

transformations holomorphes fini. Il serait intéressant de décider si ces

variétés ont une métrique de KHhler-Einstein. La technique analytique qui

a permis d'obtenir les résultats précédents est inopérante pour ce cas-1la.

BIBLIOGRAPHIE

[1] T. Aubin : Equations de Monge-Ampere sur les variétés kHdhlériennes

compactes, C.R. Acad. Sc. Paris, 283 (1976), 119-121.

[ 2] P. Deligne, P.A. Griffiths, J.W. Morgan, D. Sullivan : Real homotopy theory
of KHhler manifolds, Inventiones Math. 29 (1975), 245-274.

[3] K. Kodaira, J. Morrow : Complex manifolds, Holt, Rinehart Winston,
(1971) .
[4] Y. Matsushima : Sur la structure du groupe d'homéomorphismes ana-

lytiques d'une certaine variété kHhlérienne, Nagoya Math. J. 11
(1957), 145-150.

[5] R.0. Wells : Differential analysis on complex manifolds, Grad.
Texts in Math. n® 65, Springer, New York (1980).

(6] Premiere classe de Chern et courbure de Ricci : preuve de la conjec-

ture de Calabi, Séminaire Palaiseau, Astérisque 58, Soc. Math.France (1978).

[7] S.T. Yau : On the Ricci curvature of a complex K#hler manifold
and the complex Monge-Ampere equation I, Comm. Pure and Appl. Math.
XXI (1978), 339-411.

Centre de Mathématiques
Ecole Polytechnique
91128 PALAISEAU Cedex (France)

"L.A. du C.N.R.S. n°® 169"

28



