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EXPOSÉ II 

INTRODUCTION À L'USAGE D E LA SOLUTIO N 
DES CONJECTURES DE CALAB I 

Jean-Pierre BOURGUIGNO N 

Soit X  une variét é complex e d e dimensio n (complexe ) m . L'idé e 
directrice d e ce t expos é (e t d'un e parti e d u séminaire ) es t que , sous  
certaines hypothèse s globale s su r l a structur e complexe , certaines quan -
t i tés différentielle s su r X  (comme un e métriqu e hermitienne ) peuvent s e  
déduire d e cett e donnée . 

Pour cel a i l nou s fau t passe r e n revu e successivemen t quelque s cons -
tructions classique s su r l e fibr e tangent , le s métrique s kHhlérienne s e t 
les conjecture s d e Calabi . Dan s l e dernie r paragraph e nou s mentionnon s 
quelques question s ouvertes - Pou r un e introductio n systématiqu e à  ce s 
sujets, nou s renvoyon s à  [  3  ] , [5 ] e t [6l -

1- QUELQUES CONSTRUCTIONS CLASSIQUES SUR LE FIBRE TANGENT 

Nous noton s T X le fibre tangen t d e X  considéré comm e variét é réelle . 
Rappelons pou r commence r qu e su r l e fibre tangen t rée l d'un e variét é com -
plexe tell e qu e X  il y  a  un e structur e presqu e complex e naturell e qu e nou s 
notons J . S i (za ) es t u n systèm e d e coordonnée s locale s holomorphe s ave c 

CL CL . CL / * CL , a  *  • T 
z = x +  î y (o u x  e t y  son t réels) , o n peu t défini r J  pa r 

J ò 
òxa 

x Ъ 
dv 

J v 
^ ex 

r ò 
òx 
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J.-P. BOURGUIGNON 

Si nou s voulon s diagonalise r J , i l fau t complexifie r l'espac e tange n 
Le fibr e TX(g)I C s e décompos e e n fibre s propre s pou r l e cham p d'endomorphis -

R 
mes J  ,  à  savoi r 

TX<g>C = T1,0xe T0,1 X 
r 

Les élément s §  d e T  '  X  e n u n poin t m  s'identifien t au x vecteur s 

•̂ (x - iJx ) o ù x  es t u n vecteu r tangen t rée l à  X  .  Naturellemen t J § = i§ -

Dans ce t isomorphism e nou s noton s ^  l'imag e d e ^  L'espac e T '̂̂ X 

est conjugu é d e l'espac e T '̂̂ X (quelquefoi s appel é T'X ) pa r l'applicatio n 
Id®Y (o ù y  es t l a conjugaiso n d e Œ ) d e TX® Œ dan s lui-même . Nou s appelle -

rons le s élément s d e T  '  les vecteur s tangent s holomorphes . 

Par constructio n même,l a bas e de s (  ^  )  es t dual e d e l a bas e (dza ) ^ a dz 
de l'espac e ( T ' X ) .  Ave c ce s notations , pou r tout e fonctio n f  su r X  à 
valeurs complexes , nou s avon s l ' identit é 

df = 
m 

0C=1 
r df 
aza 

dz -s-a dz 

Parmi le s invariant s attaché s à  l a variét é complex e X , i l y  a  les  
classes d e Cher n d e so n fibr e tangen t (v u comm e fibr e complex e su r X  grâce 
à J ) notée s c . (X) (c,(X ) Ç H^(X.Z) ) - E n fai t nou s allon s surtou t nou s in -
téresser au x classe s d e Cher n réelle s c ^ (X) grâc e à  1'homomorphism e d e 

changement d e coefficient s H  (X,2Z ) -.H (X,1R ) .  Cett e opératio n peu t fair e 
perdre d e l'informatio n puisqu'i l exist e de s variété s complexe s ayan t de s 
classes d e Cher n d e torsio n (ains i le s surface s d'Enriques , quotient s d e 
surfaces K 3 par un e involutio n holomorphe , on t un e premièr e class e d e Cher n 
de torsio n d'ordr e 2) . 

D'autre par t nou s auron s besoi n d e considére r des métrique s hermi -
tiennes. Plusieur s façon s d e le s défini r peuven t êtr e données -

Une métriqu e hermitienn e h  peu t s'exprime r e n coordonnée s locale s (za ) 
par 

h =  [ 
m 

a,p = l 
h dz a (g) dz'3 

où l a matric e ( h es t hermitienn e positive . 
an 
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INTRODUCTION A L'USAGE DE LA SOLUTION DES CONJECTURES DE CALABI 

On peut aussi partir d'un produit scalaire réel, autrement dit d'une métri
que riemannienne g et dire qu'i l a la symétrie hermitienne si la structure 
presque complexe J est orthogonale pour lui (pour tous v, w de T X pour 

dans X g(v,w) = g(Jv,Jw)). On peut alors définir une 2-forme antisymétrique ,l} par 

d)(v,w) = g(Jv,w) 

La 2-forme ou est appelée la forme de KHhler. 

Le lien entre ces deux constructions est le suivant. Le caractère 
orthogonal de J par rapport au produit scalaire réel g entraîne que l'exten
sion C-bilinéaire g. de g à est nulle sur T1,0XxT1,0X. La partie 

réelle de la restriction de ĝ , à T ' XxT 1 X coïncide avec g pour les iso-
morphismes de l'espace vectoriel complexe TX avec T1,0X et T0,1X respecti
vement, d'où la première écriture introduite pour une forme hermitienne h-
La partie imaginaire coïncide, el le, avec la forme de KHhler u> . Avec les 
notations utilisées pour la forme hermitienne, nous avons pour ou l'expres
sion locale 

ou = i 
m 

a,p = l 
, oc ,-B 

Jusque la nous ne nous sommes préoccupés que de compatibilité algé
brique ponctuelle entre la structure complexe et la métrique hermitienne-

2. METRIQUES KAHLERIENNES 

Une relation de compatibilité différentielle possible entre la 
métrique hermitienne et la structure complexe est d'exiger que la forme 
de KHhler soit fermée. On dit alors que (g,J,ou) est une métrique kèlhlé-
rienne. 

I l apparaît tout de suite qu'une telle métrique ne peut exister 
sur toute variété complexe compacte. En effet, si une classe de 2-cohomolo-
gie Q contient une forme fermée de Kèlhler (on dit que Cl est une classe de 
KHhler) donc définie positive, alors sa puissance m-ième Qm est non-nulle 
dans H^m(X,K) puisque f Qm est le volume de X. D'autres conditions 

JX 
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nécessaires pou r qu'un e variét é complex e X  admette un e métriqu e kHhlérienn e 
peuvent êtr e établie s grâc e notammen t à  l a théori e d e Hodg e (cf . [3 ]  o u 
[2] pou r un e contributio n plu s récente) . 

L'exemple fondamenta l d e métriqu e kKhlérienn e es t l a métriqu e d e 
Fubini-Study d e l'espac e projecti f complex e CP m qui es t s a métriqu e natu -
rel le . Nou s e n donnon s un e descriptio n local e u n pe u plu s loin . 

Pour cel a i l nou s fau t analyse r plu s e n détai l l a structur e d e 
l'algèbre de s forme s différentielle s extérieure s à  valeur s complexe s su r X . 
Le fibr e AFT X<g>C se décompos e suivan t les type s 

ArT*X<g>Œ =  0  Ap,qT*X , 
p+q=r 

une sectio n 9 d e typ e (p,q ) s'écrivan t localemen t 

a1 a  (3 (3 
9 =  E  <P s « r d z A  .  . A dz P  A dz A  . . Ad z q  . 

a i " a p V"P q 

(C'est l'extensio n tensoriell e d e l a décompositio n d e T  X®C vu a u n° 1- ) 
Ceci es t vra i dè s qu e T X admet un e structur e presqu e complexe . 

L'intégrabilité d e l a structur e complex e su r X  assure d e plu s qu e l a diffé -
rentielle extérieur e d  appliqu e le s forme s d e typ e (p,q ) dan s le s forme s d e 
type (p+l,q ) e t (p,q+l) . Le s composante s d e d  d e bidegr é (1,0 ) e t (0,1 ) 
sont notée s respectivemen t d ' e t d " d e tel l e sort e qu e d = d ' +  d " . I l es t 
important d e note r qu e l e caractèr e holomorph e d u fibr e cotangen t s e tradui t 

2 2 
par le s relation s d ' =  d" =  0  . 

Un opérateu r qu i intervien t souven t dan s l a théori e de s variété s 
kHhlériennes es t l'opérateu r id 'd" . I l appliqu e l'espac e de s forme s dif -
férentielles d e typ e (p,q ) r (Ap,qT*X) dan s T(AP+1,q+1T*X) e t es t u n opérateu r 
réel ( i l transform e le s forme s à  coefficient s réel s e n forme s à  coefficient s 
réels ou , s i l'o n préfère , i l commut e à  l a conjugaison) . 

Un de s lemme s fondamentau x es t l e suivan t : 

Lemme .  Soit 9 une form e différentiell e fermé e d e typ e (1,1 ) réelle. 
I l exist e localemen t une fonction réell e $  telle qu e 9= id'd"$ . 

La preuv e s'appui e uniquemen t su r l e lemm e d e Dolbeau]t-Grothen -
dieck, l'analogu e pou r le s opérateur s d ' e t d " d u lemm e d e Poincar é pou r d 
(voir pa r exempl e [3 ] ,  p . 74). 
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Ainsi tout e forme de KHhler s'écrit localemen t id'd" $ pour une 

fonction $ réelle. La métrique de Fubini-Study sur CPm s'écri t par exemple, 

sur l'ouver t affin e U a d e CP m défin i par z a £ 0 dans les coordonnées homo-
* r  o 1  m  •) gènes tz ; z ;...;z J 

I I 2 

U) = id'd" log 1 2 1 

u a i 2 

Il existe une autre caractérisation plus géométrique (e t quelque-

fois un peu méconnue) du caractère kHhlérien d'une métrique. 

"La métrique riemannienne g est kHhlérienne si et seulement s'i l exist e  

en tout point une carte holomorphe dan s laquelle g est osculatrice à la  

métrique hermitienne standard d e Cm . " 

Pour présenter l a courbure, il est utile d'introduire l a dérivation 

covariante D, dite de Levi Civita, associée à la métrique g . Grâc e à elle, 

nous allons pouvoir calculer de s différentielles de champs de tenseurs de 

tous types-

La condition d e Kèlhler dcu = 0 implique par un calcul un peu subtil 

que ci) est une forme parallèle (i.e . Dcu=0) soit, comme l a métrique est 

elle-même parallèle par définitio n de D  , que J est parallèle comme cham p 

d'endomorphismes-

La conditio n d e KHhle r assur e que l a métrique et la structure 

complexe son t compatibles au premier ordr e et en fait à tous les ordres 

puisque J est invariant par transport parallèle. 

Pour deux vecteurs x et y tangents en un point m, l a courbure R 
xi y 

est un endomorphisme de T^X . (O n rappelle que pour des champs de vecteurs 

x et y prolongeant x et y , 

R =  D °  D D  °  -  Dr ~ ~n .  ) 
x,y x  y  y  x  [x,y ] 

Par définition de la courbure, 

R =  - R 
x,y y, x 

et 

(DR) +  (D R) .  + (D R), =  0 
t x, y x  y, t y  t, x 

(c'est l a deuxième identité de Bianchi). 

La métrique g étant parallèle, R pren d ses valeurs dans les 
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matrices antisymétrique s (algèbr e d e Li e d u group e orthogonal) . 
La dérivatio n covariant e D  étant san s torsion , l a courbur e vérifi e 

aussi, pou r tou s vecteur s tangent s x , y  e t t , la premièr e identit é d e Bianch i 

R t  +  R x x + R, y  =  0 . x,y y, t t,x J 

La structur e presqu e complex e J  étan t parallèle , R  pren d se s 
valeurs dan s le s matrice s antihermitienne s vue s comm e sous-algèbr e d e Li e 
de l'algèbr e d e Li e d u group e orthogona l (c'es t la symétri e kHhlérienne ). 
A cause d e l a premièr e identit é d e Bianchi , l a courbur e a  l a propriét é d e 
symétrie dit e e n paires , à  savoi r 

g(R t,u ) =  g(R x,y ) , 

de tel l e sort e qu e l a symétri e k^hlérienn e peu t s'écrir e 

RJx,Jy "  Rx, y 

3. LES CONJECTURES DE CALAB I 
Le poin t d e dépar t e n es t la théori e d e Chern-Wei l qu i perme t d e 

représenter le s classe s d e Cher n réelle s pa r de s polynôme s e n l a courbure . 
Plus précisément , dan s l a class e c . (X) , i l y  a  un e 2i-form e fermé e qu i es t 
un polynôm e d e degr é i  e n l a courbure . E n particulie r 2ne^ (X) s e représent e 
par la form e d e Ricc i P qui es t un e fonctio n linéair e d e l a courbur e défini e 
ainsi :  la courbur e d e Ricc i r  es t un e 2-form e différentiell e symétriqu e 
obtenue pa r contractio n d e R  .  Pou r deu x vecteur s tangent s x  e t y  , 

r = 
2m 

i = l 
(R e.,y ) x,e i1 J 

où (e^ ) es t un e bas e orthonormé e d e l'espac e tangen t T̂ M au poin t m  o ù 
se trouven t x  e t y  -

Lorsque l a métriqu e es t k&hlérienne , alor s l a courbur e d e Ricc i a 
la symétri e hermitienn e (pou r tou s x , y , r =r T T ) , d e tell e sort e qu' à J *  '  J  x, y Jx,J y 
r o n peu t associe r un e form e d e typ e (1,1 ) e n posan t P =  rT (e n coor -

x»y Jx, y 
données locales , 

P =  i 
m 

oc,(3 = 1 
r s  dza/ v dz^ ) . 
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INTRODUCTION A L'USAGE DE LA SOLUTION DES CONJECTURES DE CALABI 

En prenant une trace d e la deuxième identit é d e Bianchi, on montre 

que P  est fermé e et nous avons justemen t 

[P] = 2 TI c*(X) . 

Cette relation s e comprend mieu x si on examine d e plus près les 

symétries kHhlériennes. En effet, pour une métrique kShlérienne, l a cour-

bure de Ricci peu t se définir comm e 

P ô  = Trace.(R s ) . a, P C a , (3 

Ainsi ell e apparaît comm e l a forme de courbure du fibre des éléments de 

volume complex e A m ,^T X  encore appelé fibre canonique. Ce fibre en droite s 

complexes a  comme métrique fibré e induite l a forme déterminant associé e à 

la forme hermitienne. Il est alors classique que sa forme d e courbure, qui 

s'identifie à  P comme nou s l'avons dit , puisse s'exprimer localemen t pa r 

P = id'd" Log(det(g ag)) . 

Ainsi tout e form e d e K&hler eu détermine une forme p dan s la classe 
P ou 

de cohomologie 2n c ^ (X) -

Si on cherche à normaliser ou par un e relation à  P^ , l a plus simpl e 

consiste à poser P  = k ou • On dit alors que ou est une métrique d e Kèthler-

Einstein. En modifiant ou par une homothétie, p ne change pas de telle sort e 

qu'on peut se limiter à  une des trois relations obtenues en faisant 

k=-l, 0  ou +1. 

Une telle relation ne peut être satisfait e su r n'importe quell e 

variété complexe mêm e kHhlérienne puisque , lorsqu e k= 0, la première class e 

de Chern réelle doi t être nulle et que dans les autres cas elle doi t con-

tenir une forme défini e (qu'ell e contienne de s formes de type (1,1 ) est 

automatique comm e l'expressio n local e en id'd" le montre). Dans ce dernier 

cas on dit que la première form e de Chern est définie . 

Remarquons cependant qu e le s surfaces orientables, autrement di t 

les courbes complexes compactes, ont toutes une première form e de Chern 

ou définie ou nulle. 

Remarquons encore que l a première class e d e Chern est défini e néga-

tive (resp . positive) si et seulement s i l e fibre A™' T X, que nous avons 
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appelé l e fibre canonique , (resp . so n dual ) es t ample . 

Les résultat s obtenu s à  c e jou r son t le s suivant s : 

Si c  (X ) est défini e négativ e e t X  compacte, i l exist e un e e t un e seul e  
forme d e KHhle r ou dans l a class e 2 TCĈ  (X) telle qu e 

P = - ci) -
ou 

Ce théorèm e a  ét é obten u pa r T . Aubi n [ l ] e t S.T. Ya u [7] . 

Ce résulta t es t importan t ca r i l di t qu' à tout e structur e complex e 
à premièr e class e d e Cher n négativ e es t associé e un e uniqu e form e d e KShle r 
bien particulièr e ayan t de s propriété s d e courbur e asse z simples - Comme , 
dans un e petit e déformatio n d e l a métrique , l a class e d e Cher n n e chang e 
pas e n tan t qu e class e d e cohomologie , ell e rest e défini e négative . Ces  
métriques particulière s peuven t êtr e utile s pou r étudie r l'espac e de s modu -
les de s structure s complexe s d e ce s variétés , puisqu e leu r sont  attaché s d e 
façon naturell e de s objet s géométrique s intéressant s comm e une dérivatio n 
covariante, o u de s représentant s canonique s de s classe s d e cohomologie , le s 
formes différentielle s extérieure s harmonique s (pou r ce s métrique s spécia -
les) . 

L'unicité d e l a métriqu e d e K&hler-Einstei n assur e auss i qu e toute  
transformation holomorph e d e cett e métriqu e es t e n fai t un e isométrie . I 1 
est importan t d e remarque r qu e lorsqu e c ^ (X) es t négativ e l e group e de s 
transformations holomorphe s es t fini -

Parmi le s variété s complexe s à  premièr e class e d e Cher n négative , 
citons le s hypersurface s d e degr é dan s ŒPm+ 1 ou plu s généralemen t 
les intersection s complète s dan s CPm+ k d e degré s ( d ^ j ^ ^ tel s qu e 
k 
£ d . ^  m + k  + 2  . 

i = l 1 
Le résulta t es t obten u e n résolvan t un e généralisatio n d e l'équa -

tion d e Monge-Ampèr e complexe , don c pa r u n théorèm e d'existenc e qu i s e 
prouve pa r de s technique s d'équation s au x dérivée s partielles . Jusqu' à main -
tenant aucu n exempl e explicit e n' a ét é obtenu . E n particulie r on n e sai t pa s  
si certaine s d e ce s métrique s d e KHhler-Einstei n son t induite s pa r u n plon -
gement dan s u n espac e projecti f e n grand e codimension . 

Lorsque c1(X ) = 0 , nous cherchon s de s forme s d e KHhle r à  courbur e d e 
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Ricci nulle . Le résultat es t alors contenu dan s la solution d e la conjecture 

de Calabi du e à S.T. Yau (cf . [ 7 ] ) : 

TD 

Si X est compacte ave c c^ (X)=0, alors, dans chaque classe d e KShler, il 

existe une et une seule métrique kflhlérienne à courbure d e Ricci nulle . 

A la différence d u cas précédent, l a classe d e KHhler n'est pa s 

fixée par l a structure complexe . 

Parmi le s variétés complexes à première classe d e Chern réelle nulle, 

citons le s hypersurfaces d e Œ Pm + 1 d e degré m+2 ou plus généralement le s 

intersections complètes dans C Pm + ^ d e degrés ^ ¿ ^ ^ 4 ^ tel s que 
m - H 
£ d . = m + k + 1 . Parmi le s surfaces complexes à c (X ) = 0 , il y a justement 
i = l 1 

les surfaces K3 auxquelles une partie d e ce séminaire est consacrée. 

Là encore, le théorème d'existenc e n'es t pas constructif et donner  

une description explicite d'un e métrique à courbure d e Ricci null e sur une  

variété complexe simplemen t connex e reste un problème ouvert , même sur les  

surfaces K3 . 

Parmi le s conséquences de la solution de la conjecture d e Calabi, 

citons l e résultat suivan t : 

Si X est une variété kèlhlérienne compacte à  première et deuxième classe s  

de Chern réelle s nulles, alors X est revêtue par un tore complexe. 

La encore, toute transformation holomorphe qui préserve l a classe 

de KHhler doi t être une isométrie d e la métrique à courbure d e Ricci null e 

à cause de l'unicité à  classe d e Kèlhler donnée. 

Le cas des variétés complexes compactes à première classe de Chern 

positive est lu i tout à fait différent . Il existe en effet une obstructio n 

à l'existence d'un e métrique d e KHhler-Einstein :  l'algèbre d e Lie du grou-

pe des transformations holomorphes doit être l a complexifiée d e l'algèbr e  

de Lie du groupe des isométries, donc être une algèbre d e Lie complex e  

réductive. C'est un théorème d û à Y. Matsushima (cf . [ 4 ] ) . 

Parmi le s variétés complexes ne vérifiant pa s cette propriété, 

citons l a variété complexe obtenu e en éclatant un point dan s le plan pro-
2 

jectif complexe ŒP (c £ [X] , page 143). 

Il est intéressant d e noter que certaines variétés ayant une première  

classe d e Chern positive comme la variété complexe obtenue en éclatant 4 à 8 
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points en position générale dans le plan projectif ŒP ont un groupe des 
transformations holomorphes fini. Il serait intéressant de décider si ces 
variétés ont une métrique de Kähler-Einstein. La technique analytique qui 
a permis d'obtenir les résultats précédents est inopérante pour ce cas-là.

2

*

% *
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