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EXPOSE XIV

TYPE TOPOLOGIQUE DES SURFACES

ALGéBRIQUES REELLES DE DEGRE 4 DANS FP3

Jean-Jacques RISLER

INTRODUCTION.

Kharlamov ([5], 1976) a récemment déterminé tous les types topologi-
ques des surfaces algébriques réelles lisses de degré 4 dans RP3 . Cela
achevait de résoudre la premiere partie du 16eme probleme de Hilbert (dans
cette partie, Hilbert posait aussi la question de la détermination du type
topologique du plongement d'une courbe de degré 6 dans RP2 , probleme résolu
par Gudkov et lié au précédent comme nous le verrons plus loin).

Le but de 1'exposé est d'expliquer la méthode de Kharlamov pour
construire des surfaces de degré 4 dans RP3 de type topologique donné,
méthode qui utilise de maniere essentielle les propriétés de 1'application
des périodes d'une surface K3.

Nous commencerons par rappeler quelques résultats essentiels de la
théorie (n°1 et n°2) en renvoyant le lecteur intéressé a [ 8] ou [13] pour
plus de détails. Nous déterminerons ensuite tous les types topologiques possi-
bles des M-surfaces réelles lisses de degré 4 dans RP'3 (pour une définition,
cf. le n°1) : au ne3 nous montrerons qu'il n'y a que 3 types possibles
pour de telles surfaces, nous construirons ces surfaces au n° 4 et détermi-

nerons le type topologique du plongement au n°5.

1. LA THEORIE DE SMITH ([ 10J)

Dans le théoreme suivant, tous les espaces sont supposés triangula-

bles, et 1'homologie est a coefficients dans Z2=Z/2Z .
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~

Théoreme 1.1 . Soit X un espace compact muni d'une involution T, X 1'ensem-

ble des points fixes de 7 et X' le quotient X/T ; on a alors une suite

exacte

1 ar 3 Br 1 Yr '
—H (X, 080 (0 50 (0 S50 (0,0 —S>n (X, X)eH _ (X) —> .

et de plus :

a) 1, (action de t sur 1'homologie) est 1'identité sur Im a.
b) dim Hy,(X) = dim H,(X) + 2T dimKer Yy

(H, signifiant la somme directe de tous les groupes d'homologie).

Démonstration : Soit ; un complexe simplicial fini (qui sera une trian-
gulation de ;) muni d'une action de Z, = (1,h) . On suppose que si h fixe
globalement un simplexe s de K, il fixe tous les sommets de s ; alors si
1'on pose P = 1+h, si K désigne le complexe fixé par h et C(E) le groupe

des chaines sur K a coefficients dans Z il est facile de voir que la

2 b
suite

0 —> pC(K)®C(K) == C(K)Ls0c(K)—=s0

est exacte, d'ou une suite exacte d'homologie :

. P o - i -
— 0, (K) —>H, (pc(K)) —25H, _(oC(K))@H,  (K) —>H,  (K) —>
i i i-1 i-1 i-1

et il suffit de remarquer que
~ AU
Hi(PC(K))——+Hi(K',K)

ou K'= K/Z2 pour retrouver la suite exacte de Smith.

Les points a) et b) sont immédiats.

Corollaire 1.2

a) Soit X un sous-ensemble algébrique de Ew", XG

memes équations dans CP") 3 alors dim H*(X)s dim H*(X¢) et la différence est

paire.

son complexifié (défini par les

b) Si dim H (X) = dim H (X)), 7, est 1lidentité sur H (X)) .

. 2 P . P
c) Soit X ¢ IRP” une courbe algébrique lisse définie par un polyndme homogéne de

degré d a coefficients réels ; alors le nombre de composantes connexes de X
(a-1) (d-2)
2

est inférieur ou égal a g+l , avec g =
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TYPE TOPOLOGIQUE DES SURFACES ALGEBRIQUES REELLES DE DEGRE 4 DANS RP?

(g est le genre de XC)'

Démonstration : a) et b) résultent immédiatement du Théoreme 1.1 (et du

fait que les ensembles algébriques sont triangulables). c) est le "théoreme
de Harnack" : si X est une courbe algébrique réelle lisse de degré d ayant
p composantes connexes, dim H,(X)=2p et dim H*(Xl) = 2g+2, d'ou 1l'inégalité

psg+l (XC est aussi supposée lisse).

Définition 1.3 . Soit X une variété algébrique réelle projective, XC sa
complexifiée ; on dit que X est une M-variété si dim H,(X) = dim H*(XC) N
une (M-k)-variété si dim H (X) = dim H*(XC) -2k .

Si Y est une variété complexe compacte munie d'une involution anti-
holomorphe T, on dira par abus de langage que (Y,T) est une M-variété si

dim H (Fix 7) = dim H,(Y).

Proposition 1.4 . Il existe des M-courbes en tous degrés.

Cette proposition est due a Harnack, cf. [2] pour une démonstration.

Remarque 1.5 . Viro ([1Z, 1979) a annoncé qu'il savait construire des

M-variétés en toutes dimensions.

2. LES CONGRUENCES D'ARNOLD-ROKHLIN POUR LES M-VARIETES

Soit XcRPY une variété algébrique lisse telle que )(cc!l:l?'q soit

aussi lisse ; on suppose X de dimension paire 2n XE est alors de dimen-
sion réelle 4n et possede donc une signature G(XC) (0 est le nombre de
signes + moins le nombre de signes - dans une diagonalisation de la forme
"cup-carré" sur H2n(X¢,R)).

On a alors :

Théoréme 2.1 . Si 7, est 1l'identité sur H2n(XE,Zz) (et donc en particu-

lier si X est une M-variété, cf. 1.2), on a x(X)Eo(Xc) (mod 16) .

Nous allons donner une démonstration de ee théoreme valable sous
1'hypothese plus large que Xc est une variété compacte presque complexe
munie d'une involution "anti-holomorphe" t, avec X=Fixt ; cf. [13] .

Posons Hp = B> (X ,R) . .

L'involution T induit une involution T sur HR , et donc H

R=H1€BH-1’
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#* .
H étant le sous-espace propre de T correspondant a la valeur propre #1

£1
*
(H1=Ker(1-‘r*) et H__ =Ker(1+7)).

1
Il est immédiat de voir que cette décomposition est orthogonale

pour la forme quadratique cup-carré QR sur HR qui est donc somme de deux

formes Q1 et Q__ de signatures o, et o_

1 1 1

Lemme 2.2 . o ,-o_, = (-7 x(X).

Ce lemme (valable sans 1'hypothese que X est une M-variété) résulte
de la formule 0y-0_4= (X.X) due a Atiyah-Singer (cf. [ 4 ] pour une preuve
élémentaire) et du fait que la multiplication par i (i2= -1) induit un iso-
morphisme entre le fibré normal a X (dans Xc) et le fibré tangent a orien-
tation pres (l'orientation est multipliée par (-1)™). Comme par définition

(X.X) est la self-intersection de X dans X et donc dans son fibré normal,

’
on peut la calculer dans le fibré tangent ef, on trouve (-1)"yx(X).o
On peut aussi montrer ce lemme en utilisant la décomposition de
Hodge de H*(XE,C) et la formule des points fixes de Lefschetz pour 1'appli-
cation t©, cf. [13]. Posons maintenant H=H2n(XE,Z)/(torsion) 3y T induit un
endomorphisme 1:* sur H, et 1'on pose comme plus haut : H_= Ker(l—‘r*),

1
*
H_1= Ker(1+1 ) .

*
Lemme 2.3 . Si T est 1'identité sur H2"(xc,zz) , alors H=H1r33H_1 .

* #*
Démonstration : Si x€H, x+T x et x-7 x sont divisibles par 2 puisque

*
T agit trivialement sur H®Z2 , et on peut donc écrire

X = [(x+1:*x)+(x—1:*x)J ,

[N

* #*
ce qui montre le lemme car Xx+T XE€ H1 et x-T x€ H_1 . O

Lemme 2.4 . Soit Q la forme cup-produit sur H, et soient Ql et Q_1 les

et H_1 « Alors si n est pair,

formes quadratiques induites par Q sur H1

Q_1 est paire, et si n est impair Q1 est paire.

Démonstration : Notons x.y le produit de deux classes x et y ; soit

wE H2n(XC,Z2) la classe de Wu (qui vérifie par définition w.x=x.x

2n
¥ x¢cH (xm,zz)).
w est un polynome en les classes de Stiefel-Whitney du fibré tangent complexe

de X qui sont elles-mémes les réductions mod 2 des classes de Chern o

E 9
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‘s * i * . . s pon 2 s
vérifiant 7 (ci)= (-1) o (car T change l'orientation du fibré tangent si

*
et seulement si la dimension complexe est impaire , T (TX ) étant isomorpbe
[ ]

aT, ,cf- [ 7].
XC

Supposons n pair par exemple : on déduit de cela que w est la réduc-

tion d'un élément y¢€ H1 ; si alors x€H on a x.y=0, d'ou X.w=x.x=0,

-1
et donc x . x=Q_1(x,x) est pair (X est la réduction de x mod. 2). g

Démontrons maintenant le Théoreme 2.1 : On a 0d=0, +0 d'ou

1 -1

0-20_, = -1n)" x(X) par 2.2 .

Supposons n pair par exemple ; alors si T, est 1'identité sur H2n(XC,Z2) )
*
T est 1'identité sur H2“(x¢,z2) par dualité de Poincaré ; Q 1 est donc

paire par 2.4, d'ou 0_150(8) (ef. [11])- o

Dans le cas ou la dimension de X est impaire, il y a un résultat analogue
au Théoreme 2.1 pour les intersections completes (cf. [ 9]) ; nous nous
bornerons ici au cas des courbes lisses dans RP2 de degré pair d= 2k .

Si X est une telle courbe, toutes ses composantes connexes sont
des ovales (i.e. disconnectent RPz) 3 chaque ovale sépare RPz en deux
composantes, l'une contractile et homéomorphe a un disque appelée 1'inté-
rieur de 1'ovale et 1'autre homéomorphe a une bande de Mo¥bius.

Un ovale est dit pair s'il est inclus dans 1'intérieur d'un nombre
pair d'ovales, et impair dans le cas contraire.

On note P le nombre d'ovales pairs et I le nombre d'ovales impairs.

On a alors le théoreme suivant :

Théoreme 2.5 . Soit XCRP2 une M-courbe lisse de degré 2k ; alors

P-I=k? (mod.8).
Démonstration

Soit f une équation de X que nous supposerons négative a

1'infini (i.e. a 1'extérieur de X ; ceci a un sens car le degré de f est
pair).

Soit Y le revétement double de EPZ ramifié au-dessus de XC il
y a sur Y deux involutions antiholomorphes T, et 1, "au-dessus'" de l'invo-
lution naturelle T de EPZ (si dans une carte affine Y est défini par
1'équation 22 = f(x,y), on a

ri(x,y,z) = (X,y,2)

et Tz(x,y,z) = (X,y,-2) ).
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Notons RP* (resp. RP”) 1'ensemble des points de RP2 ou f est > O
(resp. < 0) ; alors Fix T, est le revetement double de RP™ ramifié le long
de X .

Lemme 2.6 . Sous les hypotheses de 2.5, (Y,tz) est une M-variété.

Le lecteur pourra montrer 2.6 a titre d'exercice ou se reporter a

[13] ; nous le démontrerons dans le cas k=3 au no3.

Pour montrer 2.5, on applique le Théoreme 2.1 a (Y,Tz) : on trouve
o(Y) = x(Fix 12) (mod.16) .

Or x(Fix t,) = 2x(RP") = 2(1 «(P-I)) (exercice facile) et o(Y)=2- 2k? (consé-
quence de la formule d'Atiyah-Singer (2.2) appliquée a 1'involution du revé-

tement Y-.I:P2), d'ou le Théoreme 2.5. O

Pour les M-courbes de degré 6, on a g= 10 et donc P+ I =11. Le Théo-
reme 2.5 donne alors trois valeurs possibles pour P-1, qui correspondent

chacune a une courbe existant effectivement :

Valeur de P-I Dessin de la courbe Auteur de 1la
construction

o O O :

9 O O O . Harnack (1876)
© 8388
O O o O .

1 O O O O . Gudkov (1973)
O O .

000 . .

-7 000 O . Hilbert (1891)
000 :

Pour plus de détails sur les courbes (en particulier de degré 6)

cf. [6].
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3. TYPE TOPOLOGIQUE DES M-SURFACES DE DEGRE,l 4 DANS RP3

Rappelons d'abord qu'une surface algébrique lisse dans RP3 est orien-
table si et seulement sa classe dans H2(RP3,ZZ) est nulle, et donc si et
seulement si son degré est pair.

Notons Ti la surface compacte connexe orientable de genre i ("Tore

a i trous") ; T, est la sphere s2. Nous allons montrer le théoréme suivant :

Théoreme 3.1 . Les seuls types topologiques possibles pour une M-surface de

degré 4 dans IRP3 sont les suivants :

2 2 2
9S J_L'r2 58 J.LT6 S J.l'rlo

(p82 signifiant la réunion disjointe de p spheéres).

Démonstration : Soit X une M-surface lisse de degré 4 dans RPS; Xc est

une surface K3 (Exposé III ), on a donc :

dim H*(X) = dim H*(Xc) = 24

et x(X) a(xt)(w) ) (2.1)

d' ou x(X) = 0 (moa 16)

m

puisque o(XE) =-16 .
Ces deux relations ne suffisent pas a démontrer 3.1 : par exemple si
x(X) =16 et si X a p composantes, on trouve les équations (avec

h = dim H1(X,Zz)) :

2p+h, = 24 p=10

d'ou

2p-h1=16 h,=4

ce qui donne deux possibilités :

gsz.lsz et esz.l.lz'r1 .

Pour achever de montrer le Théoreme 3.1, il suffit évidemment de montrer

la proposition suivante :
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Proposition 3.2 . Soit XGJ une surface K3 munie d'une involution antiholo-

morphe 7, X=Fix 1. Alors

1) X est soit vide, soit une surface analytique réelle lisse.

2) Il y a au plus une composante connexe orientable X1 de X telle que

x(Xi) <0 sauf si X est homéomorphe a 2T, (autrement dit, si X n'est pas

homéomorphe a 2T1 , il y a au plus une composante connexe orientable de X

qui_n'est pas une sphere s?).

Démonstration : Le fait que si X est non vide, c'est une variété analyti-

que réelle de dimension 2 provient de ce que si @: Xc-ochXc est définie

par ®(x) = (x,7t(x)), alors X=Fix t =(P_1(Ax ﬂ‘P(XE)), et T étant antiholomor-
[ 4
phe, AX et LP(X‘E) sont transverses. Signalons la question suivante :
[

X=Fix T est-il nécessairement orientable ? C'est évidemment le cas si X
est homéomorphe a une surface de degré 4 dans RP3 (ce qui est montré au
n® 4 pour les M-surfaces mais pas a priori dans le cas général).
Pour démontrer 2), considérons plus généralement une surface complexe
lisse XE munie d'une involution anti-holomorphe T .

* *
Soit HR=H2(XE’]R)’ H1=Ker(1—T ) et H_1=Ker(1+'c ) (cf. n°2). En diagona-

lisant les formes quadratiques Q1 et Q_ on a des décompositions (non

1’
canoniques)

‘- -
Hy = H{®H] et H_, =H @®H_ .

+

Posons a= dim H1,

. - . + . -
b=dim H1, c=dim H_1, d=dim H_1.

Lemme 3.3 . On a les relations suivantes

(1) a+b+c+d = dim HZ(XE’B)

(2) a-b+c-d = o(Xp)

(3) a+b-c-d = x(Fix 1) - 2

(4) a-b-c+d = -x(Fix 1) .

Démonstration : (1) et (2) sont triviales ; (3) est la formule des points

fixes de Lefschetz pour 1'endomorphisme T et (4) le Lemme 2.2. O

Si Xl‘, est une surface K3, on a dim H2(XE,R) =22 et O(XE)= -16 . On
en déduit a+c=3 et a-c=-1, d'oun a=1 et c=2.

Démontrons maintenant 3.2 : soit X' =XE/‘I.' . La suite exacte de Smith ( n°1)
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montre que H3(X',X,Z2).’l’.>zz (car le début de la suite de Smith se réduit

a la suite exacte :
1
0——>H4(X‘,X)———>H4(XE)—-> H4(X',X)—éH3(X , X) —>0

et 1'on a H4(X¢)'—V—>Z2), et la suite exacte d'homologie de la paire (X',X)

s'écrit :

a
(1) 0—zZ, — Hz(x,z2 ) —> Hz(X' ,zz)—>H2(x',x,z2) —->H1(x,zz) —0

car Hl(X',Zz) =H3(X',Ez)=0 puisqu'il en est de méme pour Xp -
Soient )(1,..-,Xk les composantes connexes orientables de X,

: '
K les images dans H2(X ,Zz)

des §i (obtenues avec 1'application p, induite par la projection p: Xm-oX' ).

€40+ +1§, leurs classes dans HZ(XC’Z) et 51,...,E

On a évidemment g - §j= 0 pour i# j, et E; € Ker(1-1,) -_-H1 (en considérant
que H2(XE,Z)CH2(XE,]R)).

D'autre part 1'image par a de la classe fondamentale de X est nulle
dans H2(X’,Zz) (car X, -~X' est un revétement double ramifié le long de X

[

qui est de codimension réelle 2 dans X, ; cf. par exemple [3], § 6 ou il

est montré que la classe fondamentale fentiére) de X est divisible par 2
dans H2(X'.Z) lorsque X est orientable et que la classe fondamentale
modulo 2 de X est nulle dans le cas général) ; or cette image est égale a
§1+ . +Ek+)\ (A correspondant a la partie non orientable de X) ; on a
donc §1+ e §k+?\= 0, et ceci est la seule relation entre les 51 et A
compte-tenu de la suite (1). On en déduit qu'il y a deux possibilités pour
les classes §i

a) les §i sont linéairement indépendantes ;

b) [i(l Y a une seule relation entre les §i y de la forme £ a, €.=0
avec 1=1_|; ai7( 0.
Examinons le cas a) : comme a=1 (Lemme 3.3 plus haut) et €, -8 = -X(Xi)
(1emme 2.2) on en déduit qu'il y a au plus une composante orientable de
caractéristique d'Euler < O. k
Pour le cas b), on déduit de la relation '21 a; §i= 0 que X est orientable,
et que §,+8; = 0¥ i (car g+ §j=0 pour ;;é j). Le fait que a=1 implique
alors que X a au plus deux composantes homéomorphes a Tl’ et que si X a deux

composantes, leurs classes §1 et §2 sont liées par une relation. O
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4. CONSTRUCTION DES M-SURFACES DE DEGRE 4 DANS RP°

La méthode de Kharlamov permet de construire les trois types de
M-surface de degré 4 dans RP3 ; pour fixer les idées, nous allons construire
une surface homéomorphe a 98211T2, la surface SSZLLT2 ayant été construite
par Utkin (1974) et la surface SzllT1o par Hilbert (1909) par des procédés
différents.

La méthode de Kharlamov comprend trois étapes :

a) construire une surface K3 XE munie d'une involution antiholomorphe T
telle que que X=Fix T soit homéomorphe a QSZLLTZ H
b) déformer Xy en une surface Xg spéciale de type 3 (cf. Exposé VD de
maniere "équivariante" ;
c) plonger Xé dans EP3 de maniere "équivariante".
a) Conmstruction de X
Soit C la courbe de degré 6 dans RP2 construite par Hilbert (cf.ne2)

dont le dessin réel est

O

000
o]e]e)
000

C, sa complexifiée (Cm<:CP2) 3 X, est par définition le revétement double

[

C
de EPz ramifié le long de C

C® muni de 1'involution T =T, (cf. la démons-
tration de 2.5) ; X=Fix T est donc le revétement double de RP ramifié
le long de C : (XE,T) est alors une M-surface (2.6) et X est homéomorphe a
982L1T2 (exercice facile ; les 9 spheres correspondent aux neuf composantes

impaires de C).

b) Déformation de Xg

Proposition 4.1 . Soit X; une surface K3 marquée (cf. ExposévI), munie

d'une involution antiholomorphe T . Il existe alors une déformation de la

structure complexe :

J
| L
m € M

(ou M et V sont des variétés analytiques complexes lisses, ™ une submersion
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holomorphe propre telle que j(XE) = n:-l(m)), une application holomorphe

pP: M-QCKzoc P( L ) (cf. Exposé VD et des involutions antiholomorphes Ty

et Ty Sur V et M telles que :
- p soit un isomorphisme de M sur un ouvert de Q ;

- Jet=1 °eM=Te°T

Voj'TM v

) *
- pet,=T °p, T étant l’automorphisme de L

M T induit par 7 .

Démonstration : Il existe (cf. Exposé V) une déformation "localement uni-

verselle" de la structure complexe de XE 5

(1) l 7[11
Py

et une application holomorphe Py Ml-oQ qui est un plongement (p1 est 1'appli-
cation des périodes qui existe pour toute déformation de XC).

Si Vl et -ﬁl désignent les variétés conjuguées de V1 et M
cation ;j1 °T = XE-.V

10 1'appli-

est holomorphe, d'ou une déformation de Xc :

1
h PR
m € M 1'1—.\() .
1 1

La déformation (1) étant localement universelle, il existe un voisinage M2

de m  dans M, tel que si V,= n;i(Mz), on ait un diagramme commutatif :

v
(2) n1l
™
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* *
On a de plus la relation p'2=1: Py T étant 1'endomorphisme de L(!: induit

par T : il suffit pour le voir de revenir a la définition de 1'application

des périodes (ExposéVI) : si m€ L p1(m) est 1'image (par le morphisme

naturel déduit de (1) et du marquage de XC) dans IP( Ly ) de la droite n20

1 e .
X sa conjuguée, on applique alors la relation “2,O(Y) =H2’O(X). La relation

des 2-formes holomorphes de la surface K3 = 1(m); si X est une surface K3,

*
p'2=r °Py implique qu'il existe un voisinage M de my dans M2 tel que
p'z(M)zpl(M) ;3 si 1'on pose V=n;1(M), on déduit de (2) un diagramme commu-

tatif

= «— <I|

|~

T — <«
a
-

Les applications holomorphes f et g peuvent étre considérés comme des appli-

cations antiholomorphes de M dans M et de V dans V ; on pose alors T f

M=
et Ty=8&-

I1 suffit maintenant de vérifier que Tm et Ty sont des involutions ;

ceci résulte du fait que la déformation VL)M de XE étant restriction de

(1) est localement universelle : le diagramme d'applications holomorphes :

étant commutatif et Ty ° Ty induisant 1'identité sur Tc-l(m), on a alors

nécessairement 'l:v ° Tv = Idv et TM ° ’L’M= IdM .0

Remarque : Dans la déformation de 4.1, on a par construction m€ Fix TM H
on en déduit que Fix 7, est une variété analytique réelle lisse (cf. 3.2)

Al
et que le morphisme n' (ou 7n' = n/Fix 'l:v) : Fix tv—né Fix M est une sub-
1

mersion propre. Les "parties réelles" n' " (a) des fibres de m sont donc

difféomorphes entre elles (pour o€ Fix TM).

Nous allons maintenant montrer qu'il existe o € Fix ™ tel que
n-l(oc) soit spéciale de type 4, en suivant la méthode de 1'Exposé VI .
Rappelons que (XC’T) est une M-surface marquée par ¢ : Hz(XE sZ) —L

* *
on a donc L=L_,® L avec L1=Ker(1-‘r ) et L =Ker(1+17 ) (lemme 2.3).

1
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Comme X=Fix T est le revétement double de RP™ ramifié le long de
la courbe C, on a x(Fix 1) =2x(RP") =2(1 - (P-I)) = 16, (cf. le Lamme 2.6),
et les calculs du Lemme 3.3 donnent c=d=2. Autrement dit, L_1 est de
rang 4, la forme quadratique Q_ (restriction de Q a L—l) étant isomorphe

0 1
a UpU, U étant associée a la forme bilinéaire de matrice ( ).
1 0

Proposition 4.2 (cf. Exposé VI, Proposition 2) . Soit U un voisinage de

p(m) dans Q ; il existe dans L . un élément B non divisible tel que :

1
(1) (B.B) = 4
(2) L'hyperplan LB de 1P( Lq; ) 4d'équation B.z=0 rencontre p(Fix ‘EM) nu.

Lemme 4.3 . Soit K' la quadrique de ]P(L_1®]R)"L)RP'3 des droites iso-

tropes (pour Q_) ; si V est un ouvert de IP( L_1®]R) rencontrant K', il
existe (B) €V avec B€ L_, » non divisible et tel que Q(B)=B.B=4.

Démonstration : Nous renvoyons a la démonstration du lemme 1 de 1'Exposé VI

qui s'applique ici pratiquement mot pour mot.

Pour démontrer la Proposition 4.2, il suffit maintenant de prendre

(gi)el(' tel que L. (on a plongé K' dans ]P(LG) soit transverse a

§1
p(Fix 1,,) en p(m) (ceci est facile car on connalt 1'équation explicite de
M

K') ; si BeL__ est tel que (B) soit proche de (51), LB sera proche de L

1 §1

et donc rencontrera p(Fix TM) NU transversalement. 0O

Le méme raisonnement que dans 1'Exposé vI (démonstration du Théoreme
2) montre alors qu'il existe a€ LBﬂp(Fix TM) qui est la période d'une sur-
face X;

c
comme a € p(Fix TM), X": est munie d'une involution 7' telle que X' =Fix t'

marquée dont le groupe de Picard est engendré par B . De plus,

. #* "
soit difféomorphe a X (cf. remarque plus haut) et que T' induise le meme
#*
morphisme que T sur L .

c) Plongement de X' dans RP®

Proposition 4.4 (c¢f. gxposé vy, Théoreme2 ) : Avec les notations ci-dessus,

il existe un plongement ¢ : Xc’:-oIIZP3 tel que

(1) ©(Xg) soit une surface de degré 4 ;
*
(2) ¢ (e)=p (e étant un générateur de H2(EP3,Z) 3
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(3) P=por .

Démonstration : Elle est presque la méme que dans 1'Exposé yr: il faut
simplement s'assurer que 1'on peut satisfaire la condition (3) (de fagon a
ce que X' =Fix 7' se plonge dans RP3) .

Soit E > Xy
dans 1'ExposéVI. Montrons d'abord qu'il existe une involution (analytique

le fibré holomorphe de classe de Chern B considéré

réelle) T: E— Etelle que Tent=neT' et que la restriction Tx de T a chaque
fibre Lx soit antilinéaire (i.e. Tx()\a+ub)=)\ Tx(a)+ﬁ' Tx(b)) ; comme B¢E L 4
le fibré T'*(E) a pour classe de Chern -B. Le fibré ’E'*(E), conjugué de
T'*(E), a alors B pour classe de Chern (cf. par exemple [ 7 ], § 14) ; il
exigte donc un isomorphisme (analytique complexe) y: E—ot'*(E) ; si

o T'*(E)—o‘t'*(E) est 1'application (antilinéaire) canonique, il suffit de

*
poser T1=T' °g°y

Ty

/——\;

¥*
E 27 (8) ZatE) - >E

Xy ———>X;

. *
et T=A T ou AET est choisi pour que T soit une involution.

’
L'applica:ion 9 définie par 6(s)=Tes°1' est alors une involution anti-
linéaire sur 1'espace HO(X',E) des sections globales de E ; il existe donc
une base (80’51’52’83) de H°(X!,E) dans Ker(1-9) ; le plongement ¢ de Xg
dans EP3 obtenu a partir de cette base (défini par

Q(x) = (so(x),s1(x),52(x),s3(x)) vérifie alors évidemment la condition (3)

de 4.4. 1

5. TYPE TOPOLOGIQUE DU PLONGEMENT

Nous nous contenterons de démontrer la proposition suivante :

Proposition 5.1 . Soit X—l-;l?P:5 une M-surface algébrique de degré 4.
. T 3
Alors le morphisme i ,: H1(X,Z2) -oHl(]RP ,Zz) est non nul.

Démonstration : Supposons par 1'absurde que i_,=0.

1
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a) Montrons d'abord que cela implique isy=0 3 si en effet gEHz(X,Zz)
est tel que 12*(5),40, soit AGHl(X,Zz) la classe de XNH ou H est un hyper-
plan de RP® (cf. [1]) , alors £.A€H (X,Z,) et i ,(8-A)=i,,(8)N[HI40,
ce qui est contraire a 1'hypothese.

b) On a donc par hypothese i1*= i2*= 0, et aussi io*= 0 car le nombre
de composantes de X est pair.

On déduit immédiatement de cela et de la suite exacte d'homologie de la
paire (X,RP°) que dim H, (RP®,X) = dimH,(X) + 4.

D'autre part, si j est 1'injection de Xc dans EP3, on voit facilement
j2*= j4*= 0 (toujours pour 1'homologie a coefficients Zz) : on en déduit
de méme dim H,(EP°,X;) = dim H,(X;)+2.

Comme X est une M-surface, on a dim H,(X) = dim H*(Xc), d' ou

dim H*(RP:’,X) =dim H*(EP:‘,XE) +2, ce qui est contradictoire avec 1l'inégali-

té dim H,(RP®,X) <aim H,(EP°,X ) qui découle de la théorie de Smith "relative"
(cf. le Corollaire 1.2). O

Remarque : On peut déduire de cette proposition le type topologique du plon-
gement de la surface QSzlsz construite au n°4 :

1) T2 se plonge comme un "hyperboloYde a une nappe avec une anse non
nouée" (terminologie des Russes) ;

2) les 9 spheres restantes sont toutes dans une méme composante connexe
du complémentaire de T2 et a 1'extérieur les unes des autres (ceci pour une

question de degré : une droite ne peut couper X en plus de quatre points).

*
*
#*
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