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COHOMOLOGIE RIGIDE ET THEORIE DE DWORK :

LE CAS DES SOMMES EXPONENTIELLES

par

Pierre BERTHELOT ¥’

Soit k un corps de caractéristique p >0. Dans [2 ; 3], nous
montrons comment définir sur la catégorie des k-schémas séparés de
type fini une théorie cohomologique, la cohomologie rigide, qui
s'identifie & la cohomologie cristalline (tensorisée par Q) dans le
cas propre et lisse, et & la cohomologie de Monsky-Washnitzer dans
le cas affine et lisse. Nous nous proposons ici de donner quelques
indications sur les relations entre cette théorie et la thé&orie de

Dwork.

D'une maniére générale, la théorie de Dwork comprend plusieurs
aspects : théorie algébrique, théorie analytique, théorie (analyti-
que) duale (voir par exemple [10] dans le cas des fonctions hyper-
géométriques). Depuis la thése de Katz [12], on sait comment la
théorie algébrique peut s'interpréter, dans le cas des hypersurfaces,
en termes de la cohomologie de De Rham des hypersurfaces sur un corps
de caractéristique zéro. Des interprétations similaires peuvent &tre
données dans d'autres contextes : ainsi, comme 1'a montré Messing
[17] , la théorie algébrique des équations différentielles associées
aux fonctions hypergéométriques [10, ch. 1] s'interpréte géométrique-
ment comme 1'étude d'un facteur direct de la cohomologie de De Rham
d'une famille convenable de courbes algébriques.

Le principe général que cet article cherche & illustrer est que
la cohomologie rigide permet de donner des interprétations analogues
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P. BERTHELOT

de la théorie analytique et de la théorie duale, les espaces de
cohomologie qui s'introduisent étant alors attachés fonctoriellement
3 une situation géométrique en caractéristique p. En ce qui concerne
la théorie analytique, il ne s'agit pas & proprement parler d'un
résultat nouveau, car les situations étudiées par la théorie de Dwork
sont généralement affines et lisses ; or dans ce cas la cohomologie
rigide s'identifie par construction & la cohomologie de Monsky-
Washnitzer, et on sait bien comment comparer les théories de Dwork
et de Monsky-Washnitzer (voir [12] dans le cas des hypersurfaces,

[9] et [22] dans le cas des revétements d'Artin-Schreier, ou encore
la définition de la théorie analytique [10, ch. 3] dans le cas des
fonctions hypergéométriques). Il faut toutefois observer que, méme
dans le cas affine et lisse, l'introduction de la cohomologie rigide
permet d'utiliser des techniques qui débordent du cadre de la théorie
de Monsky-Washnitzer : d'une part par l'introduction de coefficients
non constants, d'autre part parce qu'on peut calculer la cohomologie
rigide d'un schéma X (en caractéristique p) par plongement dans un
schéma lisse relevé en inégales caractéristiques, et pas seulement
en relevant X lui-méme ; il en va d'ailleurs de méme si l'on veut
calculer l'homomorphisme induit sur la cohomologie rigide par un
morphisme de schémas en caractéristique p (par exemple le Frobenius,
comme en (1.5) plus bas). Quant & la théorie analytique duale, il ne
semble pas qu'elle ait encore regu d'interprétation par la géométrie
algébrique, faute de l'existence jusqu'd présent d'une théorie
p-adique de la cohomologie a support propre pour les schémas de
caractéristique p. La cohomologie rigide & support propre comble
cette lacune, et nous montrerons que, dans le cas &tudié ici, elle
s'identifie effectivement & la théorie duale de Dwork.

Parmi les différentes situations auxquelles ont été appliquées
les méthodes de Dwork, nous avons choisi 1l'exemple des espaces de
cohomologie associés a 1l'étude des sommes exponentielles & une va-
riable. D'une part, la comparaison entre les deux théories est alors
fort simple, grdce a la construction que donne Robba [21] de ces
espaces de cohomologie. D'autre part, l'é&tude p-adique éventuelle
des sommes exponentielles par des méthodes analogues a celles de
Deligne [5] et Katz [13] est une des motivations pour développer la
cohomologie "p-adique" des variétés algébriques de caractéristique
p au-deld du cas propre et lisse ol elle était restée limitée. Men-
tionnons enfin que la derniére section de l'article [9] de Dwork,
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COHOMOLOGIE RIGIDE ET THEORIE DE DWORK

comparant sa théorie avec celle de Monsky, a été le point de départ
du présent article.

Aprés de brefs rappels sur les principales constructions uti-
lisées pour définir la cohomologie rigide, nous consacrons les deux
premiéres sections 3 la construction géométrique des F-cristaux sur-
convergents associés aux caractéres additifs et multiplicatis de IFq.
Dans la premiére, nous étudions la cohomologie rigide relative d'un
revétement d'Artin-Schreier d'équation z9-z=t de la droite affine
sur k. Seule l'image directe du faisceau structural est non nulle,
et nous expliquons comment elle se scinde naturellement en somme
directe de F-cristaux surconvergents i@ de rang 1 sur Ai , indexés
par les caractéres additifs ¢ de Fq , et correspondant & des fonc-
tions exponentielles. Il s'agit d'une reformulation, du point de vue
de la cohomologie rigide, des résultats de Dwork sur 1l'exponentielle
et le reldvement des caractéres [6, § 1 ; 7, § 4, a ; 9, § 9]. Dans
la deuxiéme section, nous étudions de la méme maniére la cohomologie
rigide relative d'un revétement de Kimmer de Gm,k’ de degré n pre-
mier & p. Elle se scinde en somme directe de cristaux surconvergents
N& de rang 1 sur Gm,k , indexé&s par les caractéres x du groupe M
des racines n-iémes de 1'unité ; les X sont des F°-cristaux sur-
convergents, si s est tel que n divise ps—l. Les cristaux iw ,]&
sont les homologues en cohomologie rigide des faisceaux inversibles
g-adiques du méme nom introduits par Deligne [5] et Katz [13] dans
la théorie g-adique des sommes exponentielles. La troisiéme section
développe ce point de vue : en suivant les constructions de Robba
[21] , nous montrons que les espaces de cohomologie utilisés dans la
théorie p-adique des sommes exponentielles 3 une variable s'identi-
fient & la cohomologie rigide (resp. 3@ support propre) d'un ouvert
de la droite projective & coefficients dans un F-cristal surconver-
gent de la forme f*i;w oh*'){;( , donc sont les homologues de ceux de
la théorie f-adique. Bien que nous nous soyons limités pour simpli-
fier au cas de dimension 1, il est clair que, au prix d'un peu de
travail supplémentaire, on peut donner des interprétations analogues
en dimensions supérieures dans les différents cas étudiés par Sperber
et Adolphson.
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P. BERTHELOT

O. DEFINITIONS ET NOTATIONS.

Pour la commodité du lecteur, nous rappelons ici quelques défi-
nitions, en renvoyant a (2 ; 3] pour plus de détails.

(0.1) Nous désignerons par K un corps de caractéristique O, complet
pour une valuation non archimé&dienne not&e ord ; nous noterons (¥
l'anneau des entiers de K, k son corps résiduel, supposé de carac-
téristique p > 0. La valuation de K sera normalisée par ord p = 1,
et la valeur absolue correspondante définie par lal = p—orda. pour

tout a € K.

(0.2) Si P est un schéma formel sur iy , nous noterons g sa fibre
générique au sens de Raynaud [19], qui est un espace analytique
rigide sur K ; si P est le schéma formel associé 3 un { -schéma v,

B est un ouvert admissible de l'espace analytique Y;n associé a la
fibre générique (au sens usuel) YK ge Y, et est &gal a celui-ci si

Y est propre sur K. Les points de P correspondent aux sous-schémas
fermés intégres de P, finis et plats sur {y ; le support d'un tel

sous-schéma est réduit & un point fermé de P, appelé spécialisation

du point correspondant de %.

(0.3) Soit X un k-schéma, muni d'une immersion 3j : X <— P. L'en-
semble des points de E dont la spécialisation est un point de X est
un ouvert admissible de B, appelé tube de X dans P, et noté ]X[P.

S'il existe fl""'fr'gl""'gs € F(P,OP) tel que X soit le sous-
schéma de P x Spec(k) défini par l1l'annulation des fi, et la non-
annulation de 1'un au moins des gj ,mon peut considérer fl""’gs
comme des fonctions analytiques sur P, et ]X[P est l'ouvert défini

par les conditions
v i, Ifi(x)|<1l

135, Igj(x)lal.

(0.4) Sous les hypothéses de (0.3), soit X l'adhérence de X dans P.
Un ouvert admissible V C ]i[P est appelé voisinage strict de ]X[P
s'il contient X, et si pour tout affinoIde W C ]'}_{'[P , et toutes
sections locales fl""'gs de OP définissant X au voisinage d'un
point de P, il existe A <1 tel que si un point x de X est tel que

Igj(x)l > A pour un j, alors x € V. Un systéme fondamental de voisi-
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nages_stricts de ]X[P est une partie cofinale de l'ensemble des voi-
sinages stricts de ]X[P . Si X est un ouvert de P x Spec(k), les en-
sembles

U ={xe$|3j,|gj(x)l>x} ,

A
pour A <1, forment un systéme fondamental de voisinages stricts de
Xl .

(0.5) Sous les hypothéses précédentes, on associe a tout faisceau E

sur un voisinage strict V. de ]X[P dans ]i[P le faisceau des germes

0

de sections de E au voisinage de ]XI[ noté j+E, et défini par

P ’

ol iV HIAY/ C~—>]§[P désigne l'inclusion d'un voisinage strict V de
]X[P dans ]X[P.

Supposons P lisse sur ¥ au voisinage de X, et X propre sur k ;
soient p,,p, : 1X1 s T ]X[P les morphismes induits par les deux

2

Y
rojections % —— P . Un cristal surconvergent sur X est un
proj g

jnﬁiT -module E, localement libre de rang fini, muni d'un isomorphis-
P

me de j*olfl -modules p;E AL p:E, vérifiant la condition de
2
P

cocycle habituelle sur 1X| 3 - Un tel module est de la forme j+8, ol
& est un Ovo—module 1ocale£ent libre de rang fini sur un voisinage
strict VO de ]X[P’ muni d'une connexion intégrable V : &§—— &enéo
dont la série de Taylor [2, (4.1)] définit un isomorphisme

ng - pT& sur un voisinage strict de Ix[ , dans 1X( 5 - La caté-
P P

gorie des cristaux surconvergents sur X ne dépend pas, a équivalence

canonique prés, du choix de P, et est fonctorielle en X/K : si

f : X' —> X est un morphisme de schémas, induit par un morphisme de

schémas formels g : P' —> P (vérifiant les hypothéses précédentes),
: . * : : s

le foncteur image inverse g pour les modules & connexion induit un

foncteur entre les cristaux surconvergents sur X et X', qui ne dépend,

4 isomorphisme canonique prés, que de f, et sera noté f*.

Si s EN, et si o est un automorphisme de K induisant la puis-
sance s-iéme du Frobenius sur k, un FS-cristal surconvergent sur

(X/K,0) est un cristal surconvergent E sur X muni d'un isomorphisme
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Sk "
FXE —> E, ol FX

est 1l'endomorphisme de Frobenius absolu de X.

(0.6) Soient X un k-schéma séparé de type fini, S un Y-schéma formel

de type fini, u ¢ X —> S un Y -morphisme. On choisit une compacti-

fication X de X au-dessus de S, et une immersion fermée X <— P, ol

P est un S-schéma formel, lisse sur S au voisinage de X. Si E est un

cristal surconvergent sur X, E définit un j+0]§[ -module EP sur ]i[P,

P
muni 4'une connexion intégrable Vv : Ej — E le ’
POPRYS

. . n Y

e’ , - Si v : IX[, —S
1X1/s

est le morphisme induit par v : P — S, les faisceaux de cohomologie

ce qui permet

de définir le complexe de De Rham Ep

rigide de X relativement 3 S, & coefficients dans E, sont par défi-

sas : in
nition les faisceaux Rlv*(EPoQ _ &) 7 nous les noterons

R*u (X/S,E) (resp. rRMu

$ " -
rigx (X/S) lorsque E est le cristal "cons

rig#

tant" correspondant a (0, , d)). Lorsque S = Spf(V), on obtient les
P .

espaces de cohomologie rigide H;ig(X/K,E) (resp. H

i
rig(X/K)). Les

faisceaux R'u (X/S) sont indépendants, & isomorphisme canonique

rigx "
prés, des choix de X et P, et sont fonctoriels en E et en X/S/K.

(0.7) Soient encore X une compactification de X sur k, X <> P une
immersion fermée dans un VY -schéma formel lisse au voisinage de X,
et E un cristal surconvergent sur X. Soit V C ]f[P un voisinage
strict de ]x[P sur lequel il existe un Ov-module localement libre &
. ]x[(V r ) le
foncteur "sections & support dans ]X[P", et H;X[(V,—) ses dérivés.

muni d'une connexion intégrable définissant E. On note T

La cohomologie rigide 3 support propre de X, 3 coefficients dans E,
est donnée par les espaces fo[(v,aoné) . Ils ne dépendent ni des

choix de V et &, ni de ceux de X et P, et sont fonctoriels en E, et
en X/K pour les morphismes propres.
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1. REVETEMENTS D'ARTIN-SCHREIER ET EXPONENTIELLES.

Soient gq = ps, k =2Fq, U 1'anneau des vecteurs de Witt & coef-

ficients dans k, KO==Frac(uf), K l'extension de KO obtenue par ad-

jonction d'un élément w € ?b tel que P71 = -p, V¥ l'anneau des
entiers de K. Nous étendrons l'action du Frobenius absolu de Fq sur
K. en un automorphisme o de K en posant o(w) = w.

o

On note X = Spec(kl[t]) 1la droite affine sur k, Uy : Y — X
le revétement d'Artin-Schreier d'équation

z29-z = t.

Soient P la droite projective formelle sur V¥, j : X <> P 1'immersion

N
naturelle, u==jouo , P la fibre générique de P, qui est la droite pro-
jective analytique sur K. On se propose ici de montrer que le faisceau

de cohomologie rigide relative urig*(Y/P) se décompose de fagon
canonique en somme de g F-cristaux surconvergents 4

v sur X, de rang

1, indexés par les caractéres additifs ¢ de Fq.

l1.1. LEMME.

i) Les RMu (Y/P) sont nuls pour i>1, et u_. (Y/P) est libre
=2=2 — “rigx —_——

rig¥
de rang g sur j+0w.
P

ii) Soient K' une extension de K, compléte pour une valeur ab-

solue prolongeant celle de K, k' son corps résiduel, X' un k'-schéma,

f : X' — X un k-morphisme, Y' = X'XXY, ub : Y' — X' ; supposons
donnés un schéma formel P' sur l'anneau ¢{' des entiers de K', une

immersion j' : X' <> P', et un V-morphisme g : P' —P tel que

gej' = Jjof ; soit u'=j’ou6 . Alors les Rluiig*(Y'/P') sont nuls pour
iz>1, et 1'homomorphisme canonique de j' 0, -modules
Pl
F*u (Y/P) —> u', _(Y'/P')
rig* rig#
est un isomorphisme. En particulier, urig*(Y/P) a une structure

naturelle de F-cristal surconvergent sur X.

Soit Z 1l'adhérence schématique dans Eﬁ_xﬂi de la courbe affine
1

de AVXA:; d'équation z29-2 = ¢ ; notons % 1le complété formel de 2,
Z . la réduction de Z et Z sur k, % la fibre générique de ﬁ, qui est

(o]
égale & Z;n . Alors Zo est une compactification de Y au-dessus de
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1 . . . 1 1
P0 = :lPk , et la deuxiéme projection Iva]P,w

(z,t) —— t) induit un morphisme de schémas formels v : 2 —0p qui

———>]ﬁ§ (correspondant a

est un relévement de ZO ——*]P]l< ’
donc de calculer la cohomologie rigide relative de Y/P : si j; est

lisse aux points de Y. Il permet

le foncteur "germes de sections au voisinage de ]Y[" sur %, on a par

définition

(1.1.1) Ru (¥/p) = ®Y,(ifa: )
e rig R

N N
ol V:%Z —P estle morphisme d'espaces analytiques associé & v

(ou encore, a la projection de Zg sur IP;).
Soient z,t les coordonnées sur /Ailfo‘ly ; un systéme fondamental

de voisinages stricts de M\ix/l—\ll([ dans sx B est fourni par les
polydisques

[z « 2o el g0,

N
avec A, p >1 ; leur trace sur Z est un systéme fondamental de voisi-

nages stricts de ]Y[g . Au-dessus de Az,
A:',,xﬁ\;, et, en un point x € Z o |t(x)| <p,p>1, On a Iz(x)|§pl/q.

si U = D(0,o™) can.}{a“, et si Vv = %'l(up) c %, les V. forment

donc un systéme fondamental de voisinages stricts de ]Y[ dans pA ; en

Z est contenu dans

N
notant jlp : Vp <> 7, on a par conséquent pour tout faisceau E sur %
.t : N ¥
le = lim jlp*jlpE .
p31
Comme V est un morphisme quasi-compact d'espaces analytiques, les

Ri$¥ commutent aux limites inductives filtrantes [3], et il en ré-

sulte un isomorphisme canonique

Y " N S I
(1.1.2) j' RV, QS — Rv_(j,Q ) .
*y/8 *ULB
. ' lan .
Soit U l'ouvert de A défini par
K
- gs
(1.1.3) ord t > -1 -

Alors U est un voisinage strict de ]X[P, au-dessus duquel 7 est un
i

N

N
revétement étale de P. On a donc jIQ
z/

=0 pour i1, d'ol d'aprés

L)
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(1.1.2) :

1, (y/pP) = j v 0 _,

A\4

Riu (y/Pp) =0 si i

rig* Urig*

de sorte que u (Y/P) est de rang g sur j+ON.
P

rig*

Pour prouver la seconde assertion, on considére le schéma formel
VA image réciproque de 2 par le morphisme g : P' — P ; on peut
encore calculer la cohomologie rigide relative 1Ru£ig*(Y'/P') en

o) -— N
utilisant 1l'immersion Y' < 2' . L'ouvert U' = 3 l(U) de P' dé-
— v

finit un voisinage strict de ]X'[P. dans ]X'[P, au-dessus duquel Z'
est un revétement étale ; il suffit alors de reprendre le raisonne-
ment précédent, et d'observer que
vk N N
g V*(OE) ———ﬂ~v;(0w')

au-dessus de U' .

En prenant X' = X, P' = Px P, 1l'immersion diagonale X ¢ P' et
les deux projections p; : P' — P, on obtient en particulier sur
s .
]PO[P' 1'isomorphisme

(Y/P) ——> u_,

L . ~ L)
(1.1.4) €2 p2urig* rlg*(Y/P ) «——-plurig*(Y/P) ,

qui munit u (Y/P) d'une structure de cristal surconvergent sur X.

rig
Bien entendu, la connexion correspondante est simplement celle qui
provient de ce que 6*0N est une algébre étale au-dessus de U, et est
donc donnée par z

af

(1.1.5) vie) = (3f

+ (qzq-'l--l)-'l -a—f-) e dt .

92
Enfin, l'action de Frobenius résulte de la fonctorialité de la coho-
mologie rigide ; nous l'expliciterons plus loin dans une base conve-
nable.

Remarque. Dans 1l'énoncé précédent, on pouvait prendre K==Qp ’ k==Fp.

(1.2) LEMME. (Dwork [9, § 9]). Soient o G.Fq , o e U son repré-
sentant de Teichmiiller. Il existe une unique série formelle

q(2) € Wilz]]
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de la forme

(1.2.1) q,(2z) = a+z+ Y a 2t
izl
telle que
q _ = ,9_

(1.2.2) qh(z) ?a(z) =z z .
De plus :

(i) Pour tout i>1, on a
(1.2.3) ord a; » qil ,
et ¢ définit une fonction analytique pour ord z > - EéT .

(ii) si wa(z) = Qa(z) -3 -z , alors, pour ord z > - L1

q-1’
lwo (2] ¢ o7/ (D 2] <1,
(iii) Pour tous o, B € Fq‘
qu(?b(Z)) = ?E+B(Z) .

La relation (1.2.2) peut encore s'écrire, avec w = wa(z) :
qz - 5 -
(1.2.4) wi+ 7y (gl)(z+&)q Iwd + (qz+a) T o)w = 2T+ G- (z+) D
j=2
En identifiant les deux membres, on détermine wu(z) grdce a8 la rela-
tion de récurrence :
- (g)gq—l si lgic<<gqg
(g-1l)a, + P.(a,,...,a;_,) =
i it™T1 i-1 o si izq ,
ol Pi est un polyndme & coefficients dans W isobare de poids i par
rapport a ayse..s85_ affectés des poids 1,...,i-1, avec P1 =0.
Les assertions (i) et (ii) en résultent également.

Pour ord z > = E%T' le polygone de Newton montre que 1l'équa-
tion (1.2.4) posséde une unique solution w telle que ord w>O . Par
suite, pour tout o E:Fq , l'é&quation

(1.2.5) x9 - x =29 - 2

posséde une unique solution X, telle que ord(xa-g-z) > 0, nécessaire-

ment égale & (z). Or, si BEeEF_, @ (¢,(2)) est solution de
o q o ?h
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(1.2.5), et

€ (g (2)) =S+ Brz+rw(2) +w (4 (2) ;

comme ord WB(Z) >0, ord wa(qs(z)) >0, et o+8 =a¥s mod p, on en

tire l'assertion (iii).

Remarque. Soit X1 c A} an je disque ouvert défini par
K
ord t > - =% .,
q-1
- N
Avec les notations de 1.1, v 1(Xl) est l'ouvert Y, c Z défini par
ord z > - —%T . L'action de IFq sur Y se reléve naturellement en une

action sur l'ouvert Q du schéma formel Z relevant Y, donc sur la
fibre générique de cet ouvert (qui n'est autre que l'image inverse
par v du disque unité fermé). Le lemme précédent montre que cette
action se prolonge en une action sur l'ouvert analytique Yl’ induite
par (a,(z,t)) > (¢ (2),t) .

X

L'homomorphisme canonique 0 ——>(3*0Y ) 9 est un isomorphisme.
1
r
Puisque Q*OY est cohérent, il suffit que I‘(xl,OX ) — I‘(Yl,OY ) q
1 1 1

soit un isomorphisme. Soit

=1 :
£= 7 ci(t)zl
1

si 1'un des ey est non nul, on peut supposer que l'un des ci(o) est

~

€ r(y,,0, )
1’7y,

non nul. Pour tout o € Iﬁ , On a

q-1 : q-1 :

i i
g cy(t)g (z2)" = ] cy(e)z” ,
1

d'oll au point (0,0) de Y :

g-1 s
J c,(@at =0 ,
i i

ce qui entraine la nullité des ci(O), donc de f.
o)

racines p-iémes de l'unité, et qu'd toute racine m € K du polynéme
p-1
X

(1.3) Rappelons que K = Ko(up) , ol up cK est le groupe des

+ p correspond une unique racine primitive p-iéme de l'unité g,
caractérisée par la congruence
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(1.3.1) £ =1+ 7 mod 1r2
(voir par exemple [15, III 5] ou [18, 4.3]). On en dé&duit, pour tout
meN :

;m = 1 + mw mc:odvr2 .
si m est le représentant de Teichmiiller de la classe résiduelle de
m mod p, alors m= m mod p, et, si (m,p) =1, la correspondance pré-

cédente associe ;m 3 la racine mr de xp—l +p.

Soit ¥y un caractére additif de ]ch , considéré comme étant a
valeurs dans up , et fixons un caractére additif non trivial wo de

Fp . Alors walo\p est une forme linéaire ]Fq —>JFP , et il existe un

unique élément a € ]Fq tel que, pour tout x € ]Fq , on ait
v(x) = y (T (ax)) .
o' tF
q/FP

Si on remplace by Par ‘1’2 , avec (m,p) = 1, a est remplacé par m_la .
Soient iy = wo(l), LI correspondant a ty bpar (1.3.1), et ae WCqu)
le représentant de Teichmiiller de a. D'aprés ce qui précéde, 1'élé-

ment

N
(1.3.2) T, = Tod

ne dépend que de ¢y ; nous le noterons simplement 7 si aucune ambi-
guité n'en résulte. On observera que, si y est non trivial,

=1
ord “W =51

(1.4) LEMME. Soient y un caractére additif de qu ’ nw € K 1l'élément

lui correspondant par (1.3.2).

(i) La série formelle

= -9
Gw(z) expww(z z°)
converge pour ord z > - R—;; .

(ii) Pour tout o € F et pour ord z > - p-1 ’

q’ ap
(1.4.1) ew(fea(z)) = w(a)ew(z) ;
en particulier, ew(&') = y(a) .
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On sait (voir par exemple [10, 21.1]) que la série

6 (z) = expr,(z-zF) converge pour
™o o

ord z > - E%% .
P

L'assertion (i) résulte alors de l'identité& entre séries formelles

2 s-1 _s-1
ew(z)==expno(gz-gpzp)expno(gpzp-gp zP )...expwo(gp zP __ngq)

q

Comme d'habitude, ew n'est la composée de z-z* et expm,z que pour

ord z > 0. Par contre, pour ord z > - PE_I—)I— , Oon a
-1
ord (z—zq >1 -BE2 g50
P ) ap 9 ’

de sorte que ew(z)p est la composée de p(z-zq) et expnwz . On en
déduit :
p _
(Bw(?h(z))/ew(z)) =1.

Donc 9¢(?a(z))= Eew(z), ol £ est une racine p-iéme de 1l'unité qui

est fonction analytique de z pour ord z > - %é}, donc indépendante

=

de z et égale a ew(g). Il suffit alors de vérifier que ew(&) = y(a).

L'estimation des coefficients de e" (z) donnée par Dwork [9, § 9]
(o]
(complétée par un calcul direct pour p=2) montre que
0 (z) =1~

L (0]

z € ngT[z]] . Par suite, on a pour |z| ¢ 1
o

- 2
9"0(2) =1+ myz mod g,

d'ol 1l'on déduit

s-1 _s-1

0,(2) = 1+ no(gz+...+gp zP ) mod w2 .

On obtient alors

N

ew(a) =1 + L T;Fq/Fp(aa)N mod ng ;

il résulte donc de 1.3 que, si o est la racine p-iéme de l'unité

correspondant a on a

'"O,
Tr(aa)'\'=

ew<&) =z, Vo(Tr(aa)) = v(a) .

(1.5) PROPOSITION. Avec les notations de 1.1, soit §f¢ le sous-
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urig*(Y/P) formé des sections sur lesquelles ]Fq

3j 1~(),\l-module de
P

agit par multiplication par ¢ .

et

(i) iw est un j'rog—module libre de rang 1, de base ew ,

u

rig*(Y/P) est somme directe des iw .

(Y/P), et la

(ii) $w est _un sous-cristal surconvergent de Urigu
connexion correspondante est donnée par

(1.5.1) V(B¢) =—1rw ewodt.

(y/p) ,

cas ' . R
(iii) ;f;w est stable par l'action de Frobenius sur urig*‘

qui est donnée sur gw par

- R < T
(1.5.2) Q(Owsl) expno(at a‘t ).ew

(pour le relévement du Frobenius sur P donné en coordonnées homogénes

par F(t,t') = (P, e'P)) .

Les ;&'b sont donc munis d'une structure de F-cristal surconver-
gent ; nous dirons que :C'JJ est le F-cristal de Dwork associé au carac-
tére ¢y .

Notons encore ¢ 1'automorphisme de Y, associé a o € ]E‘q en 1.2.
Par prolongement analytique, l'aqtion de T _ sur urig*(y/P) est
celle qu'induisent les ¢, Ssur jWL\'\r'i'EOY . Pour toute section h de
3*03{1 , posons 1

‘b(B)—lho‘fB i

on vérifie aussitdt que

Par ailleurs,

= _]_'. -1 o =l -1 o
hyo¢, =5 Bgr ¥(8) Theggoq, = 2 Bgr ¥(8) “hogg,
q q

= w(a)hw .

Au-dessus du disque ouvert chx1 défini par ord t > - R%l , la
fonction hw/ew est invariante sous l'action de ]Fq , et est donc une
section 9y de OX ; la relation
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h = f g, o
v v
¥, 0 sur 0 (avec Y, = G_I(XZ)), donc

* Y2 X2

en forment une base. Par passage 3 la limite sur les disques D(O,p ),

montre que les o, engendrent

avec p 251 , l'assertion (i) en résulte.

D'aprés (1.1.5), la valeur en e'b de la connexion V de urigan(Y/P)
est
de
_ q-1 _ -1 Y
v(e‘p) = (qz 1) Tz ® dt

=-1\’w Gwndt ’

ce qui montre que .{\p est stable par V. Comme 1l'isomorphisme ¢ défini
en (1.1.4) est déterminé d partir de V par la formule de Taylor [2,

(4.1)], il en résulte que ¢ induit un isomorphisme pgxw LN p"l‘ :Cw '

faisant de ‘aﬁw un sous-cristal surconvergent de urig*(Y/P) .
Soient 2' =]P,;x IP;_, v' la deuxiéme projection de Z' sur ]P;,,

Vo %" — B 1le morphisme d'espaces analytiques correspondant. La
rig#(Y/P) peut &tre calculée en utili-
sant 1'immersion j' : Y= Z', 1l'homomorphisme naturel

cohomologie rigide relative u
A

Jco(\?;j'JrQ' ) — V370,
125l 54 /P 7
étant un isomorphisme [2 , théoréme 1] . Le tube de Y dans %' est

1'ouvert de /Aﬁm1 défini par

|zl <1, Jtls1, |z29z-t]| <1 ;
les ouverts V‘" définis par

lz| <09, |tl <o , |2%-z-t]<1 ,

avec p > 1, en forment un systéme fondamental de voisinages stricts.
Soit F le relévement du Frobenius sur Z' donné en coordonnées bi-
homog&nes par F((z,z'),(t,t")) = ((zP,2'P), (tP,t'P)) . pour o assez

voisin de 1, on obtient F(Vp) cv p’ de sorte que F induit un
p
morphisme d'espaces munis de complexes de faisceaux

zyl , 3a:

ot
) —> (12,1 s J'Q )
z2' lzol/3 O g

]zo [/p

au-dessus du relévement choisi F : 'f" —> 3 . Par construction de la
cohomologie rigide, l'homomorphisme induit
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O/ nvyytae Oyt
Hxo(vli' @ ) — 3 (vii' '@ )
* 12, 1/B * 12, /8

définit, aprés linéarisation, l'action de Frobenius sur urig&(Y/P)°

Pour calculer ¢(e¢°1)' il suffit donc de relever ew en une section

de %'j'+0 annulée par 4d = — , d'appliquer F & celle-ci,
* ]zo[ %./3 3z

puis de réduire modulo 1l'idéal (zq—z—t) . Pour tout p, la fonction

expnw(zq-z—t) est analytique sur V_, puisque |zF-z-t| <1 et

ord Ty = EéT' La fonction ew.expww(zq—z-t) est donc une section
Nysg T 2
de Vd O]Zo[ relevant ew , et annulée par 3z ° Par suite, ¢(0w®l)

est la classe modulo z3-z-t de
expﬂ;(zp—qu)expwg(qu-zp-tp)

avec 1% = o(n ) = "ng = “qup . On peut alors écrire dans
vy s T
viji' o0 :

* ]Zo[

expno(gpzp_gquqp)expﬂo(gquqp_gpzp_mptp)

= expwo(gt-gptp) ’
expwo(gz—ngq)expwo(ngq-gz-gt)

car toutes les fonctions considérées sont analytiques sur un voisi-
nage strict de 1YI[, et, 1Y[ &tant connexe [3], 1'&galité des séries
formelles en (0,0) entraine 1l'é&galité des fonctions analytiques. Par
réduction modulo zq—z—t, on en déduit 1l'égalité

-1 _ M VPP
<1>(ewol)e“J e_xpno(at art®)

Remarque. La série de Taylor de ;gw est donnée par

o Y
e(1) = ¥ vV (1) LE_TEL_
\)=O Vi
_ T v v (t'-t)
(1.5.3) = exp(—ﬂw(t'-t)) .

(1.6) COROLLAIRE.

(i) Sous les hypothéses de 1.1 (ii), l'action de IFq sur

uéig*(Y'/P') en définit un scindage en somme de F-cristaux surconver-
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gents :gw £ Sur lesquels ZIFq agit par multiplication par y, et 1l'iso-
4
morphisme de changement de base induit un isomorphisme

(1.6.1) f"zw = B*iw - L

(ii) L'action de ]Fq sur H?ig(y'/K') fournit une décomposition

* v et *
(1.6.2) Hrig(Y /K') @& H

' ' *

La premiére assertion est claire d'aprés la démonstration de
(1.1) (ii). Soient X' 1'adhérence de X' dans P', Y' =?'><P,Z' ; on a
alors ]?'[Z. = \'}l'-l(lf'[P.) .
induit un revétement étale au-dessus de U', donc ]Y'[ v ]X'[P.

. n v N
Avec les notations de (1.1), v' : 2'— P'

est un revétement é&tale au-dessus du voisinage strict U'N]X'[ p!

de 1x'I[ On en déduit les isomorphismes

p'

H‘u?'lz.,ji*né') ~ H*(]_)Z'[P.,]R;hr“‘j'l*ﬂé")
~ H"(]?("[P.,J Q};Qé')
v B X, *%;o% yen)
~ HY (X [P.,u]':ig*(Y'/P')oQé')
~ qwaﬂ"(l‘i'lp.,:c’“hfoné') .

En prenant P' lisse au voisinage de X', et tel que X' soit propre
sur k, Y' est une compactification de Y', et Z' est lisse au voisi-
nage de Y', de sorte que l'isomorphisme précédent fournit 1'isomor-
phisme (1.6.2).
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2. F-CRISTAUX SURCONVERGENTS ASSOCIéS AUX REVETEMENTS DE KUMMER.

(2.1) Soient n un entier tel que (n,p) =1, q==pS une puissance de p
telle que n divise g-1. On pose k= ]}3‘q ’ K=Frac(w‘(l=‘q)) ; on iden-
tifiera le groupe Mp des racines n-iémes de 1l'unité dans k au groupe
des racines n-iémes de 1l'unité dans K grdce au caractére de

Teichmiiller g F—)E. Tout caractére multiplicatif y : | — k* est

. s s . vi
une puissance du caractére de Teichmiiller, et, si x(&) = g, avec
Ogign-1, nous poserons a_ = i/n € @ ; on obtient ainsi un isomor-

phisme Hom(u , kK% ~ (% z) /% .

m O
la puissance n-iéme. Soient P la droite projective formelle sur W,

On pose X =Y =6 kK’ et on note u.: Y — X 1'élévation &
r’

j ¢ X<>P 1l'immersion naturelle, u==j°u0 : Y —P.

(2.2) PROPOSITION.

(Y/P) sont nuls pour i>1, et u

. i
(i) Les R urig* rig#(Y/P) est un

F-cristal surconvergent, libre de rang n sur j+0m , dont la formation
- B 7

commute 3 tout changement de base (au sens de (1.1) (ii) ).

(ii) Pour tout caract@re multiplicatif x, soit m& le sous-
(Y/P) sur lequel L agit par multiplication

j+0w-modu1e de
P
par x. Alors QQX est un sous-cristal surconvergent de rang 1 de

(Y/P), et posséde une base GX dans laquelle la connexion cor-

urig*

urig#
respondante est donnée par

-1
.2, v(e = 0 ;
(2.2.1) ( x) axt Xodt

(Y/P) est somme directe des U%(.

urigsﬁ
(iii) L'action de Frobenius sur u (Y/P) induit des isomor-

phismes

rig#

[ 2 F‘ Y — TK
X XP

(pour le reldvement de Frobenius sur P défini par F(t,t') = (tp,t'p)).

Si a, = i/n, et si pi = nbx-ki', avec 0gi' <n, alors
b
(2.2.2) o(0 @1) =t X.0 _ .
X xP
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En particulier, chaque qu a une structure naturelle de Fo-cristal

surconvergent, avec

(q-l)ax

.2. ® 1) = t .
(2.2.3) s(°x°) ex

Le revétement de Kimmer u, ¢ Y — X est la réduction du revéte-
ment analogue de G qu'on peut compactifier en prenant par

m,w’
exemple dans Imix]&t 1'adhérence schématique Z de la courbe d'équa=~
tion z-t de Aiﬁ Ad}; soit v le morphisme induit sur 2 par la pro-

jection sur l'axe des t. Comme V est lisse aux points de Y, on peut
utiliser le relévement Vv de 2 x Spec(k) ——é]Pi (ou plutét le mor-
phisme qu'on en déduit en passant aux complétés formels) pour cal-
culer les Riurig‘(Y/P) . Sur la fibre générique, v est un revéte-

ment étale au-dessus de € donc, en passant aux espaces

K’
analytiques, au-dessus 4d' un voisinage strict de ]x[P (i.e. de 1la
couronne |t| = 1 dans P). On en déduit comme en 1.1 :
_ st . : i =
urig*(Y/P) =3 v*Oz ; ¥i2>l, R urigﬁ(Y/P) =0.

La commutation au changement de base se voit comme en 1l.1.

Soit U = (€_ )"

. K ; au-dessus de U, on peut écrire
’

V05 = 0ylzl/(2"-¢) .

L'action de u, se reléve en une action sur Z au-dessus de U, induite

par (g,2) +—> ¥z pour &€ u_ . On obtient donc

(v/p) = 370 1z 1/(2 1) ,

rlg#
et, si aX = i/n, JCX est le sous-j+OU—module de urigi(Y/P) engendré
par zi ; nous poserons BX = 27, La connexion V de urig*(Y/P) est

donnée par

3
]

H
@
Hh

(2.2.4) V(f) = (

1
+E )Odt,

o
N
S

d'oll (2.2.1). I1 en résulte que CKX est stable par V, et est donc un
sous~cristal surconvergent de

(Yy/p) = ?"‘(5‘(

urig¥(Y/P) ; 11 est clair que

rlgﬁ
Enfin, l'endomorphisme de Frobenius de Y se relé&ve en un endo-

morphisme de Z au-dessus de U, donné par F(z) = zp, qui induit donc
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l'action de Frobenius sur urig*(Y/P)’ On obtient ainsi :
. nb_+i' b, .,
@(zlol) = zpi = z X =t le .
. -
Comme xp(g) = %Pl = 21 , a P = i'/n, ce qui montre (2.2.2), et
X

(2.2.3) en résulte par itération.

(2.3) Remarques. Plus généralement, soient K une extension de Qp'
compléte pour une valeur absolue prolongeant la valeur absolue
p-adique, d'anneau des entiers A et de corps résiduel k. Pour tout

a € 9, on peut définir une connexion sur 0 en posant

Gm,v

(2.3.1) v(1) = at"teat .
(i) si a € zp , ce module & connexion définit encore un cristal
surconvergent ’K% sur Gm k- En effet, la série de Taylor corres-
’

pondante est donnée par

o

I vy en’®

e(l) = oko =T
(2.3.2) — E a(a=-1)...(a=-v+1) (t'?})v .
v=0 vl t
= (14—t};t)a .
Pour a € Z_, le coefficient a(a-1)...(a-v+1l)/v! est un entier

p-adique, de sorte que e(1) définit une fonction analytique sur
l'ouvert U de Aiénl défini par |t-t'| < |t|. Or le tube de la dia-
1 an 1l an 2 an

1
K x IPK est l'ouvert de /AK

gonale de €. k dans 1P défini par
’
€] =1, |t'-t] <1,

et on vérifie facilement que U en est un voisinage strict.

(ii) si a e v - Zp » posons o = Inf la=i|, et soit k3»1 1l'en-
. ] k k-1 L., ez oy
tier tel que |p | <px|p |. Si l'on pose i =1i'p +3j, avec
0<3j< pk, on a donc |a-i| = |a-j|, de sorte que pour v = v'pkd-r,
avec Ogr< pk , on obtient
L]
k v
la(a=1)...(a=v+1) | = |a...(a-p +1)] |a...(a-r+1)]| .

Compte tenu de la définition de k, on voit sans difficulté que
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1]

ol (BF-1)1]
k
op (p =1-k(p-1))/(p-1)

|a...(a—pk+1)[

On en déduit que la série e(1) définit une fonction analytique pour
|[t=t'| < n|t]|, avec

1 k
-(k +"Tf) /P
p p

k
n=nl/p

Le module d& connexion (2.3.1) définit donc sur €, x un cristal "ma ’
’

"surconvergent de rayon n", avec

p_l/p-1 <n< 1l (en se limitant au
1 .
cas n>3 si pP=2).
(iii) Si on se donne de plus un automorphisme ¢ de K induisant
1'endomorphisme de Frobenius de k, alors F¥ '3(;a est défini par le

module & connexion sur Gm » déduit de (2.3.1) par l'endomorphisme

’
oc-linéaire F tel que F*(t) = tP ; cette connexion v° est donc donnée
par
(2.3.3) v(1) = pa®t leat.

Pour définir une structure de FS-cristal ¢ : F°¥ 'JGa SN 'JCa (ol s
est un entier quelconque), il faut se donner une fonction f(t),
analytique sur une couronne de la forme 1l-e<|t| < 1l+e, telle que

df

s
_ s_o _
t-az—(pa a)f .

On en déduit immédiatement qu'une telle structure n'existe que si
(ps—l)a € Z, de sorte que '3Ca est 1'un des "SCX considérés plus haut,
et la structure de F°-cristal est nécessairement celle de 'xx .

(iv) Soient u : Gm,k XGm,k — Gm,k la loi de groupe de Gm,k ’
et P, /Py les deux projections. Notant x,y les deux coordonnées sur
le produit, on a u*(dt/t) = dx/x + dy/y, et on obtient pour tout a
un isomorphisme canonique

(2.3.4) uJ“%a z p:'JCaap;'JCa :

Si X est un k-schéma, u,v : X — Gm k deux k-morphismes, et

’
uv : X — G le morphisme produit, on en déduit donc 1'isomor-
’

phisme

(2.3.5) ¥, uF g eviie, .

a
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On remarquera d'autre part que

(2.3.6) ’SCao’K;b

-1

(2.3.7) .

|e

m%+b !’
Toy -

(v) On laisse au lecteur le soin d'énoncer et de démontrer

l'analogue du corollaire (1.6).

3. LA COHOMOLOGIE DE DWORK ASSOCIEE A CERTAINES SOMMES EXPONENTIELLES.

Dans [21], Robba construit une

de certaines sommes exponentielles d& une variable ;

tion généralise celle de Dwork pour
[41, [10] [161),
[1] pour les sommes de Kloosterman,
[8] et Reich [20] dans

des séries L associées aux variétés

exemple dans ou ou

lisent Dwork

A. Cohomologie analytique.

(3.1) Soient K==¢p, ¥ l'anneau des
1 Z le

résiduel, X un ouvert de :Pk,
1

cohomologie de Dwork pour 1'étude
cette construc-
les sommes de Gauss (exposée par
de Dwork [9] et Adolphson-Sperber
et est analogue a celle qu'uti-
1'étude des fonctions zéta et

sur un corps fini.

entiers de K, k=F
fermé complémentaire ;

son corps
on suppose

que le point & 1'infini de Pk appartient &8 Z, et on note

Z = (al,...,ar,w). On fixe un k-morphisme f :
caractére additif non trivial ¢y de in,

1

X — Ak et un

correspondant 3 w€ 9 par

(1.3). D'autre part, pour tout point a; € 2, a; # «, on se donne un

élément ay € Zp ; soit hi

: X —> Gm,k

le morphisme défini par la

fonction inversible x-a; sur X (x désignant une coordonnée sur Ai).
Par fonctorialité de la catégorie des cristaux surconvergents, on

dispose sur X du cristal surconvergent

(3.1.1) & =

Soient %(x) € CP(X)

dénominateur entiers) relevant la fonction
N
f, et soient, pour tout i, une famille finie de points a; jesP:=PK
’

38
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de spécialisation a; € k , et d'éléments “i,je zp tels que
I j = @j - On pose (avec fr =at/ax) :
3 ’
— _‘1_ - ¥, - - -1
(3.1.2) 8 =g - nf ) oy, y(x-a; ) .

i,3

N
Soit A = ]X[ le tube de X dans P : c'est le complémentaire dans

D(O,1+) de la réunion des disques D(a 1,57 17) ; pour e <1, € #0,
soient A = D(O,(e—l)+) - U D(a, .,€ ), et
¢ i, )

¥ (a) = Lim ra_,0,)
€ h 1 P

l'anneau des germes de fonctions holomorphes sur les voisinages

stricts de A ; la cohomologie étudiée par Robba est 1l'espace

w=x(a) /) .

(3.2) PROPOSITION. Avec les notations précédentes, il existe un iso-

morphisme canonique

W o~ rlg(x/K , 8y .

C'est une conséquence immédiate de la fonctorialité de la caté-
gorie des cristaux surconvergents, et de la définition de la cohomo-

logie rigide. Le morphisme f : X — ﬂ\k défini par f(x) se prolonge
en un morphisme ]P]l( - IPll( , et %(x) en définit un relé&vement a ]P

comme & 6 est défini par le module & connexion (0, - ndt) sur un

¥
voisinage strict de ]A]l( [P dans B, f”%w est défini par 1'image in-

N
verse de celui-ci, c'est-3-dire (0,h , d-nf'dx), sur un voisinage
P
strict de A. De méme, h définit un morphisme ]P]i —> IPk , et, pour
tout j, (x- ay ) définlt un morphisme IP;——> ]P relevant h Par

définition, [x; correspond au module a connexion (O,V,d+at dt) sur un

P
voisinage strict de ]G k[ , et son dual ']Qa est donc défini par

P
(0, « da-ot"dt) . par suite, h ’Ji; est défini par
P _ i,3
(0,‘, rd=ay j(x-ai j) ldx) sur un voisinage strict de A, et, compte
l
tenu de (2.3.6), le cristal n* f}{;a v ® h 'JG est défini par

i j 1:]
(0, ,d- Z ay J(x-ai j) lax) . Finalement, & est donc dé&fini par le
P J ’ ’ _
module & connexion (0, ,d- w%' - z a, .(x-a, j) ldx) = (0, , 2.dx)
B i3 B
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sur un voisinage strict de A.

Soient j : xf—»]p,ll,,

systéme fondamental de voisinages stricts de A, on a :

Y
je : Ae < P. Comme les Ae forment un

hod . . i
j e, = lim ]E*QA .
P < €

e>1
v
La quasi-compacité de P fournit les isomorphismes
n,v .+ i s n,% . i
H'(P,j 9) ~ lim H (P,jE*QA ) .
P < €
e>1

v
Pour tout affinoide V de P, VﬁAe est un domaine spécial de V, et

le théoréme B entraine que les Q; sont acycliques pour je* . Comme
€ " .
Ae est affinoIde, on obtient donc : Hn(P,j+ﬂi) = 0 pour n>0, et
. : P
O, .t iy _ 1 i C s
H (P,] QB) = lzﬂ I‘(A€ ,QAE). Par définition, on a
* * N . 2. . 1
oY (x/k,8) = 5, 3%, 28 5Tol)
g P P

v oaY(xt @) 2 wFa)y

d'ol la proposition.

Remarques.

1) Dans la description des h: 3%' . donnée plus haut, nous avons
implicitement utilisé le fait que si ééax morphismes h',h" relévent
des compactifications d'un méme morphisme h, les foncteurs h'* et
h"* sont canoniquement isomorphes sur la catégorie des modules &
connexion dont la série de Taylor converge sur un voisinage strict
du tube de la diagonale, et définissent le foncteur h* sur la caté-
gorie des cristaux surconvergents. Rappelons que l'isomorphisme
¥ 2 n* oest précisément fourni par la série de Taylor ; par

exemple, dans le cas de mh , celle-ci est d'aprés (2.3.2)

"X" a(a=1)...(a=v+1l) (t'=-t)"
v=0 v! t’

]

(1)

Ly Q
£-ot,

t

(1 +

et 1'isomorphisme h'* > h'* est donné par la multiplication par
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(1

" —h! o
+h—-(—’f—%—13—(—’9—) . On remarquera que c'est cet isomorphisme qu'uti-

h' (x)
lise Robba en [21, 5.4.1] pour se ramener au cas ol les a; 3 sont
r

égaux da un méme point cy de spécialisation a;.

2) En [21, 5.4], Robba calcule plus généralement 1l'indice sur
J€+(A) d'un opérateur de la forme L=P.%2, ol P € Cp [x] peut avoir des
zéros dans A. Les espaces de cohomologie associés & un tel opérateur
possédent certainement eux-aussi une interprétation du point de vue
de la cohomologie rigide, & condition de disposer de coefficients
plus généraux que les cristaux surconvergents, coefficients qui
devraient &tre fournis par un analogue de la théorie des @X—modules
sur une variété complexe. Faute de disposer d'une telle théorie pour
1'instant, nous nous limiterons ici au cas d'un opérateur sans sin-

gularités sur A.

B. Action de Frobenius.

(3.3) Comme on l'a remarqué en (2.3) (iii), les {K;a ne sont pas en

général des F-cristaux, et on ne dispose pas en général d'une action
1

rig s
m/(g-1) , avec m € Z et q = ps, 'X;a est un F -cristal. Supposons

de Frobenius sur H (X/K, %) . Néanmoins, si o est de la forme

donc maintenant que tous les oy intervenant en (3.1) sont de 1la

forme a; = mi/(q—l). D'aprés (2.3.6) et (2.3.5), il existe, pour tout
hi : X — Gm,k , des isomorphismes canonigues

* * emy m*

himmi/q-l v (hi'lcl/q_l) » (h™) 'Xil/q_l .

On peut donc remplacer, dans la définition de e‘g donnée en (3.1.1),
-m,
avec h =1 hi 1 ; on observera

-1 !
1/9-1 i

- . * *
que xl/q—l = 'X’;X , ol x Fy — ‘w‘(]Fq) est le caractére de

Teichmiiller.

le terme ® hI '3(’,;1 par h*'K
i i

Supposons maintenant que X,f et h proviennent par extension des

scalaires d'un ouvert xo c ]PI%. , et de morphismes fo : Xo - AIF ’
q q

h, : X, — ¢ . Alors & provient du F°-cristal

(0] (0] m,]IE‘q

360 = fo(éﬂw)oho('xx) sur (X,/K,,0), avec K, = Frac(\U‘CFq) [v]1) . Soit
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F' =F)s( x Idk : X — X 1le Frobenius géométrique de X ; comme £ pro-
(0]
vient de :&0 , il existe un isomorphisme canonique F"aﬂ AN F;*i, B

et la structure de F-cristal de & fournit donc un isomorphisme
(3.3.1) Y% 2 .

On en déduit par fonctorialité un homomorphisme K-linéaire sur la
cohomologie rigide :

¥
. F'
(3.3.2) o' = rlg(X/K‘.e,) ————+H (X/KF *2)

N

rlg(X/K ,8) .

Pour obtenir une formule de rationalité pour la fonction L
définie par les sommes exponentielles associées & y,x,f,h, Robba
considére la cohomologie de :{;-l plutét que celle de L
f(x), h(x) € K(x) relavent £(x),h(x), ¥ !
voisinage strict de A par le module & connexion

est donc défini sur un

(0, ,4 + (vf' (x) -

= T Eyax) =: (0, ,2'.dx) .
P P

Robba suppose d'autre part que x est inversible sur X, le cas général
s'y ramenant facilement ; il construit alors sur W': = JC+ (A)/xJL'JC+ (a)
YW o= JCT(A)/!L'JCf (A) un endomorphisme o tel que det(l-ta) four-

nisse le facteur de poids 1 de la fonction L.

(3.4) PROPOSITION. Avec l'identification W' » H (X/K :8 résul-
tant de (3.2), ¢' et « sont 1liés par la relatJ.on

(3.4.1) aod' = 9'oa = q .

Le morphisme F' : IP,I( —->]P11< peut é&tre relevé sur IP& en prenant

1'identité sur V¥ et 1'élévation a8 la puissance g-iéme sur une coor-
donnée. Avec les choix faits en (1.5) et (2.2), les isomorphismes

F"%Jl -—"'—>£;1 ' F'*'J(',;l —Néﬂc;l sont donnés respectivement par la
multiplication par
expw(tq—t) ,

t-l

<bw(1)

@X(l)

sur 0, , sur des voisinages stricts de M\. [ et ]G k[' Notons encore
P
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%’,,h\' les morphismes B -——>B définis par %(x),ﬁ(x), F' : B >3 le
morphisme défini par t +— t9. Les isomorphismes images inverses par

f et h:
f*F'* $;1 N f* z;l , h*F'*%;l N hi‘m;l

sont donnés par la multiplication par expﬂ(%(x)q—%(x)) et par
I'\i(x)“1 sur 0, , sur un voisinage strict de A. Comme on a en général

P N N - -
g'o%’ # %og' , (resp. F'oh # ho%‘l'), 1'isomorphisme F'*f*iwl N f\“}."'i'iotw1

(resp. F'*h*ﬂ(‘,;l L h*F'*fR;l) est non trivial, et est défini par
"
substitution de %'*%*(t) et 'E*%'*(t) (resp. F'*'}\{*(t) et ﬁ’%'*(t))

d t' et t dans la série de Taylor (1.5.3) (resp. (2.3.2)) de %;l
(resp. ’Jc;l) ; 11 est donc donné par la multiplication par

N - -
h (x%) K (30 9 71/971
nix) 9
h(x)
la surconvergence résulte de celle des cristaux %;1 et ':k;;l . Si

expw(%(xq) -%(x)q) (resp. (1+ ) , fonctions dont

1'on pose

(3.4.2)

& (x9) -1 (%) 9. 1/a-1
G(x) = expr (¥ (x) - () Dy expr (F ()T - FxI B x0) (1 +h‘§—())g&)
Y

G(x) est analytique et inversible sur A_ pour ¢ assez prés de 1, et
1'isomorphisme ¥t g7l est défini par la multiplication par
G(x)_l sur OAe .

Soient zi = x', Ric = xl'c, avec
v
- n 1 (9
P =dd_x+ qxq l(vrf'(xq) - E%—lh"'—i%)-) ,
h(x*?)

de sorte que I correspond & la connexion définissant F'*‘z—l . On

déduit de (3.2) un diagramme commutatif
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X. ]
' 2
Hpyg /K, €7H s wrad ) Ao ata)) a1 a)
l | 5|
\o X. 01
Hxl:ig(x/K,F'*i—l) 2atat @) 2 rta)y) 2 atad a3 xt o))
lz G-l.f G‘l.lz
X. [
Hiig(x/x, g™ — s ptata 2-xT@a)) = tet@- @),

ol x. et c L. désignent les homomorphismes induits par la multipli-

cation par x et G—l, et u, u, sont respectivement induits par

1
@(x) —> qxq_lq(xq) et @(x) F*'qw(xq) . Par suite, dans l'identi-
fication Hiig(X/K, £ﬁl) ~ W', o' correspond au morphisme induit par

¢(x) — g6~ (x)ep(xT) .

D'autre part, l'endomorphisme o est induit par l'application
« : ®¥7(a) — %7 (a) définie par al(g) = 4q(GP) , oY, pour € € xt @y,

on pose
W8 (x) = 2 1 &(z) ;
q a a
z *=x
rappelons que wq est inverse d gauche de E(x) +— £ (x9) [10, 3.5~

3.6]. Il en résulte que aod' est induit par
@(x) F%'wq(G(x)qG(x)_l?(xq)) = g¢(x) ; comme W' est de dimension
finie, on obtient la relation (3.4.1).

C. Cohomologie analytique duale.

Bien que la proposition suivante reste valable sous les condi-
tions plus générales de (3.1), nous suivrons l'exposé& de Robba, et
resterons sous les hypothéses de (3.3). On a donc £@=f*£¢oh*1&/q_l;
en posant

£ est défini par le module & connexion (0, , £dx) sur un voisinage Ae
P
de A. Soit d'autre part K' l'espace de cohomologie dual de W' défini

en [21, 8.2] ; nous en rappellerons la construction plus bas.
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(3.5) PROPOSITION. Avec les notations précédentes, K' s'identifie
canoniquement 3 1l'espace de cohomologie rigide & support propre
He(X/K, %)

Soit e<1, € # O, tel que & soit défini sur A_ par (0, , 2dx).
P

Posons Be = AE -A ; alors, en prenant ¢ assez prés de 1, on peut

supposer que Be est réunion disjointe de couronnes Ci (resp. C_)

définies par les inégalités e lx-ci] <1 (resp. 1< |x]|< e, on
les cy ont pour spécialisation les points ay de A}];— X.

Par construction, la cohomologie & support propre de X & coef-
ficients dans ¥ est donnée par les espaces de cohomologie

HIJ’\(AE ’ %oﬂl; ), oi, pour tout faisceau abé&lien E sur Ae , On pose
€
FA(Ae , E) = Ker(I‘(Ae , E) — 1“(BE ,E)) . Si on note i l'inclusion de

Be dans AE , les faisceaux qu*i*E sont nuls lorsque E est un

OA ~module cohérent et g 2> 1, car, pour tout affinoide VCI-\E ' VﬁBe
€

est quasi-Stein, et Hq(VﬁB€ ,E) =0 pour g1 [14, 2.4] ; 1le
complexe de cohomologie locale ]RLA(E) s'identifie alors au complexe
E — i*i*E (en degrés 0,1). De méme, on a alors Hq(AE,E) =Hq(BE,E) =0
pour q >1. Les HIJ;(AE ’ 'ﬁoQA ) sont donc les espaces de cohomologie

€
du complexe simple associé& au bicomplexe

(3.5.1) ra_, ;&"QAE) —>I‘(B€,£OQI;€) .

Comme I‘(AE ’ OA ) — I‘(BE , OA ) est injective, H%(X/K,%) est nul,

€ €
et Hi(X/K,%) est le noyau de l'application

)/T(A_, 0, ) —2—>T(B_, 0p )/T (B, 0

€ €

A )

I‘(Be,O .

A
déduite de & par passage au quotient.

Puisque Be est réunion disjointe des Ci et de C_, on a

T(B_,0,) = (®T(C;,0, 3) ®T(C,,0, ) ;
€ 1 € €
r(c,,0, ) est 1l'ensemble des séries Y e, L(x-c )j convergentes
i’"A jeg /3 i
pour e < Ix-ci| <1, tandis que T(C_, 0p ) est l'ensemble des séries

€
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! o« .xJ  convergentes pour 1 <|x|§s-1 . Soient

jEX |

P, : T(Cy,0, ) —T(A_,0, ), P, : T(C_,0, ) —T(A_,0

i les ap-

A )
€ € € €
plications K-linéaires définies par

P.( J oo, .(x—ci)j)

—e )3
1 i,) .Ij(x ci) !

"
~1
Q
"

JjEZ j<O
P.( ) a .xJ) = ] a, .xJ
jez 7 jzo 7Y ’

et y,:=P_ + g P, : P(Be'er) — F(AE,OAE) . Il résulte de la dé-

composition de Mittag-Leffler [11, I.1.3] que Y, est une rétraction

K-linéaire de I‘(BE,OA ) sur I‘(AE,OA ). Soient R 1le noyau de

€ €
Y, r Yy s I'(B_ ,0 ) — R 1le projecteur associé a vy ;f{=(e f{.)eﬁ ’
+ - € AE + i T *®

oil R, est l'ensemble des séries o, .(x—c.)J convergentes pour
i 330 i,3 i

|x-ci|< 1l et ﬁm l'ensemble des séries Y o ij convergentes pour
j<o 7’

A
|x] > 1. En particulier, R est indé&pendant du choix de e, et on peut

remplacer P(AE,OA ) et I‘(BE,OA ) par leurs limites inductives
€ €
pour ¢ =5 1 comme dans [21]. Si j est l'injection de R dans F(Be'OA ),

€
K' est par définition le noyau de 1l'application composée y_o(2x)ej .

La multiplication par x é&tant bijective sur I‘(AE,OA ) et
€
F(BE,OA ) pour ¢ assez prés de 1 (rappelons que x est supposé inver-
€
sible sur X), on obtient un isomorphisme

_l —
HL(X/K, %) X Ker(r(B_,0, )/T(A_,0, ) —Z> P(B,,0, )/T(A,05 ) -

€ € €

D'autre part, on déduit de y_ un isomorphisme K-linéaire

N A
Y @ P(BE'OAE)/F(AE'OAe) —> R ,

qui induit un isomorphisme Ker(%x) —— Ker(y(%x)y ') . Comme

y(EE)Y_l = y_(2x)j, la proposition en résulte.

(3.6) A titre d'exercice, nous laissons le lecteur vérifier que, dans
1'isomorphisme précédent, l'action de Frobenius par fonctorialité sur
Hé(x/K,%) s'identifie 3 celle que définit Robba sur K' en [21, 8.3] .
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(3.7) Remarque : Compte tenu de (3.5.1), l'homomorphisme canonique

de la cohomologie & support propre dans la cohomologie sans supports

1 1
(3.7.1) Hc(X/K,aG) —_— Hrig(X/K,$)
est l'homomorphisme du serpent défini par la suite exacte de com-

plexes de longueur 1

o > F(Ae,OA ) > F(Be,OB ) > F(BE.OB )/l‘(Ae,OA ) > 0
€ € € €
L 2 2
o) > I‘(A€,0A ) > ”Be'OB ) > 1"(13.E,0B )/1"(41\6,0A ) > 0
€

€ € €

L'isomorphisme de (3.2), composé avec la multiplication par x—l,

identifie H;ig(x/K,Hﬁ) au conoyau de &x sur r(Ae,OA ) . En
€
identifiant d'autre part Hé(x/K,af) au noyau de &x sur
I'(AE,OA )/F(BE’OB ) comme en (3.5), on voit immédiatement que
€ €

(3.7.1) s'identifie 3 l'application BF de [21, 8.4] utilisée
par Robba pour définir la "structure symplectique" sur ses espaces

de cohomologie.
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