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RAPPORT SUR LES S - ATLAS 

W.T. van Est 

INTRODUCTION 

L'objectif de cette introduction est , entre autres, d'esquisser le cheminement 
d'idées très simples par lequel l 'auteur a été amené à s'occuper des S - atlas 
(alias schémas de variété) et des structures transverses. 

Le point de départ é ta i t une certaine anomalie dans la théorie des algebres de 
Lie Banachiques, sujet à première vue assez éloigné des structures transverses. 
L'anomalie en question c'est que, contrairement au cas de dimension finie, une 
algèbre de Lie Banachique L de dimension infinie n 'est pas toujours l'algèbre de 
Lie d'un groupe de Lie Banachique. On dira dans ce cas que L est non-intégrable.*) 
Cependant une analyse approfondie fait apparaître que pour tout L i l existe 
toujours un groupe abstrait L bien déterminé qui admet le groupe adjoint de L 
comme facteur, et qui coincide, dans le cas integrable, avec le groupe de Lie 
Banachique simplement connexe associé à L . 

Cela suggérait d'introduire une notion convenable qui devrait contenir la notion 
de variété comme cas particulier, et qui permettrait en même temps d'affirmer que 
tout L définit un "groupe analytique" simplement connexe. L'analyse mentionnée 
conduit à définir la notion cherchée par un atlas où i l y a éventuellement une 
infinité de changements de carte entre deux cartes données. Plus précisément, dans 
le cas d'un atlas d'une variété les changements de carte engendrent un pseudo-groupe 
- di t pseudo-groupe de transition - sur la réunion disjointe des cartes. Plus 
généralement on considère dans ce travail un couple (V;T) d'une variété V et un 
pseudo-groupe T opérant sur V comme un "atlas généralisé". Un te l couple (V;T) 
a été appelé schéma de variété par l 'auteur et S - atlas par Pradines. 

Un morphisme f : M M de variétés admet ipso facto une description en termes 
des atlas (V ;̂T^) , i = 1 , 2 , qui décrivent les . Cela comporte une collection 
d'applications part iel les -> "compatibles avec T̂  et T̂  ". Puisqu'une 
te l le définition ne fait en rien appel à la nature spéciale des deux at las , on est 

*) Ne pas confondre avec la notion de non-intégrabilité dans la l i t térature clas
sique qui revient à la non-résolubilité. 
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amené à l'adopter comme notion de morphisme de S - at las dans le cas général. Au 
lieu d'opérer avec les pseudo-groupes on passe souvent aux groupoides de leurs 
germes, et la notion de morphisme de S - atlas se traduit en termes de ces 
groupoides de transition. Bien qu'un morphisme de groupoides entraine un morphisme 
de S - a t l a s , la réciproque n 'est pas vrai en général (§ 3 . 1 ) . Cela montre qu ' i l 
faut distinguer entre la catégorie des groupoides d'une part et celle des S - atlas 
d'autre part . 

Le passage d'un S - atlas à son quotient par rapport aux changements de carte, 
conduit à un espace topologique (en général non-séparé) mais fa i t , en général, 
complètement perdre de vue la structure différentielle. C'est pour cela qu ' i l vaut 
mieux garder l ' a t l a s comme te l et n 'u t i l i se r qu'accessoirement le quotient par 
rapport aux changements de carte. 

Pour le cas d'une algèbre de Lie Banachique separable le type de S - atlas qui 
intervient est une Q - variété au sens de Barre. La thèse de troisième cycle de 
Michèle Plaisant [ 2 0 ] contient une formulation du troisième théorème de Lie dans 
ce cadre. Pour le cas non-séparable i l semble assez probable qu'on puisse toujours 
aboutir de cette façon à une restauration du troisième théorème de Lie quitte à 
élargir la notion de Q - variété à celle de S - atlas à holonomie t r iv ia le . 

Dans cet ordre d'idées on est amené à étudier la notion de connexité simple ou 
plutôt celle de groupe fondamental pour un S - atlas quelconque, et à en trouver 
d'autres applications. 

Une approche toute naïve pour la définition du groupe fondamental consiste en 
la recherche des définitions du groupe fondamental et du revêtement universel d'une 
variété ordinaire en termes d'un a t las . En effet un atlas d'une variété V cor
respond à un recouvrement Ü = ^Uĵ  Par ^es ouverts u^ <ïui correspondent aux 
cartes. Un te l recouvrement donne lieu à un complexe de Cech E(U) en prenant 
comme simplexes de dimension n les composantes connexes des intersections de 
(n+1) - uples de U_̂  , et en définissant les opérateurs de bord de manière corres
pondante. Si les cartes sont simplement connexes, le groupe fondamental de £(Ü) 
s ' identifie à celui de V , et les revêtements simpliciaux de E (li) sont en 
correspondance "bi-univoque" avec les revêtements de V . Or cette définition 
combinatoire du groupe fondamental se traduit facilement en une définition en 
termes du pseudo-groupe de transition ou plutôt en termes du groupoide topologique 
de transition; le "groupoide associé des composantes connexes" du dernier contient 
toute l'information nécessaire. Comme cela ne fait en rien intervenir la nature 
spéciale de l ' a t l a s , on est amené à l'adopter comme définition pour un S - atlas 
quelconque à cartes simplement connexes. Cependant i l faut alors montrer que le 
groupe fondamental et les revêtements ne changent pas essentiellement lorsqu'on 
remplace l ' a t l a s par un atlas équivalent. Cette construction est discutée dans 
§ 1 - § 3 ci-dessous. 
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Ceci étant, i l semblait assez naturel de chercher des applications dans le cas 
d'un S - at las de la structure transverse d'un feuilletage. Le résultat qui fournit 
une base pour de te l les applications c 'est que le groupe fondamental de la structure 
transverse est un quotient de celui de la variété feuilletée (§ 3 , Théorème 3 ) . 
Cela permet de t i re r des conclusions sur le dernier à part ir d'information sur le 
premier. Une situation étudiée dans la l i t térature à plusieurs reprises est celle 
où la structure transverse peut être décrite par une variété connexe et simplement 
connexe V munie d'un groupe G de difféomorphismes comme pseudo-groupe de 
changements de carte. Si G jouit en plus de la propriété: 
(g € G, U c v ouvert, g|u = id^) (g = id^) , - et nous dirons dans ce cas que 
G opère de façon génériquement libre - V s'avère le revêtement universel du S-
atlas (V;G) , et G est le groupe fondamental (bien que G puisse opérer à 
points fixes!). Dans le cas où G possède des éléments localement stables, le 
revêtement universel est le S - atlas (V'GQ) et le groupe fondamental s ' identifie 
à G/Gq , où Gq désigne le sous-groupe distingué engendré par les éléments 
localement stables [ 6 ] . 

Dans le cas d'une famille régulière de courbes sur une surface la structure 
transverse est de te l le nature; on l ' a étudiée dans certains cas de ce point de 
vue dans [ 1 1 ] , [ 9 ] , [ 3 ] . Là les points fixes de G correspondent aux courbes 
périodiques. 

Dans une conversation G. Reeb a suggéré que la théorème de Haefliger sur les 
feuilletages analytiques de co-dimension 1 devrait admettre une démonstration 
dans ce cadre. En effet i l s'avère que tout S - atlas analytique connexe*) de 
dimension 1 est équivalent (en tant que S - atlas) à un atlas (V;G) du type 
envisagé où V est une variété analytique de dimension 1 (en général non-séparée) 
et G opère de manière génériquement libre [ 8 ] . En particulier pour un feuilletage 
analytique de codimension 1 d'une variété connexe analytique M , la structure 
transverse est décrite par un S - atlas connexe analytique de dimension 1 , c 'es t -
à-dire par un S - atlas qui est équivalent à l'un du type (V;G) . Si M est 
compacte, l'espace \V l ' e s t aussi **), et V étant non-compacte, cela implique G 
que G est un groupe infini . Puisque G est le groupe fondamental de (V;G) et 

que G est l'image surjective du groupe fondamental de M , i l s'avère que le 

groupe fondamental de M est d'ordre infini , ce qui constitue le théorème de 

Haefliger ( [ 1 0 ] , p. 3 2 4 ) . 

Ci-dessous (§ 4 .2 ) on va démontrer par la même méthode qu'un S- atlas connexe 

de dimension 1 à holonomie unilatère t r iviale et de classe C (k ^ 0) est équi-

valent à un te l atlas de classe C ; inversement tout couple (V;G) de cette 

*) Un S - atlas est di t connexe si son espace topologique associé est connexe. 
**) Ici compacité signifie quasi-compacité au sens de Bourbaki. 
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nature est un S - at las connexe à holonomie unilatère t r iv ia le . 
L'argument essentiel de la méthode de [8] consiste en une vérification d'un 

cri tère de Malcev pour 1'intégrabilité d'un groupe local. C'est au fond le même 
argument qu 'ut i l ise S. Jekel dans [15] où i l montre que le classifiant de Haefliger 
Br̂  est un K(G,1) , ce qui lui permet d'obtenir le théorème de Haefliger en con
séquence. Nous reviendrons plus loin sur le lien entre les classifiants de 
Haefliger et le groupe fondamental d'un S - a t l a s . 

La théorie du groupe fondamental d'un S - atlas permet de développer une théorie 
galoisienne de revêtements ramifiés d'une variété connexe. Pour cela i l faut 
introduire pour une variété V la notion de donnée de ramification, qui n 'est 
autre qu'un S - atlas V qui décrit la nature de la ramification permise, et pour 
lequel V s ' identifie à l'espace topologique associé Top V . Cela étant, un 
morphisme f : W -* V d'espaces topologiques est di t revêtement ramifié compatible  
avec V s ' i l existe un diagramme commutatif 

Top V > W 
Top <p S f 

Top V = v 

où la flèche Top V -> W est un homéomorphisme et où V V est un revêtement de 
S - a t l a s . Cela entraine que parmi les revêtements ramifiés compatibles avec V i l 
existe un universel f : V -* V te l que tout autre revêtement ramifié g : V -> V 
compatible avec V est un quotient de f par rapport à un sous-groupe du groupe 
fondamental i . e . le groupe d'automorphismes de V qui est l'image par rapport au 
foncteur Top(...) du groupe fondamental du revêtement universel 5 -> V de 
S - a t las . 

Les revêtements ramifiés au sens classique de la sphère de Riemann [ 7 ] , ou plus 
généralement d'une surface compacte de Riemann R , rentrent dans ce cadre. Une 
donnée de ramification V dans ce cas comporte de façon unique une signature au 

sens de Weil [28], i . e . une fonction o : R -* U à support |a | := a *(U+1) f ini , 

et vice versa; on écrira V au lieu de V . Alors les revêtements ramifiés 

compatibles avec V sont précisément les revêtements ramifiés au sens classique 

f : R -» R pour lesquels l ' indice de ramification en chaque point x e R est un 

diviseur de o(f(x)) . Autrement d i t , au-dessus de R - \o\ l ' indice de ramifica

tion de f est partout égal à 1 , i . e . f est régulier sur f (R - \o\) , et 

pour x e f ~* (x) , x G | cr | , l ' indice de ramification de f en x est un diviseur 

(éventuellement 1 ) de a(x) . Le groupe fondamental est un groupe fuchsien à 

présentation T„ = T0 . . . = T = T T . . . T = 1 où n. = o(x.) , i = 1,...,k , 
* 1 2 k l 2 k i l 
et 1 cr | = {Xl,...,xk} . 

C'est précisément dans le but de donner un exemple concret de calcul du groupe 
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fondamental que nous avons explicité ce cas particulier. Dans les Notes de 
Thurston, chapitre 13 , on trouvera une discussion de toute une série d'exemples de 
données de ramification (orbifolds au sens de Thurston) et leurs revêtements 
ramifiés associés [ 2 7 ] . 

En rétrospective la notion de S - atlas n 'est pas neuve. Elle s 'est développée 
au fur et à mesure qu'on cherchait à introduire une notion convenable (souvent plus 
spéciale que celle de S - atlas) pour certains quotients qui échappent à la notion 
usuelle de variété. On pourra citer à cet égard [ 2 4 ] , [ 2 ] , [ 1 8 ] , [ 2 1 ] , [ 3 0 ] , [ 5 ] , 
[ 1 3 ] , [ 2 7 ] ; d 'ai l leurs en théorie ergodique la notion de groupe virtuel due à 
Mackey [ 1 7 ] et élaborée par son école (voir p. ex. [ 2 3 ] ) peut être envisagée comme 
une version "mesurable" de la notion de S -a t l a s . 

De même, la notion de groupe fondamental introduite ci-dessous n'est pas nouvelle 
non plus. Par exemple Hector dispose depuis longtemps d'une construction (non 
publiée) d'un complexe simplicial associé au groupoide d'holonomie dont le groupe 
fondamental s ' identifie à celui décrit i c i . Dans [ 1 6 ] on trouvera une construction 
apparentée à la construction du "groupoide des composantes connexes" ci-dessous. 
[ 5 ] contient en germe l ' idée du groupe fondamental. Finalement le groupoide d'un 
S - atlas admet, comme tout groupoide topologique, un classifiant ( [ 4 ] , [ 1 2 ] , [ 2 5 ] ) , 

dont le type d'homotopie ne change pas si l'on passe à un S - atlas équivalent. 
Comme Haefliger m'a fait remarquer, cette propriété permet de démontrer que le 
groupe fondamental construit ic i à la Cech n'est autre que celui du classifiant. 
Le seul mérite ( s ' i l y en a un) de cet exposé-ci est peut-être de montrer comment 
la méthode à la Cech permet de calculer explicitement les revêtements et le groupe 
fondamental d'un S - atlas et de clarif ier le cas de dimension 1 à holonomie 
unilatère t r iv ia le . Le dernier paragraphe ut i l i se la même méthode pour calculer 
dans certains cas le second groupe d'homotopie d'un S - a t l a s . 

Pour ne pas déborder trop les limites d'un rapport, on a supprimé la plupart 
des démonstrations, qui sont d 'ai l leurs de nature élémentaire. Une version plus 
élaborée et complète en collaboration avec Barre paraîtra (peut-être) comme 
publication séparée. 

En conclusion l'auteur t ient à signaler que des conversations avec Barre, Hector, 
Molino, Pradines, Reeb lui ont été essentielles pour clarifier les idées. 

L'auteur est redevable au référée de nombreuses suggestions pour améliorer 
1'exposé. 

Après l'achèvement de la rédaction de cet ar t icle l'auteur a reçu le texte du 
travail de Haefliger "Groupoides d'holonomie et classifiants" (voir ce volume). 
Parmi les points de raccord des deux textes signalons en particulier les suivants: 
2 .3 (Groupoides) 3.2 (Rapport); 4 . 1 - 2 (Gr.) 4 . 1 et 5 (R.); 
Appendice (Gr.) * - > 4 . 1 (R. ) . 
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§ 1 - Groupoides discrets 

Le livre [14], chap. 11-13, pourra servir de référence générale pour ce para
graphe . 

Notations 
G, H, . . . désigneront des groupoides, et E , E , . . . leurs ensembles des 

identi tés; les identités sont parfois appelées sommets. 
a, 3 sont les applications "source" et "but". 
g^2 est défini ssi 3 ^ ) = a(g2), g^ e G , i = l , 2 . 
Pour un ensemble E on désignera par la même le t t re le groupoide t r iv i a l où 

a = id = 3 ; EXE désignera à la fois l'ensemble et le groupoide à loi de multi-
E 

plication (e!'e2^ (e2'e3J = *el'e3*' ei 6 E " 
$ , Y, . . . étant des morphismes G -* H , les applications induites E -* E 

seront désignées par cp# , . . . . 

1.1. Généralités 

Pour un groupoide G , l 'application G ^ A ' ^ > E * E est visiblement un 
morphisme de groupoides. G sera di t cohérent s i (a,3) est surjectif, et 
simplement cohérent si (a,3) est injectif. Alors " (a,3) est un isomorphisme" 
équivaut à "G est cohérent et simplement cohérent". 

Un sous-groupoide cohérent maximal est appelé composante cohérente. Tout 
groupoide est somme disjointe de ses composantes cohérentes. 

Pour un morphisme $ : G -* H le noyau ker $ est défini par ker $ := $ (E ) ; 
$ (e), e e E , est la fibre au-dessus de e pourvu que $ (e) ^ 0 . On H 
désignera ker(a,3) souvent par G£ ; Ĝ  désignera la fibre au-dessus de (e,e) 

et est appelé le groupe de cohérence en e . Dans un groupoide cohérent les 

groupes de cohérence sont isomorphes l'un à l ' au t re . 

Un morphisme surjectif $ : G -> H est appelé fibration si les fibres sont 

cohérentes, et est appelé déroulement lorsque $ met en correspondance biunivoque 

a_1(e) et a'^cpfe)) pour tout e e E . Alors, s i $ est un déroulement, on a 
G 

ker $ c E^ . 

*) = t ransi t i f au sens de [10]. 
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Toute surjection G H de groupes est une fibration. De plus, H étant un 
groupe, et G étant le groupoide cohérent et simplement cohérent Hens x Hens ' 
le morphisme $ : G -> H défini par (h^t^) h» est un exemple d'un déroule
ment. 

De même on définit pour un groupoide cohérent H , après avoir choisi un sommet 
de base e e E„ , le groupoide G = { (h. ,h.) I a (h. ) =a(hn) = e } c H X H 
Dans ce cas-ci, comme dans le cas précédent, G est cohérent et simplement co
hérent, et (hj,h ) h> h^1*^ est un déroulement« 11 est à remarquer que, si dans 
ce cas eQ parcourt ER , le groupoide G parcourt les composantes de cohérence 
du produit fibre de H x H et E„ au-dessus E„ x E par rapport au 
morphismes a x a : H x H -> E x E„ et le plongement diagonal 
E -* E x E . 

Un sous-groupoide N c G est di t distingué lorsque E c N et gNg c N pour 
tout g € G . En particulier tout sous-groupoide simplement cohérent, qui contient 
Eç , est distingué. 

Pour N c G distingué on munit N\G/N := {NgN | g e G} d'une structure de 
groupoide en définissant (Nĝ N)(Nĝ N) := NgJĝ N pourvu qu ' i l existe g^ e Nĝ N , 
i= 1,2 te l que so^-t défini; dans ce cas NgJĝ N ne dépend pas du choix 

particulier du couple gj,g^. La projection canonique g -» NgN est une fibration 
G -> N\G/N dont les fibres sont les composantes cohérentes de N ; en particulier 
G\G/G s ' identif ie à l'ensemble des composantes cohérentes muni de sa structure de 
groupoide t r i v i a l . Réciproquement toute fibration $ : G -» H est essentiellement 
la projection canonique G ker $\G/ker $ . 

Pour qu'un morphisme surjectif $ : G -* H de groupoides cohérents soit une 
fibration i l faut et i l suffit que $(G ) = H . x pour tout e e E_ . 

Dans la catégorie des groupoides des produits fibres existent. Le pull-back 
d'une fibration est une fibration et le pull-back d'un déroulement est un déroule
ment. 

Pour une surjection d'ensembles cp : F -> E , cpxcp : F x F -» E x E est une 
fibration à fibres simplement cohérentes. 

G XX E (F X F) sera désigné par ^G et appelé le relèvement de G par rapport 

cp . La projection canonique ^G -> G , qui est le pull-back de cpxcp suivant 

(a,3) / sera désignée par $ . L'ensemble des identités de ^G s ' identifie à F 

de façon que cp : F E soit l 'application induite par $ . Les fibres de $ G 

sont simplement cohérentes (et cohérentes!). 

Réciproquement toute fibration $ : G -» H à fibres simplement cohérentes est 

essentiellement la projection canonique -> H ; par la suite une te l le fibration 

sera appelée couverture. 

Le pull-back d'une couverture est une couverture. 
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Pour tout groupolde G on définit le nerf NG comme le complexe dont les 
n-simplexes, n > 1 , sont les suites (g^ , . . . ,gn> te ls que 9j<?2 gn soit 
défini. A tout e e Eç on associe un 0 - simplexe *e . Les opérateurs de face 
et de dégénérescence d^'sj sont définis à la Eilenberg-MacLane. En particulier 
en dimension 1 et 0 on a dQ(g) = *$(g) , (g) = *a(g) , sQ(*e) = Sj(*e) = (e) , 
g e G , e e E . 

Le classifiant BG est pris comme la réalisation géométrique de NG . En con
séquence les composantes de cohérence de G correspondent aux composantes connexes 
de BG . 

Pour tout e e E^ i l y a un isomorphisme canonique G -> TT. (BG,*e) . Pour un G e 1 

groupoide cohérent et simplement cohérent G , BG est homotopiquement t r i v i a l . 
Supposant pour le reste que G soit cohérent, BG est un espace asphérique. 
Prenons dans G un sommet de base eQ € EG ' et un sous-groupoide cohérent et 

simplement cohérent maximal. (On obtient un te l A en choisissant pour chaque 
e e EG un élément g^ qui re l ie eQ à e , et en prenant A comme le sous-
groupoide engendré par les g .) Alors tout g e G s 'écr i t de façon unique 
g = aigoa2 , a. e A , gQ e . 

Y : g -» gQ est une fibration à fibre A , et N¥ est une rétraction par 
déformation; en conséquence BHf : BG -» BGGq est une équivalence d'homotopie. 

Toute fibration $ : G -* H entraîne une fibration simpliciale N$ dont les 
fibres sont les nerfs des fibres de $ ; B$ est une fibration au sens de Serre à 
fibre homotopique égale au classifiant d'une fibre de $ . En part iculier , pour 
une couverture $ : G -» H , B$ : BG -* BH est une équivalence d'homotopie. 

Un déroulement $ : G -> H se traduit par des revêtements N$ : NG NH et 
B$ : BG -» BH . En particulier , pour un H cohérent, l'exemple du déroulement 
(h^,^) h» hi*n2 s'avère le revêtement universel au niveau du nerf et du classifiant. 

1.2. Déroulements 

Soit $ : G -» H un déroulement. Puisque pour tout e e E , a *(e) est 
contenu dans la composante cohérente de e , i l s'ensuit que pour toute composante 

cohérente H. de H, G. :=$ (H.) —•H. est encore un déroulement. De plus 
1 1 1 1 $ 

pour toute composante cohérente G.. de G. , on a $(G..) = H. , et G.. —• H. 

est un déroulement. C'est pour cela que pour le reste de cette section les 

groupoîdes seront supposés COHÉRENTS sauf mention du contraire. 

Etant donnés deux déroulements A. : G. -» G , i= 1,2 , un morphisme $ : G1 G2 
t e l que ^ = ° $ sera di t morphisme de déroulements. De cette façon les 
déroulements au-dessus de G constituent une catégorie. 

Le groupe Aut(A) des automorphismes d'un déroulement A : G -* G opère l ibre
ment sur G . Pour tout sous-groupe F c Aut(A) , l'ensemble des orbites F\G 
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admet une unique structure de groupe-Ide de façon que la projection canonique 
: G -» F\G soit un morphisme. A induit un morphisme F\A : F\G -> G et l'on a 

une factorisation A = (F\A) ° * ; F\A et $ sont des déroulements. 
Le déroulement A : G -* G est di t galoisien lorsque Aut(A) opère transit ive

ment sur les fibres de A ; pour cela i l suffit que Aut(A) opère transitivement 
sur une seule fibre. Dans ce cas Aut(A)\A est un isomorphisme. De plus, en 
choisissant ë e E , et en posant e := 6(ë) , i l existe pour tout g e G un 
unique g e a (e) te l que A : gH g , et , en conséquence du caractère galoisien 
de A , un unique A e Aut(A) t e l que A ë = 3 (g) • g A est un morphisme surjec-

g g g 
t i f Ĝ  -* Aut(A) , qui ne dépend que de e et sera noté ; on a une suite exacte 

A ÏÏ 
1 -> G. — ^ G — ^ Aut(A) -> 1 

e e 

où A := A I G . e 1 e 
Un déroulement A : G -> G est dit universel lorsque G est simplement cohérent 

(et cohérent!). 
La théorie des déroulements se résume sous forme galoisienne de la manière 

suivante 

RÉSUMÉ - Tout groupoide (cohérent!) G admet un unique déroulement universel 

A : G -* G une équivalence de déroulements près. A est galoisien et , par suite, 
on a_ pour tout e e E^ un isomorphisme ir̂  : G -> Aut(A) . Tout déroulement 
Â  : Ĝ  -> G est équivalent un déroulement A\A : A\G G pour un sou s-groupe 
convenable A c Aut(A) . 

Étant donnés deux déroulements universels Â  : Ĝ  -* Ĝ  , i =1,2 , un morphisme 
* : Gl "* G2 — — couple ë1 ,ë2 te l que ë± e Eg± , cp6x (ë^ = <$2 (ë2) , i l  
existe un unique morphisme $ : Gi ~* G2 te l c?ue ^(ë^) = ë^ et_ que A2 ° $ = 
$ ° Â  . $ est un opérateur d'entrelacement pour Aut(A )̂ et̂  Aut(A2) . 

Le groupe d'automorphismes d'un déroulement universel s'appelle son groupe  
fondamental. 

Rappelons que pour G cohérent et e e E^ on a construit un déroulement 
G -> G , où G = { (g . ,g j I a (g.) = a(g_) = e } c G X G est cohérent et 

simplement cohérent, la projection de déroulement étant donnée par (g^,g2) *-* ĝ  g2 ; 
c 'est donc un déroulement universel. Le groupe de cohérence GGq agit comme 
groupe fondamental par l 'action g(g1,g2) = (gg^gg^ , g e G6Q . 

Pour se débarasser dans les formulations ci-dessus de toute référence à un choix 
particulier d ' ident i tés , i l convient d'introduire la catégorie Gr Typ dont les 
objets sont les groupes, et les morphismes sont les classes de conjugaison de 
morphismes de groupes; deux morphismes de groupes cp,̂  : L M sont dans la 
même classe de conjugaison s ' i l s diffèrent par un automorphisme intérieur de M . 
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Par exemple dans un groupolde cohérent H les isomorph ismes if : He -> He 

définis par if : h -» f *hf , pour f e 3~1(e1) n a 1(e2) , sont tous dans la même 
eteo e2e3 &\&2 ele3 classe de conjugaison i 1 de plus i ° i = i . Autrement d i t , 

pour tout couple e. ,e e E i l existe un Gr Typ - isomorphisme canonique 1 A H — 
ele2 

i : HGl - He2 
Alors le résumé ci-dessus montre que pour tout déroulement universel A : G -* G , 

son groupe fondamental Aut(A) est canoniquement Gr Typ - isomorphe à chacun des 
groupes de cohérence G , e e E , de façon que ce Gr Typ - isomorphisme commute 

e G eie2 
aux Gr Typ - i somorphi sme s i 

De plus: tout morphisme $ : Gj ~* G2 ÉË. groupoides induit (via un quelconque 
de ses relèvements $ ) un_ Gr Typ - morphisme bien déterminé $̂  : Aut(A^) Aut(A2) 
des groupes fondamentaux des déroulements universels A_̂  : Ĝ  -» Ĝ  , i = 1, 2 . Le 
passage $ -> est fonctoriel. 

En particulier le morphisme idQ : G -> G induit un Gr Typ - isomorphisme 
canonique entre les groupes fondamentaux de deux déroulements universels. Autre
ment d i t , le groupe fondamental en tant qu'objet de Gr Typ ne dépend que de G 
(à une Gr Type - équivalence canonique près); comme te l i l sera désigné par . 

Lorsque $ : Gl "* G2 GSt Une fibration' $* : FGi ~* FG2 est une = Tvp ~ 
surjection. Dans le cas où $ est un déroulement $̂  est une Gr Typ - injection. 

Soit $ : Ĝ  -> G une couverture. Alors pour tout déroulement A : G -> G on 
obtient par pull-back un diagramme commutatif 

'1 
I 

G, — * — . G 

A 

Gi s-* G 

où Â  , en tant que pull-back de A , est un déroulement, et où $ , en tant que 

pull-back de $ , est une couverture. Puisque G est cohérent, cela montre que 

Gj est cohérent; par suite Â  est un déroulement de groupoïdes cohérents. 

Supposons maintenant que E : Ĝ  -* Ĝ  soit un déroulement. Puisque K := ker$ 

est simplement cohérent (mais non-cohérent en général) et que E est un déroule-
— 1 E ment, := E (K) est simplement cohérent, et —•+ K est un déroulement, 

i . e . E est surjectif et induit sur chaque composante cohérente de un isomor

phisme sur une composante cohérente de K . En particulier est distingué 

dans Ĝ  . En mettant G' := K \̂G /̂K^ et en désignant la projection canonique 

Gj -» G1 par E' on obtient un diagramme commutatif 
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GX > G' 

E E' 

$ 
Gi ' G 

où $' est une couverture et E' s'avère un déroulement. 
Le pull-back P : A -> Â  définit un foncteur de la catégorie des déroulements 

de G vers celle de Ĝ  ; l'opérateur quotient Q : E -> E' définit un foncteur 
en sens inverse. PQ et QP sont équivalents à l ' ident i té de manière naturelle; 
un te l couple de foncteurs sera di t un couple de foncteurs réciproques. Autrement 
d i t , P et Q sont des équivalences de catégories. 

En résumant on a la 

PROPOSITION 1.2.1 - Le pull-back P^ par rapport à une couverture $ : Ĝ  -> G 
établi t une équivalence de la catégorie des déroulements de G vers celle de Ĝ  . 
L'opérateur Q décrit ci-dessus est un foncteur réciproque à P^ . 

En particulier une couverture $ : Ĝ  -> G établi t un Gr Typ - isomorphisme 

** = FGl " FG • 

Plus tard on aura besoin du 

LEMME - Un diagramme commutâtif 

G! ' G 

Al A 

Gl — • > G 

où $ est une couverture et Â ,A sont des déroulements, est essentiellement un  
diagramme de pull-back ssi $ est une couverture. 

Nous n'avons qu'à démontrer la partie suffisante. Autrement d i t , i l faut dé
montrer que g -> (A (g ),$(g )) est un isomorphisme G -* G x G dans l'hypo-

thèse que $ soit une couverture. 

Supposons que A(g) = $(g^) ; on va construire e te l que (à^,$)(g^) = 
• Pour cela choisissons e $ * (g) . Alors $ ° A^(h^) = A (g) = $(g^) . 

$ étant une fibration, i l existe n^n^ e ker $ te ls que n^à^(h^)n^ = g^ . 
Puisque Â  est un déroulement i l existe fL e G ( i= l ,2 ) , t e l que n^h^n^ 
soit défini et que A. : n. -> n. . On a A ° $(n.) = $ ° A (n.) e E ; A étant un 

1 1 i i 1 i G 
déroulement cela entraîne $(fi.) e E~ , e t , par suite, l(n h fi ) = g . En mettant 
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g1 = f i j h ^ , on a (AJ,$)(g1) = (gJ ,g) . 
Supposons que e E^ soient dans la même fibre de (A ,̂?) , i . e . 

A^e^) = A^dj) et ${ë^) = ${d^) . $ étant une fibration, i l existe € ker $ 
te l que d̂  = a(g^) , = 3(g^) . Alors, par commutativité du diagramme ci-dessus 

A^ç^) e ker * . D'autre part a ° (ç^) = ^ (è^) = A^ë^ = 6 ° ^ (ç^) . Du 
fait que $ est une couverture on conclut que A^(g^) = A^(d^) = A (̂ë̂ ) . A1 
étant un déroulement, on trouve que = = . On a donc trouvé que chaque 

fibre de (A^fc) est réduite à une seule identi té. Cela joint à la surjectivité 
montre que (A ,$) est un isomorphisme. 
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§ 2 - Groupoides topologiques 

Dans ce paragraphe on ne considère que des groupoides topologiques à topologie 

LOCALEMENT CONNEXE sauf mention du contraire. 

2 .1 . Généralités 

Le sous-espace E d'un groupoide topologique G , en tant que rétracte de G 
celui-ci par rapport à a ou $ , est localement connexe. Pour la même raison 
l ' intersection non-vide d'une composante connexe de G avec E est une com-
posante connexe de E^ . 

De plus pour un morphisme $ : G -> H de groupoides topologiques l'application 
induite cp : E -* E est continue. Si, en plus, $ est ouvert, on conclut, G H 
toujours en tenant compte du fait que $ commute à a , que cp l ' e s t aussi. En 
particulier lorsque $ est étale, cp est étale. 

L'exemple directeur pour toutes les définitions et constructions qui suivent 
est celui du groupoide de transition d'un atlas d'une variété V (voir l ' introduc
tion) . En effet, soit donné un recouvrement ouvert U = ^-u^^cl • On pose 
U := J L U. , et cp sera la projection canonique U -» V ; cp est étale . 
Bien que cp n'existe pas en général, on peut considérer cp ° cp comme une 
notation pour l'ensemble des produits ° ^ , où ^j'^2 sont des homéomor-
phismes locaux contenus dans cp . cp * ° cp est un pseudo-groupe opérant sur U ; 
en passant aux germes on obtient un exemple G(U) de groupoide topologique, c 'est 
le groupoide de transition de l ' a t l a s (U; G(U)) . 

Cependant pour conformer aux conventions à l'égard du produit dans les groupo
ides, i l vaut mieux regarder les applications * 0 0 ^ , comme des opérateurs à 
droite et , par conséquent, écrire plutôt pour 0 ^ • 

Dans ce cas U s ' identifie de manière naturelle à l'espace E . De plus, 
_1 G(U) 

V s'identifie au quotient de U par rapport à cpcp ou bien par rapport à 
G(U) . On peut même considérer V comme quotient de G(U) . En effet pour tout 
v e V la fibre cp *(v) correspond à l'ensemble des identités d'une composante 
cohérente de G(U) (§ 1.1), et V s ' identifie à l'espace des composantes cohé
rentes de G(U) . 

En général pour un groupoide topologique G l'espace G\G/G des composantes 
cohérentes, en tant qu'espace topologique quotient de G , est localement connexe. 
Dans la suite G\G/G sera désigné par Top(G) et la projection canonique 
G -* Top(G) sera désignée par top . Puisque pour toute fibre F de top on a 
a(F) c F , i l s'ensuit que toplE est surjectif et que top induit un isomor-
phisme de l'espace quotient E /~ sur Top(G) , où a(g) ~ 3(g) , g e G, définit 
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la relation d'équivalence ~ sur E . Dans la suite on identifiera E /~ et 

Top(G) , et , par abus de notation, top|E sera aussi noté top . 
Un morphisme $ : G -* H de groupoides topologiques induit un morphisme 

Top $ : Top(G) -* Top(H) d'espaces topologiques de façon que les diagrammes 

G tQP • Top (G) 

$ Top $ 

H • Top(H) 

E^ tQp > Top (G) 
G 

Top $ 

Eu > Top (H) 
ri 

soient commutatifs. 

Dans la catégorie des groupoides topologiques (pas nécessairement localement 
connexes) des produits fibres existent. En particulier, pour une surjection 
d'espaces topologiques cp : F -* E , le relèvement G de G par rapport à cp 
(§ 1.1) possède une structure canonique de groupoide topologique éventuellement 

non localement connexe. Pour sauvegarder la connexité locale nous ne considérons 

par la suite que des surjections étales. Une te l le surjection CD : F-+E sera anpelée 
couverture, e t , de même, le morphisme associé $ : G -» G est appelé couverture. 
Pour les groupoides discrets cette terminologie coincide avec celle introduite 
au § 1.1. 

De plus, lorsque * : -» G est une couverture. Top $ : Top( G) -> Top G est 
un homéomorphisme. 

Observons qu'une couverture $ : G -> G de groupoides topologiques est en même 
temps une couverture pour les structures sous-jacentes de groupoides abstrai ts , 
i . e . un morphisme surjectif à fibres cohérentes et simplement cohérentes, et que, 
de plus, $ est étale . 

Tout morphisme $ : H -* G de groupoides topologiques qui jouit de ces deux 
propriétés est essentiellement une couverture. 

Puisque dans la catégorie des groupoides abstraits le pull-back d'une couverture 
est une couverture, et que le pull-back d'un morphisme étale de groupoides topolo
giques est encore étale, i l s'ensuit que le pull-back d'une couverture de groupo
ides topologiques est une couverture. 

L'exemple directeur ci-dessus constitue en même temps un exemple d'une couver
ture. En effet considérons sur V le groupoide t r iv ia l Ev des germes de id^ . 
Alors le groupoide G(U) s ' identifie au relèvement de E^ par rapport à cp . 
Le morphisme de couverture $ : G(U) -» E^ fai t correspondre à tout g e G le 
germe de idv en cp(a(g)) = cp($Cg)) . 

Remarquons de plus que dans cet exemple a : G (ti) -> u est une surjec
tion étale d'espaces topologiques; cela conduira plus tard à étudier le relèvement 
de G(U) par rapport à a (I 3.2). 
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2.2. Le foncteur II o 

Pour un groupe topologique (localement connexe) G , l'espace discret [G] de 

ses composantes connexes admet une structure de groupe discret de façon que la 

projection canonique y : G -» [G] soit un morphisme de groupes topologiques. 

Cette construction s'étend au cas des groupoides topologiques de la manière 

suivante. 

Soit G un groupoide topologique. Pour g £ G la composante connexe qui 

contient g sera désignée par [g] ; [G] := {[g] | g e G} , [E] := {[e] | eeE } . 

On définit a : [G] -» [E] par a([g]) = [a(g)] et de même pour 3 . [G] muni 

des deux rétractions a,$ engendre un groupoide libre F([G];a ,3) **^, dont [E] 

est l'ensemble des identités, et [G] un ensemble de générateurs. 

Le groupoide ^ ( G ) des composantes connexes est défini comme le quotient de 

F( [G] ;a , 3 ) par rapport aux relations [g^Cg^ = > <3± e G > 

p : F([G] ; a,3) -» II (G) désignera la projection canonique. 
Y : G -> II (G) sera le composé G [G] C F([G] ; a,3) II (G) . En munissant 

HQ(G) de la topologie discrète, y est un morphisme de groupoides topologiques. 

Pour le cas d'un groupoide discret G , y est un isomorphisme, et , par la 

suite, on identifiera G et II (G) (moyennant y ) . 

Pour le cas d'un groupe topologique G , HQ(G) s ' identifie à [G] et le y 

défini ic i n 'est autre que le y qu'on a rencontré ci-dessus. 

Pour tout morphisme $ : G -• H de groupoides topologiques on a un diagramme 

commutâtif 

G ï • n (G) 
o 

* no(*) 

H ï • n (H) 

o de morphismes de groupoldes topologiques. En particulier, dans le cas où H est 

un groupoide discret, on trouve (en identifiant H et II (H) ) une factorisation 
Y nQ(*) ° de $ : G — I I (G) • H . La flèche y : G -> II (G) est essentiellement 

caractérisée par cette propriété de factorisation. 

On dira que G est ÏÏq - cohérent resp. II - simplement cohérent suivant le cas 

que ^(G) est cohérent resp. simplement cohérent. 

G est II -cohérent ssi Top (G) est connexe, o 

*) Puisque [e] n E est une composante connexe de E^ (§2.1) 11ambiguité de G G 
la notation [E] ne prêtera pas à confusion. 

**) Voir § 2.2.2 pour la définition. 
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En conséquence, puisqu'une couverture ne change pas l'espace topologique 

associé, la propriété de 11̂  - cohérence est conservée par une couverture. 

Dans la catégorie des groupes topologiques II jouit des propriétés suivantes: 

(i) Lorsque $ : G -» H est un morphisme surjectif, nQ(<ï>) : 11̂  (G) -> ^(H) 

est surjectif. 

(ii) Pour une suite exacte 1 -> K -» G • H -* 1 , où $ est ouvert et K est 
n0(*) localement connexe, la suite II (K) -+ II (G) • II (H) -» 1 est exacte. o o o 

La propriété (i) se généralise sous forme de la 

PROPOSITION 2.2.1 - Sî  $ : G -* H est une surjection de groupoides topologiques 

à fibres cohérentes te l les que ip : E -* E soit ouverte, alors 
II ($) : II (G) -» n (H) est une fibration (§ 1.1). 

et (ii) prend la forme de la 

PROPOSITION 2.2.2 - Pour une sur jection ouverte $ : G -> H de_ groupoides topo-

logiques à fibres cohérentes et noyau K localement connexe, : IÏq(G) -* 11̂ (H) 

est une fibration dont le noyau est engendré, en tant que sous-groupoide distingué, 
par II (I) (II (K) ) , où I : K c G désigne l ' inclusion. o o — 

En gardant les hypothèses et les notations de la dernière proposition on obtient 

comme cas particuliers 

COROLLAIRE 1 - Si K est II - simplement cohérent, II ($) : II (G) -* II (H) est — o *- o o o 
une couverture et IIq(I) (IÏq(K) ) en est le noyau. 

*) 
COROLLAIRE 2 - Si Efi est simplement connexe et $ : G -* H est une couverture, 
II ($) : II (G) -+ Il (H) est une couverture, o o o 

Une autre condition suffisante pour que II (G) -» II (H) soit une fibration 
o o 

est donnée par la 

PROPOSITION 2.2.3 - Soit $ : G -> H un morphisme de groupoides topologiques t e l 

que $(G) soit un ensemble de générateurs pour H et que [tp] : [Ê J -* [ER] 

soit une bijection. Alors IMS) : IMG) -* IMH) est une fibration, par conséquent 
II ($) : Fn -» Fn est une Gr Typ - sur jection de groupes fondamentaux. o * II_ (G) II_ (H) —— •— — —— —————— — 

*) Un espace topologique connexe et localement connexe est di t simplement connexe 
si tout revêtement est un homéomorphisme. Un espace localement connexe est di t 
simplement connexe s i toutes les composantes connexes le sont. 
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2.2.1. n (G(U)) 

Revenons sur l'exemple directeur du § 2.1 et essayons d'interpréter IWGiU)) . 

Cela permettra en même temps d'expliquer les idées sous-jacentes des §§ 2.3 et 3. 

A cet effet introduisons d'abord un complexe simplicial E(U) dont les Sim
plexes de dimension n seront les (n+2) - tupies (i , . . . , i ;C) où 

(i , , i ) e in+1 , U R. . -, := U. n n u . / (3, et C est une compo-o n i l , . . . , i j i i 

santé connexe de U R. . i • I l , . . . , i } 
Puisque pour toute partie A c { i ^ , . . . , ^ } la composante connexe de qui 

contient C est bien déterminée, les opérateurs de face et de dégénérescence se 

définissent de manière évidente. 

Au simplexe (i ,i„;C) e E(Ü)1 correspond la composante connexe de G(U) des o 1 
éléments g te ls que a(g) e C¿ , 3(g) e Cj^ , où c±Qr c±± désignent les copies 
de C dans U.¡ , UJ4 , ces derniers étant considérés en tant que termes de la i0 ' i l *» 
somme topologique U = 1 1 . Réciproquement toute composante connexe de G(U) 

correspond à un 1 - simplexe. Alors F([G(Ü)]; a,ß) n 'est autre que le groupoide 

libre des chemins simpliciaux dans E(U) . 

Pour un t r iple d'éléments [g^], [g2^' ^glg2^ ^e ^G^^ les Simplexes 
correspondants respectifs (i ,i,;C_) =: a. , ( i . , i . ;C ) =: a , ( in, i ;C, ) =: a. 

sont te ls que n Cq n Ĉ  ^ 0 . Autrement d i t , i l existe un 2 - simplexe 

(iQ,i1,i2;C) =: a te l que ájy - . Par conséquent IWGÍÜ)) est le quotient 

de F([G(Ü)]; a,3) par rapport au sous-groupoide distingué engendré par les lacets 

simpliciaux (d^a)(d a)(d„a) , a e E(Ü) . Donc n (G(U)) s ' identifie au groupo-2 o 1 o 
ide de Poincaré simplicial, ÏÏ^(E(U)) , et constitue comme te l une approximation 
grossière du groupoide de Poincaré ÏÏ^(V) de V, i . e . le groupoide des classes 
d'homotopie (extrémités fixes!) des chemins de V . Les groupes de cohérence de 
TT̂  ne sont autre que les groupes d'homotopie de dimension 1 . 

2.2.2. Exemples 

Avant de discuter quelques exemples, rappelons la définition de F(A; a,3) où 

A est un ensemble muni de deux rétractions a,3 sur un sous-ensemble E c A . 

A cet effet on introduit d'abord l'ensemble des mots M(A;a,3) := 
£1 £n ei 1 £' 

{a^ . . .an I n £ H, a. £ A, = + 1, 3(a^_j ) = a ) } , ou l'on a posé 
-1 -1 el Gn a(a ) = 3(a), 3(a ) = a(a) . La longueur n d'un mot â  an est donc > 1. 

£1 £n £1 £1 Gn en 
De plus on pose a(a. a ) := a(a„ ) et 3(a, . . . a ) := 3(a ) . Le produit l n l l n n 

des mots m ,̂m2 se définit par juxtaposition pourvu que 3(m1) = a(m2) . 

Puis on introduit une relation ~ comme la plus petite relation d'équivalence 
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qui soit compatible avec les changements de mots des types suivants: (i) On enlève 

ou insère une syllabe e (e e E, e = +1) ; (ii) on remplace une syllabe 

e- (e e E) par a a (e = +1) , où a (a ) - e . Cette relation d'équivalence 

respecte le produit, et l'on définit F (A; OT,3 ) := M (A; a,3 )/~ . On retrouve E 

comme ensemble des identités et A-E comme système libre de générateurs. 

Le calcul de ^(G) , G étant un groupoide topologique, se fai t souvent plus 

économiquement si l'on adopte un ordre < sur [E] . Soit [G] C [G] le sous-

ensemble des éléments monotones, i . e . les éléments [g] pour lesquels 

a[g] < $[g] . On s'en convaincra que II (G) s ' identifie canoniquement au quotient 

de F([G] ; a,3 ) par rapport aux relations dites monotones [g^][g2] = ^ ^ 2 ^ ' 
où [gj],[g2],[g1g2l appartiennent à [G] 

Effectuons le calcul de nQ(G) dans quelques cas simples, dont les quatre 

premiers concernent le groupoide de transition G((J) d'un atlas d'une variété. 

(1) U ={u ,u > sera le recouvrement de S = {(x,y,z) | x +y +z = 1} c 
3 + ~ 2 2 H défini par U_ = S - ( 0 , 0 , 1 ) , U + = S - ( 0 , 0 , - 1 ) . Le pseudo-groupe de 

transition est engendré par idy ,idu , et T : U_ -> U+ est donné par 
(x,y,z) I-» (x,y,z) . Les composantes connexes de G(U) sont E := id , 

E+ := id^ , T+ := T , T := T , où désigne le passage à l'ensemble des 

germes. De plus dans [G((J)] , a et 3 se définissent par a(T+) = 3 (T ) = E , 
3(T+) = a(T_) = E+ . En mettant E_ < E+, les éléments monotones sont E_,E+,T+ , 
et F([G(li)] ; a,3 ) est le groupoide cohérent et simplement cohérent aux sommets 
E_,E+ . I l n'y a que des relations monotones t r iv ia les . Donc IWGtU)) est un 
groupoide cohérent et simplement cohérent à deux sommets. 

(2) On remplace S par S = S n {(0,y,z)} ; l ' a t l a s sera la restriction 

de celui de S . En retenant les mêmes notations et le même ordre, T+ = T se 

décompose en deux composantes connexes T+_ = T | U_ n {(0,y,z) | y < 0} et 

T++ = í I U__ n {(0,y,z) I y > 0} . F([G(U) ] + ; a,3 ) s-identifie au groupoide libre 

aux sommets E_,E+ et générateurs T++,T+ . I l n'ya que des relations monotones 

t r iv ia les , donc n (G(U)) s ' identifie à F([G(U)]+; a ,3 ) . Les groupes de co-o 
hérence sont cycliques d'ordre infini . 

(3) Dans le plan projectif complexe, où z^,z^,z^ désignent les coordonnées 

homogènes, U sera le recouvrement par les plans affines : z^ ¿ 0 . Toutes 

les intersections U. n U. , et U n U. n U_ sont non-vides et connexes. En 1 3 o 1 2 
désignant les identifications IL -» U_. par T _̂. , les composantes connexes de 
G(U) sont E. := T . . , et T.. := T . . , i î j . En mettant E < E < E , les 1 11 13 13 o 1 ^ 
éléments montones de [G(U)] sont E_̂  , i = 0,1,2 , T , i< j . La seule relation 
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monotone non-triviale est T0iT12 = T02 * Par consé<ïuent nQ(G((i)) se réduit au 
groupoide cohérent et simplement cohérent aux sommets EQFE^,E^ . 

(4) On remplace dans l'exemple précédent le corps complexe par le corps réel , 

et l 'on désigne les coordonnées homogènes par x^,x^,X2 . Pour le reste on retient 

les mêmes notations. U. n U. , i ^ j , se décompose en deux composantes connexes 
+ — 1 ^ U , U , données respectivement par x .x .>0 , x.x. < 0 . Par conséquent T. . 
i j i j i 3 i 3 + + _ iD 

(i < j) se décompose en deux composantes connexes T.. = T . . I U.., T. . = f l u . . . 
En retenant toujours le même ordre, les éléments monotones de [Gif)] sont 
Ê  , et , 1\ . ( i< j ) . Les relations monotones non-triviales sont: 

T01Tt2 " T02' T01TI2 = T02' TôlTt2 " T02' TôlT12 " T02 • Évidemment les T+. , 

i < j , engendrent un sous-groupoide cohérent et simplement cohérent maximal dans 

UQ(G(U)) . Le quotient de 11̂  (G (U) ) par rapport à ce sou s-groupoide est un groupe 

cyclique d'ordre 2 . Donc II (G(tl) ) est un groupoide cohérent aux sommets 

E^,E^,E^ dont les groupes de cohérence sont 2 - cycliques (voir § 1.2). 

Dans les deux exemples suivants le pseudo-groupe qui intervient n 'est plus 
celui d'un atlas d'une variété. 

(5) On considère sur V := <-l,+l> le pseudo-groupe engendré par 
T : x K ^x . TN est bien défini pour n > 0 . Pour n < 0 on définit 

T : x y* 2 x pour x € <-2 ,2 > . Les composantes connexes de G sont := T , 

n e 7L ; en particulier T = E = id„ . De plus on a a (T ) = 3 (T ) = E . 

F ( [G] ; a ,3) est le groupe libre au système de générateurs {T^ | n ^ 0} . 11̂  (G) 
est le quotient par rapport aux relations T T = T . Autrement di t II (G) est 

n m n+m o 
un groupe cyclique d'ordre infini . 

(6) Dans l'exemple précédent on change la définition de T en posant 
T : x -* ^x pour x ^ 0 . G sera le groupoide associé au pseudo-groupe engendré 
par T et idv . En retenant les notations de (5), on trouve que , n^ 0 , se 
décompose en deux composantes connexes T*, correspondant aux deux composantes 

connexes de V - {0} . F([G];CX ,3) est un groupe libre aux générateurs T*, T~ , 

n^O . II (G) est le quotient par rapport aux relations T+T+ = T+. (en mettant + o r n m n+m 
TQ = E ) , et T~T~ = T~+m (T~ := E) . C'est dire que IMG) est un groupe libre 

à deux générateurs. 

2.2.3. Revêtements et n (G(U)) o 

On conserve les notations du § 2.2.1, et l'on suppose, en plus, que V est 
connexe. On rappelle ci-dessous la théorie des revêtements p : V V à V 
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connexe. 
Un te l revêtement p : V -> V sera di t compatible avec il si pour tout i e I , 

p 1(Uj est réunion disjointe des copie . de Û  , c 'est-à-dire on exige que 
p : Û.. -> U. soit bijective. Alors Û = {Û..} est un recouvrement de V , et 
p induit un revêtement simplicial p̂ . : £ (Q) -> £ (If) . 

Réciproquement tout revêtement q : £ £(U) s ' identifie canoniquement à un 
revêtement p̂ , : £ (Û) -* £ (Ci) , où p : V -» V est un revêtement compatible avec 
U . En particulier lorsque les Û  sont des domaines simplement connexes ou du 
moins contenus chacun dans un domaine simplement connexe, tout revêtement 
p : V -> V est compatible avec U , et i l y a "correspondance bi-univoque" entre 
les revêtements de V et les revêtements simpliciaux de £(U) . Dans ce cas le 
revêtement universel de V correspond au revêtement universel de £(U) et le 
groupe fondamental de V ( : = groupe des automorphismes du revêtement universel) 
est isomorphe au groupe fondamental de £(U) . Autrement d i t , pour un t e l re
couvrement 11̂  (G (U) ) en TT (̂E(LM)) est une bonne approximation du groupoîde de 
Poincaré TT (V) , en ce sens que les groupes de cohérence de J[^(G{U)) s'avèrent 
canoniquement Gr Typ - isomorphes au groupe fondamental de V et , par conséquentt 
Gr Typ - isomorphes aux groupes TT^(V,X) . En particulier, on trouve que pour V 
simplement connexe, £((J) est simplement connexe pour n'importe quel recouvrement. 

Dans les exemples (1) - (4) du § 2.2.2 on a donc récupéré TT̂  (V,x) à l 'aide de 
11̂  (G (C/)) . En général pour V non-simplement connexe l'homotopie de V et de 
£(U) peuvent être sensiblement différentes. Par exemple si l'on prend U = {v} , 
£(U) est le complexe associé à un seul point, et est donc simplement connexe. 

Rappelons de plus que tout revêtement de complexes simpliciaux £ -> £ se 
traduit par un déroulement TT^E) -* ÏÏ^E) . Par conséquent tout revêtement 
p : V -* V compatible avec U - U étant supposé quelconque - se traduit par un 
déroulement A : n (G(Û)) -* n (G(W)) . 

De plus, le revêtement p : V -> V définit de façon canonique un morphisme 

*) Un morphisme f : £ -* £ de complexes simpliciaux connexes est appelé revête-

ment si pour tout opérateur de face d. et tout diagramme p T i l existe 

î ^ 4 a d± 
une completion unique p T \p . 

T «-=-\ a 
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$ : G(Ù) -* G(U) , et i l s'avère que A = II ($ ) . C'est-à-dire on a un diagramme 
P p o p 

commutâtif 

(*) 

G(Û) ^ n (G(Û)) 
o 

$ n (*.) 
P ° P 

G(U) ^—• n (G(U)) 
o 

De plus, en identifiant V et V respectivement à Top(G(Ù)) et Top(G((J)) , on 
trouve que p = Top($^) . 

La théorie des revêtements p : V -* V compatibles avec Cl se transpose donc 
complètement en la théorie des diagrammes (*) , où II (<f> ) est un déroulement. 
§ 2.3 fait l'étude de ces diagrammes pour un groupoîde topologique quelconque, et 
les résultats sont appliqués dans § 3 au cas des S - a t l a s . 

2.3. II - déroulements o 
Dans cette section nous supposons que les groupoides topologiques envisagés 

sont 11̂  - COHÉRENTS, en particulier les groupoides discrets qui interviennent sont 
supposés cohérents. 

Soit G un te l groupoîde topologique et A : II -> 11̂ (G) un déroulement. Par 
pull-back suivant y : G -* Il (G) on obtient un diagramme commutatif de groupoides 

o 
topologiques 

G' £—> fi 

A' A 

G 1—* n (G) 

A étant étale. A' l ' e s t également. De plus, II et nQ(G) étant discrets, 
A' induit sur chaque composante connexe de G1 un homéomorphisme sur une compo
sante connexe de G . Finalement A' , en tant que pull-back du déroulement A , 
est lui aussi un déroulement. 

On a en plus la 

y n <p) . 
PROPOSITION 2.3.1 - Dans la factorisation de p : G' —^IMG») »11 (§ 2.2), 
nQ(p) est un isomorphisme et A * nQ(p) = II (A1) • 

Un déroulement A' : G' G , qui induit sur chaque composante connexe de G* 

un homéomorphisme sur une composante connexe de G , sera appelé J[Q - déroulement. 

Cette définition est justifiée par la 
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PROPOSITION 2.3.2 - Pour tout II -déroulement A' : G' -> G , le morphisme o 
n (A') : n (G1) -> II (G) est un déroulement, o o o 

En définissant la notion de morphisme de nQ - déroulements d'un G fixe de 
manière évidente, les J[Q - déroulements de G et leurs morphismes constituent une 
catégorie DQ ; pour G discret c 'es t la catégorie de tous ses déroulements. 

Évidemment le pull-back P par rapport à y , et II sont des foncteurs 

2G 
n 
o 

Py 

vffd On a 

PROPOSITION 2.3.3 - II et P sont des foncteurs réciproques (§ 1.2). Autrement o — y ^—^ 
di t , ÏÏQ eti P^ sont des équivalences de catégories. 

Un ÏÏQ - déroulement de G qui correspond par ÏÏq à un déroulement universel de 
II (G) sera di t n -universel et l'image fonctorielle du groupe fondamental de o o 
nQ(G) sera appelé le groupe ÏÏq - fondamental ou souvent, par négligence, groupe 
fondamental, et sera désigné par F . 

De plus , II étant un foncteur de la catégorie des groupoides topologiques 
vers celle des groupoides discrets, la dernière proposition permet de transposer 
toute la théorie galoisienne des déroulements d'un groupoïde discret au cas des 
II - déroulements. En particulier tout morphisme de groupoides topologiques o 
$ : G -» H entraîne un Gr Typ - morphisme $ : F -* F . 

—— —— * G ci 

Supposons que $ : -> G soit une couverture de groupoides topologiques, et 
A : G -* G un n -déroulement. Par pull-back on obtient un diagramme commutatif 6 

(*) Al 
Gl 

J L 1 

A 

Gl 
_____ G 

$ , en tant que pull-back de $ , est une couverture. 
G étant II -cohérent, cela entraîne la II -cohérence de G, . Alors A. , en o o 1 1 

tant que pull-back de A , est un IIq - déroulement de groupoides Jl^ - cohérents. 
Supposons en plus que E soit simplement connexe. Puisque A induit sur 

chaque composante connexe de Ô un homéomorphisme sur une composante connexe de 

G , 6 fa i t de même relativement E- et EQ . En conséquence E^ est également 

simplement connexe. 
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Alors dans le diagramme commutatif 

(**) 

n ($) 
II (GJ - - • II (G) 
o 1 o 

v v j Jno(A) 

W n (•) ' no(G) 
O 

les flèches verticales sont des déroulements, alors que les flèches horizontales 
sont des couvertures d'après le corollaire 2 du § 2.2. De plus, le lemme du § 1.2 
montre que (**) est un diagramme de pull-back (relativement H (*) et ^(A) ) . 

Puisque II est une équivalence de la catégorie des II - déroulements de G 
vers celle de n0(G) (prop. 2.3.3), que le pull-back (**) est une équivalence de 
Dn ,_v vers D„ fr% . (de la catégorie des déroulements de II (G) vers celle de =II0(G) =I10(G )̂ O 
11̂  (G^ ) ), on obtient, en appliquant de nouveau la proposition 2.3.3, le résultat que 
le pull-back diagramme (*) é tabl i t une équivalence de D_ vers . 

Cela montre que, étant donné un ÏÏq - déroulement : GJ -> Ĝ  , on peut con

struire un diagramme commutatif 

<|>t 
sd 

q 

Gl d 

G' 

G 

E 

où $' est une couverture, et E un déroulement, en prenant G' = K'\G'/Kî où 
= E_ (ker $) , et en prenant $' comme projection canonique. Le passage 
-» E sera désigné par Q . 
En résumant on a le pendant de la proposition 1.2.1 que voici 

PROPOSITION 2.3,4 - Soit G un groupoide topologique (ÏÏQ - cohérent!) t e l que EQ 
soit simplement connexe. Alors le pull back P^ par rapport une couverture 
$ : Ĝ  G établ i t une équivalence de la catégorie des IK - déroulements de G 
vers celle de Ĝ  . L1opérateur Q est réciproque à_ P^ . 

En particulier le Gr Typ - morphisme $^ : FQ -* de groupes fondamentaux 

est un Gr Typ - isomorphisme. De plus FQ est canoniquement Gr Typ - isomorphe  

au groupe fondamental FnQ(G) — * 
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2.3.1. Exemples 

Pour i l lus t rer les constructions précédentes reprenons les exemples (2) et (5) 
du § 2.2.2. 

(2) On conserve les notations. Le changement de carte T : U -> U+ se 

décompose en deux parties T ,T te l les que T = f , T = f . II (G (U)) est 

le groupoide libre aux sommets E_,E+ et générateurs T++,T+_ , 

a(T ) = a(T ) = E , 3 ( T ) = $(T ) = E . En introduisant R := T T"1 , le 

couple R'T++ constitue également un système de générateurs. On pose 

A := a_1(Ej = {Rn,RnT++ | n e 7L) . D'après § 1.2, A : A X A -> IMG(U)) donné par 

(RkT +̂,RmT +̂) h T~̂ Rm~kT̂ + , 6 = 0 , 1 , e = 0,1 est un déroulement universel. On 

va compléter le diagramme de pull-back 

G —» A X A 

Л Д 

G(U) > П (G(U)) 
Y о 

en définissant G comme un groupoide du type G(U) . 
A cet effet introduisons pour tout n e E des copies U et U respective-

-n +n ment d e U et U . ф : U -> U , et é : U -> U désignerons les identif i -+ n - -n rn + +n * 
cations canoniques. De plus on pose (notation à droiteI) 
T := ф"1т,ф : U -* U et т := ф~*т ф „ : U -» U, , <ч • G sera le +n n +Tn -n +n -n n - n-1 -n + (n-l) 
groupoide associé au pseudo-groupe engendré par id^ , id^ , T+nr T_n » ne E . De 

plus on pose Û := J ! (U, 1_L U ) . Alors (U;G) est l ' a t l a s d'une hélice R пей +n -n 
au-dessus S1 . On définit Y : G -* A x A par -> (Rn,RnT++) , 

T -» (Rn,Rn~1T ) , et А(ф ~*т. ф -1) := т , où p e U et la notation f -n ++ n,p +,p n,p +,p * p 

désigne le germe de f en p ; de même on pose А(ф *т ф 7* ) := т 
п,р -,ргп-1,р' - ,р 

L'élément générateur du groupe fondamental de A consiste en le changement 
n к n+1 de l ' indice n . Interprété sur R cela revient à faire "monter chaque 
point d'un étage". 

(5) nQ(G) =: H est engendré par le générateur , а(Т^ = B(Tj) = E . 

Le déroulement universel H x H -* H est donné par (T Pour tout 
n e 2Z , U sera une copie de V := <-l ,+l> ; ф : V -» U sera l ' identification n * _1 n n 
canonique. De plus on définit т . := ф тф : U U ,, (notation à droi te) . ^ * п,п+1>Лч n n+1 n n+1 
G(U) sera le groupoide engendré par idy et f , où n parcourt 2Z . 

n ' 
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Alors (J Lu ;G(Q)) est un atlas de la droite réel le , où U représente l ' in te r 
nez n n 

valle <-2n,2n> =: V , la représentation U -> V étant x 2Rx . n e n n 
Y : G(Û) -» H x H se définit en prolongeant en un morphisme les applications 
Y : TN -> (Tn,Tn+1) ; A : G(Û) -* G s'obtient comme le morphisme qui prolonge 

(p * x cp f* T De nouveau le générateur du groupe fondamental agit par le ^n,p p ^n+l,p p * * v 
changement n n+1 de l ' indice n . En tant que transformation sur la droite 
réelle cela revient à une multiplication par 2 . 
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§ 3 - Les S - atlas 

Notations 
P, P ' , P^, . . . / V, V , V ,̂ . . . désigneront des variétés (séparées ou non), dont 

toutes les composantes connexes ont la même dimension. 
Mp pl := faisceau des germes d'applications continues U P' , où U c P est 

ouvert. 
o : M , -> P et 3 : M -> P' sont les applications "source" et "but"; a P ,P P ,P 

est étale . S ' i l est besoin aM, 3M désignent les restrictions a|M et 3|M 

où M c Mp est un ouvert. 

Dans le cas où dim P = dimP' , r _ désigne le sous-faisceau c M„ des 

germes d'homéomorphismes locaux; r , = T , . On mettra r := T , 

EP := ETp ' °n identifiera souvent Ep et P moyennant a . 

Pour une application continue cp : U -> P' définie sur U , cp sera l'ensemble 
de ses germes, et cp̂  désignera le germe de cp en u . 

Pour conformer aux règles de composition dans un groupoide i l convient de con
sidérer les applications locales cp : U -* P' comme des opérateurs à droite. En 
tant qu'opérateurs à droite cp̂ cp̂  notera la composition de deux applications, 
tandis que leur composition en tant qu'opérateurs à gauche sera toujours notée 
cp2 a cp̂  . Quant aux germes d'applications, i l s seront toujours considérés comme 
opérateurs à droite. 

De cette façon Tp est un groupoide topologique au sens des paragraphes 
précédents. 

3.1. S - a t las , généralités 

Pour une application locale c p : U - » P ' , où U c p est ouvert, cp est ouvert 

dans Mp pl , et l'on a â cp = 3^ (composition d'opérateurs à droi te!) . En 

passant de cette équation d'applications à l'équation correspondante pour les 

germes, et en mettant cp̂  =: f, on obtient la "première identité tautologique" 

(1) Sff = 3f 

ou, a- étant étale, 
cp 

(la) f = S.'1 3f . 

Un groupoide agissant sur une variété P , ou groupoide sur P tout court, sera 

un sous-groupoide ouvert de Tp qui contient Ep . L'identité tautologique permet 

260 



S-ATLAS 

de caractériser les groupoides sur des variétés parmi les groupoides topologiques 

par la 

PROPOSITION 3.1.1 - Pour qu'un groupoide topologique T soit réalisable comme un  

groupoîde sur une variété P convenable i l faut et i l suffit que (i) soit 

une variété, (ii) a : T -* E^ soit étale, ( i i i) ET soit 1'intérieur de 

ker(ot,3) . 
En prenant P := E^ , f -* af13f est une te l le réalisation, et c 'est essentiel 

lement la seule. 

En effet, pour démontrer la suffisance, on observe d'abord qu'une section locale a 
par rapport à a entraîne une application locale a3 : ET -» ET , et que (ii) 
permet d'associer à tout t e T un germe t d'application locale E -* E . De 

- 1 - 1 T T 
plus, puisque 3 n 'est autre que le composé t h* t i-» a (t ) , et que l'inversion 
est un homéomorphisme, 3 est étale aussi. Par conséquent t h» t est un mor-
phisme ouvert T -* TEt qui conserve a et 3 . La condition (i i i) garantit que 
le noyau de ce morphisme se réduit à E^ . En tenant compte du fait que a et 3 
sont conservées, cela implique 1 ' injectivité de t i - * t , i . e . t h* t est un 
plongement ouvert. 

Supposons que T soit un groupoide sur P , et que $ : T' -> T soit un 
morphisme étale de groupoides topologiques. Alors cp : E^, ET est étale aussi, 
d'où l'on conclut que les conditions ( i ) , (ii) de la proposition précédente sont 
vérifiées pour T* . Si, en plus, $ induit une injection sur chaque groupe de 
cohérence de T* , la condition (i i i) est également vérifiée. 

Or les couvertures et les IT̂  - déroulements de T sont des morphismes de te l le 
sorte, d'où le 

COROLLAIRE - Soit T un groupoide sur une variété et $ : T ' -* T une couverture  
ou un IÏq - déroulement. Alors T ' est également un groupoide sur une variété. 

Soit G un pseudo-groupe qui opère (à droite) sur une variété P . On met 

T := {g | g € G} ; T est un sous-groupoide ouvert de r . Réciproquement pour 
G G P 

tout sou s-groupoide ouvert T , c T c les homéomorphisme s locaux g te ls 
que § c T constituent un pseudo-groupe G^ . 

Un S - atlas ou schéma de variété est un couple (P;T) où T est un groupoide 

sur P ; dans le cas où T provient d'un pseudo-groupe G donné à l'avance on 
écrira souvent (P;G) au lieu de (P;T ) . 

Les composantes connexes de P sont appelées cartes, les éléments de G^ sont 
les transitions ou changements de carte . 
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(P;T) est di t à holonomie t r iv ia le lorsque ker ta^ ,^) = Ep . 
Tout at las d'une variété au sens usuel est un S - at las à holonomie t r iv ia le . 

Remarques 
Puisque P se retrouve comme sous-espace c T , et que l 'action de T sur 

P est entièrement déterminée par sa structure de groupoide topologique (selon 
l ' ident i té ( la)) , la première coordonnée dans la notation (P;T) est en effet 
superflue, et divers auteurs préfèrent parler de groupoide tout court, voir p. ex. 
[13]. Cependant l ' interprétation de (P;T) comme un "atlas", ce qui est peut-être 
mieux suggérée par la notation introduite, rend les définitions, qui suivent, plus 
intel l igibles . 

Un morphisme A : (P ĵ-T )̂ -» (P2;T2) de_ S - at las est un ouvert A c Mp^p^ 

te l que (i) T̂  A T̂  c A , (ii) a(A) = P̂  , ( i i i ) pour tout p e P̂  , a^1(p) 

est une T^-orbi te , i . e . a^1 (p) = IT^ pour £ e a^* (p) 

Dans le cas où (P.;T.) est l ' a t l a s d'une variété V, , =1,2 , la notion de x i i 
morphisme n 'est autre que la traduction de la notion d'une application continue 
V -» en termes de leurs a t las . 

La composition A' ° A de deux morphismes A : (P^;T^) (P^;^) , 
A' : (P2;T2) -* (P3;T3) , en tant qu'opérateurs à gauche, est définie comme le 
produit AA' . 

Les S - at las avec leurs morphismes constituent une catégorie SV . 
Le morphisme A : (P^T^) -* (P2;T2) est une g - équivalence si l'on a en outre 

(iv) A c rPl>p2 , (v) 3(A) = P2 , (vi) 3^X(q) est une - orbite pour 
q € P2 . En particulier : (P^-T^ -» (P^-T^ et T2 : {V^^ -» (P2?T2) sont 
les identi tés. 

Soit (P;T) un S - a t l a s , et U <= P un ouvert. On pose yT := aT (U) , 

Tu := 6T1(u) ' uTu = uT n Tu ' et 1,on a Eu c oTu ' Tu uTu - Tu ' uTu uT - uT ' 

UTTU = UTU * U 6St di t ouvert fondamental (relatif T) lorsque 3 (yT) = P = a (Ty) . 

Le S -a t l a s (U; T ) sera di t ouvert dans (P;T) et ^ : ( U ; ^ ) -* (P;T) 

est le morphisme d'inclusion. L'inclusion est une équivalence ssi U est un 

ouvert fondamental; dans ce cas on dira que yT est une équivalence d'inclusion. 

Soit L un groupe d'automorphismes de (P;T) . Alors T := U A est un 
L AeL 

groupoide sur P , et (P;TL) est appelé le quotient L\(P;T) de (P;T) par  

rapport à L ; T^ : (P;T) -> (P;TL) est la projection canonique. En général pour 
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tout groupolde T' sur P te l que T c T ' , le morphisme T' : (P;T) (P;T') 
s'appelle la projection canonique. 

On définit Top(P;T) := Top(T) = P/~ , où ~ est la relation d'équivalence sur 
P définie par a(t) ~ 3(t) , t e T (§ 2 .1). Dans ce cas top : P -> Top(P;T) et 
top : T -> Top(P;T) sont des applications ouvertes. 

(P;T) sera di t connexe si c 'est le cas pour Top(P;T) ; la connexité de (P;T) 
revient à la II - cohérence de T (§2 .2) . o 

A toute variété V on associe le S - atlas (V;Ev) . Alors V 1+ (V;Ev) est 
un plongement de la catégorie des variétés dans SV . Un S - atlas équivalent à 
un atlas (v?Ey) sera appelé variété par abus de langage. Pour que (P;T) soit 
une variété i l faut et i l suffit que top : P -* Top(P;T) soit étale; dans ce cas 
V := Top(P;T) est une variété et top : (P;T) (V;Ev) est une équivalence. 
Pour tout morphisme A : (P;T) -* (P';T') on définit Top A : Top(P;T) -> Top(P';T') 
par Top A : top(p) h* top(p') , où p ' e 3(a^1(p)) , en observant que ni un 
changement de choix de p ' ni un changement de p dans leur ~ - classe fai t 
changer top(p') ou top(p) . En bref. Top est un foncteur de la catégorie SV 
vers celle des espaces topologiques. 

Finalement dans le cas où P est une C -variété (O^k^u)) , et T consiste 
k k de germes de C - difféomorphismes, (P;T) est dit (de classe) C . En prenant 

k k 
des morphismes constitués de germes de classe C , on obtient la C - sous-
catégorie de SV . 

3.1.1. Comparaison de langages 

Reprenons encore une fois l'exemple directeur. Comme on a déjà remarqué c i -
dessus un morphisme V -* V de variétés se traduit en un morphisme 
(U;G(U)) -> (U';G(U*)) , où les deux S - atlas sont associés à des recouvrements 
U,(i' de V et V . Un isomorphisme V -+ Vf se traduit par une équivalence. 
Autrement d i t , tous les at las de V sont équivalents en tant que S - a t l a s . 
Puisque (V;E )̂ se trouve parmi les atlas de V , on pourrait dire, par abus de 
langage, que V est équivalente à chacun de ses a t las . 

Rappelons (§ 2.1) que G (If) = w"1 , où <P : U -+ V est la projection canonique, 
U = I 1 U. , {U.} = U . Plus généralement soit : W -* V une surjection étale 

quelconque, et mettons G := № . Alors (W;G ) est un S - a t las , e t , comme on 
vérifiera, if : (W;G ) -* (V;E ) est une équivalence. Supposons en particulier que W V 
i|f : W -» V soit un revêtement universel, et que F soit le groupe fondamental, 
i . e . le groupe des automorphismes de W qui commutent à i|/ . En tenant compte du 
fait que F agit transitivement sur les fibres i l s'avère qu = F = U f . 
D'autre part (W;F) n 'est autre que le S - atlas quotient p\(W;Ew) , et 
l'on trouve que _\(W;E ) et (V;E ) sont canoniquement équivalents (moyennant $). 

F W V 
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De plus,si U <= W est un ouvert fondamental au sens classique, i .e. toute 
orbite de F coupe U , on sai t bien qu'on peut "récupérer V de U à 
l 'aide des identifications induites par les éléments de F ". C'est précisément 
ce qu'on retrouve en langage de S - a t l a s : Le morphisme composé 
Fijî : (U; F ) -* (W;F) -> (V;E ) est une équivalence. 

3.2. Morphismes de groupoides et de S - atlas 

Soient T et T' des groupoides sur P resp. P' , et $ : T -* T' un morphis
me de groupoides topologiques. 

L'application cp induite par $ est une application P -> P' en identifiant 
toujours P à ET et P' à ETi • En prenant un couple t , t ' : = 0(t) , et des 
voisinages ouverts W,W de t , t ' te ls que $ (W) c w' et que aw : W -» P , 
a , : W -» P' soient des plongements, on obtient le diagramme commutatif 

Vg 

i 
a(w) 

W 

3W 

ds 
e(w) 

qdsv 

V 

fs 

w s 

sd 

a(W') -
V 3 W 

3(W) 

En passant aux germes en t resp. t ' , et en tenant compte de la première 

identité tautologique, on obtient la seconde identité tautologique 

(2) *«<t) *(t) = t*B(t) ' 

d'où l 'inclusion 

T cp = (p $ (T) c (pT* . 
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La dernière inclusion permet de vérifier que 
A($) := <PT" 

est un morphisme (P;T) -• (P';T') . 
De plus s i $' : T' -» T" est un morphisme, où T" est un groupoîde sur P" , 

on a A($' o<f>) = A($') o A($) , i . e . A( ) est un foncteur de la catégorie des 
groupoides sur des variétés vers celle des S - a t las . 

Lorsque $ est étale, cp est étale (§ 2.1) et en conséquence A($) est étale, 

i . e . A($) c T , . Inversement, si A($) est étale, (p est étale, et , en P ,P 
tenant compte du diagramme ci-dessus où a est étale, i l s 'ensuit que $ est 
étale. Dans ce cas i l découle de (2) que ker $ c <p<p * f ce qui fai t apparaître 
que les fibres sont simplement cohérentes; les fibres ne sont cohérentes que si 
ker $ = tp<p * . Par conséquent $ est une couverture ssi $ est étale surjectif 
et ker $ = cpcp * . 

Cette caractérisation permet de vérifier que pour une couverture $ , A($) est 
une équivalence. Une équivalence de ce type sera également appelée couverture. 
Dans ce cas on dira que (P',T") est un recollement de (P;T) (moyennant A($)) 
et (P;T) est un décollement de (P';T") (moyennant A($) 1 ). 

Toujours dans le cas de $ étale, on trouve que cp(P) = U' est un ouvert de 
P ' , et que im $ c ^ J ^ , ; $ se factorise en un morphisme étale 
$j : T -> JJIT^I et l 'inclusion $2 : ,Ty, c T' . Par conséquent A($) = 
A($2) o A($x) où ACGj) : (P;T) (U '^ .T^) et où A(*2) n 'est autre que l ' i n 
clusion T' : (U'^.Ty,) -> (P';T') (§ 3.1). 

Par des vérifications simples on obtient la 

PROPOSITION 3.2.1 - A($) est une équivalence ssi i l est le produit d'une couver 
ture et une équivalence d'inclusion (§ 3.1). 

En général une équivalence A : (P;T) -> (P';T') ne provient pas de cette façon 
d'une couverture• Cependant on a la 

PROPOSITION 3.2.2 - Pour toute équivalence A : (P;T) (P';T') i l existe un  

diagramme commutatif 

(P";T") 
M^Y^ Nss^ft($') 

(P;T) - - > (P';T') 

où A($) et A($') sont des couvertures. 

Autrement dit,on peut passer de (P;T) à (P';T-') par un décollement suivi d'un 
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recollement. 

Pour démontrer la proposition on observe que A a une structure de variété 

étalée par a et 3 respectivement sur P et P ' . On met T" := â^Tâ^* et $ : 

an t â ^ H t , où ail.) = a(t) , <xU0) = 3(t) , L , L € A , t e T . Puisque A 
est une équivalence (d'où T ' = A T A , T = AT' A ) et que A = à* ' (en 
vertu de la premiere identité tautologique), on trouve que T" = 3^T' 3^ . En 
mettant *' : B£ f B~* t ' , où 3 U 1 ) = a ( t ' ) , 3 U 2 ) = 3 ( f ) , J i l ^ ^ e A , 
t ' £ T , et en ut i l isant à nouveau la première identité tautologique, la proposition 
s ' é tab l i t . 

Un morphisme A : (P;T) -> (P';T') est di t à isotropie t r iv ia le s ' i l jouit de la 
propriété: (At1 = £, i e A, t ' e T') => (t* e Epl). Par exemple si (P';T') est 
à holonomie t r iv ia le , tout morphisme A : (P;T) -> (P';T') est à isotropie t r iv ia le . 
Un autre cas qui garantit 1'isotropie t r iviale est celui où A est ouvert, 
c.-à-d. A consiste de germes d'applications ouvertes. 

Dans le cas d'isotropie t r ivia le on a un analogue à la proposition précédente, 
notamment la 

PROPOSITION 3.2.3 - Pour un morphisme A : (P;T) -> (P';T') à isotropie t r ivia le  

i l existe un diagramme commutatif 

(P";T") 
A(«) / .̂ A(V) 

(P;T) :—• (P'îT') 
A 

où $ : T" -* T est une couverture et Y : T" -* T' un morphisme de groupoldes  

topologiques. 

La démonstration est analogue à la précédente. 

A t i t r e d'exemple reprenons la situation de 3.1.1 où ip : U -* V est une sur-

jection étale et G(U) = tpp 1 . Pour g e G(U) la factorisation g = f-fô*, f. e <î> , 

est unique, et gg' , où g* = f-̂ f* est défini ssi f = f . Alors 
- 1 - 1 

* : f,f- f. f = eQ/_N € E est un morphisme étale de groupoïdes topologiques 
1 2 1 1 Pir) V 

qui induit cp sur E^ ^ U . Puisque ker $ = G(U) , $ est bien une couverture; 

apparamment A($) s ' identifie à cp . 

Dans le cas d'une surjection étale : W -» V , $ : (W;E ) -+ (V;E ) et 
ip : (W;M ) -> (VjE )̂ sont des morphismes; le premier décrit le morphisme ij> de 
variétés, tandis que le second est une couverture. 
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3.3. Revêtements 

Tous les groupoides T, T1, . . . , T^, . . . , envisagés dans cette section sont des 
groupoides sur des variétés P, P ' , P^, . . . , et sont supposés 11̂  - COHÉRENTS. 

Au § 2.2.3 on a fait remarquer que, pour une variété connexe V à un recouvre
ment U - {U }̂ en domaines simplement connexes, la théorie des revêtements de V 
se réduit à la théorie des diagrammes commutatifs 

(*) 

G(0) (G(Û)) 
o 

$ A 

G(U) • n (G(U)) 
Y o 

où A est un déroulement. 
Dans le cas où (J est quelconque, le diagramme (*) permet toujours de récupérer 

les revêtements de V compatibles avec U . 
De toute façon pour les recouvrements il en domaines simplement connexes le 

groupe fondamental de 11̂ (G(U)) s'avère indépendant du choix particulier de U . 
Puisque (*) ne fait intervenir que des notions définies pour la catégorie des 

S -a t l a s , on est conduit à développer une théorie de revêtements de S - at las à 
part ir de (*), où l'on a remplacé G(U) par le groupoide de transition T d'un 
S - atlas connexe (P;T) , et la flèche A : II (G(0)) -* II (G(Q)) par un déroulement 
de groupoides discrets, le reste du diagramme étant complété par pull-back. Toute
fois, comme l'exemple d'une variété fait déjà voir, on ne peut espérer aboutir à 
une notion de groupe fondamental invariante par rapport à des équivalences que si 
l'on passe à la classe des S - atlas (P;T) à P simplement connexe. En effet 
on va établir ci-dessous que pour deux S - atlas équivalents (P^;T^) , i = 1,2 , 
à P^ simplement connexe, les groupes fondamentaux de II^T^) et U^(T^) sont 
isomorphes. Cela permettra de développer une bonne théorie de revêtements pour 
les S - atlas connexes. Au § 5 i l s'avérera que le groupe fondamental,introduit 
ic i par analogie au cas d'une variété,s ' identif ie (au sens de Gr Typ ) à celui 
du classifiant BT de Haefliger. 

On dira que A(A') : (P';T*) •+ (P;T) est un revêtement déroulant de S - atlas 

connexes si A' : T' -> T est un II -déroulement. Un morphisme A : A (A*) -> A (A") 

de revêtements déroulants, où A(A") : (P";T") -> (P;T) est un deuxième revêtement 
déroulant, est un morphisme A : (P';T') -> (P";T") t e l que AA(A") = A(A') . 
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Aut A(A') désignera le groupe des automorphismes A : A (A1) -> A(A') . On a, tout en 
conservant les notations. 

PROPOSITION 3 . 3 . 1 - Pour tout morphisme A : A(A') -*A(A") i l existe un unique  
morphisme Ф : T' -> T" te l que A" ^ Ф = A" et que A = А(Ф) . 

et 

PROPOSITION 3 . 3 . 2 - Pour un endomorphisme de revêtement déroulant A : A(A') -* A ( A * •} 

la propriété A n T' ^ 0 entraine A = A(idT.) = T' . 

Un morphisme A : (P";T") -> (P";T") est di t localement stable lorsque 
A n T ^ 0 . La propriété de s tabi l i té locale est conservée par toute équivalence. 

Un groupe d*automorphismes d'un S - atlas opère de manière génériquement libre 
si 1'automorphisme identique est le seul élément localement stable. 

La proposition 3 . 3 . 1 di t que le foncteur A (. . . ) établi t une équivalence entre 
la catégorie des J[q - déroulements de T et celle des revêtements déroulants de 
(P;T) . La proposition 3 . 3 . 2 d i t que Aut(A(A')) opère de manière génériquement 
l ibre . 

Remarque 
Pour une variété (V;E )̂ la notion de morphisme localement stable se réduit 

à la notion usuelle, i . e . celle d'un morphisme X : V -» V pour lequel i l existe un 
ouvert U c V de façon que X|U = idy . De plus, dans ce cas, la comparaison c i -
dessous entre la définition d'action génériquement libre et celle d'action libre d'un 
groupe L fournira peut-être une justification du vocable "génériquement l ibre", 
"génériquement l ibre": (X£ L, U c V ouvert, X|u = i d j =»( X = idy) 

"libre" : (Xe L, p e V, x| (p) = id ->( X = idy). 

Supposons que A : (P;T) (P^jT^) soit une équivalence de S - atlas et que 

P,?^ soient simplement connexes. D'après la proposition 3 . 3 . 2 i l existe un dia

gramme commutatif 

(P2;T2) 

A(*) . A № 
(P;T) A (PlîTl) 

où $ et Y sont des couvertures. 
Alors pour tout n -déroulement A : T1 -» T on obtient un diagramme commutatif o 

de n - déroulements o 
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1 2 1 

Û | P P 

où A2 est le pull-back de A , A1 est obtenu de A2 par l'opérateur Q (§ 2 . 3 ) , 
et où $' et y' sont des couvertures. De cette façon on obtient un diagramme 
commutatif 

(PL;TI) A ( * ' ) - W M ¥ (P;;T;) 

A(A) A(Aj) 

(P;T) j • (Pj ;^) 

de revêtements déroulants, et les propositions 2 .3 .4 et 3 . 3 . 1 montrent que le pas
sage A(A) -» A(A )̂ est une équivalence de catégories de revêtements déroulants. 

Un revêtement de S - atlas connexes est un morphisme A : (P';T') (P;T) qui 
fai t partie d'un diagramme commutatif 

(P';T') > (P';T«) 

A A (A) 

(P;T) • (P^-T^) 

où A(A) est un revêtement déroulant et où les flèches horizontales sont des équi
valences . 

Puisque tout S - atlas (P^;T^) admet une couverture (P^;T^) • (P^;T^) à 
P2 simplement connexe, et que tout déroulement A„ : T\ T„ fait partie d'un 
diagramme de pull-back où A2 est un déroulement et les 

flèches horizontales sont des couver
tures, on peut toujours supposer 
dans la définition précédente que 

1*2 • TJ 

T2 — > TL 

P̂  est simplement connexe. 

(P;T) est d i t simplement connexe si tout revêtement (P';T') (P;T) est une 
équivalence. 

Un revêtement A : (P';T") -» (P;T) est di t universel si (P*;T') est simplement 
connexe; dans ce cas Aut(A) s'appelle le groupe fondamental. 
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En rassemblant les remarques précédentes et en tenant compte des propositions 
3.3.2, 3.3.1, 2.3.4 et du résumé au § 1.2 on arrive finalement au 

THÉORÈME 1 - Pour tout S - atlas connexe (P;T) i l existe un seul revêtement 
universel A : (P';T') -» (P;T) à une équivalence de revêtements près. Le groupe 
fondamental F := Aut(A) opère de façon génériquement l ibre. Pour tout sous-
groupe F c F , le_ quotient de A par rapport à_ F^ , F^\ (P' ;tf' ) —* • (P;T) 
est un revêtement; tout revêtement (P";T") -* (P;T) est équivalent à un revête 
ment de ce type. 

F\(P';T') • (P;T) est une équivalence. 

A 1 * aide de la proposition 3.2.3 on obtient un complément que voici 

THÉORÈME 1A - Soient A± : (P^;T£) (P^-T^ , (i = 1, 2) , des revêtements uni 
versels et A : (P^;T^) -> (P^/'T^) un morphisme à isotropie t r iv ia le . Alors i l  
existe un diagramme commutatif 

(PJ;TJ) -

I 
d 

t,t':= 0( fdg 

mp 

A 

(P';T-) 
I 

A2 
(P2;T2) 

A1 est déterminé à_ un multiplicateur à_ droite e Aut ( ) près, et constitue un 
opérateur d'entrelacement pour les actions de Aut(A^) et Aut(A2) . De cette 
façon A détermine un Gr Typ - morphisme bien défini A : Aut(A.) -*Aut(A„) . En ^ — * 1 2 — 

particulier , lorsque A est uneéquivalence, est un Gr Typ - isomorphisme. 

De plus on a le 

THÉORÈME 2 - Soit (P;T) connexe et simplement connexe et soit F un groupe 
d1automorphismes qui opère de manière génériquement l ibre . Alors la projection 
canonique T - (P;T) -* F\(P;T) est un revêtement universel et F en_ est le 

groupe fondamental. 

Pour démontrer le théorème 2 on constate d'abord que la condition d'action 

génériquement libre peut s 'écrire sous la forme: (Â  n A2 ^ 0, Â  e F) -> {A^ - A^) . 

Autrement d i t , {A | A e F} est une partition de T := U A en ouverts. Par 

conséquent, en munissant F de la topologie discrète, la projection canonique 

T_ -> F est un morphisme de groupoides topologiques. Par pull-back du déroulement 
universel F -> F on obtient un II - déroulement $ : T -> T et un revêtement 

déroulant associé A($) : (P ;T ) -> (P;T ) de S - at las connexes. On retrouve 
F F 
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(P;T) comme ouvert de (P ;T_) de façon que P soit un ouvert fondamental de P 
par rapport à T_ . Autrement dit, l ' inclusion (P;T) c (p ;T_) est une équiva
lence. Par conséquent (P ;T ) est simplement connexe et A($) est un revêtement 
universel. Puisque F est le groupe fondamental du déroulement universel F -> F , le 
groupe fondamental de A($) est canoniquement isomorphe à F . Sur le sous-S-atlas 
équivalent (P;T) le groupe F est induit par Aut(A($)) , d'où le théorème. 

Supposons que V soit une variété connexe et simplement connexe. Le S - at las 
associé (V;Ey) a donc une seule carte simplement connexe V ; par conséquent son 
groupe fondamental, qui s ' identif ie dans ce cas à celui de II (E) , est t r i v i a l . 
Supposons qu'un groupe F opère librement de façon discontinue sur V . Alors 
W = F\V est une variété et F\(V;E ) s ' identifie à (W;E ) . Le théorème précé-
dent montre alors que pour les variétés la théorie des revêtements (non-ramifiés) 
coïncide avec celle des variétés en tant que S - a t l a s . 

Le théorème 2 est un cas particulier d'un théorème un peu plus général. 
Pour un groupe G d'automorphismes d'un S - atlas on désigne par Ĝ g le sous-

groupe engendré par les éléments localement stables (§ 3.3). Ĝ g est un sous-groupe 
distingué. 

THÉORÈME 2 * - Soit G un groupe d'automorphismes du S - at las connexe et simple
ment connexe (P;T) . Alors G. \(P;T) = (P;T_ ) est simplement connexe, et la 

£S G£g 
projection canonique T_ : (P;T_ ) ->G\(P;T) = (P;T ) est un revêtement universel G G£S G 
dont le groupe fondamental s ' identifie à_ G/Gis . 

Supposons que V soit une variété connexe à un feuilletage F . Alors V 
admet un recouvrement i^^} en domaines simplement connexes te ls que le feuil le
tage Fi induit sur Vi soit une fibration en disques; un te l recouvrement sera 
di t simple. En conséquence l'espace quotient V _̂/F̂  =: est une variété connexe 
et simplement connexe; cpi : désignera la projection canonique. De plus 
on pose p := JJ_ ; i|/ : P -* V sera la projection canonique te l le que 
ip± :- |̂V± soit l ' inclusion V. c V ; T := ^E .̂ . 

Pour tout ouvert U c V. . := V. n V. , on met U. := ip?1 (U) , U! := cp. (U. ) , 
U - I . i- i J i l l i i 

Tij :=S ^i(^j 'U) : Ui "* Uj " s i u est "suffisamment pet i t" on a un diagramme 
commutatif 

U 
Tii 

Ui 

dv 

v w 

U. 1 

m 

U' 
j 
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où ("^j) est ^ homéomorphisme. L'ensemble des (Tj_j) ' ou u parcourt les 
ouverts suffisamment pet i ts de I 1 V. . , engendre un pseudo-groupe G' sur 

( i , j ) i3 P' := I I W. e t , par conséquent, un groupoide T' := T . sur P' . Le passage i G 
T _̂. ' définit un morphisme $ : T -+ T' de groupoides topo logique s ? 
A ($) : (P;T) -+ (P ' ;T' ) est la projection canonique. 

Le passage du recouvrement simple à un autre recouvrement simple fai t 
subir une équivalence à (P;T) et (P';T") de façon que la projection canonique 
soit conservée. Grâce à ces équivalences (qui sont canoniques) on peut introduire 
la notion du quotient V/F de V par rapport à F , et de la projection canonique 
A : V -> V/F . Finalement, en constatant que $ sat isfa i t aux conditions de la 
proposition 2 . 2 . 3 , on aboutit au 

THEOREME 3 - Pour toute variété connexe V à_ un feuilletage F la_ projection  
canonique A : V -* V/F induit une Gr Typ - sur jection A^ : Fv Fv/F — 
groupes fondamentaux. 

En gardant les notations précédentes, soit \7 V le revêtement universel de 
V , et F le relèvement correspondant de F . F^ opère sur V en conservant 
F , et opère, par suite, sur V/F ; G désigne le sous-groupe correspondant du 
groupe des automorphismes de V/F . Désignons par ^Fv^0 l'image réciproque de 
G ŝ . En s ' appuyant sur le théorème 2 ' on obtient le 

THÉORÈME 3 ' - (Fw)̂  = ker A^ . On a G\(V/F) = V/F . 
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§ 4 - Deux applications 

4 .1 . Sphères elliptiques 

A t i t r e d'exemple on va calculer le groupe fondamental d'une sphère elliptique 

P(a) (voir ci-dessous) et étudier ses revêtements. 

JP désignera la sphère de Riemann. Une signature sur P sera une fonction 

a : P -* Xï te l le que son support |a | := a + soit un ensemble fini ([28]). 

Supposons que pour une signature a donnée on a i t |a | = {z^,...,z^} c P - {<»} 

et de plus IZ^-z^l > 1 . Comme cartes de HP (a) on prend JP - |a| et k copies 

D^,...,D^ du disque unitaire |ç | < 1 . Comme générateurs du pseudo-groupe des 

changements de carte on prend les applications i\ : Dj ~ ̂ } -> P - |a| et 

p. : D. -* D. définies respectivement par Çhz, + où n. := a(z.) , et 

C i où £j := exp (27ri/n_. ) . Bien entendu les ne sont que des applica

tions étales, mais ça suffit pour définir le pseudo-groupe et le groupoide associé 

T(a) sur P(a) := (P - \o\) \J_ D ML . . . JJL Dk - On met P(a) := (P(a) ; T(a) ) . 

Quelques remarques s'imposent: 

1) Soit pour tout j , Uj c Dj un ouvert qui contient 0 . Alors 

U = (3P — |a| ) JJ_ Û  _J_X . . . JJ_ Uk est un ouvert fondamental (§ 3.1) par rapport à 
T(a) . Autrement d i t , l ' inclusion (U; gTCa) ) c P(a) est une équivalence. Par 

abus de notation on désignera dans ce cas (U; ^T{o)^) toujours par P(a). . 

2) La remarque précédente permet de supprimer la condition |z^-z. | > 1 dans 

la définition de P(a) . I l suffit de prendre des disques circulaires D_. suffi

samment pet i ts pour que T.. définisse une application D.. - {0} -> P - |a| . 

3) Supposons que M : P -* P soit une transformation de Möbius te l le que 

a oM 1 = a' r et que | a ' | c P - {«>}. Alors i l existe une unique équivalence 
Aw : P(a) -*P(a') qui coïncide avec M sur P - |a | . M 1 1 

4) La remarque précédente permet de définir P(a) pour une signature quelconque 
en effectuant une transformation de Möbius M de sorte que |<j ~>M| c P - {»} . 

Evidemment TopP(a) s ' identif ie à P de te l le manière que t o p | ( P - | a | ) 
i l i ni soit l ' inclusion P - \o\ c p et que top|D_. : ç !-> z_. + Ç J ; de plus top est 

visiblement un morphisme holomorphe P(a) -> (Pj-E^) . 

Pour calculer le groupe fondamental, on observe que celui-ci dépend exclusive

ment de la C° - structure de P(a) . Quitte à une C° - équivalence on peut supposer 

que z^, ,z^ sont situés dans l 'ordre cyclique positif sur le cercle |z | = 1 , 

et que z^ = 1 . Puis on va remplacer P(a) par une variété simplement connexe. 

Pour cela i l suffit de décomposer P - \o\ en deux ouverts simplement connexes Eœ 

et E_ . A cet effet on pose Z. := {tz. I 1 < t < 2} , Z = Ö z . , 
0 ^ 3 3 j=l 3 
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E0 := ^Z I LZL K 2' zéz} , Eœ := {1/z | z £ EQ} . Les composantes connexes 
A ^ . . . , ^ de n sont décrites par 

= {z |argz^ < arg z < argz . + 1, h < |z | < 2} , 
= {z | arg zk < argz < 2TT, h < |z | < 2} , (0 < arg z. < 2TT) . 

On remplace 3P - |a | par EQ JJ_ . T' désignera le groupoïde sur 
E LL E JJ_ D. U_ . . . !_[_ D, qui correspond à T(a) . L'ensemble T' des 
germes de transit ion Ê  -» se décompose en k composantes connexes a^ , . . . , ak 
qui correspondent respectivement à A^,...fA^ . 

On suppose de plus que les disques D ^ . . . ^ ^ soient de rayon assez pe t i t pour 
que xi(Di-{0}) n T(D.. - {0}) = 0 pour i ? j , et que 
x_. (D̂  -{0}) c {z | h < |z | < 2} , j = l , . . . , k . Chaque T_. : D - {0} 3P -1 a | se 
décompose en x? : D. -{0} -» E resp. T°° : D. - {o} -> E . 

3 3 u Q D D 00 
Le domaine de définition de x_. consiste de n. secteurs angulaires ouverts 

d'aperture 2-rr/n. , B . , . . . , B . (énumérés dans l 'ordre cyclique pos i t i f ) , et 
3 l /3 nj i-3 œ 

de même le domaine de définition de t . consiste de n. secteurs C , . . . . C 
3 3 l , j n j , j 

(dans l 'ordre cyclique pos i t i f ) . On fixe les numérotations de façon que 
B. . n C . . ^ 0 et ^ . n C . 7 ^ 0 . Alors B. . n C. . ^ 0 et 

1,3 1,3 I'D ^, 3 1 » D 3 ,3 
B. . n C. . . ^ 0 (n,+1 se l i t comme 1). Les composantes connexes de l'ensemble 
V3" seront désignées b. . , . . . ,b (correpondant à B , . . . ,B ) et celles 

3 1'3 nj,3 l'3 
de TTO seront désignées par c. . , . . . , c . Soit d := p> , d. est une 

3 i,D nj^i p 
composante connexe de T et l 'on a pP = d . 

Dj Dj 3 

Cela montre que le groupoïde nQ(T') est à k+2 sommets ^ ^ i ' - ' - ' ^ ' ^ 

qui correspondent respectivement à En'Dl ' " " * ,Dk,Ea> * De pluS Tl n'a q-u'un 
nombre fini de composantes connexes, notamment a . ,c .,d^ , j = l , . . . , k , 
1 = l , . . . , n . , 1 < p < n_. et leurs inverses. Par conséquent nQ(T') est 
engendré par a . ,b . . , c . . ,d. . De plus, en écrivant toutes les relations du type 

[t.. ] [ t2] = [ t ^ J , t . € T' , i l suffit de retenir les suivantes 

bi , jbI î i , j - dj c i . j c l i i , j " d j 
(i = 1, . . . ,n . , n +1 se l i t comme 1 ) . 

3 k 

b .^ .c . . = a. c * .b. . = a . \ 
i , j i ,3 3 i+l ,3 i ,3 3"1 

(i = 1, . . . ,n . , n +1 se l i t comme 1 ) . 
3 k 

n. De ces relations i l découle que dy* = 1 et que bi+1^j - dj b i , j ' 

Ci+l,j = d j i c l , j • 06 PlUS 11 611 déC°Ule ^ aJ"la3 = °î+l:JCiJ = Cîjd3ClJ 
et que le groupe de cohérence en ê  est engendré par les éléments 
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R. = a * a. assujettis aux relations 1 i - l 1 

nl n2 nk 
(*) Rl =R2 = =Rk =R1R2 \ = X-

Pour k > 3 c 'est un groupe de type Fuchsien (puisque n. > 2 pour j = 1 , . . . ,k) . 
Pour k = 1 on obtient comme relations R̂  = R = 1 ; c 'est donc un groupe 

t r iv i a l . 
Formellement le cas k = 1 rentre dans le cas k = 2 si l'on admet que = 1 . 
Dans le cas k = 2 on ne considère que deux cas extrêmes, à savoir (n^,^) = 1 

et n^ = n^ = n . 
(n ,n.) = 1 : P(a) est simplement connexe. On l 'obtient comme S - atlas 

quotient en feuilletant Œ - (0) par la famille des courbes z - Xz9 = 0 où X 
parcourt F . Puisque Œ - (0) est simplement connexe, i l faut bien,selon le 

théorème 3, que le S - atlas quotient soit simplement connexe. 

nl~n2~ n>2 : Le groupe fondamental de P(a) est n-cyclique. 

P* := Eq JJ_ D̂  J_L . . . JJ_ D̂  J_l_ EŒ étant simplement connexe, tout revêtement de 
(P*;T') est un revêtement déroulant à une équivalence près. Soit A : T' -+ T' 
un déroulement et A(A) : (P';T') -> (P';T") le revêtement associé. Puisque les 
cartes de P' sont des copies de celles de P' , et que les changements de carte 
en haut se projettent par A sur des changements de carte en bas, i l s'ensuit que 
(P';T") est un S - atlas holomorphe. 

Pour mieux voir l 'application Top A(A) : Top(P';T') -> Top(P';T') on va tout 
d'abord simplifier les deux at las . 

Par recollement de E_ et E on passe de (P*;T') à l ' a t l a s in i t i a l 
(P(a);T(a)) . De même, en recollant dans P' les copies de E^ et suivant 
les changements de carte entre eux, on obtient une surface de Riemann Q (éven
tuellement non-connexe pour l ' ins tan t ) , et le morphisme Q -» 3P-|a| induit 
par A(A) (en tenant compte des recollements) est un revêtement de surfaces de 
Riemann. 

De plus,pour j e { l , . . . , k } , le sous-atlas de (P';T') , qui consiste de 
toutes les copies de D̂  et les changements de carte entre eux, se décompose en 

composantes connexes V. .; A(A) induit sur chacune un revêtement déroulant 
3 

au-dessus de (D .̂;F )̂ , où F_. est le groupe n^ - cyclique engendré par (§3.3) 
Puisque Dj est simplement connexe et que agit de manière génériquement 
l ibre, V. . est équivalent à (D. . ;F. .) , où D. . est une copie de D. et 

D,i D,i D,i 3,1 mi J 
Fj ^ c F_. est un sous-groupe; F_. ^ possède un générateur p_. te l que 
| F . . I = n./m. =: n. . . Le revêtement induit par A(A) se réduit alors à la 

D,i j i 3,1 
projection canonique (D. . ;F. . ) •-• (D.;F.) associée à l'inclusion F. . C F . . 

3 , i 3 , i 3 3 3 , 1 3 
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V. . et V. . étant des composantes connexes différentes de V. pour i„ 5- i„ . 
i l n'y a pas de changement de carte entre D. . et D. . 

De cette façon on obtient un revêtement A : (P;T) -* 3P(a) , où 

P := Q _J_ (I I D. .) , et où T se réduit à l ' iden t i té . En gardant toujours 

l'hypothèse que T_.(D^-{0} n T , (D_. , - {o}) = 0 pour j ^ j ' , l'ensemble des 
changements de carte entre D. . et D., . , est vide pour (j , i) ^ ( j ' , i ' ) . 

Puisque _T se réduit à id^ on a _ T = f . . , où T. . : D . . - { 0 } -+ Q 0 0 0 D_.,-0 1,1 1,1 n . 1 X 
est une application holomorphe. De plus (t , t e T. . , 3 (t ) = $(t )) entraîne 

_ 2 vs 1 2 3 , 1 1 2 
t t e T = F. . . Cela montre que T . . induit un plongement holomorphe 

i z D j , i u j , i 3 ,1 D ,1 
F. . \(D. . - {0}) -+ Q . 

3,1 D»i 
Chaque point q € Q au-dessus de la couronne T .(D. - {0}) provient d'un point 

q' d'une copie de E_ ou E dans P' au-dessus de T .(D. -{0 }) . Le revête-0 00 j j 
ment A(A) étant déroulant, q' est dans le but d'un f? (ou T ) au-dessus de 

Tj (T_.) . En conséquence q est dans le but d'un T ^ . 
On passe à Top(P;T) en recollant les disques D_. ^ à la surface Q à l 'aide 

des T . . • La constatation ci-dessus qu ' i l n'y a pas de changement de carte entre 
3,1 

deux disques différentes, montre que les images des D. . dans Top(P;T) sont 
disjointes l'une à l ' aut re , d'où i l s'ensuit que Top(P;T) est de Hausdorff. 

En désignant l'image de l 'origine de D. . par p. . , et en désignant toujours 
D,i D,i n. ± 

la coordonnée standard dans D. . par r , u. . = ç est une 
3̂ 1 ni 3,i 

variable uniformisante en p. . . De même u. = ç J est une coordonnée locale 
en z. . La projection Top A s ' écr i t localement u. . -» u. = (u. .) 

3 ^ .3,1 3 D,i 
Finalement, par définition de revêtement, Top(P;T) est connexe. 
En résumant on a trouvé: 

- Top(P;T) est une surface de Riemann connexe; 

- Top A : Top(P;T) -» TopOP(a) = TP est une application holomorphe; 
- les p. . sont les points de ramification de Top A et l ' indice de rami-

fication en p. . est un diviseur de n. = a(z.) ; 

- tout point de Q au-dessus de la couronne T(D_. - (0) ) c IP fai t partie d'un 

disque centré à un point p_. ^ ; 
- Q , en tant que complément d'un sous-ensemble discret de Top(P;T) , 

est connexe. 

En bref, f := Top A : Top(P;T) 19 est un revêtement ramifié de surfaces de 

Riemann dont l'ensemble critique se trouve au-dessus de |a| , et t e l que l ' i n 

dice de ramification en chaque point x est un diviseur de a(f(x)) . 

En suivant le raisonnement précédent en sens inverse on montre que tout revête

ment ramifié de ce type provient d'un revêtement de S - a t l a s . 

Finalement i l est classique que le revêtement universel de JP(o) pour k > 3 
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est du type P -•F(a) , Œ -*P(a) , D -»P(a) suivant le cas que 
X_, % := 2 - E ( 1 - 1 / n . ) est positif, nul, ou négatif ( [ 2 7 ] , [ 3 1 ] ) . P(o) j=i 3 

4 . 2 . Les S -a t l a s à holonomie unilatêre t r iviale 

Comme on a fait remarquer dans l 'introduction, le théorème dé Haefliger sur les 

feuilletages analytiques de codimension 1 ( [ 1 0 ] , p. 324) est une conséquence du 

fait que le groupe fondamental d'un S - atlas analytique compact de dimension 1 

est d'ordre infini . I l est peut-être just if ié d'appeler ce dernier énoncé le 

véritable "théorème de Haefliger" (voir [8], [ 1 5 ] ) . 

Une analyse de la démonstration dans [8] montre que le même type de théorème 

subsiste pour les S - at las de dimension 1 à holonomie unilatèr» t r iv ia le . De 

cette manière le théorème de Haefliger prend une forme purement topologique d'où 

le cas analytique ressort comme corollaire. 

La démonstration ci-dessous est calquée sur celle pour le cas analytique dans 

[8]; en particulier les préliminaires ci-dessous sont pris de cet a r t ic le . 

4 . 2 . 1 . Définitions et préliminaires 

Une variété à une dimension connexe et simplement connexe s'appelle arbre 

Tout domaine (:= ouvert connexe non-vide) d'un arbre est encore un arbre. L'in

tersection de deux domaines d'un arbre est toujours connexe (éventuellement vide). 

Un couple de points a,a ' d'un arbre A est di t couple associé lorsque a=^a' 

et que tout voisinage de a rencontre tout voisinage de a' ; a et a' sont 

appelés points de branchement. 

CRITERE ( [8 ]) - Une immersion d'arbres a : A -* B est un plongement ssi pour 

tout couple associé a,a' on a a(a) î a(a') , autrement d i t , ssi a(a),a(a') est  

encore un couple associé. 

Une transition (= homéomcrphisme local) T : A -> B d'arbres, sera toujours 

supposée à domaine de définition, dom(x) , connexe. 

Si T : A -> B est une transition d'arbres, alors le recollement de A et B 

suivant T , désigné par A * B , est encore un arbre. 

soient a : A -> B, T : B - * C des transitions d'arbres, et im a n dom T ^ 0 
alors ot est encore une transition en vertu de la connexité de im a n dom T . 

Soient TI : A -* B , i= 1,2 , des transitions, D̂^ : = dom i \ , D^ : = D1 n . 

Lorsque T1ID12 = T2^D12 ' °n écrira Ti u T2 &°ur 1,immersion Dj u D2 "* B définie 
par T U T 9 | D . = T . , i = l , 2 , et l'on écrira T HT. pour la transition 

*) Pour certains raffinements voir A. Haefliger, Variétés feuilletées, Ann. Se. 
Norm. Pisa (3) 16 (1964) , 367-397 . 
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TIID12 (= ^ ' V • 

La notion Ti c T2 signifie que Ti n T2 = Ti ' ou bien' <ïue Ti u T2 = T2 * 
Pour un couple de transitions : A -» В , i= 1,2 , on écrira = q.p. 

(quelque part) lorsque n ф 0 , autrement d i t , lorsqu'il existe un ouvert sur 
lequel et coïncident. 

Dans toute la suite on ne considère que des S - atlas (P;T) où P est REUNION 
DISJOINTE I I A. d'arbres A. . 

Ш 1 1 
Pour un te l S - atlas on introduit la terminologie suivante : 
T - immersion (T-transition) := immersion (transition) a : D -* P définie sur 

un domaine D te l le que д с Т . 
La T - transition т est dite maximale si pour toute inclusion т е х ' de 

T - transitions on a т = т' . 
(P;T) est di t serré si Ep est fermé dans T . 
Tout sous-schéma ouvert d'un S - atlas serré est encore serré; en particulier 

pour toute composante connexe A. de P , (A.;T.) , T. := T , est encore 
J- 1 1 x. i i 

serré. Réciproquement, si tout А̂̂ ;Т-̂ ^ est serré, (P;T) est serré. 

PROPOSITION 4.2.1 - Les énoncés suivants sont équivalents : 
(i) (P;T) est serré. 

(ii) Pour toute T - immersion о : D -> P , te l le que о = idp q.p. , on a_ 

0 = idD • 
( i i i ) Pour tout couple T1'T2 ^ T ~ transitions te l que = т2 q.p. , 

T j и est une T - transition bien définie. 
(iv) Toute T - transition т est contenue dans une unique T - transition  

maximale. 
(v) Toute composante connexe de T s ' écr i t comme t pour une T - transition  

maximale т convenable,et vice versa. 

Démonstration : 

(i) =* ( i i ) . L'hypothèse revient à dire que ô c T est un ouvert connexe et que 
5 n Ep £ 0 . Ep étant ouvert fermé ( ( i ) ) , cela entraîne que d c Ep , d'où 

a = idD . 
(ii) =* ( i i i ) . En mettant dom T. = D. , l'hypothèse implique que 

-1 1 1 
Tl T2 : T1̂ D1 n D2̂  ~* P 6St Une T " transition qui est égale à idp q.p. . Alors 
T = id . en vertu de (ii) . Autrement dit, on a T |D n D = 

1 ^ Tj( (1 "2.' 1 1 2. 
T2|D^ n D2 ce qui implique que T : = T ̂  U est une T-immersion. 

Pour montrer que T est une transition i l faut montrer, d'après le cr i tère , que 
pour tout couple associé ^ , d 2 on a T ^ 1 ^ ^ T^2^ " Dans cas contraire, 
i{d^) = x(d2) , on pourrait choisir des intervalles 3 di te ls que t (J^) = 
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x(J ) et crue T | J = T soit une transition. J. n J étant non-vide, on trouve-
2 i i _j 1 2 

ra i t que T^X" = idjj • Puisque x ^ (d^ = d2 , et que dx e , on trouverait 
^1 = d2 * Contradicti°n • 

( i i i) => (iv). Soit D" = U dom (x') , T' étant toujours une T - transition. 

Pour tout d" c DM et tout T1 ^ i te l que d" e dom(x') , T'(d") est indépen

dant du choix particulier de T' en vertu de ( i i i ) . De plus, pour d̂  e DM , 

i = 1,2, d̂ ' ï d̂  , on trouve que T'fdJ) ï T^(d^) , x^ z> T , puisque T' U 

est encore une transition. Autrement di t , x" = U T' est une transition bien 
TCT' 

définie qui contient T ; évidemment x" est l'unique transition maximale qui 

contient x . 

(iv) =*• (v) . Puisque T = U f , où x parcourt les T - transitions, on trouve 

en conséquence que T = U x ' , où x ' parcourt les T - transitions maximales. 

Tî n T2 ^ ^ entraine l'existence d'une T - transition x te l le que x c x^ 

(i = 1,2) , et l'on obtient en conséquence ((iv)) T{ = T2 * Autrement d i t , {x'} 

est unedécomposition de T en domaines disjoints ou bien {T*} est la décompo

sition de T en composantes connexes. 

(v) ( i ) . id est une T - transition maximale pour toute composante connexe 
A. de P . Selon (v) E„ = id, est une composante connexe de T . Par suite i A± A± 
E = U E , en tant que réunion de composantes connexes de l'espace localement 
P Ai 

connexe T , est fermé. 

La proposition précédente permet de conclure que certains recollements d'un S -
atlas serré conservent le caractère serré. 

Soit (P;T) , P = J I A. , un S-a t l as serré, et x : A„ -> An , {1,2} c I , 
ïeT i _1 1 2 

une T - transition maximale. Alors N = Ep u f u f est un sous-groupoïde 
ouvert à holonomie t r iv ia le ; par suite N est un sous-groupoide distingué ouvert 
de T . Le groupoide T' := N\T/N s' identifie à un sous-groupoïde ouvert de 
r OÙ P' := (A * A ) J_j_ ( | | Ai ) . 

En désignant par $ la projection canonique T -* ï" , et en posant cp := $ |P , 
on a T = et A($) : (P;T) (P*;T') est une couverture. On a 
-1 -1 -1 $ (EpI) = N = E p u f u f . D'après la proposition précédente f et f sont 

les composantes connexes de T . Par conséquent $ *(EpI) est fermée dans T , 

i . e . E , est fermé dans T' , ou bien, (P';T') est serré. 

De plus on a, en mettant cp. := cplA. , cp.cp- = x , cp. = id, pour 

i € I - {1,2} . 

Dans la situation ci-dessus, cp ainsi que P' est appelé un recollement de P 

(suivant la T - transition x ) . De même A($) ainsi que (P';T') est appelé 

recollement de (P;T) (suivant la T - transition x ) . 

On a obtenu la 
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PROPOSITION 4 . 2 . 2 - Tout recollement (P*;T') d'un S - atlas serré (P;T) 

suivant une T - transition maximale T I a -* a est encore serré. En désignant  

la projection canonique P -> P' par cp , et_ en_ mettant cp̂  := cp[A. , on a: 

T = <PT' , ^ i ^ 1 = T ' = idA. ' i e I - {1 ,2} . 

Supposons maintenant qu'on se soit donné un S - atlas serré (P';T') et une 

immersion cp : P = 1 I A. -» P' te l le que cp. := CP|A. soit un plongement pour tout 
ie l 1 i l 

i c i . En désignant la projection canonique T := <PT' -* T' toujours par 0 et 
en mettant T. :== T , le morphisme $. := $ |T. : T. , VT' v est un î Ai Ai r i 1 î î cp(A±) cp(Ai) 

isomorphisme de groupoides topologiques. (P';T') étant serré, E , . est fermé 
cpCAi) 

dans .T' . . C'est dire que E, est fermé dans T. . Puisque T. est cp(Ai) cp(Ai) Ai î ^ i 

fermé dans T , E est fermé dans T , c.à-d. E est une composante connexe Ai Ai 

de T , par suite EA = U E^ est fermé dans T , i . e . (P;T) est serré. 

Supposons que T* soit une T' - transition maximale et que T = cp̂ T1 cp_.1 soit 

définie. Alors T est une T - transition A. -*• A. et co. *TCO. = id , ,x ' id 
1 D i J <p(A±) cp(Aj) 

= : .T! . Pour toute T - transition a ^ T on a toujours a : A. -» A. . Par 1 3 i 3 
- 1 -1 suite cp̂  acp_. est une T' - transition te l le que a' := cp̂  acp_. r> rz\ . (P';T') 

étant serré, a' U T ' est encore une T' - t ransi t ion, et , en vertu de la maximalité 

de T' , on a a' <= T' , ou bien a* c , d'où résulte a' = ^T^ . Par con

séquent on a o = T , c.-à-d., T est une T - transition maximale. 

En résumant on a la 

PROPOSITION 4 . 2 . 3 - Soit (P';T') un S - atlas serré, et cp : P = JJ_ ^ P1 une  

immersion te l le que <P|A^ =: cp̂  soit un plongement pour tout Â  . Alors le  

relèvement (P;T) de_ (P';T') par rapport à cp est encore serré. De plus toute 

transition du type cp. T 'cp.1 , où T ' est une T ' - transition maximale , est une 
1 3 -1 

T - transition maximale. En particulier quand M ĉp,. est défini, c 'est une T -

transition maximale. 

Supposons maintenant que (P*;T') soit serré et que A(A) : (P;T') (P';T') 

soit un revêtement déroulant, A : T' -> T* étant le déroulement; par abus de 

langage on dira aussi que (P;T') est un revêtement déroulant de (P';T') . 

En mettant ô := a |P = A|Ep, ô : P -* P1 est une immersion te l le que ô|Ai 

est un plongement. En désignant &T' par T , (P;T) est serré d'après la 

proposition précédente. Puisque T" c T , et que Ep est fermé dans T , Ep est 

automatiquement fermé dans T' , d'où s'ensuit la 
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PROPOSITION 4.2.4 - Tout revêtement déroulant d'un S - atlas serré est encore  

serré. 

Un S - atlas est di t resserrable lorsqu' i l est équivalent à un S - atlas serré. 

La resserrabili té peut être détectée par inspection de l'holonomie comme nous 

allons voir. 
T € T sera di t germe d'holonomie unilatère en p si a(t) = 3(t) = p et s ' i l 

existe une T - transition x et un intervalle ouvert J 3 p tels que t = f et 
que x induise l ' ident i té sur l'une des composantes connexes de J - {p} ; t sera 
di t germe d'holonomie unilatère tr iviale si en plus t = id^ . 

(P;T) sera di t à holonomie unilatère t r iviale lorsque Ep est l'ensemble des 
germes d'holonomie unilatère. 

On remarquera que si^ (P;T) est à holonomie unilatère tr iviale, tout S-atlas équi 
valent à (P;T) est également à holonomie unilatère t r iv ia le . 

De plus, tout germe d'holonomie unilatère est visiblement dans l'adhérence de 
Ep relative T . En conséquence on trouve : Un S - atlas serré est à holonomie  
unilatère t r iv ia le . 

Supposons maintenant que les composantes connexes de P soient des intervalles 
ouverts, et que t e T soit dans l'adhérence de Ep dans T . Alors i l existe 
une T - transition T te l le que t = f̂ , q := a ( t ) , et que f n Ep est un 
ouvert non-vide dont t est point adhérent. Cela entraîne que x|u = idy où 
U = CX(T n Ep) , et que q e U . On a dom x - U = supp x := {x|x (x) ^ x} . 

Puisque les composantes connexes de P sont des intervalles ouverts et que le 
domaine d'une transition ainsi que son image est connexe, on trouve que dom x c J ' , 
im T c , où est la composante connexe de q relative P . Puisque 
x(q) € , que q e Û et que x|u = idy, on trouve que x (q) = q , ou bien que 
t est un élément d'holonomie. 

U étant un ouvert non-vide de dom x ayant q e dom x comme point adhérent, 
i l existe p e dom x qui est point frontière d'une composante connexe de U ; 
on a encore OICT )̂ = 3(îp) = p . Lorsque p = q , x^ est évidemment élément 
d'holonomie unilatère (on prend J := Û  u q u (composante de dom x - {q} qui 
ne contient pas Û ) ) . 

Lorsque p ^ q on a évidemment que p e supp x ou bien que x^ £ Ep ; autre
ment d i t , x est élément d'holonomie unilatère non-trivial, et x est encore 

dans l'adhérence de Ep . 

On a obtenu: Sî  P est réunion disjointe d'intervalles ouverts et t e T est  
adhérent à_ Ep , t £ Ep , alors T contient un germe d'holonomie unilatère  
non-trivial. 

En observant que tout S - atlas est équivalent à un S - atlas dont les cartes 
sont des intervalles ouverts on arrive au 
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CRITÈRE DE RESSERRABILITÉ - Pour qu'un S - atlas (P;T) soit resserrable i l faut  

et i l suffit que (P;T) soit à_ holonomie unilatêre t r iv ia le . 

En conséquence on obtient: 

COROLLAIRE 1 - Un S - atlas analytique est resserrable. 

COROLLAIRE 2 - Un S - atlas à holonomie t r ivia le est resserrable. 

4.2.2. Groupoides locaux 

Un groupoide local est un ensemble L muni 
de deux rétractions a,3 sur un sous-ensemble E , d i t l'ensemble des 

identités, 
d'une involution (. . .) * : L -» L , dite inversion, 
d'une multiplication . . . A . . . partiellement définie, tel les que les 

axiomes suivants soient vérifiés 
(GL1) a A*2 -> bu ) = aU2) 
(GL2) aU) A l = £ A 3U) = i 

(GL3) £ A iT1 = aU), S,"1 Al = 3U) 
(GL4) l A l2 => A*1 Ail"1 = Ux A£2)_1 
(GL5) £1 A £2, £2 A £3, A1 A (£2 A JL3) => A Ĵ ) A £3 = A (&2 A Â ) • 

Les axiomes comportant "=>" doivent être interprétés comme: dans l'hypothèse 
que les produits à gauche soient définis les produits à droite le sont aussi et 
les égalités écrites ont lieu. Les autres axiomes expriment que les produits 
écri ts sont toujours définis. 

Tout groupoide est un groupoide local. La notion de morphisme de groupoides 
locaux se définit de façon évidente. 

En part iculier , pour tout groupoide local L , (a,3) est un morphisme 
L -> E x E . L est di t cohérent lorsque im(a,3) engendre E x E , L est di t 
simplement cohérent lorsque (a,3) est injectif. 

On associe à l'ensemble L une copie v(L) dont les éléments sont notés v(£), 
l € L , et l'on définit a(vU)) = v(aU)), B(vU)) = v(3U)) . v(L) aux rétrac
tions a,3 engendre un groupoide libre F(v(L)) . Le quotient U(L) de F(v(D) 
par rapport aux relations v U ^ v U ^ = vUjAJ^) sera appelé le groupoide universel 
associé à L ; p : F(v(L) -+ U(L) sera la projection quotient, u : L -* U(L) sera 
le composé L — v ( L ) c F(v(L) U(L) . u est un morphisme. Tout morphisme 

(p : L -> G du groupoide local L dans un groupoide G se factorise de façon 
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unique L • U(L) • G . C'est cette propriété de factorisation unique pour 
les morphismes de L dans un groupoide qui caractérise (à un morphisme près) le 

diagramme universel L —U(L) . 

L est di t faiblement integrable quand u est injectif; L est di t integrable  

si l'on a en plus: u U ^ u U ^ £ u(L) A ¿2 est défini. 

PROPOSITION 4.2.5 - Si L est un groupoide local faiblement integrable t e l que 

U(L) soit simplement cohérent, alors L est simplement cohérent. 

En effet u identifie l'ensemble des identités de L à celui de U(L) . De 
plus u étant injectif, 1'injectivité de (a,$) : L E x E s'ensuit alors du 
diagramme commutatif 

L - • U(L) 

( a , 3 ) \ ^ / (a,3) 
E x E 

Une suite , Z. £ L , est dite locale si le produit lA A . . . A l est 1 n i 1 n 
calculable pour un placement convenable de parenthèses. Si en plus le produit est 
le même pour tout placement de parenthèses qui permet une évaluation du produit, 
on dira que la suite locale est à produit stable. 

On dira que la multiplication dans L est saturée lorsqu'un couple est 
toujours une suite locale dès qu ' i l existent des suites locales r. . . fm et 
m 4,.. . ,m tel les que (i) m4,...,m , m . . , . . . ,m soit encore une suite locale, p+1 n ^ 1 p p+1 n 
et que (i) = m̂  . . . m ,̂ ~ mp+i A * * * A mn a:*-ent Heu pour un placement 
convenable de parenthès. 

On dit que la loi d'associativité générale a lieu si toute suite locale est à 
produit stable. 

Maintenant on peut formuler le 

CRITÈRE DE MALCEV ([8 ] ) - Pour qu'un groupoide L soit faiblement integrable  
i l faut et i l suffit que la loi d'associativité générale a i t lieu. 

Pour que L soit integrable i l faut et i l suffit que L soit faiblement  
integrable et que la multiplication soit saturée. *) 

Remarque: Les définitions de U(L) , de 1'associativité générale et de la satura
tion de la multiplication gardent un sens aussi bien dans le cas où l'axiome (GL5) 
n 'est pas vérifié; en revanche 1'associativité générale et la saturation de la 
multiplication à la fois entraînent (GL5). 

*) Dans [8] le critère est formulé pour un groupe local. Cependant la démonstration 
du critère pour le cas d'un groupoide reste la même. 
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4.2.3. L(T) et le groupe fondamental 

Dans toute cette section on suppose que (P;T) est un S - atlas connexe et 
serré, P = 1J_ Â  , Â  des arbres. 

L(T) désignera l'ensemble des T - transitions maximales. Le produit TiT2 de 
deux T - transitions maximales est encore une T - transition, bien qu'elle ne soit 
pas maximale en général. (P;T) étant serré, T1T2 se prolonge en une unique 
T - transition maximale qu'on notera TjAT2 * 

De plus, on définit pour tout T e L(T) , a (T) := id où A. dom T , 
_i i 1 

3T (T) - aT (T ) . 
L(T) avec les rétractions et ,$ , l 'inversion usuelle, et la multiplication 

. . . A . . . vérifie les axiomes (GLl) - (GL4). 
Dans la section 4.2.4 on établira que la loi d'associativité générale a lieu et 

que la multiplication est saturée. En admettant ces deux propriétés on constate que 

L(T) est un groupoide local integrable. 

En tenant compte du fai t que pour tout T e L(T) , f est une composante connexe 
de T (proposition 4.2.1), et de la définition du groupoide nQ(T) , on constatera 
que U(L(T)) n 'est autre que nQ(T) à un changement de notation près. 

En faisant appel à la proposition 4.2.5 on trouve en conséquence: Si (P;T) 
est simplement connexe, L(T) est simplement cohérent. Cela conduit au 

THEOREME 5 - Un S - atlas connexe de dimension 1 jà holonomie unilatêre t r iviale 
est simplement connexe ssi i l est (équivalent a) un arbre. 
et 
THÉORÈME 6 - Un S - atlas connexe de dimension 1 est â_ holonomie unilatêre  
t r ivia le ssi i l est équivalent â_ un quotient d'un arbre par rapport un groupe  
d'automorphismes qui opère de façon génériquement l ibre. 

En effet supposons d'abord que (P;T) soit simplement connexe et à holonomie 
unilatêre t r iv ia le . D'après le critère de resserrabilité (P;T) est resserrable. 

Alors on peut supposer d'emblée que (P;T) , P = |_1 A. , soit serré et simplement 

connexe. Cette dernière propriété entraîne la cohérence simple de L(T) d'après 
la remarque ci-dessus. En particulier pour toute composante connexe A. , T 

se réduit alors à E . C'est dire que top : P -* Top((P;T)) est une immersion. 
Ai 

i . e . Top((P;T)) est une variété et (P;T) est équivalent à Top((P;T)) . (P;T) 

étant simplement connexe, Top((P;T)) est un arbre. 

La réciproque est t r iv ia le , d'où le théorème 5. 
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Pour démontrer le théorème 6 on peut supposer, en vertu de l'hypothèse et le 
critère de resserrabil i té , que (P;T) est serré. Le revêtement universel de 
(P;T) est encore serré (proposition 4.2.4); c 'est par conséquent un arbre A . 
Le groupe fondamental G opère de façon génériquement libre sur A , et G\A = 
(A;G) est équivalent à (P;T) . Réciproquement soit A un arbre et G un groupe 
d'automorphismes qui opère de façon génériquement l ibre, alors G\A = (A;G). Puisque 
G opère de manière génériquement libre {C |c = g, g £ G} est une décomposition 
de G en domaines deux à deux disjoints. Cela entraîne que ic^= EA est fermé 
dans G , ou bien, que (A;Ô) est serré. 

Comme conséquence immédiate on en t i r e 

COROLLAIRE 1 - Tout S - atlas connexe analytique à_ une dimension est le quotient  
d'un arbre analytique par rapport à_ un groupe d'automorphismes analytiques qui  
opère de façon génériquement libre ; ce groupe d'automorphismes s ' identifie au  
groupe fondamental. 
et 
COROLLAIRE 2 - Tout S - atlas connexe holonomie tr iviale de dimension 1 est le  
quotient d'un arbre par rapport à un groupe d'automorphismes qui opère librement 
(mais pas nécessairement de façon discontinue); ce_ groupe s ' identifie au groupe  
fondamental. En particulier toute Q - variété au sens de BARRE ([2 ]) admet une  
te l le présentation. 

En effet un S - atlas analytique resp. à holonomie tr iviale de dimension 1 est 
resserrable. Dans le premier cas le revêtement universel est un arbre analytique et le 
groupe fondamental est automatiquement un groupe d'automorphismes analytiques. 

Dans le second cas le groupe fondamental G opère de te l le façon que le 
quotient de l 'arbre par rapport à G soit un S - atlas à holonomie t r iv ia le . Cela 
entraîne que G opère "sans points fixes". Puisqu'une Q - variété n 'est autre 
qu'un type particulier de S - atlas à holonomie t r iv ia le , l'énoncé s'ensuit pour 
les Q - variétés. 

COROLLAIRE 3 - Soit V une variété à un feuilletage F de co-dimension 1 à_ feuilles  
simplement connexes, V le_ revêtement universel de V , et F le_ feuilletage re 
levé. Alors tf/F est un arbre et le groupe fondamental G du revêtement V -+ V 
opère librement sur V/f . En particulier les feuilles de F sont fermées. 
V/F s ' identifie à G\(V/F) . 

Puisque F est à feuilles simplement connexes et que V -> V est un revêtement, 
les feuilles de F sont simplement connexes. En conséquence V/F est à holonomie 

285 



W.T. VAN EST 

t r iv ia le . D'autre part V étant simplement connexe V/P est simplement connexe 

(théorème 3). D'après le corollaire précédent V/F est un arbre. Puisque tout 

point d'un arbre est fermé en tant qu'ensemble, toute feuille de F est fermée. 

Les feuilles de F sont simplement connexes; par conséquent aucun élément 

non-trivial du groupe fondamental G du revêtement V -» V ne peut admettre de 

feuille stable (€ F) . C'est dire que G opère librement sur V/F . 

Remarques: (1) Les deux derniers corollaires sont valables (convenablement inter-

prêtés) pour toute catégorie différentielle C (k = 0,1,2, . . . ) . 

(2) Si l'on remplace l'hypothèse de connexité simple des feuilles de F par 

l'hypothèse que pour toute feuille F € F l 'inclusion (F,f ) -> (V,f ) , f € F , 
induise une injection 7r (̂F,fQ) -> 7r̂ (V,fQ) , on peut toujours affirmer que V/F 
est un arbre et que V/F = G\(V/F) . Cependant dans le cas du corollaire, G est 

en même temps, en tant que groupe opérant sur V/F , le groupe fondamental du 

revêtement universel V/F -> V/F ; dans le cas-ci le revêtement universel de V/F 
s ' identifie à GQ\(V/F) -* V/F où Gq := {g|g e G, g = idyyp q-P-> > et G/Gq est 

le groupe fondamental associé. 

4.2.4. L'integrabilité de L(T) 

On suppose toujours que (P;T) est serré, p = I 1 Â  . 
Supposons qu'on se soit donné une suite localeieI T1"**'Tn dans L (T) . Puisque 

T. A . . . AT est évaluable pour une insertion convenable de parenthèses, i l existe 1 n 
une suite A. , . . . ,A. te l le que dom T. c A. , im T. C A. . On pose 

io xn 3 -"-j-l 3 xj 
P' := A. I I A. J l . . . Il A. , et l'on définit p : P' -> P par p |A. = id, . 

i0 — M — in xj Aj 
Alors (P';T') , T' := PT est encore serré (proposition 4.2.2) et T. : A. -> A. 

3 i j -1 i j 
sont des T' - transitions maximales. Plus généralement toute T - transition maxi

male A. -* A. est une T' - transition maximale et vice versa. En conséquence 

toute évaluation de T^ A . . . A dans L(T) correspond à une évaluation de 
T. A . . . AT dans L(T' ) et réciproquement. 1 n 

Alors pour montrer que T\ ' ' ' ' fTn est ^ produit stable dans L(T) , i l suffit 

de le prouver relativement L(T') . C'est-à-dire on peut se placer dans la situa

tion où P est somme directe A II A, JJ_ . . . JJ_ A des arbres A. 

(i = 1 , . . . ,n) , et où T1 , . . . ,TN , T± : Ai_1 -» A± (i = 1 , . . . ,n) , est une suite 

locale de L(T) . Dans ces conditions on a la 
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PROPOSITION 4.2.6 - I l existe un S - atlas serré (A*;T*) , où A* est un arbre, 
et des plongements : Ai -* A* tels que °jL-i°^ ~ Ti — 3ue T soit le relève 
ment de T* par rapport a : = J j_ a. . 

i=o 1 

et , en gardant les mêmes notations, 

PROPOSITION 4.2.7 - Toute évaluation de T. A . . . AT rend a a * comme résultat . 

Réciproquement, s i °Q°n est défini, Ti'••"'Tn est une suite locale. 

Démonstration de 4.2.6: On va procéder par recollement successif. Tout d'abord on 
passe de (P;T) au recollement (P';T') suivant . Alors P' = 
A* JJ_ A0 U_ J_J_ A , où A' = A * A. . En désignant par cp la projection 

canonique P -* P' et en mettant cp. := cp|A. , on a T = T* ; cp cp s x ; 

cp. = id„ , i > 2 (proposition 4.2.2). Evidemment cp. T_ = cp. x_cp_ : A * A = i A ^ 1 2 1 2 2 o T j _ l 
AJ -> A2 est une T' - transition qui peut être non-maximale. Soit TJJ : Aĵ  -» A2 

l'unique T' - transition qui prolonge ^2^2 • Alors ^j1^ (= ^iT2^2 est une 
T - transition qui prolonge . Comme est maximale on a - T2 • 0n 
désigne par (P";T") le recollement de (P';T') suivant et par cp : P * -+ P" 
la projection canonique. (P";T") est encore serré, P" = A' *. A. Il A. . . . Il A 
T' = CflT" . On pose Cf>1 := cp|Aj , ^ := cpi|AjL , i > 2 , Cp' := cpcp : P -+ P" , 
cp! := cp' |A , i = 0 , . . . , n . Alors cp' = cp cp , cp' = cp cp , cp! = cp , cp! = cp. = 1 1 0 0 1 1 1 1 2 2 i i 
id , i > 3 . Et l'on obtient: 

Ai 
ip _ T̂1 _ ^ (^T") = <P'T„ # 

W " 1 = W ^ î V " = Tl ' 
cp'cp'"1 = c p ^ 1 = cp^' = T2 . 

En passant de (P";T") au recollement (P1";T"1) suivant T' , où T' est la 
T" - transition maximale qui prolonge cp' T_ , on obtient (en projetant P" cano-
niquement sur P'" ) une projection cp" : P -* P'" , te l que T = ^ T'"' , et que 
^ï-l^ï 1 = Ti pour i = 0,1,2,3 . En poursuivant ce procédé de recollement, on 
aboutit à un S - atlas serré (A*;T*) où 

A* := P(n), T* := T(n), O := (p(n_1) : P -» A* , 

a. := alA., te l que T = aT* et que a. .a.1 = T. . 

Démonstration de 4.2.7: On procède par récurrence. Pour n = 2 on a T « = 0 0 . ^ . 
~1 - 1 - 1 - 1 l o i 

T2 = Qla2 et T1T2 = âoGl ^aia2 ^ C 0oa2 * D'après la proposition 4.2.3, 
°0°2^ est une T " transition maximale Aq -> A2 , qui prolonge visiblement T^T2 ' 
d'où T. AT. = a a.,1 . 1 2 o 2 
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Supposons maintenant que n = k+1 et que soit donnée une évaluation du produit 
T^A.. .AT^+^ , qui commence par l'évaluation, disons, du produit Tj A T j + i =̂ * 
Alors l'évaluation donnée est en même temps une évaluation du produit 
T 1 A . . . A T . _ 1 A T ' A t J + 2 A . . . A T K + 1 . C'est dire que t1 T ._1 (T \T .+2 fk+1 

est une suite locale de L(T') r où T' := plTpl , P' := P-A_. . Les plongements 

a WO. o, . vérifient les hypothèses de la proposition relativement 

la suite Ti '*••,Tj_l,T' ,Tj+l '•••^k+l * Cela nous ramène au cas n = k , d'où par 
récurrence, 

T 1 A . . . A T J _ 1 A T J A T J + 1 A T J + 2 A . . . A T K + 1 = 

T J A . . . A T . ^ A T' A TJ+2 A Tk+1 = O ̂  . 

Supposons maintenant que o a * soit défini, ou, ce qui revient au même, que 

a (AJ n O a J * & • Puisque T. = a. Ao, , o. .(A ) n a. (A ) ^ 0 . Cela 
o o n n 1 1-1 1 1-1 1-1 1 1 

entraîne que B := a„ (A„ ) u . . . U o « (A , ) est connexe, que o (A ) n B ̂  0 , 1 1 n-1 n-1 o o 
et que B n a (A ) ^ 0 . Selon le théorème de Helly pour les arbres ([ 8]) cela n n 
entraîne que D := a (A ) n B n a (A ) / 0 , ou bien, qu ' i l existe j e { l , . . . , n - l } 
et p c A. te l que a.(p) e B . Autrement d i t , (o o. )(o.o ) est défini. En 
raisonnant par récurrence on peut supposer que aQa. = T ^ A . . . AT. / 
o. o = x.l4A — AT , et que, par conséquent, (a a. ) (a. a ) = 
J n 3 + 1 n i xr ^ 0_J-Jn 

(T1 A . . . A T ) (Tj+1 A . . . A T^) i d'où l'on t i r e que (T ̂  A • • • AT.) A (Tj + 1 A . . . A TR) 
est défini, i . e . que T « , . . . , T est une suite locale. 

Le théorème de Helly que nous avons u t i l i sé dans la dernière démonstration permet 

de prouver par la même méthode 

PROPOSITION 4.2.8 - Si ( T „ , . . . , T ) , ( T „ , . . . , T ) , (T X 1 M . . , T J sont des suite 

locales de L(T) , alors le produit (T^ A — A Tp) A (TP+1 A — A Tr) est défini. 

Les propositions 4.2.6-4.2.8 établissent 1 ' integrabilité de L(T) . 
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§ 5 - Le second groupe d'homotopie 

Pour définir le second groupe d'homotopie d'un S - atlas rappelons encore une 
fois l'exemple directeur d'une variété V à un recouvrement U = {u^}. Si les 
sont simplement connexes, les groupes d'homotopie TT̂  (E (U) ,a°) , o° e E(U)° , 
s ' identifient canoniquement (au sens de Gr Typ ) aux groupes TT^(V,x) . Les 
groupes TT^(E(U),a°) sont définis de manière purement combinatoire. De même pour 
le second groupe d'homotopie d'un complexe simplicial quelconque on dispose d'une 
définition combinatoire due à Whitehead-Peiffer-Smith ([29], [19], [26]) qui donne 

une présentation de ir en tant que TT̂  - module par générateurs et relations, et 
qui jouit de bonnes propriétés. Pour que TÏ^(T,(U)) s ' identifie à TT̂  (V) i l 
suffit que les soient simplement connexes et acycliques en dimension 2 , et 
que les intersections n soient acycliques en dimension 1 ; on dira dans ce 
cas que U est 2 - simple. En effet en remontant au revêtement universel V de 
V , U se relève en un recouvrement Û = {Û.} , où U. se projet bijectivement 

sur . De plus toute composante de n se projet sur une composante 
connexe de n U. . Cela montre que u aussi est 2 -simple. Mais alors on a 
TT9 (V) = H (V) = H (E (Û) ) . De plus E (Q) est simplement connexe puisque V l ' e s t 
et que les sont simplement connexes. Autrement d i t , £(0) est le revêtement 
universel de E (U) . En conséquence on a H2(E(Û)) = TT2(E(Û)) = ÏÏ2(E(U)) , d'où 
l 'on obtient TT2(V) = TT2 (E (ti) ) . 

Pour le cas d'un recouvrement quelconque U on dispose de la suite spectrale 
d'Artin-Mazur-Quillen ( [ l ] , [22]) pour rel ier l'homotopie de V à l'homotopie 
semi-simpliciale à la Kan de E(U) . 

Le cas d'un recouvrement 2 - simple suggère comment, dans certain cas, on peut 
définir à la Cech le second groupe d'homotopie d'un S - a t l a s . Pour cela supposons 
que T soit un groupoide sur une variété P te l que (P;T) soit un S - atlas 
connexe. On définit comme d'habitude le nerf NT par (NT)n := 

{( t j f . . . , tn ) | t . e T, t l t2 fcn e T̂  ' les °P^rateurs de b°rd et de dégénérescence 
étant définis à la Eilenberg-MacLane. (NT)n est en même temps un sous-espace 
localement connexe de et cela définit NT comme complexe simplicial topo
logique. En conséquence l'ensemble discret [NT] de ses composantes connexes se 
munit de façon unique d'une structure simpliciale te l le que la projection canonique 
NT -> [NT] soit un morphisme de complexes simpliciaux. Le groupoide de Poincaré 
de [NT] s 'identifie à HQ(T) . En conséquence le groupe fondamental de [NT] 
s ' identifie à celui de (P;T) si P est simplement connexe. 

On dira que NT est 2 - simple si P est simplement connexe et acyclique en 
dimension 2 et les composantes connexes de NT sont acycliques en dimension 1 . 
On a la 
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PROPOSITION 5.1 - Pour deux S - atlas (P;T) , (P';T') 2 - simples qui sont équi 

valents l'un à l 'autre on a ^([NT]) ^ ^ ( [ N T ' ] ) • 

Cela nous amène à définir le second groupe d'homotopie pour un S - at las 

(PQ;Tq) , qui est équivalent à un S - atlas 2 - simple (P;T) , comme TT̂  ( NT ) . 

Les sphères elliptiques P(a) (§ 4 . 1 ) admettent des S - atlas 2 - simples. 

Puisque le TT s ' identifie à celui du revêtement universel, on trouve dans le cas 

où #( |a |) > 3 , que ÏÏ2(P(Q)) ^2Z si Xp^j > 0 , et = 0 dans les autres cas. 

Désignons par P(n^,n )̂ la sphère elliptique associée à la signature a définie 

par a(l) = , a(-l) = n_^, a(z) = 1 , z i { 1 , - 1 } . On suppose de plus que n 

et n ^ sont premiers entre eux. Dans ce cas P(n^,n_^) est simplement connexe. 

Pour le cas non-trivial le plus simple, 3P(2,1) , on trouve que ïï2(P(2,l)a< 2Z , 

et , en identifiant 7T2̂ I>̂  également à ZS , le morphisme ÏÏ (P(2 , l ) ) TT^P) , 

induit par top , revient à une multiplication par 2 (pourvu que les générateurs 

des deux groupes soient convenablement choisis). Le calcul laisse entrevoir 

que , pour le cas général , on aura ÏÏ ( P (n ,n_1 ) ) = 2Z et que le morphisme 

-^(Pfn^n j)) -» " ^ ( P ) , induit par top , revient à une multiplication par n1n_1 • 

Pour arriver à une définition des groupes d'homotopie d'un S - atlas on observe 

que pour une variété V à un recouvrement ouvert -*-e bi-complexe SU* a le 

même type d'homotopie - dans un sens qui reste à préciser - que le complexe SV ; 

ic i U* est la somme directe des puissances fibrées U , p ^ 0 , sur V , où 

U := I 1 U. , et S désigne le foncteur qui associe à un espace topologique son 

complexe singulier. La suite spectrale d'Artin-Mazur-Quillen s'en obtient. Pour 

un S - at las cela conduit à définir les groupes d'homotopie comme ceux du b i -

complexe S NT ; i l faut alors démontrer l'invariance par rapport à une équivalence 

de S - a t l a s . Lorsque NT possède assez d'asphéricité, ÏÏ^((P;T)) et ÏÏ^([NT]) 

s ' identifient jusqu'à une certaine dimension, comme c'est le cas ci-devant pour les 

dimensions 1 et 2 . Cependant pour les dimensions ^ 3 on ne dispose pas 

d'algorithmes généraux pour calculer ces groupes. 

D'autre part S NT peut servir de modèle bi-simplicial pour BT , d'où l'on 

conclut à ÏÏ ((P;T)) ^ Ï Ï . (BT) . 
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