Asterisque

TAKASHI TSUBOI
I'-structures avec une seule feuille

Astérisque, tome 116 (1984), p. 222-234
<http://www.numdam.org/item?id=AST_1984__116__222_0>

© Société mathématique de France, 1984, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la collection « Astérisque » (http://smf4.emath.fr/
Publications/Asterisque/) implique I’accord avec les conditions générales d’uti-
lisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou
impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie
ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

NuMmbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=AST_1984__116__222_0
http://smf4.emath.fr/Publications/Asterisque/
http://smf4.emath.fr/Publications/Asterisque/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

T. TSUBOI

Fl-structures avec une seule feuille

Takashi TSUBOI

INTRODUCTION.

Un feuilletage de codimension g détermine canoniquement une
Fq—structure. Sur une feuille de ce feuilletage, la Fq-structure
restreinte est déterminée par l'holonomie de cette feuille [4].
On observe que les classes caractéristiques de feuilletages s'an-
nulent lorsqu'on les restreint & une feuille (si son fibré normal
est trivial). On peut donc se demander si une telle Fq—structure

est triviale dans un sens raisonnable.

Dans cet article, nous démontrons le théoréme suivant qui

répond a cette question dans le cas ol g = 1.

Théoréme. Toute Fi—structure avec une seule feuille sur

un espace paracompact est homotopiquement triviale (rs<w).

Dans la démonstration de ce théoréme, la construction d'un
r
1
morphisme avec une singularité en 0 jouent un r8le essentiel.

graphe d'une Tf-structure [4] et une conjugaison par un difféo-

Nous donnons au §5 quelques applications de ce théoréme.
Soit M une variété orientée munie d'un champ de vecteurs non-sin-
gulier transverse au bord 9M dont chaque composante connexe L
satisfait Hl(L;]R) # 0. Alors, étant donné un germe de feuilletage
le long du bord, tangent au bord, il existe un feuilletage sur M
qui est une extension du germe donné. Nous construisons aussi des
—o

Fl-cobordismes pour une classe de feuilletages qui contient le

feuilletage de Reeb, etc.

Je remercie A. Haefliger pour ses encouragements, ses cri-

tiques et suggestions.

222



UNE SEULE FEUILLE

§ 1. Espaces classifiants.

Soit Fi le groupoide topologique des germes de diffé&omor-
phismes de classe cf demr préservant l'orientation muni de la to-
pologie de faisceau. Une ?i-

=r
par un l-cocycle ({Ui}i€ I’Yij) a valeur dans T, ol {Ui}i€ 1 st

structure sur un espace X est donnée

un recouvrement ouvert de X. On dit que une F{-structure a une

seule feuille si elle est donnée par un l-cocycle ({Ui}

ierYij

tel que les projections locales Yii sont des applications cons-
tantes. Un tel l-cocycle est toujours équivalent & un l-cocycle

{u.} .) tel que y!. applique U, sur 0€IR.
({uy 5) que vi; appliq ; su

jear¥i
Soit G' 1le groupe des germes en 0 de difféomorphismes de R
préservant l'orientation et laissant fixe 0, muni de la topologie
discréte. Alors, G" est un sous-groupe du groupoide topologique

T;. La notion de Fi—structure avec une seule feuille est équi-

valente a celle de Gr-structure.

L'exemple typique de telles structures est la restriction
sur une feuille de 1la Fi-
codimension un transversement orienté&. Par la construction du
r
1
variété L, on peut associer un micro-fibré feuilleté, c'est-&-dire,

structure d'un feuilletages (M,F) de
structure H avec une seule feuille sur une

graphe [4,5],3 une T

un feuilletage F sur un voisinage de Lx{0} dans Lx IR transverse
aux fibres {*}x IR tel que Lx{0} est une feuille et H = so*F, ol

Sg : L — Lx{0}cLx IR est la section nulle.
L'inclusion i : G¥ — Ti induit un morphisme entre les
espaces classifiants correspondants; Bi : BGY — BTT .

1
Le théoréme é&noncé dans l'introduction est équivalent au

suivant.

Théoréme (1.1). Bi : BGT — Bfi est homotope & zéro (r < «)

Pour construire cette homotopie, nous construisons le graphe

de la fi-structure sur BG' dans le §2.
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T. TSUBOI

§ 2. Construction du graphe.

Soit G' 1le groupe des germes en 0 des difféomorphismes de IR
préservant l'orientation et laissant fixe 0 muni de la topologie
discreéte.

Lemme (2.1). Il existe un graphe de la Ti
sur B G°. C'est-a-dire qu'il y a un feuilletage F sur un voisinage

de B G"x{0} dans B G"x IR tel que B G'x{0} soit une feuille de F

r
r t r

Sy : BG —BG x{0}cB G x IR est la section nulle.

-structure canonique
. r
structure canonique sur B G~ ol

et so*Fsoitla T

Démonstration. Il s'agit de construire un feuilletage F sur

un voisinage de B G'x{0} dans B G'x R tel que B G'x{0} soit une
feuille et 1'holonomie de cette feuille B G'x{0} soit celle du
GF-fibré universel sur B G°. La construction d'un tel feuilletage
sur un sous-complexe fini de B G' est classique [4,5]. (Cela

suffirait pour les applications données au §5.)

Sur B G¥ la construction marche de la méme fagon. Prenons
B G' comme la réalisation épaisse du complexe semi-simplicial as-
socié a G'. Dans la réalisation, on peut choisir un voisinage "

du n-squelette tel que

P = U_lcuocljlc...cUn_lcUnc...

et Un-Un-1 se rétracte sur l'intersection de Un—Un_1 et du n-sque-
lette. (Par exemple, soit A" = {(ul,...,um,..) EB?”;IZuIZ...

zumzo U T e T ..} un m-simplexe de la premiére subdivision
barycentrique de B GF on (1,...,1,0,...) correspond au sommet dans
l'intérieur d'un i-simplexe de B G'. Alors U" est défini par

n m m n .n-1
unaA = {(ul,...,um,...)€ A ;un+151/2}. (Dans ce cas, U -U

est une réunion disjointe de produits d'un «-simplexe ouvert et

d'un n-simplexe, car B G" est un complexe de Kan.))

Pour ,chaque é&lément g de Gr, choisissons un difféomorphisme
f de IR qui représente g. Nous allons définir le feuilletage F en

utilisant ces difféomorphismes. Prenons sur UO un R-fibré feuilleté
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UNE SEULE FEUILLE

trivial (produit). Pour chaque l-simplexe (g) de B Gr, prenons un
R-produit feuilleté& sur (g) N (Ul-UO) défini comme une suspension
du difféomorphisme f qui a été choisi comme représentant de g. On
1'étend sur Ul en utilisant la rétraction. Comme les difféo-
morphismes f sont isotopes & l'identité (par exemple linéairement)
parmi les difféomorphismes qui laissent fixe 0, on a un IR-produit

feuilleté sur Ul avec UIX{O} comme feuille.

Pour chaque 2-simplexe (gl,gz) de B Gr, on a un voisinage de

0 dans IR ol les difféomorphismes fl'fz'f qui représentent 9179,

919, respectivement, satisfont la relatign flf2 = f12' On peut
donc définir un feuilletage sur un voisinage de (gl,gZ)X{O} dans
(gl,gz)XIR qui a (gl,gz)X{O} comme feuille et qui est une extension
du feuilletage défini sur ((gl,gz)n Ul)xIR. On 1l'étend sur Uz en
utilisant la rétraction et on obtient un micro-fibré feuilleté sur

02 avec UZX{O} comme feuille.

Par le méme argument, pour un n-simplexe (gl,...,gn) de B Gr,
le feuilletage défini sur un voisinage de ((gl,...,gn)rlUn_l)X{O}
s'étend sur un voisinage de (gl,...,gn)x{o} dans (gl,...,gn)XIR.
Donc on obtient un micro-fibré feuilleté sur U avec U"x{0} comme
feuille.

Par récurrence, on définit le feuilletage F avec B G"x{0}
comme feuille, et 1l'holonomie de cette feuille est ce qu'on dési-

rait.

Remarque (2.2). Il existe une section positive s : B GF —

B er(O,w)czB GF xR dont 1'image est contenue dans le voisinage
ol F est défini.

Soit PY 1le sous-groupe de G' constitué par les germes dont
la restriction & (-=,0] est 1'identité (muni de la topologie

discréte). On a un graphe de 1la Fi—structure de B P¥ construit

comme dans le lemme (2.1). Dans le cas de B Pr, on peut construire
un graphe avec un feuilletage trivial sur B Prx(—w,O). Comme la

section nulle B P* — B Prx{O}C:B P* xR est homotope & une section
=r
Pl-
est triviale, on a le corollaire suivant.

constante négative et la structure induite sur une telle section
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T. TSUBOI

Corollaire (2.3). B pP’— B Fi est homotope & zéro.

Dans le § 4, on définira un homomorphisme de GF dans P¥ tel
que le diagramme

r

B G& — P

B
|
B F

commute homotopiquement, ol la fléche B ¢f — B P¥ est 1'applica-
tion induite. On en déduit directement le théoréme (1l.1).

Pour cela, on utilise une conjugaison par un homéomorphisme
@ de [0,») tel que ¢l (0,») est un difféomorphisme de classe c” de
(0,o) et @(t) = exp(-1/t) dans un voisinage de 0.

Signalons que cette conjugaison est aussi utilisée dans un
article de M-P. Muller [21].

§ 3. Conjugaison par ¢.

Soit Gi le groupe des germes en 0 de difféomorphismes de
[0,2) muni de la topologie discréte. Soit J°% le groupe des s-jets
inversibles d'applications (R,0) — (IR,0). Pour r 2 s, on note

par G:+ le noyau de 1l'homomorphisme Gi — J°.

Pour l'homéomorphisme ¢ donné & la fin du §2, on note Ad¢
1l'automorphisme intérieur de Gg défini par (Ad¢) (g) = w—lg(o.

Lemme (3.1). (Ad(p)(Gi)c:Gi.

Démonstration. Pour g€ Gi, on prend un difféomorphisme f de

[0,») qui représente g. Posons f(x) = x+h(x) oll h(x) est une

-1 sur [0,), de classe cf sur (0,), et

h(0) # 0. (C'est possible par le théoréme de Taylor).

fonction de classe Cr

Comme w-l(x) = =-1/logx , on a

(ad o) (£f) (t) = -1/log(e(t) -h(e(t)))

t/(l-t-log(h(ep(t))) )

sur un voisinage de 0. Donc, si h est de classe Cr-l, (Ad @) (£)
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UNE SEULE FEUILLE

1

est de classe c*™*. pe plus, comme h est c’ sur (0,), (Ad@)(f) est

de classe ct sur (0,=).

Supposons que f(x) = x-h(x) est de classe Cl. Comme £' (0)

= h(0) et £' et h sont continues, on a

lim x-h'(x) = 0.
x-0

D'autre part, sur (0,«), on a

(*) (d/dt) (Ad @) (£) (t)
= {1 + @(t) -h' (@(£)) /h(0(t)) }/{1-t-log (h(w(t)))}?

Comme lim @(t)h' (@(t)) = 0 et h(0) # 0, on a
t-0

(**) lim (d/dt) ((Ado)(£f)) (t) = 1.
t-0

Donc (Ady)(f) est de classe C1 sur [0,«).

Si f(x) = x-h(x) est de classe ct (r 2 2), x-h'(x) est Cr-l

sur [0,»). Comme la dérivée (d/dt) (Ad¢)(f) (t) existe sur [0,») et

est de classe Cr_l, (Ad @) (f) est de classe ct.

r

Corollaire (3.2). (Adcp)(Gi)cGl_'_ (par 1'&galité (**)).

r

Lemme (3.3). (Adcp)(Gi+)cGr+

Ce lemme est une conséquence immédiate du lemme suivant ap-
pliqué au second membre de 1l'égalité (*). (Notons que h(0) = 1 et
on peut supposer que r 2 2).

Lemme (3.4). (Exercice) Soient ¢ : ]R2 — R et ¢ :IR —1R
deux fonctions de classe CF. Supposons que jgw = ng.

Alors jguﬂt,w(t)) = jgw(t,O), ol jg signifie le r-jet en 0.
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T. TSUBOI

§ 4. Démonstration du théoréme.

Nous définissons un homomorphisme a : ¢* — P comme compo-

sition des homomorphismes suivants :

la restriction : G¥ — Gi ,
2 r r .
(Ad @)™ : G, — G, (Voir § 3),
r

l'extension : Gr+ — pF (1'inverse de la restriction).

Cet homomorphisme induit une application B a de B G* dans B PT.

On considére le diagramme suivant.
-————-—’BP
Lemme (4.1). Ce diagramme commute homotopiquement.

Démonstration. C'est une conséquence de la remarque (2.2)

et du fait que ¢l (0,~) est un difféomorphisme.

Soit s : B G¥ — B G' xIR une section positive donnée dans
(2.2) dont l1l'image est contenue dans le voisinage V de B GE x {0}
oll on a défini le feuilletage F. Soit v, 1l'intersection de V et
B G'x (0,). On a

H(B Gr) = g, ¥Fxg*F = g*(F|V,), ol H(B Gr) est la
0 +

Fi-structure canonique sur B GF.
On fait opérer ¢ sur chaque fibre de BGT x (0,«). On a toujours
-2 2
S*(FIV+) = (¢ "s)*((o )*(F|V+))-

Le feuilletage (wz)*(FIV+) sur w-z(v+) est compatible avec le
feuilletage produit sur BGT x (-~,0]. Donc ces deux feuilletages
définissent un feuilletage F'sur w-z(V+)lJBer (=,01].

Alors on a -2 2 -2
(¢ “s)*((¢ )*(FIV+)) = (¢ S)*(F')uso*F'.
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UNE SEULE FEUILLE

D'autre part, s,*F'~(Ba)*H (B PY) ot H(B PF) est la ?i-structure

canonique sur B pr.

On a démontré le lemme.

Comme on l'a remarqué & la fin du § 2,le corollaire (2.3)

implique le théoréme (1.1).

§ 5. Application.

Nous donnons quelques applications du théoréme (1.1).

Théoréme (5.1). Soit M" une variété compacte avec bord 9M.

Supposons qu'il existe un champ de vecteurs non-singulier trans-
verse au bord et que Hl((aM)i;IR) # 0 pour chaque composante con-
nexe (3M)i de OM. Soit F un feuilletage de codimension un défini
sur un voisinage du bord oM, tangent au bord. Alors, il existe

un feuilletage ¥ de codimension un défini sur M qui coincide avec

F sur un voisinage de 9M.

Démonstration. Par le théoréme d'existence de feuilletage

de codimension un (Thurston [18,19]), il suffit de construire une
Ti-
9Mx [0,2] du bord aM = 3Mx {0}. On peut supposer que le feuilletage

F est défini sur 9Mx [0,1]. La démonstration du théoré&me (1.1)
=r
1-‘l
zéro. On peut donc 1l'étendre sur M.

structure qui étend celle donnée par F. On prend un voisinage
montre que la

structure induite sur 9Mx {1} est homotope &

Remarque (5.2). Etant donné un homomorphisme h d'un groupe

fondamental d'une variété L dans le groupe des jets Jr, on peut se
demander s'il existe un feuilletage admettant L comme feuille avec
1'holonomie infinitésimale donnée h. Il s'agit de l'existence d'un
relévement ﬂl(L) —_ Gi de 1'homomorphisme nl(L) — JF.

Pour cette question on sait ce qui suit.

Pour r<2, il existe une section continue de 1'homomorphisme
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T. TSUBOI

Diff;[O,m) — JF. (Pour r = 2, on prend l'action de PSL(2, IR) sur
sl. Le groupe d'isotropie d'un point de S1 est isomorphe a J2. On
a une action relevée sur le revétement universel IR de ce groupe

d'isotropie. On utilise (Adaﬂz en un des points fixes).

Pour 3<r<w= , il n'existe pas de section de 1'homomorphisme
Gi — J¥ (& cause du théorame de Kopell [81).

Pour r = o, il n'existe pas de section continue de 1'homo-
morphisme Diffw[o,w) —_ Jw(Epstein—Thurston [3]). Pour un homo-
morphisme ¢ : nl(Zz) — Jm, ol 22 est une surface close connexe
orientée, il existe {: nl(zz) — G tel que jo® = Y. (On utilise
un théoréme de Takens [161]).

On peut se poser le méme probléme pour 1'homomorphisme
ef — &F
A
Voici une autre application du théoréme (1.1).

Comme G° est un sous-groupe de groupoide Fi (avec la topolo-

gie induite), on peut réaliser B G¥ comme un sous-complexe de

Bfi . Alors, par exemple, pour un feuilletage (M,F) de codimension
un transversement orienté&, il existe une application classifiante

M — BTi dont la restriction & la réunion d'un nombre fini de
feuilles closes se factorisepar B G'. La paire (B?i,BGr) classifie
"les feuilletages tangents au bord avec l'holonomie des deux cdtés
du bord". Cette paire (BF{, B Gr) est un objet naturel. Par exemple,

1'invariant de Godbillon-Vey est défini sur Hy(BT], B G ; Z) (r22).

Comme B Gr — BF{

mologie entiére de la paire (BF{,B Gr) donne les suites exactes

est homotope a zéro, la suite exacte d'ho-

courtes :
(5.3) o—-H(BFr)?-iH(B?rBGr)?lH (B G5 — 0
' n 1 n 1’ n-1 :
En utilisant cette suite exacte, nous donnons une démonstra-

tion un peu plus facile d'un résultat de Mizutanu-Morita-Tsuboi
[10].
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UNE SEULE FEUILLE

Théoréme (5.4). Soit.M3 une variété close orientée. Soit F

un feuilletage de classe c” orienté presque sans holonomie dont
toutes les feuilles sont propres et le nombre de feuilles compactes

est fini. Alors (M,F) est cobordant & zéro.

Démonstration. Il suffit de montrer que la classe de (M3,F)

dans H3(BFT) est zéro (voir par exemple [20]).

Nous coupons la variété M le long des feuilles campactes.
Soit (Mk, aMk, Fk) le feuilletage induit sur une composante.
(On garde toujours l'holonomie des deux c8tés de la feuille du
P ) : - - e 0
bord) . (Mk,aMk,Fk) définit un élément de H3(BF , BG) et on a

1
j,.[M,F] =>:Mk,aMk,Fk] ’
k
ol [ ] signifie la classe représentée par l'image de la classe
fondamentale dans 1l'espace classifiant.

Comme j, est injectif, il suffit de montrer que chaque

[Mk,BMk,Fk] est zéro.

On a a*[Mk’aMk’Fk] = [BMk,BFk] .
Nous affirmons que chaque composante connexe L de (aMk,BFk) est
zéro dans H2(B Gm). Car le groupe d'holonomie de L est isomorphe &
Z de chaque c6té ([1l1l]). Si ce groupe est isomorphe a Z, [L] est
zéro dans H2(B Gm). Si ce groupe est isomorphe & Z + Z, ce groupe
est contenu dans G: = ker (G° — J¥). Par un résultat de Sergeraert

(-}

[15], on a Hl(Gw+) = 0. Ceci implique que [L] est zéro dans HZ(B ™)

(voir plus bas).
Comme on a la suite exacte (5.3), on va chercher un élément

~—00
R .
de H3(BF1) qui s'envoie sur [Mk,aMk,Fk] .

On prend une composante L de (BMk,BFk). Si le groupe d'holo-
nomie est isomorphe & Z, l'holonomie s'étend sur le mapping cylindre
KL d'une application de L sur Sl. On notera HL cette T.-structure

1

sur ce mapping cylindre K Si le groupe d'holonomie de L est

L
isomorphe 3 Z + Z, l1l'holonomie s'étend sur le mapping cylindre d'une
application de L sur T2. On peut supposer que l'holonomie le long

1
de S

extérieur (resp. intérieur) de L. Comme Hl(G:+) = 0, on peut écrire

x {*} (resp. {*} «x Sl) sur ce 2 a son support du coté
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T. TSUBOI

1'holonomie le long de Slx{*} comme un produit de commutateurs{[15])

(En fait, on peut l'écrire avec un seul commutateur). Donc, 1'ho-

1 2 .1 2

lonomie sur T2 s'étend sur szs ol T2 = 9387, ¥~ est une sur-

face avec un trou, et l'holonomie sur sz{*} est 1'identité du

cdté intérieur. Soit KL la réunion disjointe du mapping cylindre
de L — T2 et d copies de r2xs! identifiée le long de T = dx2xst
2 —o0

ol d est le degré de L — T“. On a une Fl—structure HL sur K_.

L
Soit K la réunion de Mk et tous les KL avec identification

T -structure H sur K. Donc (K,H) définit

le long du bord. On a une Fl
T. Comme (KL,HL) sont des FT—structures avec une
seule feuille, on a

j*[KIH] = [Mk’BMk’Fk] .

—co

On prend le graphe de chaque Fl-structure (KL,HL).

un 3-cycle de BT

=

Soit V l'espace feuilleté obtenu en attachant & M, tous ces gra-

k
phes le long de BMk. Soit V' la composante connexe de V- I sO(KL)
L

qui contient l'intérieur de M, . Par construction, on voit que la

k
FT -structure sur V' est définie par une seule projection sur S .
Comme on peut homotoper K dans V & un sous-complexe contenu dans
—c0
' = =
V', on a [K,H] 0 dans H3(BF1). Donc [Mk,aMk,Fk] 0 dans

—00 ©o
H3 (Bl"l,B G).

Remarque (5.5). Dans cette démonstration nous n'avons pas

utilisé le fait que g(Diffl(IR)) = 0. Elle est basée sur des cal-
Hjt k

culs des germes de difféomorphismes.

—a — o H
BMK:L 1% KL} le graphe de .
MK V' v
BMK:L'\J' % KL.} le graphe de HL'
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