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COHOMOLOGIE (p,q) DES FEUILLETAGES

ET APPLICATIONS.

C. Roger

1. GENERALITES
Soit V une variété différentiable de-dimension (m + n) munie d'un feuilletage
de codimension n et de classe C .

Le fibré tangent et le fibré normal 2% seront notés T (¥ ) et v (¥ ) respecti-

vement. On a alors les décompositions suivantes :

(V) = T(F) € v(¥) ™W) = ™ @F) € v (x)
Ay = e AP K (F) @ A% (a)

P+q=k

pP<n,q<m

On pose alors par définition : AP*3(V) = AP U(F ) @ A9 *().
Ce sont les formes pures de type (p,q) sur la variété feuilletée (V,¥ ).
Si on se place dans un ouvert distingué pour avec un systdme de coordonnées

locales (xl,...,xn;yl,...,ym), V(W) est engendré par d Xyseeesd X5 ™(K) est

n . .
engendré par des formes 6 ,...,6 o §, =dy. + I td d x. o les £, sont des
1 m Jj j j=1 1 i i

fonctions.
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C. ROGER

Une forme pure de type (p,q) s'écrit alors
W= 2 Wi g dx,,  dx e 6.
1<i,<..<dp<n ighe.. 1 pA JlA“.A A
1< j, <..<ig<m

q

Il est alors facile de voir que la différentielle extérieure se décompose en une
somme d'applications homog®nes pour le bidegré : d = d' + d" + 3, d' d" et d étant

de bidegrés (0,1), (1,0) et (2,-1) respectivement.
Si f est une fonction, df = d'f + d"f et dej = d’9j + 33j pour j = 1l...m. On remar-

que que J est identiquement nulle si le feuilletage admet un feuilletage supplémen-
taire.

L
On déduit de la relation d2 =0 :d"3 +3d" =0 32 =0 4'd" +4d"d =0,

d"2+d'3+3d' =0, d'2=0.

Pour tout p compris entre O et n, on a donc un complexe :

' ] - (]
oy & apelyy &1 ppemlyy 48 4Pamyy L

&me

La cohomologie (p,q) de la variété V est alors le q* groupe de cohomologie de

ce complexe, noté HP*4(V), (*)

Ces groupes ont été définis et étudiés pour la premidre fois par Bruce REINHART
en 1957 ([20]).

On peut alors définir les faisceaux des p-formes feuilletées oP (que certains

auteurs appellent "basiques"), pour 0 < p < n.
Pour tout ouvert U €V, QP(U) ={w & AP?°(U)/d'w = 0}

Dans un systéme de coordonnées locales du type ci-dessus, w est une section locale

P . =
de 0% siw= 2w L Ckp,..x)d i An 4 Fip
1<i,<..<ip<n.

1

Si p = 0, on a les fonctions feuilletées, qui sont donc localement constantes sur

les feuilles.

Pour tout O<p=<n, les faisceaux des formes pures de type (p,q) constituent une

résolution du faisceau 9P par des faisceaux fins.

dl

0 > P APso >AP31 AP 5o

s

D'od le résultat suivant df & I-Vaisman [23].

(*) ces groupes de cohomologie sont indépendants du choix de la
décomposition T(V) =TCF) &V (R

196



COHOMOLOGIE (p,q)

Théor2me : HP?4(v) = HI(V; oP)

D'autre part pour une forme feuilletée w, on a dw = d"w. Le complexe des formes
feuilletées est donc une résolution du faisceau constant :
o 1

o>R > % > a ... > a">o0
D'ol la suite spectrale de Hodge (appelée ainsi par analogie avec le cas analytique
complexe) E;’q = 4?2 9UV) convergeant vers la cohomologie de De Rham de V.
Les faisceaux @F n'étant pas en général acycliques, cette suite spectrale n'est pas

triviale.

Dans 12 cas ot n = 1, on a simplement une suite exacte longue. si % est un feuille-
tage simple induit par une submersion f : V > B, les faisceaux QP sont les images
réciproques par f des faisceaux de formes différentielles sur B, et la suite spec-

trale est alors la suite spectrale de Leray de la submersion f.

Ces cohomologies ont été retrouvées indépendamment par divers auteurs (Sarkaria,
Rummler D227).

Dans f22] 1'auteur définit pour un feuilletage de codimensiony, la cohomologie
"relative" H; V).

1] est facile de voir que 1l'on a H?;F(V) = Eg’r

Les groupes Eg’o sont parfois appelés groupes de cohomologie "basiques" (voir par
exemple Molino [18]) : dans le cas d'un feuilletage simple, ce sont simplement les

groupes de cohomologie de la base.

I1 est facile de voir que la cohomologie (p,q) est multiplicative : le produit ex-

térieur des formes induit un cup-produit :

' L) L L
HP’Q(V) x uP 94 w) > HP"’P »q*q )
Cette multiplication a été utilisée par certains auteurs (Rummler r22], Kamber

f14] pour mettre en dualité la cohomologie basique EP*° et les groupes E*9
2 pes By

On peut également considérer la cohomologie (p,q) 3 supports compacts : Qz est le
faisceau des p formes qui s'écrivent localement sous la forme £%(w) ot £ est une

application distinguée du feuilletage et w une p forme 2 support compact de RT.

On pose alors Hz’q(V) = Hq(V,QE) et on a une suite spectrale analogue.
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Ce point de vue a été utilisé par Haefliger dans rlO] et se trouve implicitement

dans les travaux de A. Connes r3] (voir plus loin).

I1 faut signaler en outre que les techniques considérées ici s'adaptent au cadre
de la théorie des Q-atlas et des Q-F atlas transverses (voir R. Barre 1], J.
Pradines [197], C. Cumemge [47).

Les fibrés feuilletés :

Les fibrés feuilletés ont été introduits pour la premidre fois par P. Molino ( ﬁ8])
par des méthodes de connexions; dans le cadre de cet article, on peut définir un
G.fibré feuilleté (G étant un groupe de Lie) comme donné par un l-cocycle de fonc-
tions feuilletées 2 valeurs dans G. Les fibrés vectoriels associés 2 un G fibré

feuilleté sont appelés fibrés vectoriels feuilletés., Si E est un fibré vectoriel

feuilleté de base V, son espace total est muni naturellement d'un feuilletage de

dimension m, dont les feuilles sont des revdtements des feuilles de J*.

Si L est une feuille de W, alors la restriction du fibré a L EIL -+ L est un fibré

plat, le cocycle de définition étant localement constant sur L.

Exemple fondamental :

Considérons un cocycle définissant le feuilletage sur V : on a un recouvrement
de V par des ouverts Ui’ des submersions fi : Ui > Vi c R, des difféomorphismes

locaux Yij : fj(Ui n Uj) C:Vj - fi(ui n Uj) c v, vérifiant
fi(X) = Yij(fj(X))' On peut lui associer le l-cocycle suivant :

g:. : U. NU, ~—> GL(n,R)
ij i h]

gij(x) =D Yy Le fibré vectoriel associé est alors v (¥ ) le fibré
j(x)

normal au feuilletage.

f

Si on a un fibré vectoriel feuilleté E, on peut considérer les p formes feuilletées

2 valeurs dans E, et les groupes de cohomologie qui s'en déduisent :
wP»Yv;E) = vl(v; QP(E)).

Dans cet ordre d'idées, le groupe Ho’l(V) peut s'interpréter comme le groupe des
classes d'équivalence de fibrés en droites feuilletés et orientés (c'est le groupe

de Picard du féuilletage, voir [21] chap. III).

La suite spectrale de Leray en cohomologie (p,q) :

Nous allons d'abord définir les fibrés dans la catégorie des variétés feuilletées.
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COHOMOLOGIE (p,q)

Soit V une variété de dimension n munie d'un feuilletage % de codimension p. On
considdre le groupe des difféomorphismes de V vérifiant £5(F) =F et on note

Dy (V) la composante connexe de l'identité dans ce groupe. Si on a une variété M
de dimension m munie d'un feuilletage K ' de codimension q et sur cette variété
un l-cocycle de fonctions feuilletées 2 valeurs dans le groupe D_J:(V), alors l'es-
pace total E du fibré de fibre V et de base M est muni naturellement d'un feuille-

tage ¥ de codimension (p+q).
Indiquons bridvement la construction de ce feuilletage :

] . > grP
Soient (Vk’ hk) hk : V, > RY des cartes pour

(v,, £,) £, : U, > RY des cartes pour '
i’ i i i

g.. : U, NU, > D—(V) le l-cocycle feuilleté.
1] 1 ] -

E est alors obtenu 3 partir de la somme disjointe des Ui X V quotientée par les

identifications

(x,y) = (x, 8;4 (x).y) si x¢€ U, ﬂUj

Pour tout i, Ui. X V est recouvert par les Ui x Vk et les submersions

£, xh U xV > R 9*P déterminent un feuilletage de codimension (q+p) sur
g

-Ui x Vv, soity ..

L'application (x,y) - (x,gij(x).y) de U, n UJ. X V dans lui-méme conjugue

¥

¥
‘\umo,-x\/
grdce au fait que gij est localement constante sur les feuilles

jIU.ﬂU. x v
i i

et gij(x) € D,F(V).

Le probl2me est alors de calculer la cohomologie (p,q) de E a partir des cohomolo-

gies (p,q) de M et de V.

T
Soit & le faisceau des r-formes feuilletées sur E, V>E > M le fibré considéré.

Nous allons étudier la suite spectrale de Leray de cette fibration pour le faiscea:

r
., 0na:
+
Etzn,v - Hu(M,Rv"* (2F)) __=>Hu+v(E;Qr) = 15U (E)

Le faisceau dérivé R' m, (RF) vérifie :

RV m(F)(u) = 5 (n (u);0)
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C. ROGER

Si U est un ouvert trivialisant pour le fibré E, on a n-l(U) =Ux V et le feuil-
letage induit est un feuilletage produit. Il est alors clair que le faisceau 9F se
décompose sur 1'espace produit :

ry ~ rz r

1.
Qr = € Ql Q’Qz Q 11 désignant les rl formes feuilletées sur
r. +r, =r
172
F2
U et QZ les r, formes feuilletées sur V.
v r v r

Dot : HV(n (), ) = @ H 1(0,911) X 2(v,ﬂzz)
v1+v2=v
T tr,=r

1
Si de plus U est un ouvert distingué pour le feuilletage¥ , on a :

v

1,471
H (U,91)=0pour v, >0

r r
HO(U,Qll) =8111(U) et donc :

_ r r,,v
Wt = e e tam 2
+ =
rytr,Sr
3 3 3 3 3 '
Tput point de M ayant un syst2me fondamental de voisinages distingués pour{ et

trivialisant pour le fibré, on peut déterminer la fibre du faisceau Rvﬂ* ) :

r r,,q
D@ = & o lo@r?

r1+r2=r

On peut donc écrire :

»u r,,Vv
V= e gl mu? (v) =" "™E)
Dans le cas particulier ol r = o, on aura :

,u+v(

1%, 1% V(v)) = ®° E)

Le soin de détailler les cas particuliers suivant les valeurs respectives de p et

de q est laissé au lecteur (Al. Kaceimi ﬂ3] a traité 1'un de ces cas).
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COHOMOLOGIE (p,q)

Exemples de calculs explicites :

Ces groupes sont en général difficiles 2 calculer explicitement (hormis quelques
cas triviaux) et ce sont souvent des espaces vectoriels de dimension infinie sur
R. Il faut remarquer ici que les HP:9(V) sont des invariants fins du feuilletage

¥ ; ils sont invariants par conjugaison, mais non en général par homotopie.

Soit V =172 et ﬂ:a le feuilletage par des droites de pente irrationnelle @. On a

alors les résultats suivants
1. Si a n'est pas un nombre de Liouville alors
ety = ub ) = R (Heitsch M12])
2. Si o est un nombre de Liouville alors Ho’l(V) =.H1’1(V) est un espace
vectoriel de dimension infinie (voir [21] ch.III)
3. Si on calcule avec des formes différentielles de classe C* pour r = 2

(le groupe Ho’l(V) correspondant classifie alors les fibrés en droites
feuilletés de classe C¥) alors H°’1(V) est de dimension infinie quel que

soit o irrationnel (voir [21] ch.III)

Le lecteur friand d'exemples explicites pourra se reporter aux travaux d'El

Kaceimi [13] et de X, Masa.

2. DEFORMATIONS INFINITESIMALES DES FEUILLETAGES

L'étude des déformations infinitésimales des structures géométriques a été inau-
gurée par Kodaira et Spencer [15] les premiers exemples concernant les feuilletages
sont dus 2 Heitsch ([12]). R. Hamilton [11] a mis au point une théorie générale
permettant de traiter de la déformation des feuilletages. Nous rappelons bridvement

ces constructions.

Si E est un espace vectoriel de dimension finie soit G¢™(E) 1a grassmannienne des
m plans de E. On peut alors construire un fibré vectoriel I G™(E) - G(E) dont
la fibre en B € G®(E) est 1'espace AZ(B;E/B) des applications bilinéaires alter-
nées : B x B> E/p.

Soit maintenant G®(TV) > V le fibré en grassmanniennes sur V. On peut alors faire
la construction ci-dessus pour chacune des fibres Gm(TxV) et on obtient ainsi un
fibré : I G™(TV) > V.
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On notera’¥ ™(V) la variété de Fréchet des sections C de ce fibré : si S6 & n(v),
alors pour tout x € V , s(x) est une application bilinéaire alternée de B x B,

dans T V/, ot B_ est un m-plan de T_V.
x 'B X b

x
On nofero %m(\l) u vonc Ve dos sections de Gm(TV) .
On peut définir maintenant une application différentiable :

Q: GV — ™)
Q(s)(x) pour S € %,“‘(v) et x € V étant 1'application bilinéaire de S(x) x S(x)
dans Txv/S(x) donnée par :
Q(8)(x)(X,Y) = [X,Y] mod S(x)
m m .
Z : %, V) -—98 (V) la section nulle
I1 est maintenant naturel de définir 1'espace des feuilletages de dimension m sur V
F™(V), par :
F V) ={Se€ %m(v)/z(s) = q6)}
On va s'intéresser aux feuilletages de V modulo conjugaison; si T est un feuille-
tage fixé et% (V) le groupe des difféomorphismes de V, on a 1l'application :
PO (W) — GV (D) = £1(%)
le feuilletage conjugué de ¥ par le difféomorphisme f.

D'oll le complexe de déformation non linéaire de F

Q
m
D vy LI, %‘“(v) —> W

qui vérifie I m PC ker Q =% ™(V)
La stabilité différentiable de¥ est alors équivalente 2 1'exactitude de cette
suite au voisinage de ¥ .

En considérant les espaces tangents 2 ces variétés de Fréchet et les applications

linéaires tangentes, on obtient le complexe de déformation linéarisé :

1P Ty 0Ty 2

m
Tiq D V) —— %g“‘(v)——e Tz(-;) b S 0D

On peut identifier ces espaces tangents 2 des objets connus
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COHOMOLOGIE (p,q)

TIdﬂ) (v) = QL(V) 1'algebre de Lie des champs tangents a V
m _ a1 . = o,1
T?F(s’ (V) = A (T(F); V() AT 2 (u(F))

o vy = A2 (F); ™ A2 (u(x))

T2(%) ) =

I1 est alors facile de voir que l'on a TIdP =d'om ou ™ :Q(V) —> A%O(u(T))

est la projection naturelle sur le fibré normal, et que T:FQ'T'ZFZ =4d'.
Le complexe linéarisé s'écrit donc :

m™ ] 1]
GV —s 12°%FE)» L5 % lown s 1% 2w@En

L'obstruction 2 la stabilité deF, linéarisée, est donc le groupe de cohomologie
1O L(v;u(F)). ce groupe peut s'interpréter comme 1'espace tangent en¥® 2 la 'va-
viété" des feuilletages modulo conjugaison, ou encore comme 1'espace des déforma-

tions infinitésimales de K .

R. Hamilton donne ensuite des conditions analytiques suivant lesquelles la nullité
de Ho’l(V;U('ST)) implique la stabilité du feuilletage : il montre en particulier

qu'un feuilletage dont 1l'espace des feuilles est séparé et dont la feuille généri-
que vérifie Hl(L,-R) = 0 est stable (théor2me de Reeb-Thurston global). Une autre

application des méthodes de Hamilton est due 2 N. Desolneux-Moulis r5]

A. Lichnérowicz ([16]) a étudié les déformations infinitésimales de 1'alg2bre de
Lie T(X ) des champs de vecteurs tangents au feuilletage. D'aprés la théorie géné-
rale des déformations du crochet d'une alg2bre de Lie A (due 2 Gerstenhaber), le
groupe de cohomologie H2(A;A) classifie les déformations infinitésimales de la
structure de A. Lichnérowicz a calculé HZ(T(X ); T(F)) : le groupe H°’1(V;U(‘J'-‘))

est en facteur direct dans ce groupe.

Ce résultat peut &tre généralisé en s'inspirant des techniques de Gelfand, Fuks et
Lozik (r7], f17]) pour étudier la cohomologie des algdbres de Lie des champs tan-
gents 2 une variété : on l'obtient comme limite d'une suite spectrale faisant in-
tervenir la cohomologie de la variété et la cohomologie de 1l'algebre formelle asso-
ciée 2 1'algébre de Lie des champs tangents. Dans le cas de T(X) l'algdbre for-

melle associée est la suivante :

m+n
m _ - 9 _
Qm+n —{ E fi(xl""’xmﬂ-l) Tx_i_/ fie R[[xl""’xmﬂ:ﬁ’ fi =0 }
i=1

pour i >m.
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m m
Soit G_, (o) C Q_ la sous algeébre d'isotropie.
m+n m+n

m . . PP
Elle opere naturellement sur R via sa partie linéaire : on notera R™ le

am (0)-module obtenu.
m+n

La suite spectrale convergeant vers la cohomologie de T(T ) a coefficients dans

elle méme est alors la suivante :

P54 - yP(y. Qn™ . R™
E, (Vs ) @ HAU(Q@ , (0); RT)

On peut calculer ces groupes dans les basses dimensions, ce qui permet de retrou-

ver les résultats de Lichnérowicz
o, m my _ 1, Am Lophy _ N
v , () RH=0 8@ (); R =R

0’2——-——> Ez’l) avec

D'od HX(T(F ); T(F)) = E2°F > 2

& Ker(E

1,1

2t - 1 (v; 22u(F))) = B2 (v;u@ ).

3. COHOMOLOGIE (p,q), ESPACES CLASSIFIANTS ET CLASSES CARACTERISTIQUES

La cohomologie (p,q) étant évidemment Pnctorielle pour les applications transver-
ses aux feuilletages, il est légitime de se demander si on peut construire une co-
homologie universelle sur 1l'espace classifiant Brn des feuilletages de codimension
n. On peut étendre le probledme et construire une théorie de coefficients pour les

cohomologies des espaces classifiants de groupoides (voir 9] et [21]).

Soit Tn le groupoide des germes de difféomorphismes de classe ¢’ de R” et

a

. . . . n .
r ‘_—_?) R" les projections source et but., Si F est un faisceau sur R, F_ dési-
n X
gnant les germes de sections de F en x, on dira que F est un Fn-faisceau si pour

tout germe Y € I‘n on a un isomorphisme :

Ye * Foyy—>Fe(y)y vérifiant (Yl 0Y,)), =Y, oY

et Id, = Id.
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COHOMOLOGIE (p,q)

Si j: est une Fn-structute sur la variété V, on peut aisément construire le fais-

ceau image réciproque Tk ¥ (F).

Exemple : Si QP désigne le faisceau des p formes différentielles sur R", alors le
changement de variables vy, : 9 y) —_ Q%( ) munit P d'une structure de r.-
faisceau. Si 9 est un feu111etage, (ge) est alors le faisceau des p formes dif-

férentielles feuilletées sur V.

On peut définir une théorie cohomologique H*(BF ;F) (par les méthodes de 1'algdbre
homologique, voir [24]) qu1 a les bonnes propr1étés de fonctorialité : il existe un

morphisme induit ¥ ": H (BF SF) —> H (V; F (F)).

Si F est un faisceau constant muni d'une action triviale, on retrouve la cohomo-
. . . . * . 3
logie usuelle de BTn. Dans le cas particulier des formes feuilletées, F = induit

un morphisme de suites spectrales :

Hq(BTn;Qp) — 1Y)

! J

HP+q(BFn,R ) — 7P YV, R)

La relation entre les groupes de cohomologie (p,q) et les classes caractéristiques
du feuilletage a été mise en évidence dans un cas particulier par P. Molino ( ﬂS]),
puis en toute généralité dans le travail fondamental de F. Kamber et P. Tondeur

(voir par exemple M4]).

Nous rappelons ici bridvement les principaux résultats de ce travail (le langage
et les techniques utilisées sont toutefois différents de ceux de ﬁ4]) et de celui

de 1'auteur concernant 1'espace classifiant Brn( @1] chapitre 1IV).

Les classes caractéristiques de Bott-Haefliger proviennent de deux types de classes.

- Classes de type base :

L'invariant fondamental est celui défini par Molino dans ﬂﬁ] que nous appellerons
classe d'Atiyah-Molino. Si E est un fibré vectoriel feuilleté, et Q}Q(E) le fibré
en algdbres de Lie associé, la classe d'Atiyah-Molino am(E) est un élément du grou-
pe Hl’l(V; q}(E)). La construction donnée par Molino consiste 2 prendre sur E une
connexion adaptée au feuilletage; am(E) est alors la classe de cohomologie de la

partie de type (1,1) de la forme de courbure de cette connexion ( ﬁ8] p.205).
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Dans le cas particulier des feuilletages de codimension 1, la suite spectrale de

Hodge se réduit 2 la suite exacte
e s BRSO v L w v R)—y KR R) Ll

3
Alors HO’I(V;B.) = HO’I(V,1{+) (via le logarithme) n'est autre que le groupe de
Picard du feuilletage. On peut montrer alors que pour un fibré en droites E,

o E] = am E] et am(E1 ® EZ) = am(El) + am(Ez) (121] chapitre III).

La classe d'Atiyah-Molino est alors la seule obstruction 2 la platitude du fibré.

Si E =0(¥ ), on a alors la classe d'Atiyah-Molino du feuilletage, am(F ), qui est
dans Hl’l(V;(BQ(U(‘.F))), Pour tout p < n, la multiplicativité de la cohomologie
(p,q) permet de définir am(F )P € HP»P(v; ®(&2(U('5"))), si éest un polynome inva-
riant de degré p dans IP(GL(n)), on pose :

amé('y) =§*(am(ﬁ:)p) € P P(v)

On obtient ainsi les classes caractéristiques du type base :

@ —>am % (%) est un homomorphisme de I*(GL(n)) dans H **(V). L'image de

am 1 (%) dans le terme EPsP de la suite spectrale de Hodge donne la partie de
type (p,p) de la classe de Pontryagin correspondant 2 éb par 1'homomorphisme de
Chern-Weil,.

Toutes ces classes de type base existent au niveau universel. L'algebre de Lie

(;i(n) induit naturellement un Fn-faisceau par 1'action vy.a = Ad(D(Yy)).a; on a donc

le groupe de cohomologie Hl’l(Brn;QJ(n)) qui contient la classe d'Atiyah-Molino
universelle. On peut donner une description tres explicite de celle-ci en termes

de cochaines ou d'extensions de faisceaux (voir [21], chapitre IV)

- Classes de type fibre :

Ce sont des classes de Ho’*(V), qui proviennent de la cohomologie de 1'algebre de

Lie gl(n) .

On peut définir une classe [C] € HO’I(V; GL(n)) : dans les cochaines associées 2 un
recouvrement W : {Ui} de V d'un 1 cocycle (Yi') définissant le feuilletage, cette
classe est celle du cocycle C 6 Cl(U ;2°(GL(n))) vérifiant

Cij(x) =D x) Pour x € Ui n Uj'

Y.,
fj(x) 15(

On peut alors construire un homomorphisme caractéristique :

C: u*(gun), 0(n))—3> H** (V)
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Un théordme bien connu de Van Est montre que H*( gﬂin),o(n)) = Hﬁ(GL(n)), la coho-

mologie continue du groupe de Lie GL(n). Si u est une classe de Hq(gil(n),o(n)),
on notera encore u la cochaine continue GL(n)Y > R qui lui correspond par 1'iso-

morphisme de Van Est,

On fait alors le produit de la classe fC] par elle méme q fois, on obtient
lc]9 dans H%:9(V;GL(n)9); u induit alors u, 'C]9 dans H®’9(V). On pose par défini-
tion :
c(u) = w*(lc]Y)
Cet homomorphisme existe aussi au niveau universel, de telle fagon que le diagram-

me suivant soit commutatif :

W) e— g%1 (8r_)

N\

rY( G2(n),0(n))

Ces classes de type fibre peuvent se restreindre 2 une feuille et donnent alors

les invariants du fibré normal restreint 2 une feuille qui est un fibré plat.

Les classes de Bott-Haefliger du feuilletage proviennent de la cohomologie de

Lvalgdbre WO (n) (voir (2]). Une suite spectrale converge vers cette cohomologie :

E‘l’"’*q = 11(G2(n),0(n)) ® TP(GL(n)) = H* (WO (n))

La classe provenant de u; ® ¢;» pour u; e Hq(ﬁil(n);o(n)) et cy 6 1P(GL(n)) est
notée u, ¢y J. Vey a déterminé une base de H'(WO (n)) en terme des u; ¢

(voir [8]).

On peut alors démontrer le résultat suivant (T14] et r21] chapitre IV pour le cas

universel).

Théor2me : La classe de Bott-Haefliger correspond 2 u; e, dans H2p+q(V;R ) provient

par la suite spectrale de Hodge de la classe C(ui).aun (%) e uPP*YUV). Un ré-
rej]

sultat analogue est valable pour le classifiant BFn.
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Remarque 1 : Tous ces résultats peuvent s'étendre au cas des classes caractéristi-
ques d'un fibré vectoriel feuilleté quelconque sur V, ou encore au cas des ['-feuil-
letages pour des groupoides plus généraux : Dans .Ql], le cas de‘?n (correspondant

aux feuilletages & fibré normal trivialisé) est traité en détail.

Remarque 2 : Il n'est pas difficile de montrer que 1'application
% * .. .
C : HC(GL(n))—————>H°’ (BFn) est injective : c'est une conséquence du théor2me

de Matsushima sur 1l'injectivité de la cohomologie continue dans la cohomologie

discréte d'un groupe de Lie réductif. On en déduit alors que les classes ug cj

P . + +
sont toutes non triviales au niveau de EE’p q - ypop q(Br‘n). D. Fuks ([6]) et
J. Petro ont annoncé une démonstration de l'injectivité de 1'homomorphisme carac-

téristique : H' (WO(n))——)H'\’I'(BI‘n).

3. LES C ALGEBRES DES FEUILLETAGES ET LES FIBRES FEUILLETES :

Dans ses travaux sur les feuilletages, A. Connes utilise la théorie des algébres
normées pour avoir une définition raisonnable de 1'algdbre des fonctions sur
1'espace quotient d'un feuilletage (il est bien connu que dans de nombreux cas

il n'existe pas de fonctions continues non constantes sur l'espace des feuilles).
Rappelons la construction de la C*-algebre de Conmnes ([3]).

On considere le groupoide 1'holonomie du feuilletage, noté G (cet objet a été in-
troduit pour la premilre fois par Ch. Ehresmann) : un élément de G est un chemin y
contenu dans une feuille, d'origine x = S(Y) et d'extrémité y = r(Y). Deux che-
mins Y et Y' de mémes origines et extrémités &tant équivalents dans G si le lacet

- ' . . 3
Y 1 o Y a une holonomie triviale.

G est une variété différentiable de dimension (2m + n).
Pour une feuille L et un point x fixé dans L, la projection :

r:G = {y 8 G/ s(y) = x} > L n'est autre que le revétement d'holonomie de

N
la feuille L. On notera parfois Gx = L.

Le groupe d'holonomie du feuilletage en x est alors G: = r-l(x) n S-l(x).

1/2

< est 1'espace des

On définit ensuite les demi-densités sur G : pour x 6 V
1/2

applications A™ Tx(f)‘—) p> € vérifiant p(av) = |A| p(v) pour A € R et

G2 L gl/2g 1/2
Y x y
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1/2

On considere 1'espace C:(G,Q ) des fonctions A support compact sur G 2 valeurs

dans les demi densités.

L'opération (f x g)(y) =~/Ff(Y1)g(Y2) définit un produit de convolution et 1'invo-
Y1°Y2 %Y

lution donnée par £¥(Y) = f(Y—l) fait de CC(G,QI/Z) une algdbre complexe involu-

tive.

Pour tout point x € V, L étant la feuille passant par x, on va définir une repré-
sentation :

1/2

. * 2
Tt cc(c,sz ) — ;(,,(L (Gx))

1/2

Pour f € C:(G,Q ) et & € LZ(GX), Y € G, on pose :

™ (£)(E)(M) =jf(Y1) £ (Yg).
Y10Y,™Y

On vérifie aisément que

2
T (E)(E) 8 L7(G ) et que T (f % £) =7 (£) o7 (f)

Un élément v € G de source x et d'extrémité y induit une isométrie naturelle
DZ(Gx)-‘ Lz(Gy) et un isomorphisme entre T et o La C¥algebre du feuilletage,
1/2)

¥* -
notée C (V, ) est alors obtenue par complétion de CC(G,Q pour la norme

[|€1l= 8Sup ||7 (£} || . Dans le cas d'un feuilletage simple c¥v, 5 ) s'identifie
x €V

a CO(B)GDSC ol CO(B) est la C¥algdbre des fonctions continues 2 valeurs complexes
nulles 2 1'infini sur B, et '} est la C*algébre des opérateurs compacts (voir
3] p. 42). ¢*(V,F ) est donc un bon substitut de 1'algebre des fonctions sur 1'es-

pace des feuilles.

Nous allons montrer maintenant comment les fibrés feuilletés fournissent des mo-
dules projectifs sur cette C*algdbre : hewristiquement, un fibré feuilleté est une
représentation linéaire du groupoide d'holonomie; les secteuns de ce fibré donnent

donc un module sur 1'algdbre des fonctions sur le groupoide d'holonomie.
Soit E >V un fibré feuilleté complexifié et E sa fibre type.

Pour toute feuille L, EIL > L est alors un fibré vectoriel plat de fibre E et de

groupe structural le groupe d'holonomie G: via la représentation
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g G:: > GL(E )(x € L quelconque)

Si on reldve ce fibré sur le revétement d'holonomie par la projection r : Gx > L,

il se trivialise : r*(ElL) Y Gx x E . Ceci permet dinterpréter 1'espace S(L,E) des

sections Lz-intégrables du fibré E restreint & la feuille L, en terme des fonctions
sur Gx. Plus précisément, on a une action de G:: sur 1l'espace Lz(px,]E) définie

par :
5 X 1
f e L‘(Gx,]E), g € Gx’ Y € Gx’ alors g.f(y) = (pE(g).f(Yg )

1/2

On a d'autre part une action de CC(G,Q ) sur LZ(GX,JE) définie comme ci-dessus

par :

T B = [ h(rE)

Y10Y,=Y

Un calcul simple permet alors d'établir que les représentations T_ commutent 2
q P x

1'action de G: et induisent donc une représentation :
L 1/2

L cc(c,sz / ) - :ﬁ (s(L,E))
Si on a un élément y de source x et de but y, il induit des isomorphismes canoni-
ques Gy -> Gx donné par n > noy et G))Z > Gz donné par 6 =Y o0 6 o Y_l. Au fibré
feuilleté E est associé une représentation (pE(Y) € GL(E).
On en déduit un isomorphisme :

2 2

TY : L7(Gx;E) » L°(Gy; E)

défini par TY(f)(ﬂ) = (PE(Y). rf(n.Y-l)]

Cet isomorphisme commute 3 la représentation L

T om_=m7n_0T
cmaY x y y

Il commute également 2 l'action des groupes d'holonomie :
TY(g.f) =(yogo Y-l)-TY f pour f € LZ(Gx;IE) et g 6 G:.

Ceci nous donne un isomorphisme canonique, noté encore TY :

2
T : Inv L2(Gx;]E )— Inv L°(Gy; E)
Y x y
G G
X y
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On a donc défini 2 partir du fibré feuilleté E, un champ d'espaces de Hilbert sur
la variété feuilletée (V, ) (au sens de [3] p. 56) : 1l'espace de Hilbert associé
3 chaque feuille L est S(L,E). On obtient donc un C¥-module, noté E, sur la
C*algébre C*(V, ).

Dans le cas ou le feuilletgge'y admet une mesure transverse invariante, le groupe

d'holonomie G: est moyennable ce qui permet de définir une projection :

M. : %G ;E) —» 1%, B)
X ¥ X

ﬂx(f)(y) = / (pE(g).fWg-l)dux od u_ est la mesure

Gx
X

invariante sur G:. Alors Im(]}() = S(L,E) etni = 1d.

Les applicationsﬂx déterminent donc un projecteur sur la C¥algdbre C*(V,%), d'od
un élément du groupe de K-théorie KO(C*(V;‘:F)). On peut donc interpréter géométri-
quement ce dernier groupe : il contient le groupe de Grothendieck engendré par les
fibrés vectoriels feuilletés, au moins quand le feuilletage posséde une mesure

transverse.
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