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COHOMOLOGIE (p ,q ) DE S FEUILLETAGE S 

ET APPLICATIONS . 

C. Roge r 

1. GENERALITES 

Soit V  une variét é différentiabl e de-dimensio n ( m + n) muni e d'u n feuilletag e 
de codimensio n n  e t d e class e C  . 
Le fibr e tangen t e t l e fibr e norma l à  °F seron t noté s T{y )  e t u  (y )  respecti -
vement. O n a  alor s le s décomposition s suivante s : 

T(V) -  T (3T ) €  u  (<ï ) T*(V ) -  (< * ) 6  u * («y ) 

Ak(V) »  S  A p u*(r ) ®  A q T*(<30 
p +  q  »  k 
p< n, q< m 

On pos e alor s pa r définitio n :  Ap,q(V ) »  A ? u*CF ) <g > A QT*(<3T). 

Ce son t le s forme s pure s d e typ e (p,q ) su r l a variét é feuilleté e (V,3»*) . 

Si o n s e plac e dan s u n ouver t distingu é pou r ave c u n systèm e d e coordonnée s 
locales ( x . , . . . , x ;y . y  ) , u *(*30 es t engendr é pa r d  x . , . . . , d x  ;  f*(g ï )  es t 

1 n  1 m  l n 
n 

engendré pa r de s forme s 9 . 6 o ù 9. =  dy . +  Z  t . d  x . o ù le s t . son t de s 
1' m  j  7 j iml 1 1 1 

fonctions. 
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C. ROGER 

Une form e pur e d e typ e (p,q ) s 'écr i t alor s 

60 " J - J ^ ! ° i-,'"'"'iP d  % A - . . A d Xi P A 6j1 A...A 6jn 1 < i, <  . . <Lp <n A  v  J l Jq 

I l es t alor s facil e d e voi r qu e l a différentiell e extérieur e s e décompos e e n un e 
somme d'application s homogène s pou r l e bidegr é :  d  =  d ' +  d" +  9, d ' d " e t 9  étan t 
de bidegré s (0,1) , (1,0 ) e t (2,-1 ) respectivement . 

Si f  es t un e fonction , d f =  d' f +  d" f e t d9 . =  d '9 . + 9 6 . pou r j  =  l. . .m . O n remar -
J J  J 

que qu e 3  est identiquemen t null e s i l e feuilletag e adme t u n feuilletag e supplémen -
taire . 

On dédui t d e l a relatio n d 2 -  0  :  d" 9 +  8d" =  0  9 2 -  0  d'd " +  d"d -  0 , 

d"2 +  d'9 +  9d' = 0 , d' 2 =  0 . 

Pour tou t p  compri s entr e 0  e t n , o n a  don c u n complex e : 

Ap'°(V) i ' AP'^V ) i ' . . . AP>m_1(V ) i' AP,m(V)+ 0 

La cohomologi e (p,q ) d e l a variét é V  est alor s l e qX̂ m e group e d e cohomologi e d e 
ce complexe , not é HP,<*(V) . (* ) 

Ces groupe s on t ét é défini s e t étudié s pou r l a premièr e foi s pa r Bruc e REINHART 
en 195 7 (T20]) . 

On peut alor s défini r le s faisceau x de s p-forme s feuilletée s Q p (qu e certain s 
auteurs appellen t "basiques") , pou r 0  <  p  <  n . 

Pour tou t ouver t U  c V , flP(U) =  {u> 6 AP,°(U)/d'u > =  0} 

Dans u n systèm e d e coordonnée s locale s d u typ e ci-dessus , w  est un e sectio n local e 
de Œ P si a ) • 5 1 w . .  (x - , . . , x ) d x . A  .  d  x . 

^ i , . . i p 1  n  i ^ A . .A î p l ^ i 1 < .  . < i p < n . 

Si p  - 0 , o n a  le s fonction s feuilletées , qu i son t don c localemen t constante s su r 
les feuil les . 

Pour tou t 0<p<n , le s faisceau x de s forme s pure s d e typ e (p,q ) constituen t un e 
résolution d u faiscea u pa r de s faisceau x fins . 

0 + « P +  AP. O _ d \ , Ap, l AP, m +  Q 

D'où l e résulta t suivan t d û à  I-Vaisma n •"23] . 
(*) ce s groupe s d e cohomologi e son t indépendant s d u choi x d e l a 

décomposit ion T(v ) = ^ ( ^ ) a y ( ^ ) 
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COHOMOLOGIE (p,q) 

Théorème :  HP,q(V ) «  Hq(V ; ftP) 

D'autre par t pou r un e form e feuilleté e u), o n a  d w =  d"u). L e complex e de s forme s 
feuilletées es t don c un e résolutio n d u faiscea u constan t : 

0 - > B +  Sl° -> Ql .  .. - > Q n -> 0 

D'où l a suit e spectral e d e flodge  (appelé e ains i pa r analogi e ave c l e ca s analytiqu e 

complexe) EP, q =  Hp,q(V) convergean t ver s l a cohomologi e d e D e Rham de V . 

Les faisceau x Œ p n'étant pa s e n généra l acycliques , cett e suit e spectral e n 'es t pa s 
t r iv ia le . 

Dans la ca s o ù n  •  1 , o n a  simplemen t un e suit e exact e longue . S i es t u n feuille -
tage simpl e indui t pa r un e submersio n f  :  V  B , le s faisceau x ftP  son t le s image s 
réciproques pa r f  de s faisceau x d e forme s différentielle s su r B , e t l a suit e spec -
trale es t alor s l a suit e spectral e d e Lera y d e l a submersio n f . 

Ces cohomologie s on t ét é retrouvée s indépendammen t pa r diver s auteur s (Sarkaria , 
Rummler &2J) . 

Dans T22 ] l'auteu r défini t pou r u n feuilletag e d e codiraensionjiyl a cohomologi e 
"relative" H^(V) . 

Il es t facil e d e voi r qu e l'o n a  Hn^r(V ) •  En' r 

Les groupe s Ep, ° son t parfoi s appelé s groupe s d e cohomologi e "basiques " (voi r pa r 
exemple Molin o [18] ) :  dan s l e ca s d'u n feuilletag e simple , c e son t simplemen t le s 
groupes d e cohomologi e d e l a base . 

I l es t facil e d e voi r qu e l a cohomologi e (p,q ) es t multiplicativ e :  l e produi t ex -
térieur de s forme s indui t u n cup-produi t : 

Hp'q(v) xHp,'q,(v) > Hp+p,'q+q,(v) 

Cette multiplicatio n a  ét é ut i l isé e pa r certain s auteur s (Rummle r T22] , Kambe r 
Tl4] pou r mettr e e n dualit é l a cohomologi e basiqu e Ep, ° e t le s groupe s E^* ^ 

On peut égalemen t considére r l a cohomologi e (p,q ) à  support s compact s :  ftP  es t l e 
faisceau de s p  forme s qu i s'écriven t localemen t sou s l a form e f  (u)) o ù f  es t un e 
application distingué e d u feuilletag e e t tu une p  form e à  suppor t compac t d e Rn . 

On pose alor s Hp,q(V ) •  Hq(V,Œp ) e t o n a  un e suit e spectral e analogue . 
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Ce poin t d e vu e a  ét é u t i l i s é pa r Haeflige r dan s l ~lo] e t s e trouv e implicitemen t 
dans le s travau x d e A . Conne s F3 ] (voi r plu s loin) . 

I l fau t signale r e n outr e qu e le s technique s considérée s ic i s'adapten t a u cadr e 
de l a théori e de s Q-atla s e t de s Q- F atla s transverse s (voi r R . Barr e l~ l ], J . 
Pradines Tl9], C . Cumeug e T4]). 

Les fibre s feuilleté s : 
Les fibre s feuilleté s on t ét é introduit s pou r l a premier ^ foi s pa r P . Molin o (  fÏ8] ) 
par de s méthode s d e connexions ; dan s l e cadr e d e ce t a r t ic le , o n peu t défini r u n 
G,fibre feuillet é ( G étan t u n group e d e Lie ) comm e donn é pa r u n 1-cocycl e d e fonc -
tions feuilletée s à  valeur s dan s G . Le s fibre s vectoriel s associé s à  u n G  fibr e 
feuilleté son t appelé s fibres vectoriel s feuilletés . S i E  est u n fibr e vectorie l 
feuilleté d e bas e V , so n espac e tota l es t mun i naturellemen t d'u n feuilletag e d e 
dimension m , don t le s feuille s son t de s revêtement s de s feuille s d e 7 . 

Si L  est un e feuill e d e 3 ^, alor s l a restrictio n d u fibr e à  L  E| ^ - > L est u n fibr e 
plat, l e cocycl e d e définitio n étan t localemen t constan t su r L . 

Exemple fondamenta l : 
Considérons u n cocycl e définissan t l e feuilletage3 ^ su r V  :  o n a  u n recouvremen t 
de V  par de s ouvert s IK , de s submersion s f ^ :  U \ - > c  Rn , de s difféomorphisme s 
locaux y - - :  f~(V. flU. ) cV . —>-f.(U . f l U. ) c  V . vérifian t 

f.(x) =  Y . . ( f . ( x ) ) . O n peut lu i associe r l e 1-cocycl e suivan t : 

g. .  :  U . H  U . >  GL(n, H ) 

g..(x) =  D„ y . . . L e fibr e vectorie l associ é es t alor s u  ( ^ ) l e fibr e 
J j(x ) J 

normal a u feuilletage . 

Si o n a  u n fibr e vectorie l feuillet é E , o n peu t considére r le s p  forme s feuilletée s 
à valeur s dan s E , e t le s groupe s d e cohomologi e qu i s'e n déduisen t : 

HP'q(V;E) =  Hq(V; ftP(E)). 

Dans ce t ordr e d'idées , l e group e H0,*(V ) peu t s ' interpréte r comm e l e group e de s 
classes d'équivalenc e d e fibre s e n droite s feuilleté s e t orienté s (c 'es t l e group e 
de Picar d d u feuilletage , voi r T21 ] chap . I I I ) . 

La suit e spectral e d e Lera y e n cohomologi e (p,q ) : 
Nous allon s d'abor d défini r le s fibre s dan s l a catégori e de s variété s feuilletées . 
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COHOMOLOGIE (p,q) 

Soit V  une variét é d e dimensio n n  muni e d'u n feuilletag e ^  d e codimensio n p . O n 
considère l e group e de s difféomorphisme s d e V  vérifiant e t o n not e 
D^/(V) l a composant e connex e d e l ' ident i t é dan s c e groupe . S i o n a  un e variét é M 
de dimensio n m  muni e d'u n feuilletag e *J * ' d e codimensio n q  e t su r cett e variét é 
un 1-cocycl e d e fonction s feuilletée s à  valeur s dan s l e group e D^.(V) , alor s l ' e s -
pace tota l E  du fibr e d e fibr e V  et d e bas e M  es t mun i naturellemen t d'u n feuille -
tage *3 * de codimensio n (p+q) . 

Indiquons brièvemen t l a constructio n d e c e feuilletag e : 

Soient (V^ , h^ ) :  Vf c Hp de s carte s pou r 

(V., f. ) f . :  U . -* Hq de s carte s pou r ' 
1 1 1 1 V 

g.. :  U . H  u. +  Dr-(V ) l e 1-cocycl e feuilleté . 
IJ 1 j  J 

E es t alor s obten u à  parti r d e l a somm e disjoint e de s U \ x  V  quotientée pa r le s 
identifications 

(x,y) =  (x , g ^ (x).y ) s i x  e u \ H  U j 

Pour tou t i , U . x V  est recouver t pa r le s U . x  V. e t le s submersion s 1 r  i  T k 
i?i x : IL x H q+p déterminen t u n feuilletag e d e codimensio n (q+p ) su r 

x v, soit<5ri . 

L'application (x.y ) (x,g..(x).y ) d e U . H  U. x  y dan s lui-mêm e conjugue~&> \ 
iJ 1  J  MUiAOj-itN/ 

.i grâc e a u fai t qu e g. . es t localemen t constant e su r le s feuille s 
3 'U. H  u. x v 1J 

i J 
et g£j(x ) 6  D<y(V) -

Le problèm e es t alor s d e calcule r l a cohomologi e (p,q ) d e E  à parti r de s cohomolo -
gies (p,q ) d e M  e t d e V . 

r .  1 T Soit Œ  l e faiscea u de s r-forme s feuilletée s su r E , V  "** E  M  l e fibr e considéré . 
Nous allon s étudie r l a suit e spectral e d e Lera y d e cett e fibratio n pou r l e faiscea u 

fi .  O n a  : 

E '̂V =  HU(M,RV^(nr)) =^HU+V(E;fir ) =  Hr'U+V(E) 

Le faiscea u dériv é R V ir* (Œr) vérifi e : 

RV irrffiFXU) = H V ^ U ) ; ^ ) 
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Si U  est u n ouver t t r ivial isan t pou r l e fibre E , o n a  i r *(U ) -  U  x V  et l e feuil -
letage indui t es t u n feuilletag e produit . I l es t alor s clai r qu e l e faiscea u Qr se 
décompose su r l'espac e produi t : 

ri ~ r0 r , 
r ff, 1 r Z 1 fi =  ^  désignan t le s r . forme s feuilletée s su r 

r1+r2=r 
r2 

U et ^  le s r o forme s feuilletée s su r V . 

D'où :  ^ ( ^ ( U ) , ^ ) =  €  H^dJ ,^1 ) ®  H ^ V , ^ 2 ) 
V1+V2=V 
r1+r2=r 

Si d e plu s U  est u n ouver t distingu é pou r l e feuilletag e 3 * ,  o n a  : 

Vl r l H i(U,fi11) -  0  pou r V x > 0 

r r -
H^U,^1) -A^OJ) e t don c : 

HV(Tr"1(u);̂ r) = e a ^(u;Hr2,V(v)) 
rl+r2=r 

Tput poin t d e M  ayan t u n systèm e fondamenta l d e voisinage s distingué s pour^ p e t 
t r ivial isant pou r l e fibre , o n peu t détermine r l a fibr e d u faiscea u R v TT^ ( Œr ) : 

RV7T*(ftr)(x) =  © n ^ C x ) ® / 2 ' * ^ ) 
V r 2 = r 

On peut don c écrir e : 

E«>v =  ©  Hri'U(M,Hr2'V(V) ) = > Hr,U+V(E ) 
rl+r2=r 

Dans l e ca s particulie r o ù r  =  o , o n aur a : 

H0,U(M,H0'V(V)) = * H0,U+V(E) 

Le soi n d e détai l le r le s ca s particulier s suivan t le s valeur s respective s d e p  e t 
de q  es t laiss é a u lecteu r (Al . Kaceim i f~13 ] a  t ra i t é l'u n d e ce s cas) . 
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COHOMOLOGIE (p,q) 

Exemples d e calcul s explicite s : 
Ces groupe s son t e n généra l difficile s à  calcule r explicitemen t (hormi s quelque s 
cas triviaux ) e t c e son t souven t de s espace s vectoriel s d e dimensio n infini e su r 
K. . I l fau t remarque r ic i qu e le s HP,cUv ) son t de s invariant s fin s d u feuilletag e 
*y ;  i l s son t invariant s pa r conjugaison , mai s no n e n généra l pa r homotopie . 

Soit V  -If e t T* a l e feuilletag e pa r de s droite s d e pent e irrationnell e a, O n a 
alors le s résultat s suivant s : 

1. S i a n 'es t pa s u n nombr e d e Liouvill e alor s 

H0,1(V) =  Hljl(V) =  H (Heitsc h T12] ) 

2. S i o( es t u n nombr e d e Liouvill e alor s H0,*(V ) a . H^'^(V ) es t u n espac e 
vectoriel d e dimensio n infini e (voi r T21 ] ch.III ) 

3. S i o n calcul e ave c de s forme s différentielle s d e class e C r pou r r  >  2 

(le group e H°'*(V ) correspondan t classifi e alor s le s fibre s e n droite s 
feuilletés d e class e Cr ) alor s H°'*(V ) es t d e dimensio n infini e que l qu e 
soit a irrationne l (voi r T21 ] ch.III ) 

Le lecteu r frian d d'exemple s explicite s pourr a s e reporte r au x travau x d'E l 
Kaceimi |Ï 3 ] e t d e X- Masa . 

2. DEFORMATIONS INFINITÉSIMALE S DE S FEUILLETAGES 

L'étude de s déformation s infinitésimale s de s structure s géométrique s a  ét é inau -
gurée pa r Kodair a e t Spence r Tl5 ] le s premier s exemple s concernan t le s feuilletage s 
sont du s à  Heitsc h (Tl2]). R . Hamilto n fil ] a  mi s a u poin t un e théori e général e 
permettant d e t ra i te r d e l a déformatio n de s feuilletages . Nou s rappelon s brièvemen t 
ces constructions . 

Si E  es t u n espac e vectorie l d e dimensio n fini e soi t Gm(E ) l a grassmannienn e de s 
m plans d e E . O n peut alor s construir e u n fibr e vectorie l I  Gm(E ) - * Gm(E ) don t 
la fibr e e n B  e Gm(E ) es t l'espac e A2(B;E/B ) de s application s bilinéaire s a l ter -
nées :  B  x B  -> E/B-

Soit maintenan t Gm(TV ) ^ V  le fibr e e n grassmannienne s su r V . O n peut alor s fair e 
la constructio n ci-dessu s pou r chacun e de s fibre s Gm(TxV ) e t o n obtien t ains i u n 
fibre :  I  Gm(TV ) +  V . 
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On note ra^ ra(V)  l a variét é d e Fréche t de s section s C° ° de c e fibr e :  s i S  6 if m(V) , 
alors pou r tou t x  6  V f s(x ) es t un e applicatio n bilinéair e alterné e d e B x * B x 
dans T  V/., o ù B  es t u n m-pla n d e T  V. 

On peut défini r maintenan t un e applicatio n différentiabl e : 

Q :  £m(V ) >  ^m(V ) 

Q(S)(x) pou r S  6  (^m(V) e t x  6  V étant l 'applicatio n bilinéair e d e S(x ) *  S(x ) 
dans Txv/g(x ) donné e pa r : 

Q(S)(x)(X,Y) »  TX,Y ] mod S(x) 

Z :  (^m(V ) >^m(V ) l a s u K c n nccU e 

I l es t maintenan t nature l d e défini r l'espac e de s feuilletage s d e dimensio n m  sur V 
•^m(V), pa r : 

r? m(V ) =  ( S  6  ^m(V)/Z(S) =  Q(s) > 

On va s ' intéresse r au x feuilletage s d e V  modulo conjugaison; si*3* * es t u n feuille -
tage fix é e t SD(V) l e group e de s difféomorphisme s d e V , o n a  l 'applicatio n : 

P :  S ) (V) —* £.m(V ) P(f ) =  f*<3 t ) 

le feuilletag e conjugu é de*3 * pa r l e difféomorphism e f . 

D'où l e complexe d e déformatio n no n linéair e d e 7 

Q ^ 
2) (v) _ L > £*(v) ^fm(v) 

qui vérifi e I  m  P c ke r Q  =*3f m(V ) 

La s tab i l i t é di f férentiable d e ^ es t alor s équivalent e à  l 'exactitud e d e cett e 
suite a u voisinag e de*5 * . 

En considéran t le s espace s tangent s à  ce s variété s d e Fréche t e t le s application s 
linéaires tangentes , o n obtien t l e complexe d e déformatio n linéaris é : 

TIdP Q-X y Z 
TID 2> (V ) ,  ^  £  - ( V ) >  TZ (^ , i f »(V> 

On peu t identifie r ce s espace s tangent s à  de s objet s connu s 
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COHOMOLOGIE (p,q) 

T , , 9 } (v) = Ot(v) l 'algèbr e d e Li e de s champ s tangent s à  V 

T ^ ( ^ M ( V ) = A ^ x C O t ) ; T V / t ( < j j ) ) = A 0 ' 1 ( u ( 5 f ) ) 

T Z ( * ) ^ M(V ) =  A 2 ( T ( ^ > I ^ / T » ) } = A ° , 2 ( U ^ > > 

I l es t alor s facil e d e voi r qu e l'o n a  TTJ P =  d'o T T o ù T T : £ ( V ) —» A ° ' 0 ( u ( C F ' ) ) 
LA 

est l a projectio n naturell e su r l e f i b r e normal , e t qu e T^-.Q-T^-. Z =  d' . 

Le complex e linéaris é s 'écr i t don c : 

G.(V) J U . A ° ' % ( ? ) ) d' p. A0,1("Cy» A °,2(«(30) 

L'obstruction à  l a s tabi l i t é de3*, linéarisée , es t don c l e group e d e cohomologi e 
H°>*(V;uOK ) ). C e group e peu t s ' interpréte r comm e l'espac e tangen t en *3* à  l a "va -
viété" de s feuilletage s modul o conjugaison , o u encor e comm e l'espac e de s déforma -
tions infinitésimale s d e . 

R. Hamilto n donn e ensuit e de s condition s analytique s suivan t lesquelle s l a null i t é 
de H0 ' •'-(VjuCP')) impliqu e l a s tabi l i t é d u feuilletag e :  i l montr e e n particulie r 
qu'un feuilletag e don t l'espac e de s feuille s es t sépar é e t don t l a feuill e généri -
que vérifi e H*(L;: R )  =  0  es t stabl e (théorèm e d e Reeb-Thursto n global) . Un e autr e 
application de s méthode s d e Hamilto n es t du e à  N . Desolneux-Mouli s 

A. Lichnérowic z ( Tl6]) a  étudi é le s déformation s infinitésimale s d e l'algèbr e d e 
Lie T W )  de s champ s d e vecteur s tangent s a u feuilletage . D'aprè s l a théori e géné -
rale de s déformation s d u croche t d'un e algèbr e d e Li e A  (due à  Gerstenhaber) , l e 
groupe d e cohomologi e H (̂A;A ) classifi e le s déformation s infinitésimale s d e l a 
structure d e A . Lichnérowic z a  calcul é H2(T(0O ; T (<3C)) :  l e group e H° » 1(V;u(̂ j T )) 
est e n facteu r direc t dan s c e groupe . 

Ce résulta t peu t êtr e généralis é e n s'inspiran t de s technique s d e Gelfand , Fuk s e t 
Lozik (T7], Fl7]) pou r étudie r l a cohomologi e de s algèbre s d e Li e de s champ s tan -
gents à  un e variét é :  o n l 'obtien t comm e limit e d'un e suit e spectral e faisan t in -
tervenir l a cohomologi e d e l a variét é e t l a cohomologi e d e l'algèbr e formell e asso -
ciée à  l'algèbr e d e Li e de s champ s tangents . Dan s l e ca s d e T(* y ) l'algèbr e for -
melle associé e es t l a suivant e : 

q m 

ra+n 
q 

m + n 

i =  1 
fi(xl '""Xm+n) d 

1 
f . e K i 

"Xm+n) esd m+n) 

pour i  >m . 
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a (o) c G L la sou s algèbr e d'isotropie. 

Elle opèr e naturellemen t su r R m vi a s a parti e linéair e :  o n noter a ]R m l e 

am ,  (o)-modul e obtenu , m + n 

La suit e spectral e convergean t ver s l a cohomologi e d e T (*5» ) à  coefficient s dan s 
elle mêm e es t alor s l a suivant e : 

E !?' q =  HP(V;tt° ) ®  HQ(Q T (o) ; ]Rm ) 2 ^m+ n — 

On peut calcule r ce s groupe s dan s le s basse s dimensions , c e qu i perme t d e retrou -
ver le s résultat s d e Lichnérowic z 

H°(GM x  (o) ; Km ) =  0 H ^ a r (o) ; »m ) =  R n m + n  —  m+ n — 

D'où H2(T0 * ) ; T(t f ) ) »  E*' 1 &  Ker(E°'2 >  E2'1 ) ave c 

E*'1 =  H^V; ft °(uCF))) =  H0,1(V;u(^ ) ) . 

3. COHOMOLOGIE (p,q) , ESPACES CLASSIFIANTS E T CLASSES CARACTERISTIQUES 

La cohomologi e (p,q ) étan t évidemmen t fctictorielle  pou r le s application s transver -
ses au x feuilletages , i l es t légitim e d e se  demande r s i o n peu t construir e un e co -
homologie universell e su r l'espac e classifian t BI ^ des feuilletage s d e codimensio n 
n. O n peu t étendr e l e problèm e e t construir e un e théori e d e coefficient s pou r le s 
cohomologies de s espace s classifiant s d e groupoïde s (voi r f9] e t T21 ] ). 

Soit l e groupoid e de s germe s d e difféomorphisme s d e class e C  d e R  e t 

a 
T > JL le s projection s sourc e e t but . S i F  es t u n faiscea u su r H ,  F  dési -n -J-* x 
gnant le s germe s d e section s d e F  e n x , o n dir a qu e F  es t u n ^-faiscea u s i pou r 

tout germ e Y  6 o n a  u n isomorphism e : 

Y* :  Po(Y ) vérifian t (yx o  Y ^ -  Y ^ o  Ŷ _ 

et Id;,. = Id. 
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Si 0 * es t un e r^-structure su r l a variét é V , o n peu t aisémen t construir e l e fais -
ceau imag e réciproque*3 * * (F). 

Exemple :  S i Œ p désigne l e faiscea u de s p  forme s différentielle s su r Rn , alor s l e 
changement d e variable s y ^ :  ^^y ) ^  P̂0Cy) mun^ t P  d'une structur e d e Tn ~ 
faisceau. S i ï3* es t u n feuilletage , *3* ($5) es t alor s l e faiscea u de s p  forme s dif -
férentielles feuilletée s su r V . 

On peu t défini r un e théori e cohomologiqu e H*(B r ;F ) (pa r le s méthode s d e l'algèbr e 
homologique, voir[2H] ) qu i a  le s bonne s propriété s d e fonctorialit é :  i l exist e u n 
morphisme i n d u i t ' ? " : H*(B r ;F ) >H*(V ; S**(F)) . 

Si F  es t u n faiscea u constan t mun i d'un e actio n t r iviale , o n retrouv e l a cohomo -
logie usuell e d e Brn . Dan s l e ca s particulie r de s forme s feuilletées , ^  *  induit 
un morphism e d e suite s spectrale s : 

Hq(Br ;ftP ) »  Hp'q(V ) 

i 1 

HP+q(Brn>») » HP+q(V,R) 

La relatio n entr e le s groupe s d e cohomologi e (p,q ) e t le s classe s caractéristique s 
du feuilletag e a  ét é mis e e n évidenc e dan s u n ca s particulie r pa r P . Molin o (  ÎÏ8]) , 
•piiis e n tout e généralit é dan s l e travai l fondamenta l d e F . Kambe r e t P . Tondeu r 
(voir pa r exempl e 1Ï4]) . 

Nous rappelon s ic i brièvemen t le s principau x résultat s d e c e travai l (l e langag e 
et le s technique s uti l isée s son t toutefoi s différent s d e ceu x d e fÏ4] ) e t d e celu i 
de l 'auteu r concernan t l'espac e classifian t Br^ ( Î21 ] chapitr e IV) . 

Les classe s caractéristique s d e Bott-Haeflige r proviennen t d e deu x type s d e classes . 

- Classes d e typ e bas e : 

L'invariant fondamenta l es t celu i défin i pa r Molin o dan s f~18 ] qu e nou s appelleron s 
classe d'Atiyah-Molino . S i E  est u n fibre vectorie l feuilleté , e t (^Jl(E ) l e fibre 
en algèbre s d e Li e associé , l a class e d'Atiyah-Molin o am(E ) es t u n élémen t d u grou -
pe H*'^(V ; (JJT(E)) . L a constructio n donné e pa r Molin o consist e à  prendr e su r E  une 
connexion adapté e a u feuilletage ; am(E ) es t alor s l a class e d e cohomologi e d e l a 
partie d e typ e (1,1 ) d e l a form e d e courbur e d e cett e connexio n (  fi.8] p.205). 
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Dans l e ca s part icul ie r de s feuilletage s d e codimensio n 1 , l a suit e spectral e d e 
Hodge s e rédui t à  l a suit e exact e : 

.... _^ Hl(V;-R ) »  H0,1(V;H )-JL> Hlfl(V;I t )  >H2(V;Il ) +  . . . 

Alors H0,X(V ;B) =  H°'*(V, H +) (vi a l e logarithme ) n 'es t autr e qu e l e group e d e 
Picard d u feuilletage . O n peu t montre r alor s qu e pou r u n fibr e e n droite s E , 
O rE ] =  am fc] e t ara(E 1 ®  E2) =  am(E1 ) +  am(E2 ) (  I2l ] chapitr e I I I ) . 

La class e d' Atiyah-Molino est alor s l a seul e obstructio n à  l a platitud e d u fibre . 

Si E  =  u (*£ ) , o n a  alor s l a class e d'Atiyah-Molin o d u feuilletage , amC^T), qu i es t 
dans H*'1(V ; £ (u (^ ) ) ) , Pou r tou t p  < n , l a mult ipl icativi t é d e l a cohomologi e 
(p,q) perme t d e défini r am(3* )P 6 HP>P(V ; <g> (^l (u (0< ) ) ) , S i ^  es t u n polynôm e inva -
riant d e degr é p  dan s lP(GL(n)) , o n pos e : 

a m ^ C ? ) =  |>*(am(<£)P) 6  HP,P(V ) 

On obtien t ains i le s classe s caractéristique s d u typ e bas e : 
(fe —^-am^Cy) es t u n homomorphism e d e I*~(GL(n) ) dan s H  **(V). L'imag e d e 
am^(^T) dan s l e term e EP» P d e l a suit e spectral e d e Hodg e donn e l a part i e d e 
type (p,p ) d e l a class e d e Pontryagi n correspondan t à  <j£ ) par l'homomorphism e d e 
Chern-Weil. 

Toutes ce s classe s d e typ e bas e existen t a u nivea u universel . L'algèbr e d e Li e 
(j,£(n) indui t naturellemen t u n T^-faiscea u pa r l 'ac t io n y. a =  Ad(D(y)).a ; o n a  don c 

le group e d e cohomologi e H X ' ^"(Bl^; &(n) ) qu i contien t l a class e d'Atiyah-Molin o 
universelle. O n peu t donne r un e descriptio n trè s explicit e d e ce l le-c i e n terme s 
de cochaîne s o u d'extension s d e faisceau x (voi r F21] , chapitr e IV ) 

" Classes d e typ e fibr e : 
Ce son t de s classe s d e H°'C(V) , qu i proviennen t d e l a cohomologi e d e l 'algèbr e d e 
Lie<J*(n). 

On peu t défini r un e class e ! c ] 6 H°'*(V ; GL(n) ) :  dan s le s cochaine s associée s à  u n 
recouvrement VL :  {u\ } d e V^d'u n 1  cocycl e ( Y^J) définissant l e feuilletage , cett e 
classe es t cell e d u cocycl e C  6 C^Ok ;Œ°(GL(n))) vérifian t 

C..(x) . . (x) -  D - Y - . / N pour x  6  U . H U . . 
1J fj(x ) xiU) 1 J 

On peu t alor s construir e u n homomorphism e caractéristiqu e : 

C :  H*(^A(n) , 0(n) ) >H°'*(V ) 
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Un théorèm e bie n conn u d e Va n Es t montr e qu e H* ( <£*,(n) ,0(n) ) =  H^(GL(n) ), l a coho -

mologie continu e d u group e d e Li e GL(n) . S i u  es t un e class e d e Hq(&(n),0(n)) , 
on noter a encor e u  l a cochain e continu e GL(n) q H qu i lu i correspon d pa r 1 ' iso-
norphisme d e Va n Est . 

On fai t alor s l e produi t d e l a class e fc ] pa r ell e mêm e q  fois , o n obtien t 
ï~C]q dan s H°>q(V;GL(n)q) ; u  indui t alor s û . rC]q dan s H°»q(V) . O n pose pa r défini -
tion : 

C(u) »  u* ( Fc]q) 

Cet homomorphism e exist e auss i a u nivea u universel , d e te l l e faço n qu e l e diagram -
me suivan t soi t commutati f : 

H°'q(V) 

c 

Hq(GLi(n),o(n)) 

H°'q (B r ) 
n 

C 

Ces classe s d e typ e fibr e peuven t se  restreindr e à  un e feuill e e t donnen t alor s 
les invariant s d u f i b r e norma l restrein t à  un e feuill e qu i es t u n f i b r e plat . 

Les classe s d e Bott-Haeflige r d u feuilletag e proviennen t d e l a cohomologi e d e 
1''algèbre WO(n ) (voi r ̂ 2 ] ) . Un e suit e spectral e converg e ver s cett e cohomologi e : 

EP,P+q .  Hq(Ç*(n),0(n)) ®  IP(GL(n)) = > H*(WO(n) ) 

La class e provenan t d e t u <g > c^ , pou r t u 6  Hq ( <£jUn ) ;0(n) ) e t c. . G Ip(GL(n)) es t 

notée u . c . . J . Ve y a  détermin é un e bas e d e H  (WO(n)) e n term e de s u . c . 
i J  i  J 

(voir T 8 ] ) . 

On peut alor s démontre r l e résulta t suivan t (l~14 ] e t f2l ] chapitr e I V pou r l e ca s 
universel). 

Théorème :  L a class e d e Bott-Hae f liger correspon d à  u ^ c ^ dan s H^P+q(V ;H) provien t 
par l a suit e spectral e d e Hodg e d e l a class e C(u.).a m № ) 6  HP'p+q(V) . U n ré -

rcj] 
sultat analogu e es t valabl e pou r l e classifian t BF^ . 
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Remarque 1  :  Tou s ce s résultat s peuven t s'étendr e a u ca s de s classe s caractérist i -
ques d'u n fibre vectorie l feuillet é quelconqu e su r V , o u encor e a u ca s de s T-feuil -
letages pou r de s groupoïde s plu s générau x :  Dan s F21 ] ,  l e ca s d e (correspondan t 
aux feuilletage s à  fibre norma l t r ivia l isé ) es t t ra i t é e n détai l . 

Remarque 2  :  I l n 'es t pa s difficil e d e montre r qu e l'applicatio n 

C :  Hj(GL(n) ) >H° ' (Rrn ) es t injectiv e :  c 'es t un e conséquenc e d u théorèm e 

de Matsushim a su r 1'injectivit é d e l a cohomologi e continu e dan s l a cohomologi e 
discrète d'u n group e d e Li e réductif . O n en dédui t alor s qu e le s classe s u ^ c ^ 

sont toute s no n tr iviale s a u nivea u d e E P,P+(1 =  Hp'p+q(Brn). D . Fuk s (  [6]") e t 
J. Petr o on t annonc é un e démonstratio n d e 11injectivit é d e 1'homomorphism e carac -
téristique :  #(W0(n) ) >H"x"(Brn) . 

3. LES С "ALGEBRES DES FEUILLETAGES E T LES FIBRES FEUILLETE S : 

Dans se s travau x su r le s feuilletages , A . Conne s ut i l i s e l a théori e de s algèbre s 
normées pou r avoi r un e définitio n raisonnabl e d e l'algèbr e de s fonction s su r 
l'espace quotien t d'u n feuilletag e ( i l es t bie n conn u qu e dan s d e nombreu x ca s 
i l n'exist e pa s d e fonction s continue s no n constante s su r l'espac e de s feuil les) . 

Rappelons l a constructio n d e l a C*-algèbr e d e Conne s (  ГЗ]). 

On considère l e groupoïd e l'holonomi e d u feuilletage , not é G  (cet obje t a  ét é in -
troduit pou r l a premièr e foi s pa r Ch . Ehresmann ) :  u n élémen t d e G  est u n chemi n y 
contenu dan s un e feuille , d'origin e x  =  S (Y) e t d'extrémit é y  =  r ( Y ) . Deu x che -
mins Y et Y ' d e même s origine s e t extrémité s étan t équivalent s dan s G  si l e lace t 
Y"*" о Y a  un e holonomi e t r iv ia le . 

G est un e variét é différentiabl e d e dimensio n (2 m +  n) . 

Pour un e feuill e L  e t u n poin t x  fix é dan s L , l a projectio n : 

r : G = { Y 6 G / S ( Y ) = X } - > L n 'es t autr e qu e l e revêtemen t d'holonomi e d e 
x .  ^ 

la feuill e L . O n notera parfoi s G  =  L, 

Le group e d'holonomi e d u feuilletag e e n x  es t alor s G x = r  (x ) П S (x) . 

On défini t ensuit e le s demi-densité s su r G  :  pou r x  в V ^ x es t l'espac e de s 

applications A m I^CF)—JL> £  vérifian t P(Av ) =  |X | 1  P(v ) pou r X  в Ж  et 

W0(n)cw >H"x"(Brn). 
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COHOMOLOGIE (p,On considère l'espac e C^(G,Çl )  de s fonction s à  suppor t compac t su r G  à valeur s 
dans le s dem i densités , 

L'opération ( f *  g)(y ) =  J f(Yi)g(Y2 ) défini t u n produi t d e convolutio n e t l ' invo -
Y! ° Y2=Y 

lution donné e pa r f*(Y ) =  f( Y fai t d e C^G,^*^2 ) un e algèbr e complex e involu -
t ive. 

Pour tou t poin t x  6  V , L  étant l a feuill e passan t pa r x , o n v a défini r un e repré -
sentation : 

7T :  C°°(G,ft1/2 ) >5C(L2(G ) ) 
X C ' ^ X 

Pour f  6  C~(G,fi1/2 ) e t C 6  L2(Gx) , Y  6 o n pos e : 

* (f )(C)(Y) =  (f(Y1)Ç(Y2). 
X t/"Y1oY2= Y 

On vérifie aisémen t qu e 

* (f)(£ ) 6  L2( G )  e t qu e *  (f , *  f  J -  *  ( f )  0 ir ( f ) x x  n x l 2 x 1 x 2 

Un élémen t Y 6 G  de sourc e x  e t d'extrémit é y  indui t un e isométri e naturell e 
Ii"*(G )  L (̂ G )  e t u n isomorphism e entr e T T e t T T .  L a C-algèbr e d u feuilletage , x y  r  x  y 

notée C  (V ,*30 es t alor s obtenu e pa r complétio n d e C^(G,Q )  pou r l a norm e 

|| f || = Sup 11 TT (£) || . Dans le cas d'un feuilletage simple C  *(V,9* ) s'identifie 

à Co(B)<g >3C o ù CQ(B ) es t * a C*algèbr e de s fonction s continue s à  valeur s complexe s 
nulles à  l ' inf in i su r B , e t ï £ es t l a C*algèbr e de s opérateur s compact s (voi r 
|"3] p . 42) . C*(V,3 » )  es t don c u n bo n substitu t d e l'algèbr e de s fonction s su r l ' e s -
pace de s feuilles . 

Nous allon s montre r maintenan t commen t le s fibre s feuilleté s fournissen t de s mo -
dules projectif s su r cett e C^algèbr e :  hewiistiquement , u n fibr e feuillet é es t un e 
représentation linéair e d u groupoïd e d'holonomie ; le s sectean s d e c e fibr e donnen t 
donc u n modul e su r l'algèbr e de s fonction s su r l e groupoïd e d'holonomie . 

Soit E  V  un fibr e feuillet é complexifi é e t E s a fibr e type . 

Pour tout e feuill e L , E  | ^ L  est alor s u n fibr e vectorie l pla t d e fibr e E e t d e 
groupe structura l l e group e d'holonomi e G  vi a l a représentatio n 
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1 G x ^ ^ ^ x 6  L  quelconque ) 

Si o n relèv e c e fibr e su r l e revêtemen t d'holonomi e pa r l a projectio n r  :  G  -> • L , 
i l se  t r iv ia l is e :  r*(E | )  ^  G  x  E  .  Cec i perme t d'interpréte r l'espac e S(L,E ) de s 

IL X 
sections L  -integrables du fibr e E  restreint à  l a feuill e L , e n term e de s fonction s 
sur G^ . Plu s précisément , o n a  un e actio n d e G ^ su r l'espac e L  (£x>E ) défini e 
par : 

f 6  L2(Gx,3E) , g  6  G* , Y  6 G ^ alor s g.f(Y ) =  <P£(g) .f (Yg"1 ) 

On a d'autr e par t un e actio n d e C  (G,Í2 ) su r L  ( G ,3E ) défini e comm e ci-dessu s c x 
par : 

* (h)(f)(Y ) =  /  h(Y1)f(Y2 ) 
Yl0Y2=Y 

Un calcu l simpl e perme t alor s d 'établi r qu e le s représentation s commuten t à 
l 'action d e G x e t induisen t don c un e représentatio n : 

C°°(G,tt1/2) - > ^  (S(L,E) ) 7T 
x c 

Si o n a  u n élémen t y  d e sourc e x  e t d e bu t y , i l indui t de s isomorphisme s canoni -
ques G  - > G donn é pa r n n o  Y e t G? * GX donné pa r 9  Y O Ô o Y ^. Au fibr e 

y x  y x 
feuilleté E  est associ é un e représentatio n < p (y ) 6  GL(E) . 

E 
On en dédui t u n isomorphism e : 

2 2 Ty :  L  (Gx;I E ) • > L (Gy; E ) 

défini pa r T  ( f ) ( n ) - ^ ( Y ) . T f C n . Y " 1 ) ] 

Cet isomorphism e commut e à  l a représentatio n TT ^ : 

on a  T  o  ÏÏ  =  T T o  T Y x  y  Y 

Il commut e égalemen t à  l 'actio n de s groupe s d'holonomi e : 

T (g.f ) •  (Y O  g o  y~l).T f  pou r f  6  L2(Gx;IE ) e t g  6  GX. 
Y Y x 

Ceci nou s donn e u n isomorphism e canonique , not é encor e : 

T :  In v L2(Gx; E )—>In v L2(Gy;3E ) 
Y G X G y 

x y 
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On a  don c défin i à  parti r d u fibr e feuillet é E , u n cham p d'espace s d e Hilbert sur 
la variét é feuilleté e (V , )  (a u sen s d e T3 ]p . 56 ) :  l'espac e d e Hilbert associé 
à chaqu e feuill e L  est S(L,E) . O n obtient don c u n C^-module , not é È, su r l a 
C algèbre C  (V, ) . 

Dans l e ca s o ù le feui l le tage ^ adme t un e mesur e transvers e invariante , l e group e 
d'holonomie G * es t moyennabl e c e qu i perme t d e défini r un e projectio n : 

A : L2( G ; E )  >  L2(G ,1 E ) x y  X 

J~l (f)(Y ) -
X G* 

X 

$„(g).f(Yg *)d u o ù u  es t l a mesur e 
E< X X 

invariante su r GX . Alor s Im (Jl) =  S(L,E ) etj\ 2 =  Id . 
X X X 

Les applications/! ^ déterminen t don c u n projecteu r su r l a C*algèbr e C*(V ,C?"), d'o ù 
un élémen t d u group e d e K-théori e K  (C^VjQf))» O n peut don c interpréte r géométri -
quement c e dernie r group e :  i l contien t l e group e d e Grothendiec k engendr é pa r le s 
fibres vectoriel s feuil letés , a u moin s quan d l e feuilletag e possèd e un e mesur e 
transverse. 
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