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ALGÈBRE DE LIE DE DERIVATIONS ET FIBRATION 

par 

Jean-Claude THOMAS 

Dans un papier récent [F.H.T.] , en collaboration avec Y. Félix et S. Halperin, 
nous montrons que tout espace O-connex e S  vérifiant la condition, dim H1(S,Q)<+∞, 
admet un modèle dans la catégorie des algèbres de Lie différentielles graduées 
O-réduites au sens de Quillen [Q]. Baues et Lemaire avaient établi ce résultat 
lorsque S  est 1-connex e [B.L] , à l'aide des foncteurs adjoints e t intro -
duits par Quillen dans l'appendice B  de [Q ] . 

Nous procédons de manière différente, en construisant une certaine algèbre de 
Lie de dérivations V  su r une algèbre différentielle graduée acyclique. 

Le but de cet article est de montrer comment la composition de deux fibrations 
fait apparaître une algèbre de Lie de dérivations semblable à V qu i est reliée à 
la notion de classifiant algébrique au sens de Sullivan [Su]. Le cas particulier de 
la fibration Œ B —• B1 —• B x B, des chemins libres sur B , nous redonne V. 

I - NOTATIONS ET RAPPELS 

Dans ce texte un espace S  est un espace topologique pointé ayant le type 
d'homotopie d'un CW-complex e et vérifiant : dim H1(S;Q) < 00 pou r tout i  £ 0. 

Les espaces vectoriels, algèbres, algèbres de Lie, ... sont sur le corps ]k , 
supposé de caractéristique zéro. Soit A = ®  i>0 A1 un e algèbre commutative graduée 

i l a I Ib I (a.c.g). Si a e A ,  on note |a | = i et alors a b = (-1)' 'b. a . 
Un homomorphisme :  A —• le tel que e(^) = 1  e s t appelé une augmentation 

de A. Une dérivation de degré p  su r A es t une application linéaire vérifiant 
6(A1)C A1 + P e t 6(ab ) = 9 (a) b + (-1)'*' a 0 (b) . Une différentielle sur A, notée 
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est une dérivation de degré +  1 telle que d^ d̂  = 0. Nous désignons par 
(A,d̂ ) une algèbre différentielle graduée commutâtive et augmentée, en abrégé 
(a.d.g.c). 

Modèles et Fibrations : 

Soit A  , le foncteur contravariant des formes P- L à  coefficients polynômiaux 
[Su] , de source la catégorie des espaces et à valeurs dans la catégorie des a.d.g.c. 
(S (A(S) , dg) te l que H(A(S) , dg) = H*(S, 1k) , ce dernier isomorphisme est 
naturel). 

A chaque suite de fonctions continues pointées 

(*) F —E — B H°(B,Q) = H°(E,Q) = 1k 

(en particulier à chaque fibration), on associe un diagramme commutatif [Su], [Ha] , 
unique à isomorphisme près dans la catégorie des a.d.g.c 

(I-I 

(A(B), dB) ^  •  (A(E) , dE) ^  •  (A(F), dF) 

m $ $ 

(A,dA) -  y (A 0 AX, d) +  (AX, d) 

où 

i) (A , d̂) es t une a.d.g.c tell e que m* : H(A,dA) —> H(A(B),dB) = H*(B, lk) 

soit un isomorphisme. 

ii) AX désigne l'a.c.g. libre engendrée par X  = ©  X 
iii) x(a ) = a 6» 1 , p = eA 0 idAX .

 1 - 0 

iv) i|J* : H (A 0 AX, d) —> H(A(E) , d_) = H*(E, lk) est un isomorphisme. 
E 

v) I l existe une base homogène ( x ) Tr d e X  indexé e par un ensemble bien 7 &  a  aeK 
ordonné K  tell e que 

dx e A ® AX^ a < a 

lorsque X  désign e 1*espace vectoriel gradué engendré par les x ave c $  < a. 

La suite E : (A, dA> —̂  (A 0 AX, d) (AX , d) est appelée une K.S-exten-

sion de base (A , dA> e t de fibre (AX , d) . Le couple (E,$) es t un K.S-modèle 

de (*) . La famille ( x ) Tr es t une K.S-base. 
a aeK 

S'il existe une K.S-bas e vérifiant la condition : 
(i < j, x e X1 , x e X̂ ) =*=> (a < B ) en P 

pour tout a , 3 e K e t tout degré i , j alors E  est dite K.S-minimale. 
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_ $ 

Lorsque dans (1-1), i/) es t un isomorphisme, la suite (*) est appelée une 
fibration rationnelle. 

Lorsque B  est un point, alors (A , d.) peu t être choisie égale à (!e,0) et 
a, A 

(le 0 AX, d) = (AX, d) est un K.S-modèle (minimal) de E  = F. En particulier, 
lorsque (* ) es t une fibration rationnelle alors (AX , d) est un K.S-modèl e (mini-
mal) de F. 

Dérivations et fibrations : 

Soit (A , dA) un e a.d.g.c (augmentée) on note, si p > 0 Der̂ (A, d̂) l'espace 
vectoriel des dérivations de degré - p e t Der Q(A, d̂ ) l'espac e vectoriel des déri-
vations 0  d e degré 0  telle s que d ^ 0 + 0 d̂  = 0. Posons 

Der(A, d ) = ©  Der (A, d ) 
p*0 

[0, 0'] = 00' - (-l)Pq 0' 0, 8 0 = dA 0 + (-1)
P 0 dA = [d , 0] 

avec 0 e Der (A, dA) e t 0
f e Der (A, d.) 

p A  q  A 
Der(A, d̂) es t une algèbre de Lie différentielle graduée (a.£.d.g). 

Considérons une K.S-extension E  : (A, d^)r l^ (A 0 AX, d) —(AX, d) de base 
une a.d.g.c connexe (A ° = ]k). Notons ( a ) ,  une base de A + = ©  A 1 . La diffé-

V V _  i> 0 
rentielle d  défini t alors les éléments 0  e Der(AX, d), lorsque l'on pose : 

(1-2) d$ = 1 0 d$ + Y a 0 0 $ L v v 
$ e AX 

De la relation d  =  0 , on tire : 

(1-3) 0 - I dA av + I (-1) 
v v 

1 V 1 

a 0 80V + 
y,v 

(-0 
I * I 
1 y1 a 0 a 0 Te , 6 ~| . 

y v u v yJ 

Classifiant des fibrations algébriques de fibre donné : 

Soit L  = © L . une algèbre de Lie graduée. Si a e L1 o n note |a | = i . Une 
i*0 1 

différentielle sur L es t une application linéaire de degré - 1 tell e que 
3[a,b] = [3a, b] + (-1)'*' [a, 8b] et 8 3 = 0 . 

(L,3) note une algèbre de Lie différentielle graduée, en abrégé (a.£.d.g.). 

A chaque a.£.d.g. (L,3 ) , la construction de Koszul associe fonctoriellement 
une a.d.g.c, notée C  (L,3) , en posant : 

Hom(L. ; le) = HomX(L, le), Hom ( L, le) = ©  Hom 1(L, le) 

(sL). = L ĵ , Cr(L, 8) = 
p+q 

Cp'q(L,3) 
i*0 
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où C P,q(L,8)CT HomP+C*(® sL; lk) désigne le sous-espace des fonctions symétriques 
graduées. La différentielle ô  = +  6 d e C (L,8) est donnée par les formules 
suivantes : 

(1-4) 
(ô1f)(se1 se p) 

pP 

i-1 
("D 

a. 
i 1 f(s61 s8e i se p) 

(ô f)(s6 s e ) = 
z o  p i<j 

(-0 
T . . 
1J f (s Te., e.], se ,... ,se.,... ,se.,... ,se ) 

1 J O 1 J  p 

avec 6 ^ e L ,  f e CP,C*(L,8) (cf . [F.H.T.] pour plus de précision sur les signes). 
D'après [Su] , l'application classifiante de la K.S-extension 
E : (A, d ) — (A 0 AX, d) — ( A X, d) , notée Xr , est un homomorphisme d'a.d.g.c 

* -
de C (Der(AX, d)) dans (A , d̂) définie, avec les notations de (1-2), par la 
formule : 

(1-5 

xE(f) 
v r . . . , v p 

a . . .a f  (se ,  . . ., se P) 
1 p 

f e CP,q(Der(AX, d)) , 
yi 
e e  Der(AX, d) , a^ e A . 

II - COMPOSITION DE FIBRATIONS ET ALGEBRE DE LIE DE DERIVATIONS 

Considérons deux fibrations rationnelles 

F —̂  y E — 2 y B et (*') F1 —^ y E' —2 y g' 

Nous obtenons alors par image réciproque et composition le diagramme suivant commu-
tatif . 

(II-l) 

F < 2 E M J  F ' 

j j 

E * ^  E ' -< ^  F ' 

P J " 

B < - — E ' < = E " 
P j 

(*") 

(*') 

(«) 

Si on note E : (A, d ) ( A 0 AX, d) (AX , d) (resp . E'(A 0 AX, d) <^—• 

(A 0 AX 0 AX', d') (AX' , d')) l e K.S-modèle minimal de (* ) (resp. (*')) 
le diagramme (II-1) définit le diagramme commutâtif 
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ai-2) 

(AX, d)- —  •  (AX 0 AXf, D) ^  •  (AX1, d1) 

P P 

(A 0 AX, d)^ —̂ •  (A 0 AX 0 AX', df) ^  •  (AX1, d') 

i p" 

(A, dA)<= -  y (A 0 AX 0 AX» , d1) 2 •  (AX 0 AXf , D) 

(E") 

(E') 

(E) 

Soit DerAX(AX 0 AX1, D), le sous-espace vectoriel de Der(AX 0 AX?, D), 
constitué des dérivations AX-linéaires . Der (A X 0 AX*, D) est un sous a.£.d.g 

AX 
de Der(A X 0 AX', D). Notons i  l'inclusion canonique. 
THÉORÈME 1.- Si_ dim XP < » e t dim X*P < « pour tout p , alors les deux propo- 
sitions suivantes sont équivalentes. 

i) L'application classifiante X : C*(Der(AX 0 AX', D)) ——* (A, d ) , de la 
K.S-extension E  , se factorise à travers C  (i). 

ii) La K.S-extension E  est homotopiquement triviale (Il existe un isomorphisme  
d'a.d.g.c i/ ) de_ (A 0 AX, d) dans l'a.d.g.c. produit (A , d ) 0 (AX, d) tel  
que i/ h = i  et p | = p [T] ) . 

Preuve : a) Supposons que E  est homotopiquement triviale. Quitte à composer avec 
ij) , on peut supposer que dX C AX . La formule (1.2) s'écrit alors, 

d1* = 1 0 D$ + Y a 0 0V($) 
u 

$ e AX 0 AX' , a e A 
v 

avec , 0V e DerAX(AX 0 AX') Posons 

A(f) = 
Vj,...,vp 

a .. . a 
v. v 

1 P 
f(se s e p) 

La relation d ' o d' = 0 (1.3 ) entraîne que X est un homomorphisme d'a.d.g.c. De 
plus X C*(i)(f) = A(f o i) = X(f) d'après (1.5). 

b) Soit E : A ( A 0 AX 0 AX', 6) — ( A X ', d') l a K.S-extension image 
directe par X  de la fibration universelle de fibre (AX 1, d) 

(II-3) 6(«) = 
f,v 

A(f) f(0V) 0 0V($) $ e AX 0 AX' 

et f  parcourt une base homogène de C 1,*(Der(AX 0 AX', D)) , 0 V parcour t une 
base homogène des dérivations de A X 0 AX' nulle s sur (A X 0 AX')>^^ (cf. [Ta]). 
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Comme E e t E on t la même application classifiante A  , il existe un iso-o _ 
morphisme T|) : (A €> AX 0 AX1 , d1) —* (A ® AX ® AX', ô) tel que ijh = \ et 
pip = p . D'autre part, d'après (i) , les 0 V intervenan t effectivement dans la for-
mule (II-3), sont des éléments de Der^(A X 0 AX1) c e qui entraîne que ô  (AX) C AX. 
La restriction de $ à  A  0 AX es t un isomorphisme de ( A 0 AX, d') sur 
(A 0 AX, 6/ AV)> d'où on déduit que E es t homotopiquement triviale. fl 

A 0 A X 
Remarque : Si on note e , l'augmentation de AX , 1'homomorphisme d'a.d.g.c. 
p" = e 0 1 : (AX 0 AX1, D) •  (AX', d') indui t une application linéaire 
r : Der(AX 0 AX', D) •  Der(AX', d') dont la restriction à Der^(AX 0 AX', D) est 
un homomorphisme d'a.£.d.g. L'homomorphisme A  d u théorème 1 , rend commutatif le 
diagramme ci-dessous. 

(AX, d) - C*(Der(AX', d')) 

(A 0 AX, d) 

C (r) 

,C*(DerAX(AX & AX', D)) 

C*(i) 

(A, dA) ' C*(Der(AX 0 AX', D)) 

lorsque À ' (resp. A" , A) désigne l'application classifiante de E' (resp . E" , 
Ë). 

III - LE CAS PARTICULIER DE LA FIBRATION DES CHEMINS LIBRES 

Notons B 1 , l'ensemble des chemins continus de B  , muni de la topologie com-
pacte-ouverte, fiB le sous-espace fermé de B  de s lacets basés au point b Q e B. 
Désignons par p , l'application continue de B  dan s B  x B définie par 

p(Y) =  (Y(0) , Y(O ) ,  Y  e B1 

alors p  \b ) - Œ(B) et on a la fibration des chemins libres, 

Œ(B) ̂ -J-* B1 —B x  B . 

Calculons un K.S-modèl e minimal de cette fibration. 

Soit (AX , d) —2+ (A(B), d_) un K.S-modèle minimal de B  e t notons ([Hai) 
I 

(AX, d) 1'a.d.g.c . définie de la manière suivante : 
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(AXjd)1 = (AX 0 AX 0 AÔX, 6) 

est le produit de l'a.d.g.c. (AX , d) et de l'a.d.g.c acyclique (A X 0 AôX, ô) 
avec X P = XP + 1 ,  ô : X = ÔX. 

Une dérivation i  de degré -1 , est définie sur AX 0 AX 0 AôX en posant 
i(x) - x, i(x) = 0 = i(ôx) pour x e X. Alors 9  = [ô,i] = ôi + iô es t une dériva-
tion de degré 0  su r AX 0 AX 0 AôX , localement nilpotente relativement à une 

oo n K.S-base de (AX,d ) (cf. [Ha]). Par suite, ü 
e n=0 

o 
n! 

est un automorphisme uni-
potent de A X 0 AX 0 AÔX. 

Notons X q :  AX •  (AX) , l'inclusion naturelle et X . = e X 
1 

P : (AX)
 1 —• AX est défini par p(x) = p(ôx) = 0 , p(x) = x 

On obtient alors le diagramme commutatif : 
X 0  X p 

(AX 0 AX, d 0 d) 2 -- • (AX, d) •  (AX, 0) 

m 0 m ^  $ $ 

(A(B x B), d_ _) •  (A(BI), d )  >  (A(flB), d ) 
A(p) B  A(j ) 

où | e t I induisen t des isomorphismes en cohomologie 
d 0 d note abusivement la différentielle produit. 

D'autre part, on définit un isomorphisme d'a.g.c. 

y : AX 0 AX 0 AX •  (AX, d) 1 

en posant, 

V(a 0 $ 0 x) = X (a) X.(3) (10x0 1), o 1 aeAX, 3 e A X , x e X 

Notons d' = ¥ * ô¥, d'où le diagramme commutatif dans la catégorie des a.d.g.c, 

(AX 0 AX, d 0 d) 

yo,y1 

(̂AX, d)1 

"(AX, 0) 

^AX 0 AX 0 AX ' 

Il résulte des définitions que la K.S-extension minimale 
E1 : (AX 0 AX, d 0 d) <~X% > (AX 0 AX 0 AX, d) P' > (AX, 0) est un K.S-modèle 
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minimal de la fibration des chemins libres et que cette fibration est rationnelle. 
Le théorème 1, entraîne alors l'existence d'un homomorphisme d'a.d.g.c. 

A : C*(Der (A X 0 AX, D)) —> (AX, d) 

obtenu en factorisant l'application classifiante de E:(AX, d) c—• (AX 0 AX 0 AX, d') 
(AX 0 AX, D) . 
Dans [F.H.T.] , en collaboration avec Y. Félix et S. Halperin nous montrons : 

THÉORÈME 2.- Si dim X1 < » pour tout i  > 0 , alors A  induit un isomorphisme  
en cohomologie. 

Supposons que lk = <Q . 

Remarquons, que d'après [Su] , C*(H#(Der̂ x(AX 0 AX, D)) est un modèle minimal 
de B  e t que, si B  es t 1-connexe , Ĥ (Der̂ (A X 0 AX, D)) = TT(̂ B) 0 Q , en tant 
qu'algèbre de Lie graduée. 

D'autre part, l'a.d.g.c. (A X 0 AX̂ , D) est acyclique, par suite 
l'a.d.g.c. produit (A X 0 AX D) 0 (AX 0 AX , D) = (AX 0 AX 0  AX D ) es t un 

AX _  _ 
modèle de la fibre homotopique de i  : la projection A X 0 AX̂  0 AX̂  •  AX^ induit 
un isomorphisme en cohomologie. 

L'inclusion naturelle DerAX(AX 0 Aï,, D) — Der^ - (AX 6 AX, 0 A ,̂ 5) 

définit une action de l'algèbre de Lie Ĥ (Der̂ x(AX 0 AX̂ , D)) sur 
H(AX 0 AXj 0 AX2, D) = AX. Supposons B  1-connexe , comme A X = H*(ŒB) = 
= Hom(H^(ŒB), <Q) et que H^ŒB , Q) = U(TT(ŒB) 0 Q) , il est alors naturel de 
conjecturer : 

L'opération de Der̂ x(AX 0 AX, D) sur (A X 0 AXj 0 AX?, D) décrite ci-dessus  
induit l'opération canonique de TT(ŒB ) 0 Q su r H*(Œ B ; Q) . 
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