
Astérisque

DANIEL TANRÉ
Fibrations et classifiants

Astérisque, tome 113-114 (1984), p. 132-147
<http://www.numdam.org/item?id=AST_1984__113-114__132_0>

© Société mathématique de France, 1984, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la collection « Astérisque » (http://smf4.emath.fr/
Publications/Asterisque/) implique l’accord avec les conditions générales d’uti-
lisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou
impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie
ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=AST_1984__113-114__132_0
http://smf4.emath.fr/Publications/Asterisque/
http://smf4.emath.fr/Publications/Asterisque/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


D. TANRÉ 

FIBRATIONS ET CLASSIFIANTS 

Daniel TANRÉ 

L'objet principal de cet exposé est la présentation de plusieurs modèles 

algébriques de fibrations en termesd1algèbres de Lie différentielles. Avant cela, 

nous situerons brièvement les classifiants dans leur cadre topologique d'origine 

(I) et rappellerons les modèles connus en algèbres différentielles graduées com-

mutatives (II) . Les résultats énoncés en (III) et (IV) sont démontrés dans (JCET] . 

I. Classifiant topologique des fibrations. 

II. Classifiant et algèbres différentielles graduées commutatives (Sullivan ; 

Schlessinger-Stasheff). 

III. Classifiant et algèbres de Lie différentielles graduée**. 

IV. Suite spectrale d'Eilenberg-Moore et algebres de Lie différentielles 

graduées. 

Notations : Le corps de base est celui des rationnels. Si V est un Q-espace 

vectoriel, de base (xj,...,xn), on désigne par : AV = A(xj,...,x ) l'algèbre 

graduée commutative libre, IL(V) = lL(x j , .. . ,x̂ ) l'algèbre de Lie graduée libre, 

engendrées par V. L'espace vectoriel suspension est noté sV : (sV)^ - v

n _ j • 

Plus généralement, les notations et conventions utilisées sont celles de [TD]. 

I - CLASSIFIANT TOPOLOGIQUE DES FIBRATIONS. 

1. Historique : 

Une fibration (de Hurewicz) p : E X est une application ayant la pro

priété de relèvement des homotopies pour tout espace. 

La notion de classifiant des fibrations est le fruit d'une longue évolution : 
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FIBRATIONS ET CLASSIFIANTS 

- Milnor ([MS] , 1956) fournit une première construction fonctorielle d'un G-fibré 

principal universel E + B , pour un groupe topologique G donné ; G G 

- Dold et Lashoff ( [p-L*] , 1959) la reformulent afin de lfappliquer à un monoîde 

topologique et obtiennent une classification des "fiber bundles" à équivalence 

d'homotopie fibrée ; 

- La construction de Milnor est également généralisée par M. Sugawara ( [SM] , 1957) 

pour les espaces à loi homotopiquement associative et J. Stasheff ( [SJ2] , 1963) 

pour les lois homotopiquement associatives "d'ordre supérieur". 

C'est dans ( [ s j l j , 1963) qu'apparaît pour la première fois un classifiant 

pour les fibrations (de Hurewicz) : 

THÉORÈME (J. Stasheff) : £i F est un CW-complexe compact, il existe une fibra- 

tion universelle : EF BF, de base un CW-complexe BF, de fibre ayant même 

type d'homotopie que F, telle que toute fibration, de base un CW-complexe con

nexe X, de fibre ayant même type d'homotopie que F, soit reliée par une équi 

valence d'homotopie fibrée, à une fibration de base X, image réciproque de p^. 

De plus, les classes d'homotopie d'applications de X vers BF sont en  

bijection avec les classes d'équivalence d'homotopie fibrée des fibrations de base 

X, de fibre ayant même type d'homotopie que F. 

Ensuite, à partir d'un résultat de E. Brown (QjElT], 1962) sur la réalisabili-

té de foncteurs homotopiques, le théorème de Stasheff est étendu à un CW-complexe 

F par Allaud ([ÂGj, 1966) et à un espace F quelconque par Dold ([DA] , 1966) . 

Notons également une reformulation de la construction de Dold et Lashoff pour 

un monoîde G par Milgram ( [MR], 1966) , Steenrod ( [SN], 1968) avec, par exemple : 

Bç est l'analogue algébrique de la bar construction ; plus précisément, le groupe 

des chaînes C(Bç) est isomorphe à la bar résolution de C(G), (Milgram,Stasheff); 

si G est abélien, G est un sous-monoïde de E et B p est l'espace quotient 
G G 

E_/G, (Steenrod). G 

2. Construction du classifiant. 

Soit F un CW-complexe connexe pointé, on note : 

aut F le monoîde des self-équivalences d'homotopie de F (pointé par l'identité 

sur F) ; aut F le sous-monoîde de aut F formé des self-équivalences poin

tées. 

Dans ([GDH 2], 1973), Gottlieb précise le type d'homotopie de l'espace EF 
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D. TANRÉ 

et montre que la fibration universelle est, à homotopie près : 

Pce 
F • Baut F • Baut F, 

où B est le classifiant de Dold-Lashoff d'un monoïde. 

L'application classifiante Z : X •> Baut F, d'une fibration 

F *- E — X entre CW-complexes, provient de l'application de monoïdes 

tiX • aut F. Plus précisément, ( [b-z]), en notant e l'application d'éva

luation sur le point de base de F, 

aut*F • aut F F est une fibration. 

Soit 3 le connectant de la suite duale de Puppe de e, le carré inférieur 

commute : 

QE • aut * F 

ŒX aut F 

3 e 

F =========== F 

F • E X est alors obtenue comme image réciproque de la fibration uni

verselle, après application du foncteur B au carré supérieur. 

3. Nilpotence et rationalité : 

L'étude des classifiants par la théorie du modèle minimal amène naturellement 

la question de nilpotence des espaces obtenus. 

Si G C 7T Baut F ̂  7T (aut F ; id) , on note Baut^F le revêtement de Baut F 1 O G 
associé à G et Baut^F Baut^F la fibration image réciproque de p^. 

Dans ( [p-z], 1979), Dror et Zabrodsky étudient les conditions sur G ren
dant Baut_F nilpotent. L'intérêt de ces revêtements provient de : 

G 

F • Baut'F • Baut_,F 
G G 

est universelle pour les fibrations F • E —-—• X dont la part discrète 

du groupe structural peut être réduite à G ; c'est-à-dire, avec les notations 
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FIBRATIONS ET CLASSIFIANTS 

de 1-2, £̂ 7Tj(X) C G. 

Soit AUT F le groupe discret des classes d'homotopie de self équivalences, 

notons 0 le noyau de 1'homomorphisme naturel de AUT F dans le groupe 

aut H*(F;Q). W. Meier (JMWJ), à partir des résultats de [b-z] > obtient une fibra

tion universelle F Baut̂ F BautgF pour les fibrations orientables de fibre 

ayant même type d'homotopie que F. De plus, si F est un CW-complexe rationnel 

fini, BautQF est rationnel. 

Dans le paragraphe III, nous étudierons un modèle algébrique du revêtement 

universel de Baut F. 

II - CLASSIFIANT ET ALGÈBRES DIFFERENTIELLES GRADUEES COMMUTATIVES : (Sullivan ; 

Schlessinger - Stasheff) : 

1. Construction du classifiant de Sullivan : 

Soit (B,dfi) (B 8 AX,d) -> (AX,d) une KS-extension minimale ( [SD] , 

[HSI]) avec (AX,d) de type fini. (X est un espace vectoriel de dimension finie 

en chaque degré). Si ^i^i€x e s t U n e ^ a s e ^ e l , e sP a c e vectoriel B, la différen

tielle d d'un élément de X s'exprime par : 

dx = dx + 
iel 

b. 0 e.(x) î î 

On voit ainsi apparaître des dérivations 0̂  de l'algèbre AX, de degré 

1 - |bjj , vérifiant une condition de nilpotence (par définition d'une KS-exten-

sion). Plus généralement : 

DEFINITION ([HSl]) : Une dérivation 6 de (AX,d) est localement nilpotente s'il  

existe une base bien ordonnée ^ Q ^ ^ I St̂. ̂  telle que $(xa) s'exprime en  

fonction des x^, avec 3 < Ci . 

Soit (Der AX,D) l'algèbre de Lie différentielle définie par : 

. en degré k > 0, (Der AX)^ est formée des dérivations de AX baissant la 

graduation de k : 9(XP) C (AX)P"k ; 

. en degré 0, on ne garde que les dérivations localement nilpotentes commutant 

à d» conservant la graduation. 

La différentielle D est le crochet avec d : 
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De - [5,0] = 3e - (-1) Ie Iea. 

THEOREME (Sullivan, [s D]) : L'algèbre différentielle graduée des cochaînes sur  

(Der AX,D) est la base de la fibration algébrique universelle. 

REMARQUE : Bien que les dérivations soient de degré négatif ou nul, si X a une 

infinité de générateurs, Der AX ne sera pas de type fini ; il faudrait pour cela 

imposer X fini. 

Si (L,3) est une algèbre de Lie différentielle graduée, rappelons brièvement 

le complexe de Koszul (C*(L,3)) : Cr(L) = £ C P , q(L), C P , q(L) est le sous-
+ P p+q=r 

espace de Honr q( 0 sL;Q) formé des fonctions symétriques graduées, où (sL)̂ =L̂ __j. 

La différentielle et le produit, dans le cas gradué, sont précisés, par exemple, 

dans [F-H-T] . 

2. Fibration universelle et application classifiante : 

La fibration algébrique universelle pour les fibrations à fibre (AX,d) est 

la KS-extension : 

C*(Der AX,D) (C*(Der AX) 0 AX,ô) (AX,d). 

Si x e X est un élément de degré n, on note Jx (Z Der AX le sous-espace 

des dérivations s'annulant sur X > n. Soient (6 ) ̂  % une base de J et 
a ot€Vx x 

(0*) la base duale : 9* e C1,q(Der AX) ; 0*(0Q) =1 si a = 3, 0 ailleurs, 
x 
La différentielle ô est donnée par : 

ôx = dx + 
cxev 

x 

e* 0 e (x) 
a a 

Reprenons la KS-extension de départ, son application classifiante est 

([F-H-T]) : 

$ : C*(Der AX,D) • (B,dß), 

si f € CP,q(Der AX), $(f) = 
a r . . . , a p 

b ...b f(s0 ,...,s0 ). 
1 p 1 p 

(Rappelons : (°i)£eI

 e s t u n e base de B, 0̂  est définie à partir de d en II.1.). 
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FIBRATIONS ET CLASSIFIANTS 

3. Justification de Sullivan de l'appellation "classifiant universel". 

Sullivan calcule ensuite l'homotopie de C (Der AX,D), c'est-à-dire 

l'homologie de (Der AX,D). 

a) en_degre 1 » ce sont les dérivations localement nilpotentes de degré 0, 
de AX, commutant à d, modulo celles de la forme di + id , avec une dériva

tion i de degré -1. 

Or, Sullivan a précédemment étudié les automorphismes d'une algèbre différen

tielle. Un automorphisme G, localement unipotent (a = Id+v, v localement nil-

potent) s'écrit de façon unique comme exp y , où y est une dérivation de degré 

0, localement nilpotente, commutant à d, (y = Log O = Log (Id+v)). De plus, G 

est homotope à l'identité ssi il existe une dérivation i telle que y = di+id 

(cf. aussi [HSl]). 

Soit Nil le groupe des classes d'homotopie d'automorphismes localement 

unipotents de (AX,d) ; avec les notations de Dror-Zabrodsky rappelées en 1-3, 

le résultat précèdent se traduit en topologie par : TTjBaut^^F = Nil. 

k) en degré k > 1 : ce sont les dérivations 9 de Ax, de degré k-1, 

commutant à d, modulo celles de la forme dip - (-1) ^ipd. 
Les dérivations 6 commutant à d correspondent bijectivement aux homomor-

phismes d'algèbres différentielles : 

(AX,d) 
fe (AÇ/Ç2,0) 0 (Ax,d) 

x i * i 0 x + ç 0 e(x) 

avec £ de degré k-1 ; 
k—1 

donc aux applications S x F F induisant l'identité sur * x F. 

Cette association est compatible avec les relations : 

- modulo di/) - (-1) l̂ i/)d sur les dérivations, 
- d'homotopie sur les homomorphismes. 
On trouve à nouveau l'analogue algébrique de Tr̂ Baut F = Tî ^aut F. 

La réalisation de la KS-extension obtenue est universelle pour les fibra

tions à action nilpotente. 

REMARQUES : 1) En fait, Sullivan ne se limite pas aux dérivations localement nil

potentes en degré zéro ; nous nous sommes placés ici dans le cadre du théorème fon

damental de Steve Halperin sur les KS-extensions : "La fibre du modèle est le mo-
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dèle de la fibre" (Théorème 20.3. de JJÏS Q ) -

2) L'existence d'une fibration algébrique universelle pour les fibra

tions à type d'homotopie de la fibre donné est également démontrée dans IjGPP] où 

l'auteur la déduit d'un analogue algébrique de Dold-Lashoff pour les algèbres dif

férentielles munies d'une algèbre de Lie d'opérateurs. 

4. Classifiant de Schlessinger-Stasheff : 

On ne considère désormais que le cadre 1-connexe. 

Si (IL(V),8) est le modèle de Quillen ( [B-L] d'un espace 1-connexe, le 

classifiant est fourni par l'algèbre de Lie différentielle (s!L(V) © Der(IL(V)) ,D) : 

. (Der IL(V))p est formé des dérivations de (L(V) de degré +p, 6(Vn>C ]L(V>n+p ; 

. l'espace vectoriel sous-jacent est la somme directe : 

sL(V) © Der L(V) ; 

. l'inclusion naturelle fait de (Der IL(V),D) une sous-algèbre de Lie différen

tielle pour le crochet et la différentielle usuels [TD] ; 

. sfL(V) est une algèbre de Lie abélienne ; 

.si 6 e Der JL(V) et x e 1L(V) , on a [è,sx] = (-l)'9's6(x) ; 

. Dsx = -s3x + ad x. 

DEFINITION : Le classifiant de Schlessinger-Stashef f de ((L(V),3) est le revête 

ment universel cl(L(V),3) : 

cl(IL(V),3) - (sL(V) © Der fL(V)V , si p ̂  2 ; p % p 

cl(tL(V),3)1 = (Ker D ) r 

La démarche adoptée par Schlessinger et Stasheff est différente de celle de 

Sullivan. Au lieu de montrer que l'homotopie du classifiant algébrique se comporte 

avec C*(IL(V),9) comme celle de Baut F avec F, ils définissent la notion d'é

quivalence d'homotopie fibrée dans la catégorie des algèbres différentielles com-

mutatives graduées et démontrent un analogue algébrique du théorème de classifica

tion : 

THÉORÈME ( [s-s]) : Il existe une correspondance bijective entre les classes d'équi 

valence d'homotopie fibrée des fibrations, de base (B,d ) 1-connexe. de type fini  

et les classes d'homotopie de C cl((L(V),3) dans (B,d ). 
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Nous allons maintenant étudier les fibrations dans la catégorie LDG des alge

bres de Lie différentielles graduées, où ce classifiant va apparaître naturellement. 

III - CLASSIFIANTS ET ALGEBRES DE LIE DIFFERENTIELLES GRADUEES. 

Soit F • E — X une fibration entre espaces 1-connexes. Dans la caté

gorie des algèbres différentielles commutatives, un modèle de fibration est obtenu 

en déformant le produit d'un modèle de la base et de la fibre : c'est la KS-exten-

sion (Sullivan Q>p], Halperin QîS 1,2J). Nous allons procéder de même dans la ca

tégorie LDG. 

Pour la suite, soient (IL(A),8) et (fL(V'),3') des modèles minimaux de F 

et X respectivement. 

1. Modèles du produit F x X : 

CD non libre : c'est le produit dans la catégorie LDG 

0L(A),3> x 0L(V),3*). 

(D ninimal : ses générateurs et sa différentielle sont précisés par : 

(iL (A © V 8 s (A 0 V')),ô) • (IL(A),3) x ((L(V'),3') 

V(a) = a ; Y(v') = V ; ¥(s(a « v')) = 0 ; 

ôa = 3a ; ôv' = 3'v' ; ôs(a ® v') = [a,v'J + 3(a,v'), où $(a,v') 

est un élément decomposable dans l'algèbre de Lie libre noyau de 

2. Modèles d'une fibration : 
Il existe deux modèles de la fibration F —̂—>- E X, obtenus en défor

mant les modèles du produit : 

CD non libre : le produit tordu. 

(L(A),3) • (!L(A) x (L(V'),3 x 3') • (IL(V'),3'), 

on déforme à la fois le crochet et la différentielle du produit non libre : 

&>v,lfh n'est plus nul mais appartient à (L(A) ; 

(3 x 3')v'- 3'v' e IL (A) . 

(2) libre mais non nécessairement minimal : 

((L(A),3) • (IL(A S V' © s(A 0 V»)),ô+T) • ((L(V'),3') 
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(3) produit tordu et classifiant de Schlessinger-Stasheff : 

Soit ((L(A) x (LCV1)^ X 3') le modèle non libre de la fibration p, on lui 

associe un homomorphisme de LDG : 

(¡LCV1)^') — * cl (¡L(A) ,3) = (sL(A) © Der iL (A) ,D) 

<Kv') = <K(vf) + 4>9(v
T) e sL(A) ® Der IL(A), 

4> (vf) = O x 3f)(vf) - 3'v1 ; 

O2(v')(a) = [a,v']O. 

Réciproquement, une telle application fournit un produit tordu. Cette corres

pondance se prolonge en théorème de classification mais auparavant précisons les : 

3. Equivalences de fibrations dans LDG : 

a) Définition : Une fibration dans LDG est un morphisme surjectif 

(L,3) — ( ¡ L ( V » ) , 3 f ) , de but un modèle minimal. 

b) Définition : Une fibration dans LDG, à fibre (IL(A) ,3) donnée est une 

suite : 

(L(A),3) — ( L , 3 ) —U—+ (L(V f),3 f) telle que TT soi.t surjectiye, 

i : (|L(A),3) —>• Ker TT induise un isomorphisme en homologie, ((L(A),3) £t 

(fL(V1 ) , 3 1 ) soient minimales. 

c) Définition : Deux fibrations (L,3) ̂ «L(V ,),3 I) et (L1 , 3 ' ) >• ((L(V,),3I) 

sont élémentairement équivalentes s'il existe un morphisme a induisant un iso 

morphisme en homologie et faisant commuter exactement le diagramme : 

(L,3) 

a\3 f) 

0L(V'),3') . 

d) Définition : Deux fibrations à fibre QL(A),3) donnée 

(iL(A),3) —i-> (L,3) — ( M V ) ^ ' ) et 

(L(A),3) (Lf,3») —(IL(V»),3') sont élémentairement équivalentes s'il 
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existe un morphisme a induisant un isomorphisme en homologie et faisant commuter  

exactement le diagramme : 

(L(A),3) 

(L,3) 

(L',3') 

0L(V),3') 

On considère les relations d'équivalence engendrées. 

Les analogues topologiques de ces définitions sont : 

a') les fibrations à type d'homotopie de la fibre donné ; 

b') les fibrations à fibre au-dessus du point de base identifiée à F, 

c'est-à-dire les suites F — E — ^ X telles que p soit une fibration et 

g : F ->• p ^ (*) une équivalence d'homotopie ; 

c') les classes d'équivalence d'homotopie fibrée ; 

d') deux fibrations à fibre donnée sont équivalentes [AG] 

ssi il existe a tel que 

F > Ej • X 

I a II 

F • E 2 • X 

II commute et I commute à homotopie près. 

c') est le cadre de pSjQ» d') celui de [AG] . Le premier fournit un théo

rème de classification avec les homotopies libres de but le classifiant, le deu

xième avec les homotopies pointées. Au niveau du revêtement universel, ces notions 

se traduisent par : 

4. Théorèmes de classification : 

La correspondance précédente entre application classifiante et produit tordu 

définit une bijection entre : 

(T) les classes d'équivalence de fibrations à fibre (DL(A),3) donnée et à 

base 0L(V'),3') d'une part ; 

^) les classes d'homotopie d'applications de (IL(V'),9') dans cl((L(A),9) 

d'autre part. 
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Elle définit également une bijection entre : 

(T) les classes d'équivalence de fibrations à base 0L(V'),9') et à fibre 

ayant pour modèle minimal ((L(A),9) ; 

(2) les classes d'équivalence d'applications de ((L(V'), 31) dans cl((L(A),9) 

pour la relation : 

4> ̂  4>' ssi il existe un automorphisme y de (IL(A),8) tel que (cl y) o c{> 
a -1 soit homotope à <J>*, avec cly(sx,8) = (sy(x),y0y ). 

5. Exemples. 

(D Fibration de Hopf 

produit tordu : 

s 3 - s 7 - s 4 . 

(l(x ),0) x (L(y ),0) 

r\, 'Xi 
ôy3 = x 2 ; ôx2 = 0 ; 

[x2,y3]O=0 

modèle libre : (lL(x2,y3,z6) ,ô) 

<5x2 = 0 ; ôy3 = x 2 ; ô z6 = &2> y3^ 

2 
P2(C) + E •> S

6. 

Le modèle du produit P2(Œ)
 x S est 

(fL(yry3) x IL(x5),ô) ; ôyj = 0 ô y 3 - &i»y|] ôx5 = 0 : 

on le déforme en <5x5 - \yl9y^i [y1,x5]O = [y3,y3] ; (y3,x5]O=0 

L'application classifiante est caractérisée par : 

4> : (fiL(x5),0) • (sL(yi,y3) 0 Der IL (y j fy3> ,D] 

x5-----> -s[y1,y3]+O5 

avec 35(y3) =0 ; e 5 ( y i ) « [y 3 ,y 3 ] . 

Le modèle minimal de (P2(C)
 x : 

(lL(yi,y3,x5,z7,z9),ô) 

£y1=0, £y3=[y1,y1] ôx5 = 0 

<$z

7

 = [yp x

5 ] 
ô z

9 [y3>
x

5]
 + 2TypZ 7] 

se déforme pour donner un modèle de E : 
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T x

5 = O ^ y J •^7
 = G^yJ-

. La déformation T du modèle libre nous renseigne sur le degré de non-tri

vialité de la fibration ; illustrons-le sur cet exemple. 

L'espace total a le type d'homotopie rationnelle de ^5^) > l a fibration 

a évidemment une suite spectrale de Serre stabilisée au niveau 2, ce qui correspond 
à l'absence de partie linéaire dans T. Par contre, la fibration n'est pas cohomo-

logiquement triviale (F • E X, avec H (E) isomorphe à H (F) 8 H (X) en 

tant qu'algèbre) ; la déformation T présente d'ailleurs une partie quadratique. 

Plus généralement, l'existence d'une différentielle ô+T telle que T s'ex

prime avec des crochets de longueur supérieure ou égale à n (n ̂  3) , est équi

valente à la n-réalisabilité [H~S] D E 1fisomorphisme entre H*(E) et 

H*(F) 6 H*(X). 

REMARQUE : Il n'existe pas de fibration 

P 2«C) • P ((D) • S 6 

car la suite exacte longue d'homotopie comporterait : 

n 1 0 ( s 6 ) = 0 TT9(P2(C)) = Z / 2 Z 
7T9(P5«C)) = 0. 

6. Fibration universelle. 

Soit F un espace topologique 1-connexe, de modèle de Quillen (lL(A),8), 

distinct d'une sphère. 

(fL(A),8) a d > (Der <L(A),D) • cl((L(A),8) 

est un modèle de la fibration universelle pour les fibrations à base 1-connexe, de 

fibre F. 

COROLLAIRE : Le groupe de Gottlieb [GDH l] de F est le noyau de l'application  

induite en homologie par 

(IL(A),9) a d > (Der L(A),D). 

IV - SUITE SPECTRALE P'EILENBERG-MOORE ET ALGÈBRESDE LIE DIFFERENTIELLES GRADUEES. 

La suite spectrale d'Eilenberg-Moore (ssEM) d'un espace peut être obtenue à 

partir de la filtration en crochets du modèle de Quillen ; le but de ce paragraphe 

est d'exhiber une version relative de ce résultat. 

1. ssEM d'une fibration ; 

THÉORÈME E-M] 
P 

Soit F *- E *• X une fibration avec X 1 -connexe ; il 
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existe une suite spectrale dfalgèbres commutatives (Ê jd̂ ) telle que : 

E 2 = Toi 
H (X) 

(k ; H*(E;k>) => H*(F;k) 

où k est un corps commutatif. 

Les termes de cette suite spectrale s'obtiennent avec une résolution projec

tive propre [SL] ; la théorie du modèle minimal a fourni de nouveaux procédés de 

calcul (M. Vigué [VPM] ; J.C. Thomas IjTJÇ]) e n algèbres différentielles graduées 

commutatives. 

2. EM-filtration et ssEM : 

Le noyau d'un modèle surjectif de p fournit un modèle de la fibre F. Une 

telle surjection se construit à partir du modèle minimal 

(!L(V),3) ^ > 0L(V'),3') 

en ajoutant des générateurs : 

(IL(V e V' @ s 1Vf),D) — • «L(V'),3'). 

Appelons EM-filtration la filtration (décroissante) induite par : 

V et V' sont en degré 1 ; s V' en degré 2 ; le degré de |_a,bj es1 

la somme des degrés de a et de b. 

THEOREME : La ssEM de la fibration p coïncide à partir du terme E 2 avec la suite  

spectrale obtenue en filtrant C (Ker Y) par la EM-filtration. 

La ssEM peut être lue directement dans LDG ; le noyau Ker Y est une algèbre 

de Lie libre (AL. (A) ,D) . Notons D^ la partie linéaire de D. 

Si on filtre (s # A, s tt D^) par la EM-filtration induite, on obtient une 

suite spectrale d'espaces vectoriels. Celle-ci est isomorphe à la suite spectrale 

d'espaces vectoriels sous-jacente à la ssEM. 

3. Exemple. 
2 5 4 

Soit g : S x S •> S définie par son modèle de Quillen : 
(IL(x4,Xl,x6),8) (iL(x3),0) 

Bxj = 3x4 = 0 ; 3x6 = [xj,x4] . 

f(xj) = f(x4) - 0 ; f(x6) = [x3,x3J. 

Un modèle surjectif est : 
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«L(x,,x ,xA,y~,y ),D) • (L(x ),0 

V( X i) = f( X i) ; ny 3) = x 3 Y(y2) - 0 ; Dy3 - y2. 

Le noyau Ker ¥ est l'idéal engendré par 

x4>xj»v2>x x5 fô^*-^^ 

Dx = [xj,x] - 2[y2,y3]. 

x (resp. [xj,x4], resp. [y2,y3] est de EM-filtration 1 (resp. 2, resp. 3). 

La différentielle n'est pas homogène cependant la suite spectrale sur 

le noyau tout entier se stabilise au niveau 2. Par contre, en se restreignant aux 

générateurs (du noyau !), on obtient : 

D £ x = ~2 &2'y3l 

et la ssEM ne se stabilise pas au niveau 2. 

REMARQUE : Le modèle de la fibre permettant le calcul de la ssEM en algebres com-

mutatives est une algèbre libre et une dualité apparaît avec la situation en alge

bres de Lie : 

. La suite spectrale sur l'algèbre de Lie noyau tout entier correspond à la 

restriction aux générateurs en algèbres commutâtives ; 

. La suite spectrale sur la restriction aux générateurs de l'algèbre de Lie 

noyau (ssEM) correspond à la suite spectrale sur l'algèbre commutative tout entière. 
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